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EGYPARAMETERES VEKTOR-SKALA RFUGGVENYEK

a) Definici5

Egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvénynek olyan utagitist neveziink,
amely a valés szdimok bizonyos P, részhalmazdnak minden eleméhez egy
vektorokbél 116 R halmaz meghaltarozdtt elemét rendeli. A P1 halmazt
a fliggvény értelmezési tartoményfnak, az R halmsgzt pedig a - filiggvény
értékkészletének nevezzilk. A P, halmaz elemeit t-vel, az R halmsaz
elemeit T-rel jeldlve, fiiggvénykapcsolatunk igy irhat6:

T=F , vagy T=V().

A t skalér fiiggetlen viltozst paraméternek szoktuk nevezni.
Az R halmaz elemei (T{t) ér-

tékkészletének elemei) felfoghatsk, 7 j

mint egy derékszigii koordinita-

rendszer kezddpontjahol kiinduls

helyzetvektorok, s mint ilyeneket

a koordinitarendszerben Gsszete~

vGikre bontva:

Tqﬂ F (t) \ _
r=x1 +y] + zk = x(®T + yO)] + ziHk , .Z(Q:(’
amibdl a fiiggvénykapcsolatot més- §77713 y
képp megad6: -
x=x(t) , /X y(z‘jl_ T
y=yt,
z = z(t)

un. paramétieres egyenletrendszer adsdik. )
Szemléltetni az egyparaméteres vektor-skalbrfiggvényeket ugy tudjuk,
hogy a filggetlen viltozs sz6bajovs értékeihez tartozé r vektorokat a tér
valamely fix pontj4bdl mint helyzetvektorokat mérjiik fel; e vektorok tér-
beli pontokhoz mutatnak, e pontok Gsszessége, ill. az ezeken Atfektetett
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térgbrbe, lesz az egyparaméteres vektor-skalirfilggvény képe. Megiorditva,
egy térgdrbe (speciflisan sikgirbe) egyenletét egyparaméteres vektor-ska-
‘14rfiggvénnyel, ill. a koordindtarendszer megadéisa utdn a megfeleld para-
méteres egyenleirendszerrel adhatjuk meg. '

Ha egy sikgorbe egyenletét sikerill olyan paraméteres egyenletrend-
szerrel megadni, melyben a t paraméter éppen az x derékszigit koor-
dinsta, akkor ez a paraméteres megadis megegyezik a girbe derékszigil
koordinﬁtés_egye:lletévgl. _

Adott v=v.1+v_J+v,K vektorral pirhuzamos, az T = x T+y J#z K

1 2 3 o [ )

helyvekiorral jellemzett Po(xo, Yo zo) ponton 4thaladd egyenes egyenlete

az
T=T +tv
o
vektor-skaldrfilggvénnyel, vagy az
x=xo+t \r1 ,
Y=Y°+tY2 ’
z=zo+tv3

paraméteres egyenletrendszerrel adhaté meg. A t paraméter abszolut
értékének jelentése itt :
F-7,|
[t |= ____=_O__ ’
vl

speciansén, ha V egységvektor (ekkor ¥ =coscx T+cos 37 +cos ?VE}: ‘
ltl= -]

tehét az T helyzetvektoru un; futé pont, és a fix Fo helyzetvektoru P
pont thvolsfight adja meg. _ °
‘Ha a t paraméter az id6t jelsli, 2 mozg6 pont paly4jht megad6
. F=TF(t) filggvénykapcsolatot mozghsegyenletnek nevezzilk. Ha példdul egy
pont a Z tengely korill egyenletes forgast végez és kozben a Z tengellyel
pirhuzamosan egyenletesen emelkedik, akkor un. kozinséges csavarvonal
keletkezik. Ennek egyenletét, a keresett mozgisegyenletet, a kivetkezGkép-
pen irhatjuk fel: '




A mozgs pont vetiilete az XY Z _,b‘
sikban egyenletes forgist végez vala— pra T~

mely R sugaru 0(0,0) kizéppontu V N\
kor keriiletén, vagyis a mozgé pont

T helyzetvektorinak vetilletvektora
az XY sikra:

T () =R cos tT+Rsint j ,

s mivel feltevésiink értelmében a
mozgs pont a Z tengellyel pirhuza-
mosan egyenletesen emeikedik, a
pont helyzetvektora:

?=.;1(t) +etk=Rcosti+Reintj+etk,

fll. a megfeleld paraméteres egyenletrendszert felirva:

x=Recos t,
y=Rsint ,
z=ct.
Példdul az R =2 sugaru, Z tengellyel pirhuzamos alkot6ju Z tengelyre

szimmetrikus egyenes korhengerre irt egységnyi menetemelkedésii kbzbn-
séges caavarvonal egyenlete:

. - ) - t -
r=2costi+2sintj+ 27 K.

fll. a paraméteres egyenletrendszer:
x=2cos t,
y=2sin t,

t.

7= —=

P Y

b) Definioi6

Azt mondjuk, hogy az T(t) egyparaméteres vektor-gkaldrfiiggvény ha-
tirértéke a t, paraméterértskii pontban a , jelben:
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11mf T{t) =2, vagy ritj-—a, t-—-t esetén, ha tetszbleges &> 0-hoz
mggadhaté olyan 4> 0, hogy

|Tt) -3 |< &, valahfinyszor o<lt-t0f<6'

Konnyen bel4thats, hogy amennyiben az & hatirérték 1étezik, T(t) koor-
dinitsinak is van hatfrértéke t——t esetén, és e hatirértékek épp &
megfeleld koordin4tii, és megforditva, ha T(t) koordin4tdinak van hatir-
értéke t——t esetén, akkor T(t) -nek is van hatarértéke, és e hatlrér-
t6k koordindtdi F(t) megfelels koordintdinak hatdrértékével egyeznek
meg,

Definicié

Azt mondjuk, hogy Tt} a t paraméterértékil pontban folytonos,
ha ott értelmezve van, véges hatdréStéke is 16tezik, 6s ez megegyezik he-
lyettesitési értékével: lim P{t) = ‘P(to)

t=t
°

M4s szavakkal: T(t) folytonos a to paraméterii pontban, ha tetsz6-
legesen kicsiny £ > 0-hoz megadhaté — olyan >0, hogy

ITt) -7t I<E,

valahényszor
it-t |<§ .
o
A formul &k részietes kiirfisdval itt is adédik, hogy az T(t) -i"(to) ()
relicis egyenértékii az x(t) —x{to)——-o, yit) —y(to) -0, z(t)-z (to)—>0

relfciSk egyidejil fenndlldséival, s ezen dllitdsunk megforditdsa is érvé-
nyes, vagyis T(f} folytonossdgibol koordin4tiinak folytonossiga kijvet-
kezik, és viszont.

¢) A derivalt fogalm4t egyparaméteres vektor-skaldrfiggvényekre a kivet-
kezdképpen vihetjilk 4t:

Definicié

Az T(t) fiiggvény differenciflhatb a to paraméterii pontban, ha a t0
és t + At paraméterii pontokhoz tartoz6 killinbségi hdnyadosnak van véges

hatfrértéke At—=0 esetében. E hatirérték T(f) differenciflhinyadosa a
to paraméterii pontban:

i
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Tt + At -T(t) . -
0 On _ _ = = |-9E

At>0 =t

[

Az T(t) figgvény t -beli differenciflhinyadosinak {deriviltjdnak) jelslé-
sére az eg'yvéltozés y = f(x) skalfr-skaldrfiiggvényeknél bevezetett jels-
1ést hasznéltuk.

Az egyviltozés skaldr-skaldrfilggvényekhez hasonlé tételt mondhatunk ki
egyparaméteres-vektor-skaldrfiiggvényekre:

Tétel

Az T =Tr(t) filggvény akkor és csakis akkor differencidlhaté a t para-
méterii pontban, ha a to és to + At paraméterii pontokhoz tartozdo meg -

viltozdsa a kivetkezé alakban irhaté:

Tt +AY -F(t) =ast+EAt, ahol |El=0,ha At=0 .

Ekkor .
a = r(to) .

A differencidihinyados definici6jibdl kévetkezik annak geometrial je~
lentése: Tt ) # 0 megadja az T(t) egyenletil térgérbe t paraméterii
pontiban az rint irdny4t (a killénbségi hényados a t 48 t,+ Dt

paraméteril pontokat sszekbtd hur-vektor irdnysbs mutat, és At—’o ese-
tében ez a t -bell érintdvektorhoz tart).

Az T(t) derivilt-vektornak fizikai jelentst is adhatunk. Ha az T(t}
fiiggvény egy pont mozgssat irja le, azaz t az id6 mérészdma, akkor
It + ﬁtz —x®) g: a At id8koz alatti elmozdulfisvektornak és
At-nek hényadosa, 2vaz az fitlagos sebesség-vektor. Ennek hatdrértéke
At-=0 esetén a sebességvektor.

A mozg6 pont helyzetvektorfinak id6 szerinti derivéltja tehdt a pont se~
bességének vektorit adja meg, ennek a vektornak az irénya a pilya érints-
jének irényfival egyezik meg, -

A T(t) sebesség-vektornak a t id6 szerinti derivéltja, T(t}, a gyor-
sulfis-vektor.

A differencifihats T(t) egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvényt a
derékszogii koordinitarendszerben koordinétdl segitségével irva fel:

T(t) = x(t) + y(t)j + z(t) k adbdik:




r =xT+yT+z k.

&

il

+
&

':l
&
=l
B
I

Differenciflhaté egyparaméteres vektor-skalérfiiggvény koordin4téi is dif-
ferencislhats fiiggvények tehdt, és ezen 4llitds megforditisa is nyilvénva-
16an érvényes.

PéldAavl az

T#®) =Rcos ti+Rsintj+ct k
egyenletil kézénsbéges csavarvonal érintS-vekiora:
T®)=-Rsinti+Recostj+c k .

Ez az érint8 a csavarvonal minden pontjiban a Z tengellyel azonos szbget
zfr be, mert

c C

[FT \/stinzt-l-RZcoszt-icz \/Bzdcz '

és ez t -6l nem figg.
Konnyil beldtni, hogy az ismert differenciilési szabdlyok egyparamé-

teres vektor-skalfrfiiggvényre is érvényben maradnak:

e

k

1° L E )= T+
29 —:’l-t-('l T,) =?1—%:— T, +F, ‘:lt T,
3 '%;(u?) =-_-g';'l‘+u%;r,
£ 4 Fuon=E . &,
d O xE) = FrE R E
Példful a mAsodik szabslyt alkalmazva
@ -4 gn-niewt =25 ¥,

dsszhangban az ismert azabéllyal.
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Az elB8bbi tételbSl kovetkezik az alabbi 4llitds:
Ha r(t)_differencidlhaté, akkor folytonos is. Ezen 4llitds megforditisa
altaldban nem érvényes.

Az egyviltozds fliggvény differencidljihoz hasonldan definifljuk az
r{t) figgvény differencidljat (dr) a t0 és to + At helyekhez tartozd

valédi fliggvénymepviltozds f6részeként:

dF=Tt) At
O

d) Valamely folytonos térgtrbedarabot rektifikilhaténak mondunk,
hogyha a gbrbedarabon osztSpontokat véve fel és azokat a befutds sorrend-~
jében egyenes darabokkal 5sszekidtve, az igy nyert hurpoligonok hosszusdga
korlétos.

Ha az r(t} egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvénnyel megadott egyen-
letii gorbedarab befutdsakor a t paraméter az o értéktdl a B értékig no-
vekszik és a felvett osztdpontok az

X = =
t,< < <t <Y <t 3

paraméterértékeknek felelnek meg, akkor a beirt tértvonal hosszusiga:

n
) |7y -7, ) -
L |7y -Fey p]

Ha a gorbedarab rektifikdlhatd, akkor - amint azt kordbban sikgtrbék
esetére részletesen tdrgyaltuk - a felosztds minden hatiron tul t&rténd
finomitisakor (max (tk—tk_l)—-—() esetén) a beirt tdrtvonalak hosszusdga

meghatdrozott véges hatirértékhez, a gorbedarab ivhosszusdgdhoz tart:
n

lim |Fuk)— F“k-ﬂl = g .

k=1

Ha az T(t) fiiggvény %(t) derivéltja az E><, /5] paraméterinterval~
lumban folytonos fiiggvény, akkor

AF=T() -1, ) ~ &E=F_) 6t )

ugyhogy
n n

) By IR - | Ly 1T e -t )
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Az utébbi sszeg azonban nem més, mint az | r(t)| fiiggvény egy iﬂtegi'él-
kizelitd 6sszege ' vagyis a felosztds minden hatdron tul valé finomit4sdn4l
az bsszeg az Ll rldt integrélhoz tart. A sikgérbe ivhosszusiga szdmitd-

sinil részletezett moédon be lehet bizonyitani, hogy a (%) Osszefiiggésben
szerepld két sszeg eltérése a felosztds minden hatdron tul térténd finomi- -
tdsakor a tett feltevések mellett zérushoz tart, azaz

B

B . .
s = jI%mI dt = L\/%(t)2+ir(t)2+é(t>2 .
[o

Képletiinkbdl z(t) =0 esetében addédik az XY sikban fekvd x = x(t),
y = y{t} paraméteres egyenletrendszerrel adott £t 5[5’ gérbedarab iv-
hosszusfginak kordbban mir levezetett képlete.

Példiul az

r{t) =Rcosti+RsintJ+ct &

csavarvonal egy menetének hosszusiga:

o~

20 7
s= [ \/(—R sin §)° + (R cos §° +c2 dt = f RZ4c? dt
0 0

= 21’7\/R2+02.

Az F(t) folytonosan differenciflhatd egyparaméleres vektorskalé.r-
fiilggvénnyel megadott gbrbe tD paraméterii rogzitett pontjatdl a véltozd
t paraméterii pontjiig terjed6 gbrbeiv hogsszusiga a fenti képlet értelmében:

t

s(t) = f |7 | at.

t
o}

Az s(t} fiiggvény t szerinti differencifthinyadosa tehit:

ds _3=
& C1Tol .

Ha a vizsgélt gorbedarabon | T(t)| #0, akkor |T(t)| >0, ésigyaz
s(t) fiiggvény szigoruan monoton ndvekvo. Van tehit egyértékii inverz fiigg-
vénye: t=t(s) , més szbval a t paraméter kifejezhetd az s ivhosszuség
segitségével.
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" Elméleti vizsgilatokban sokszor igen célszerii az s ivhosszusdgot az
egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvénybe filggetlen viltozdként (paraméter-
ként) bevezetni a térgdrbe egyenletének felirdsinil:

r(t) = rts).

Az T =T(t) fiiggvénybe az ivhosszusigot vezetve be paraméterként a
t =t(s) Osszefiiggés segitségével, az ivhosszusdg, mint paraméter szerinti
elsS derivilt-vektor:

.1
Hi-

d - _dr dt _=
ds T8 =g gg 7T

t =
8 E__TI"-—[

dt

az Osszetett fiiggvény differencidldsi szabdlydnak (40) és az inverz figg-
vény differencifldsi szalilydnak alkalmazdsival. Ez a vektor pArhuzamos
az T vektorral (az T(f) egyenletil gbrbe érintd-vektordval) és egységnyl
abszolut értékii, azért az érintd irdnyiba mutaté egységvektornak, réviden
érint egységvektornak nevezzik. Az s ivhosszusig szerinti deriviltat
vesszivel jeli:ilve, a t#s paraméter szerinti derivilt jelslésre (a mAir

korsbban bevezetett) pontot tartva meg:

] dr
I S S
Tas Tl jdm
dt

" Definicié

Valamely térgirbe érintd egységvektora ivhosszusdg szerinti deri-
" véltjinak abszolut értékét a térgbrbe gorbilletének nevezzilk.
_ (E derivAlt nagysiga az érintd egységvektor ivhosszusighoz viszonyi-
tott valtozdsi sebességét méri.)
A gbrbiiletet g -vel jeldlve:

d -

—— T’

ds

Ha a térgtrbe egyenleta T=Tr{t), t# s egyenlettel van megadva, gér-
biiletét a kovetkezdképpen szimithatjuk ki:

g = =|-1:"| .

_lf‘xi"
€= :.13
T

( i': itt a t paraméter szerinti miésodik derivilt-vektort jelenti).
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A gorbiilet fenti képletére a kivetkezGképpen juthatunk:

Fn = — .;_' - ..Q_ _-.:i_ dt d .._.?__
T ~dat ¥l - 1_] at |7
1
Mivel |r ’ = (f %)2 , az osszetett fliggvény differencifléasi szabilyéat
alkalmagzva:
: -3
1 d r 1 =1 . Lo 2
'-r:i-ag 1 =|.-_T| (rﬁl—kr(-—)(r T) 2(r.my) =
(E5°
1
= —— {r{r.t) -r(r.n)

22 r s
ugyanis |r| = {(r.r) . A zérdjelben 4ll6 kifejezésre a kifejtési
tételt alkalmazva adédik

Bens mp G -REE - SR
r T

és mivel az T és (r xT) vekiorok egyméisra merdlegesek

Hle

»

':li’”!= ]I—:X(:I_':Xi)i _ -1_'. r

%x;l
34 EHE .

amit bizonyitani akartunk.

|
I
|
|
1
I
I
|
|
!
|
f
I
|
!
i
i
!
]
I
|
I
1
!
[
|
|
!
|
I
|
|
|
|
l
|
|
1
|
i
1
i
!
!
|
1
!
|
|

Speciflisan az XY sikban fekvl sikgtrbe esetében, ha annak egyenletét az
X=x,

y = {(x)

paraméteres egyenletrendszerrel, ill. y =f(x) egyenlettel adhatjuk meg

r=xi+fx7 ,
T=7T +f (%7,
T = ) T



e |
[

& 1
fxi= o o o =-mE, lFhase3?
i f? 0
azaz
_ f”
g= [—— 3~
2.2
1%

E képletet mar a Matematika I/1. jegyzet 39. fejezetében levezettiik;
ez az érték az y =1(x) egyenlettel megadott girbe simulé kiére sugaranak
reciprok ériékeként adédott. Sikgorbe gorbilletét a simuld koér sugarinak
reciprok értékeként definidltuk. Most megadott 4dltaldnosabb definiciénkbdl
specislis esetként ad6dik tehit a sikgtrbékre koribban nyert ezen eredmé-
nyiink.

Pl. az

r=Rcos ti+Rsintj+ectk

kizonséges csavarvonal gorbiilete, mivel

r =-Rsinti + Rcost] +c¢ k,

»

-

=-Rcosti - Rsintjy,

=i

i i i3
rxr= -Rcost ~Rsint 0 |=-cRsintitcRcost]+
-Rsint Rcost c
= 2 2
+ k R (-coszt -gin t),
-1
- \/csz{sinZt + coszt) + R4 _ \/ 02R2 + R4
2 .2 3 2 23
(\/R {sin”t +cos2t)+c2)3 (\/R +e)
és ez az érték t 16l nem fligg, vagyis a csavarvonal gérbillete 4llands.
2_
Az "= %s_ 7 =4 ; vektorrdl a kivetkezdket mondhatjuk:
ds -

T" merSleges T’ -re; ugyanis egyrészt
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masrészt

’%s—(f,.f")=;"-_f’ +f’.;"=2?"-f . | |
és ez utobbi skaldris szorzat zérus voltdbsl kivetkezik az r'' és r’ \?ek- )
tor Allitott mer&legessége.

T" dltaldban nem egységvektor, az - T vektor 1rényéba mutatd egységvek—
tort n ~nel jeldlve

rt = gn.

Definicié
Valamely térgorbe {6normilis egyseﬂektoranak az W= I;“[ vekiort
nevezziik, . '

Definicid

Valamely {érgdrbe adott pontjé.beli érints egységvekiorin és fSnormé&lis

egységvektorsn atfektetett sikof a gorbe adott pontbeli simulégikjfnak ne-
vezzilk. _ .
Valamely T =T(t) egyenlettel megadott térgﬁrbe simulésikjdban fek-

2_ _
szik az T = ; vektor. Mivel ugyanis
dt '
= -, ds
r=r" -,
azért dt
. 2
r=r" (:_:‘_)2 +1’ dzs ,
B dt

teh4t T felbonthatd egy T'' és egy r' iranyu komponensre, amivel dlli-

tisunkat igazoltuk. . T
Ha t azid6t jelentl, akkor fenti eredményiink értelmébgn az T gyor-

sulds-vektort az r’ érintd egységvektor irdnyaba mutatd T nagysigu

tangenciilis komponensre (ahot v = —5{ -"r’ az un. pilyasebesség méro-

szdima) és az T'°' =gn egyenl8ség figyelembevételével g v2 n normilis
irinyu komponensre lehetett bontani.
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 Definici6

Egy térgorbe adott P gontbeli simulékore azon kor hatirhelyzete,
amely a Po ponton és a tgrgorbe tovabbi két pontifin halad 4t, ha e tovibbi
két ponttal a P ponthoz konvergilunk.

Beb1zony1thato hogy a P pontbeh simulékor kizéppontja a P -b6l

knndulé n fénormilis u'ényu félegyenesen fekszik, és a simulé kor sugara,
az un. gorbiileti sugir, a térgidrbe P -beli girbiiletének reciprok értékével
egyenld.

El6bbi feladatunkban tehézt az T gyorsulds-vektor normilis irényu

komponensének nagysiga SD alakban is felirhaté, ahol ¢ a gorbiileti
sugér.

A Matematika I/1. jegyzet 39. fejezetében megadott definicié a simuls
kér most megadott definici6jabol specidlis esetként adddik,

Definicis

Valamely térgirbe adott pontbeli érintd egységvektorsnak és {Gnormélis

egysépvektorinak vektoridlis szorzatit binormélis egységvektornak nevez-
ziik.
A binormilis egységvektort igy jeloljiik:

b=7"xn.

Definicid

Valamely térgsrbe adott pontjshoz tartozé érintd egységvektor, fGnor-
mé.hs egységvektor és binormilis egységvektor iltal kifeszitett triédert az
r’, n, b hirmast, kisérd triédernek nevezziik.

Sokszor célszerii megillapitanunk valamely térgorbérdl, hogy spemﬁ—
lisan nem sikgdrbe-e. Sikgorbe esetében a gorbe benne fekszik bArmely
pontjsdhoz tartozd simulé sikban, felirva tehit valamely gorbeponthoz a si-
muld sik egyenletét, ezt a térgorbe pontjainak azonosm ki kell elégitenie.

Térgbrbe esetében a simuldsik 4ltaldban pontrél-pontra védltoztatja a
helyzetét. A simulésik normilis egységvektordnak (a binormilis egység-
vektornak) véltozdsi sebességével mérhetiik a simuldsik helyzetviltozta~
tasdanak mértékét, vagy mis szavakkal azt, hogy a térgorbe mennyire tér el
a sikgdrbétsl.

Bel4thatd, hogy

d r xT"_ -
ds |© xT"] =tn,
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ahol n a fOnormailis egységvektor, a t skalirt pedig a gorbe adott pont-
beli torzidjanak nevezzilk. Ponttal a paraméter szerinti deriviltat jeldlve,

beldthaté, hogy a torzid

=7
IH

N

Kbdnnyen igazolhatd, hogy a kiztnséges csavarvonal torzidja allands.

t
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KETPARAMETERES VEKTOR-SKALARFUGGVENYEK

a) Definicid

Kétparaméteres veltor-skaldrfiigovénynek olyan utasitdst neveziink,
amely az UV paramétersik bizonyos A ponthalmazinak minden eleméhez
egy vekiorokbs] 4116 R halmaz meghatirozott elemét rendeli.

Az A halmazt a fiiggvény értelmezési tartomdnyanak, az R halmazt
a fiiggvény értékkészletének nevezziik.

Az A halmaz elemeit, az UV paramétersik pontjait, azok alkalmas
koordin4tarendszerbeli koordindtdival (u,v}-vel adva meg, a fiigg6 viltoz5
értékét T-rel jeldlve, fiiggvénykapesolatunk igy irhats:

r=T(u,v), vagy T =35(u,v)

Az T fliggetlen valtozé vektorokat egy derékszigit XYZ koordinitarend-
szerben helyzetvektoroknak fogva fel, és azokat 5sszetevGkre bontva, T
koordindtéi is fiiggenek nyilvdn u és v-tol:

r=xi+yj +2zk = 2@,V +y (u,V)] +z@w, vk,

figgvénykapesolatunkat tehdt a kivetkezb paraméteres egyenletrendszerrel
helyettesithetjiik:

X = X(,v),
y = yu,v),
= z{u,v) .

Szemléltetni egy kétparaméteres vektor-skaldrfiiggvényt a kévetkezokép-
pen tudunk., Az u és v paraméterek szdbajove értékeibdl alkotott rendezett
{u,v) szémpérokat sbréizoljuk az UV sikban felvett derékszogii koordinita-
rendszerben. Az igy nyert A ponthalmazhoz rendel az T(u,v) fiiggvény
térbeli pontokat, az A ponthalmaz pontjaibdl 4115 sikrészt leképezi bizonyos
térbeli pontokb3l 4115 ponthalmazra. Ez utibbi ponthalmaz -az A sikbeli
ponthalmaz képe - 4ltaldban egy feliiletdarab pontjaibsl 4115 halmaz, roviden
feliilet.
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Megforditva, felilletek egyenletét dltaldban kétparaméteres vektor-skalr-
fiiggvénnyel adhatjuk meg. Errdl a megaddsrdl azutdn konnyii 4ttérni a para-
méteres egyenletrendszerrel t6rténd megadésra.

Ha speciflisan az u és v paraméterek megegyeznek az x és y de-
rékszogii koordindtikkal, a felillet egyenletét megads paraméteres egyenlet-~
rendszer azonos lesz a feliilet egyenletének kétvaltozds fliggvénnyel vald
megadésaval.

X = u,

y = v, L T=ul+v]+iu,v)k=xi+yj+Lxyk

4 f(u, v)

megegyezik a

z = {{x,y)

meguadissal.
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Legktnnyebben forgisfeliiletek, henger és kupfelilletek egyenletét tud-
juk kétparaméteres vekior-skalirfiiggvénnyel megadni.
1° Forgassuk meg az XZ sikban az

x = f(w) ,
z = glu)
paraméteres egyenletrendszerrel Z4
megadott gbrbét (az un. merididn-~ F ===

gbrbét) a Z tengely koriill. A nyert .
forgasfeliilet egyenlete, egyik para-
méternek a merididngsrbe egyenlet-
rendszerében szereplé u paramé-
tert, méisiknak az elfordulias v
sz0gét (a forgésfelillethez mutatd
helyzetvektor XY sikra vetett
vetiiletvektoranak az 1 egységvek- ' Y
torral bezart sziogét) vilasziva )

>
S
g
>

i

x = f{u) cos v,

y =f(u) sin v , 7l ;

ill.

T =f(ucos v 1 +flu) sin vJ +gu)k

Pt, az x =3+ 2cost, z =2 sint egyenletrendsierii kérvonal-
nak Z tengely koriili forgatdsdval elG4llé forgasfeliletnek (torus) para-
méteres egvenletrendszere:

XxX=(3 +2cos t)' ébs v .
y={@ +2cos t)sinv,

z=2sint. - (0%tSa27, 0%
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A R sugaru gbombfeliilet egyenlete, paramétereknek az fbrin bejelslt u és
v szogeket vilasziva:

x=Rsinucosyv,
y=Rsinusinv,

z=Rcosu. (0 SusST, 05vSaeq).

2° Csusztassunk végig
egy T =T, (t) egyparaméte-
res vektorskalarfiiggvénnyel
megadott egyenletii térgbrbén
(un. vezérgdrbén) egy & vek-
torral parhuzamos alkotst;
az igy szdrmazé felillet hen-
gerfelillet, melynek egyen—
lete:

?=Fltt) +Aa
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(a paramétereket t és A -val jeldltik), ill. paraméteres egyenlet-
rendszere:
= A
X xl(t) +Aa 1°

y=y,(0 +da,,
z=zl(t) +}l.a3,

{a= all +a2] +a3 ky.
2 e r e
Pl. az y=x vezérgorbéjii, a = 3i +4j + 5k vektorral pirhuzamos
alkotéju hengerfeliilet paraméteres egyenletrendszere a paramétereket u
és v -~vel jeldlve:

k<
fl

u+3v,
y = u +4v,

z = bv.

3° Az T=T.(t) vezérgidrbéijl kup-
feliilet egyenlete, ha a kupfeliilet csucsat
a ¢ vektorral adjuk meg:

r = ?1(t) + l(E-Fl(t))

PéldAul az x2 + 4y2 =1 vezérgirbéii
C(1,3,86) csucspontu kupfeliilet paraméteres egyenletrendszere (a vezér-
gorbe paraméteres egyenleirendszere:

1
X = cost, y=5sin t}
X =cost + A(l-cost),
y= Lgint+ /1(3—l sin t) ,
2 2
z = 6A .

Mis példaként a Z tengelyre merdleges egyenes végpontjdnaka Z
tengelyen torténd egyenletes végigesusztatasival és kiizben az egyenes Z
tengely kériili egyenletes forgatisaval el64ll6 csavarfelillet paraméteres

eléallitdisa:
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T = T{u,v) Sucoswvli+usimwvi+e vk,

2 <. 2

a es —ead v + o

ahol -a

u

N

b} A hatdrérték és folytonossig fo-
galmit kétparaméteres vektor-skalirfiigg-
vényekre éppen ugy vihetjiik 4t, mint egy-
paraméteresekre.

Definicid

Azt mondjuk, hogyaz T =T (u,v)
kétparaméteres vektor-skalarfiiggvény
hatdrértéke a Po = (uo,vo) paraméteri

pontban B H

lim r{u,v) =b, ill. lim™P)=b,

Ui -=1 P=P
0 0

V-=V
0

ha tetszdleges & > 0 -hoz megadhatd olyan 6> 0, hogy

| T(u,v) - b I < £, valahdnyszor 0< _1550 =\/(u—uo)2+(v—v0)2 <4

Ekkor T(u,v) koordinitii is tartanak b megfelel8 koordinitdihoz, és
allitAsunk megforditdsa is igaz.

Definici6

Azt mondjuk, hogy az T{u,v) = T(P) kétparaméteres vektor-skalarfiigg-
vény a P0 =,(uo, vo) paraméterii pontban folytonos, ha ott értelmezve van,

van véges hatirériéke és ez megegyezik r(y,v) Po -beli helyettesitési értéké-
vel: lim T(P) =F(P0) . '
P—=—P
0
M4s szavakkal, T(u,v) =T(P) folytonosa P ={(u ,vo} pontban,
ha tetszdleges kicsiny &£ > 0-hoz megadhaté olyan &>0, hogy :
|T(®) - T(P ) | <&, valahdnyszor ﬁo <d.
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Ez azt jelenti, hogy 7T(u, v) akkor és csak akkor folytonos az (u _,v ) he-
lyen, ha koordinAtii ugyanott u és v-nek folytonos fuggvényel
c) Ha rogziteit v-vo mellett 16tezik az T(u,v ) vektorskalérfuggveny

u viltosd szerinti derivaltvektora az u = u, helyen, akkor ezt a vektort az
r{(u,v) kétparaméteres vektorskaldrfliggvény u szerinti parciflis derivalt-

vektordnak nevezzik az (uo,vo) helyen. Hasonl6képpen, ha régzitett u=~'u0

mellett képezziik ;(u V) ¥ szerintiderivéltvektorita v=v_helyen, ezt ;(u,v) v
szerintiparcié.lisdex%véltvektorénaknevezziik az (u ,V ) elyen, E parcidlis

deriviltvektorokat a tébbvaltozés fiiggvényeknsl bevezetett jeltléssel jelsl-
jik; az r{u,v) fiiggvény parcidlis derivélisa koordmiténként torténik:

dTW,v) _ _Ix(u,v) 1. 2 y(u, v) T+ Dz(u, v)

u 2u Ju du ko
dru,v) _ Ix(u,v) -~  Qyw,v) - _Dzw,v) =
v = 5y i+ Jv i+ N k
2. 2- 2—
A mésodik parcidlis deriviltak: —2 .y Irwy) 9wy
u vy Fudv
Bzfgu V) |
3 2’ értelmezése hasonldképpen torténik. Koordinitikra bontdssal
- .

%y . 2%wy

(uo,vo) ~beli folytonossiga esetén e pontban a fenti vegyes méisodrendil par-

igazolhatd, hogy az parcidlis derivilt-vektorok

cidlis derivalt-vektorok megegyeznek egyméissal.

Definici5

Az T(u,v) kétparaméteres vektor-skalfrfiigevény differenciflhatd az
u=u , v=v0 paraméterii ponthan, ha a - P0 = (uo,vo) €s P=(yv)

pontokhoz tartozd megviltozisa a kévetkezd alakban irhats fel:

(%) Af=1'-(u,v) - i"(uq,vo) = E(u-uo) +b (v—vo) + Zl(u—uo)fzz(v—vo)

-~ 23 -



ahol I(E_ll és | £ .1 0 -hoztart, ha Au=u-—u0 s Av=v-v a 0 -hoz
L)

2
tartanak. a és b az r(u,v) fliggvény (u ,v ) ponthoz tartozd parciilis
—_— . —=2——= "o’ 0o
derivilt-vektorai:

ru,v ) -r(u ,v) - .
T =1lim ou_u 0 0 - l:’ar(t/za,v) ,
t-=u o 4 du ,v)
o] o O
- r(uov) - I'(uo’ vo) 2 Tu,v 1
b =lim v = v
V=V . 0 o (UO,VO)

Bebizonyithats, hogy ha egy (uo,vo) pontban az r{u,v) filggvény u, ilL

v szerinti parcidlis deriviltvektorai folytonosak, akkor T(u,v) e pontban
differencidlhatd.
Az T{u,v) (% )-ban felirt megvéltozdsinak férésze, a kétparaméteres

vektor-skalarfiiggvény differencidlja (dr) :
g%
Au + ['av AV .

}( (B 2 Ve

Ha az r=r(u,v) fliggvénytcsak az u=u(t), v=v(t) filggvénykap-
csolattal jellemzett pontokban vizsgdljuk, akkor az igy nyert
T = T(uft), v(t)) egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvény egy, az T(u,v)
egyenlettel jellemzett felilleten futé gorbe egyenletét szolgiltatja. Ezen
gorbe vizsgilatdhoz sziikséges elsd derivilt értékét az Osszetett fiiggvény
differencidl4si szabédlya segitségével hatirozhatjuk meg:

dF=3A u+EAV=|:af
Ju

u,v
o’ o)

d Fult), vt)) _ 9T du JF  dv
dt du dt © v dt

E szabélyt az oF és or parciilis deriviltvektorok folytonossiganak
du v

(* %)

s az u(), v{t) Tfiiggvények differencidlhatésiganak kikétése mellett
koordindtikra torténd kiirdssal a tébbvaltozds Osszetett fliggvény differen-
cidldsi szabdlyinak alkalmazdsdval igazolhatjuk.

A (* %) formul4bdl kiolvashatd, hogy a felilleten futd gorbék érint6i

mind a %I"] és —%—5— vektorok Altal kifeszitett sikban fekiisznek

(feltéve, hogy a vizsgdlt pontban e két parcidlis derivédlt-vektor nem pér-
huzamos egymaéssal).
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Definicié

Az T =7r(u,v} kétparaméteres vektor-skaldrfiiggvénnyel megadott

feliillethez az r = F(uo, v ) helyzetvektoru pontban illeszkedd érintSsiknak

az adott ponton 4thaladé és az [: %T] s [ Sf ]
u,v ) w,.v)
o o e o

vektorok altal kifeszitett sikot nevezziik. E sik normélisa, az un. felilleti

normadlis:
— [9?] 9T
n= X .
du v ) v W)
oo o’ o

Fenti definiciénkban mindvégig feltettiik, hogy T{u,v) parcidlis derivalt-
vektorai az (u ,v ) pontban léteznek, és nem pirhuzamosak egymaissal.
Mint lathatd az elSbb definilt felilleti normalis irdnyitdsa az u és v
paraméterek sorrendjének felcserélésével ellenkezdre véiltozik, tehdt nem
a felillet bel€0 sajatsdgaival, csupin elddllitdsdnak médjdval fiigg Sssze.

Példak

Az alfbbi 4bran lathaté gomb &s henger metszésvonalaként definidlt
Viviani-féle gérbe egyenletét a gbmb

r=r{u,v)=Rsinucosvi+Rsinusinvj+Rcosuk

Z




egyenletéhol a

dsszefiiggéssel adhatjuk meg. A szokott mddon a paramétert t-vel jelslve
az

Gsszefiiggés alapjidn a Viviani-féle gérbe egyenlete:

r = r{u(t), v(t) = R sin t cos (—’g— -t) T + R sin t sin (—% -7+

+Rcos tK=Rsint1-+R sin t cos tj+Rcostk,
Szdmitsuk ki a gorbe gorbiiletét a t =0 paraméterii (azaz (0,0, R})) pontban.
T(H) = 9R sin t cos t T+ R (cos’t-sin’t) ] - R sin t k =
=Rsin2ti+Rcos2tj-Rsintk,

f(t) =2Rcos 2ti-2Rsin2tj~-Rcostk,

T =RJ ,

ITo)l=r,

r{®)=2Ri-Rk,

=

i ]
';.(O)XIL‘(U) = 2R 0 -R =+R°T+2R% & ,
0 R 0
vagyis
L 5 ©0) x T _ V5 R> _ V5
= |§(0)|3 R3 R
2° Az

r=r(u,v}=Rsinucosvi+Rsinusinvi+Rcosuk
egyenlettel megadott gombfeliilet felilleti normalisa:
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i i K
2T 2T

o X v =| Recosucosyvy Rcosusinv -Rsinu =

-R sin u sin v R sinucos v 0 L

2.2 - 2.2 - 2 =
=R sinuwcosvi+R sinusinvj+R sinucosuk =
=R sin ur(u,v) .

Lithatd tehdt, hogy a felilleti normélis az T(u,v) vektorral pirhuzamos,
azaz e szfimol4sbdl is leolvashatd az a 361 ismert tény, hogy a gémbfeliilet
érint6sikjai a sugdrra merSlegesen helyezkednek el.

Ha egy feliilet egyenletét 2 z = f(x,y} alakban Allitottuk €18, akkor mi-
vel ezen elG4llitist masképp az

X = u,
y=v,
z = f(u,v)

paraméteres egyenletrendszerrel, ill. az

r=r(,v)=ui+vj+fu,v) k

alakban is felirhatjuk, a felilleti normalis a kvetkezSképpen adsdik:

i § k
__ 27 27 28 | . 9f - 9f - —
9w v T 1 0?_: R T 9v3+k’
a1
T

illetve visszatérve az u=x, v=y, f(u,v)=f(x,y) =z jeldlésre:

dz - 2z

n= —7}{— i 2y j+k.

Példiul a z = xy fellilet (hiperbolikus paraboloid} esetében a felileti nor-
mélis:

- - ZL7. ZET.R= yT-xT+E.

1
[n]
-3

1




A feliilethez az =x=2, y=8, 2=2.3=6 pontban illeszkedt érintSsik egyenlete
tehat (n(2,3,6) = -3i -2j +k) :
=3(x-2) - 2(y-3) +(z-6) =0,

azaz 3x -2y 4+z +6=0,

Altaldnosségban a z = f(x,y) egyenletii felillethez az X=X, YV,

z=f(xo, yo) =z, pontban illeszkedd érintSsik egyenlete:

d) Egy felifletdarab felszinének meghatfrozésa a gérbedarab hosszu~
sdganak kiszdmitisdra emlékeztet feladat. KézenfekvS tehdt arra gondol-
nunk, hogy a felilletdarab felszinét a felilletdarabba beirt poliéderfeliiletek
segitségével értelmezziik. Ennek kivitelezése a kovetkezdképpen tortén-
hetne:

Allitsuk el6 a vizsgilt
felilletdarabot * = r(u,V)
kétparaméteres vektor-ska-
(u\” larfiiggvénnyel, a felilletdarab
pontjai feleljenek meg az UV
paramétersik A halmazfban
fekv8 pontoknak, Boritsuk le
v } az UV sikot egy hiromszs-
' gekbGl 4116 hdldzattal. Sze-
meljik ki a hilézatnak egy
olyan hiromszdgét, melynek
csucsai A -hoz tartoznak és
keressiik meg a felilletnek e
hérom csucspontnak megfelels
pontjit. Ez a hrom felilleti
pont egy hiromszdget hatiroz
meg (amely esetleg egyenessé,
vagy egyetlen ponfti is elfa-
julhat), Elkészitve az Usszes
A -ba esf csucsu héldzati hé-
romszigeknek ilymsdon megfeleld hiromszoglapokat, azok egyiittvéve egy,
a felilletdarabba beirt poliéderfelilletet adnak. Az ivhosszusig kiszimit4-
sanal kivetett okoskodds mintdjara azt virhatnink mérmost, hogy ha a pa-
métersik A halmazit leborité hdromszidges hdlézatot minden hatdron tul
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finomitjuk, akkor az ezekhez az el6bbi médon rendelt poliéderfelilletek fel-
szinei az A halmazra és az r{u,v) fiiggvényre tett bizonyos megkttések
mellett egy hatdrériékhez konvergfilnak, és ezt a hatArértéket tekinthetnénk
a feliilletdarab felszinének., Konnyii azonban példit mutatnunk arra, hogy a
felszin fogalma ilyen egyszerii médon nem értelmezhetS. A fenti okoskodést
kivetve ugyanis pl. egy kérhengerpalédstba beirt polidderfelilletekb6] készit-
hetS akirmilyen nagy hatarértékhez, vagy akar végtelenhez tarts felszinii
sorozat. Ezt mutatja be H. A Schwarz hires példija.

Tekintstik az
x= R cos u, y=Rsinu, z=v,
05us7, 0%vyEnh

fél-hengerpaldstot. Jelentsenek n és m pozitiv egész szdmokat, és
tekintsiik a fél-hengerpaldstnak azon Pli‘ pontjait, amelyek az

iy kh

u=—£—, v=——m— (i=0,1,...,n; k=0’1"”,'m)

paraméterértékekhez, és azon Q]i( pontjait, amelyek az

2i-1) 7 k- ‘
_ { ) , v=—@—1-Lh-—(i=1,2,---,n; k=t,2,...,m)
on 2m

paraméterértékekhez tartoznak. Képezziik ezekbsl a pontokbél mint
szbgpontokbdl a

kak klklk

i1 Q (i=1,2,...,n; k=1,2,...,m)
valamint a
k k k k-1 .k .k
[Ad = =1 —
(2) Pi QiQi+1 s Pi Qi % (i=1,2,...,n-1; k=1,2,...,m)
tovdbb4i a

k-1 _k k k-1 k _k
3) Po P0 Ql s Pn Pn Qn (k=1,2,...,n)

hiromszigeket (ldsd dbra), E hiéromsziglapok a fél-hengerpalsst-

feliiletbe beirt poliéderfeliiletet allkotnak. m=~co és n-o< esetén
az UV paramétersik fent megkonstruilt hiromsziges hélézata minden
hatdron tul finomodik, ill. a felilletbe beirt hiromszdglapok maximaélis
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oldala is 0 -hoz tart. Megmutatjuk, hogy
e hiromszoglapokbdl 4116 poliéder-feliile-
tek felszine nem tart meghatirozott véges
hatirértékhez.

A (3) alatti hAromszigek terilletosz-

N
|
I

szege nyilvén 0 - hoz tart, mivel a

pl Bk , valamint a pl gk
o o o n

Rt

oldalak dsszege a henger fllandd h ma-
gassigit adja meg, ezeket tehit a hatir-
érték szdmitisa szempontjibsl nem is
sziikséges tekintetbe venniink.

QIN
3y
[N

Az (1) és (2) alatt felirt hiromszigek
egyenlOsziruak és egybevigdk, szimuk
[2n +2(0-1)]m = (4n-2)m. Sz&mitsuk ki egy
ilyen hiromszdg pl. (a felsC indexet az egy-
szeribb irasméd miatt elhagyva) a Pi-l PiQi
hiromszdg teriiletét, Legyen a P,
pontokat tartalmazd koér kozéppontja : 0,
0 -bdl a Pi—l Pi oldalra bocsétott merdle-

ges talppontja Ro’ és messe (_JEO meg-

I
\hosszabbitisa e kért S -ben. Ekkor Ro a Pi Pi oldal felezGpontja,
, -

1
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tehit mivel Qi Pi—l = Q. P, , azért R Q a P P, Qi hiromszty

ﬁ o i i-lh i
magasséiga, tovibbd R SQ < = és S =— Minthogy
7 T2 i 2m
0 = —, é t
13‘:_1__1 Pi<; n azér
— i
R =R
0 o R cos o
és igy . 7
P S=R -~Rcos '
c 2n
azaz
~ ~
— 72 hz_\/ 2 4 % h 2
ROQi— (R - R cos _211) +(-—-—2m) 4R sin “n +(—2m)
e i
Mivel azonban a P, P, oldal fele P.R =Rsin — ,a P _PQ,
i-171d i 2n i-1 17

hiromsziyg teriilete:

2 .4 N h 2
’I‘P PQA = R sin on 4R “sin ™ +(2m)

Ennélfogva az (1) és (2) alatti hdromszigek an terilletdsszege

7 2 .4 7 h 2
(4 an (4n-2)m R sin on 4R “sin in + { 2m)

Megmutatjuk, hogy attdl fliggben, hogy n és m milyen kapcsolat-
ban 41l egymdssal vagyis a hengerfeliileten felvett parhuzamos kérsk
tavolsdga és a korokon felvett osztépontok kizstti ivek hosszusdga mi-
lyen 6sszefliggésben 41l egymissal, n—= oo 8s m-—o< esetében F
kiilsnbsz6 véges, ill. végtelen hatdrértékhez tarthat, nm

1° ha m=cn, ahol ¢ 4llands (4)-bdl

o T
- 4n-2 2 cR °? m \ 12 r® (Sm 4n )sinzi H"k‘l‘)z
nm dn T 4 7 4 " o2e
Zn 4n

tehit n-= =< esetén (amikor egyszersmind m-= co)

F_—= 2§ chR - =p7 p,
nm : 2¢

ami a félhenger-paldst fel szinének ismert képletével egyezik.
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2° ha m=cn®, ahol c Allandé (4) -bb1

. . T y4
_od4ne2 oo sin o\ rtRE | P oAb y2
nm 4n i 3 T Zc) ’
2n 4n

4_2 2

T R% 2
:j;'hR ———————

16 +h” ,

és ez a ¢ konstans alkalmas megvéilasztdsival tetszbleges 5 Rh-ndl
nagyobb véges értéket felvehet,

3° ha m =n3, (4) -b8l1

2
4n 2 i 2n 4n 7 Rn
4 in— 2 =
an-z Tnm> 40 Bsino 2Rsinc T 7 7 4
2n 4n

vagyis n-- o< esetében (ekkor egyszersmind m--o<)

F —--f-o-o
nm

A beirt poliéder felszinének tehit a felosztdsok ilyen médon torténd
finomitdsa mellett nincs meghatirozott véges hatirértéke.

A bevezetOben emlitett médszerrel élve azonban a feliiletdarab felszinének
mérdszamara jutunk, ha a paramétersik A halmazit leborits hiromsziges
hilézat minden hatiron tul valé finomitdsit ugy végezzik, hogy kizben az
6sszes hdlézati hiromszoégeknek valamennyi szoge egy 7 -nél kisebb kor-
14t alatt maradjon (vagyis a hdromszdgek ne laposodjanak el minden hatdron
tul, amint azt a Schwarz-féle példa 2° és 3° esetében tették). Bebizo-
nyithatd ugyanis a kivetkezd tétel:

Tétel

Legyen A az UV siknak mérhetS teriiletii halmaza, s az T(u,V) fiigg-
vény legven elsGrendii parcidlisaival egyiitt folytonos egy az A -tés A
hatdrpontjait tartalmazd G nyilt halmazon. Ha az UV -siknak elkészitjik
egy minden hatdron tul finomod3 hiromsziges hdljzat-sorozatdf, s ebben az
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dsszes hiromszogek szbgei egy % -nél kisebb korl4t alatt maradnak, akkor
az A -ba esd csucsu hiromszbgeknek megfeleld hiromszbglapokbsl 4116
beirt poliéderfeliiletek felszinei meghatirozott hatdrértékhez tartanak, mely-

nek értéke:
31, 5]
X
[&f[ (w,v) L9V

T
du
Ezen keitSs integralt tekintjilk a kérdéses feliletdarab felszinének (a fel-
szin mérészidmanak). E tételt nem bizonyitjuk. Vizlatosan megmutatjuk
azonban, hogy alkalmas, specidlisan vilasztott hiromszdges hdlézat esetén,
az fllitott alaku integril adédik hatdrérték gyanant.

Készitstink el ugyanis az UV sik A halmazin egy olyan hdromsziges
hilézatot, amely egy négyszogrics négyszigeinek egyik 4tléjukkal torténd
felezésével keletkezik: (ezen hiromszégrdics minden egyes hiromszdge
derékszogli, s igy a hiromszogek

du dv.

{(u,v)

v
szdgel biztosan # -nél kisebb kor- T L ____ . —
14t alatt maradnak). A hildzat egy = NN VAN i‘
tetszGlegesen kivalasztott hdrom- yrdv [T ==
szdgének csucsai legyenek &E\f\ . GO /}
(A~ "
] —— —t ' ¢
P(u,v), P o+ Au,vi) , T -
1 1 L L ! 1 (S
P;‘ (ui,vi+ Av), U WYrdy 4

vagyis a hiromszdg oldalai |Au| és IA vl hosszusédguak, a hidromszig
teriilete

A - adlavl

i 2

A hiromszdg csucspontjainak megfeleld pontok a feliileten az

r(u,,v)=r, T +Au,v) =1 T{u,v.+ Av)y =1"
@pv) =T, Tusduv) =T,  Ta,v+Av =T

vektorokkal jellemezhetSk, vagyis a PiP’iP‘ir hiromsziognek megfeleld

poliéderlap olyan hiromszdg, melynek élvektorai:

- - - _ | aF 3 ~
ril —r(ui—l-Au,vi)—r(ui,vi) = l:au :’ A0+ ¢ Autd =

1
(“"Vi)

~| 4T '
[ﬁu} Au

(ui,vi) a3 .



- - [or -
T, r(ui,vi+ﬂv) - r(ui,vi) =0 + ['aV:l(u , )Av +0 +£2Av x
it

~ |2r
~ [’av] Av,

(ui,vi)

az T(u,v) fliggvény differenciflhatésdga miatt, ami a tételben tett felte-
vésekbll kivetkezik, ly médon teh4t a feliiletbe beirt hiromszioglapok te-

riflete kizelitGleg
1 [_9}.] x[ﬁz]
2 du v

i i

-1
= 2[Au||Av|

2% ey
T } Aux ['av:l Av
(ui,v

i) {u i vi)

ahol 1
EIAUI IAV[ = Ati ,

a paramétersikban felvett Pi’ P’i P‘i' haromszig teriilete. A feliiletbe be-

irt poliéderlapok teriiletének 5sszege tehit kizelitdleg

iz, 2]
2u (07 ov (0¥

Ha méarmost az UV paramétersikban felvett hAromsziges hélézatot min-
den hatfron tul finomitjuk (a tételben tett kiktotések mellett) a fenti Gsszeg a

s

kettds integralhoz tart. Kimutathat, hogy a kizelitéseknél elkivetett hiba
a tételben tett kikitések mellett a zérushoz tart, ugyhogy a vizsgilt felii-

letdarab felszinére az
[BF} . [ 2 ?}
Zu 0, ) av -

-]

At .
1

du dv

{u,v)

du dv

érték adodik.
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Tétel

A felilletdarab most definiilt felszine mepfeleld feltételek mellett fiig-

getlen a felilletet el84llitd paraméterek vilasztisatsl,

Bizonyitis

Tegyiik fel, hogy a felilletdarabot r =T(u,v) egyenlettel allitot-
tuk el8, és legyenek az uj paraméterek s ést. Legyenek tovibbi az
u(s,t) és vi(s,t) figgvények az ST sik mérhetS teriileti B halmazit
és annak hatdrpontjait tartalmazé bizonyes nyilt halmazon els8rendii
parciilisaikkal egyiitt folytonosak, és vigye 4t az

u = uis,t), v =v(8,t)
fiiggvények altal 16tesitett leképezés a B halmazt az UV sik A hal-

mazdba ugy, hogy B kiilonbtzd belsS pontjainak A killonbbz8 pontjai
feleljenek meg. Be fogjuk l4tni, hogy ekkor

‘U{%:x—% dudv=f]9r
A B

ds
ahol a baloldzli integrélban a parciilis deriviltak u és v, a jobbol-
daliban pedig s és t fliggvényei.
Valdban a tett feltevések mellett

or 97 2u 9r dv
8 2u 3Js T v ds

)

ds dt,

. 2E
7t

dr _ 9r Qu N dr v
Pt du 9t v ot

tehit

9r  dr _ Ir 2T Ju  Dv dv  Ju

s X3t du v Os 9t Ds TR
és igy a szokésos
9F _ 9r|_|2r . 3% 2 w,v) ‘
98 *Pt| |9u ¥ Iv| | den |’
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ugvhogy az dllitoit egyenldség jobboldal4n 4116 integral a baloldalibsl a

kettos integrilok transzformécidjiara vonatkozé képlet alkalmazisédval
adédik,

Altaliban, ha a felillet egyenletét z = f(x,y) alakban adjuk meg, akkor

- mint azt e fejezetben a ¢) pontban lattuk - x és y -t valasztva paramé-
ternek: (T = x1 +yj + {{x, Pk )

or 9r of - 91‘—

7 * Ay T ox ' Tay ! +k,

s igy az XY sik A tartoménya feletti felilletdarab felszine:

fj\] o 2 ’af 2 +1dxdy .

Pé&ldsk
1° Az T=T@u,vy=Rsinucos vi+R sinusinvj+Rcosuk

egvenietii gombfeliilet (0 0Sus T , O £y8 27 )

Il/\

felszine, mivel

T a7

o X Y =Rsinu(Rsinucosvi+Rsihusinvj+Rcosuk)

(lisd a ¢) pontbeli szdmolédst), és igy

9F r_2,\/,22 2 2 2
o, X v =R sin u\/sin ucos v +sin usin v +cos u =
/ 2
= R2 sin o sin2u4cos2u =R sinu,
T T 29 i
2 . 2
F=R sinudu|dv =R I:—cosu:l dv =
v=0 u=0 v=0 u=0
Al
= 9R> dv =4R%7
0
20 A z = xy feliilet azon részének felszine, melynek vetillete az XV
2 2 <. 2

sikon az x 4y R® korlemez a kitvetkezSképpen nyerhets:
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A c) pontbeli példiban végzett szimolast felhaszndlva, ill. a z=i(x,y)
alakban megadott feliiletek felszinszamitisi képletét kizvetleniil alkalmazva:

F= ff Vy2+x2+1 dxdy , ahol T= { (x,¥): x2+y2 g Rz}
T

Kettds integrilunk kiszdmitdsa végett poldrkoordinitis transzformicist

alkalmazva : 3
29 R i 9 "2- R
F= f [ qr2+1rer de= I[M?)’——] de =
P=0 ~ r=0 p=0- 2 - r=0

ii‘(\/(Rz +1)3 -1y,

[-R] %)
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SKALAR-VEKTORFUGGVENYEK

a) Definicid

A gkaldr-vektorfiiggvény olyan utasitds, amely bizonyos vektorokbél
4116 R halmaz elemeihez a valos szdmok bizonyos P részhalmazfinak
egy-egy meghatirozott elemét rendeli.

A fiiggetlen valtozé vektorokat T-rel, a skaldr filggd viltoz6 értékeket
u vagy ¢ -vel jellve, fiiggvénykapesolatunk forméilisan igy irhatd:

u=uE , vagy P=¢ @ .

Az R halmazt az u(f) fiiggvény érielmezési tartoményinak, a P halmazt a
fliggvény értékkészletének nevezzik,

Az u(T) skaldr-vektorfliggvényrdl legjobban ugy alkothatunk magunknak
képet, ha a fiiggetlen véltoz6 vektorokat a tér egy rogzitett pontjabsl mint
helyzetvektorokat felmérjilk. Akkor az egyes vektorokhoz rendelt fiiggvény-
értékeket a vektorok végpontjathoz rendelhetjilk hozz4, ugyhogy végered-
ményben a térnek, vagy a tér egy részének pontjaihoz rendel az ilyen fiigg-
vény szimértékeket. Ebben a felfogisban szokés a skaldr-vektorfiiggvényt
skalartérnek, vagy skaldrmezdnek nevezni. Skaldrteret nyertink pl. ha a
tér pontjaihoz fiiggvényértékként az ott uralkods hémérséklet,potencisl, vagy
nyomis értékét rendeliiik hozz4.

Skaldr-vektorfliggvénnyel irhat6 le pl. az egységnyi elektrosztatlkm
tsltés potencifltere: = I%l- ahol T a t6ltés pontjibol mutatd vektort
jelent,

A skaldr-vektorfiiggvényeket azonban misképp is jellemezhetjik. A fiig-
getlen valtozé T vektorokat ugyanis pl. egy XYZ derékszogli koordinita-
rendszerben Gsszetevikre bontva, T, és ezen 4t az u fiiggb vdltozd értéke
is fiiggni fog T koordinitditsl, x,y és z-t8l, azaz

u=u(x,y,2) .
Az u = u(F) skaldr-vektorfiiggvény tehit hirom skaldr viltozd skalar

fliggvényeként, hiromvéltozés fiiggvényként is felfoghats. Megforditva, min-
den u=u(x,y,z) héromviltozés skaldr-skaldrfiiggvény ugy foghat6 fel, mint
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r=xi +yj +2zk valamilyen u(r) skaldr-vekidriiiggvénye. A tobbviltozés
skalar-skaldrfiiggvények tehdt valamennyien tirgyalhatdk volninak specidlis
skaldr-vektorfiiggvényként (z = f(x,y) sikvektor skalAr fiiggvényeként,

y= f(xl. Xpsee s ,xn) az n - dimenziés T = x1€1 + xzéz +... +xn§n (|6i|=1)
vektor skaldr filggvényeként).
Pl. az 2
u = (r)

skalar-vektorfliggvény igy is irhaté:
2 2 2
u=x +y +z° ,
az egységnyl pontszerii elektrosztatikus tsltés potencidlterét el34llits

¢____ 1

| Tl

fiiggvény pedig igy is megadhats:
_ 1

¢"\/m ’
X 4y +z

Szemlélteini a skalar-vektorfilggvényeket kbzvetleniil nem tudjuk. Sok-
szor érdekes azonban azt megéllapitani, milyen térbeli pontokhoz rendel a
skaldr-vektorfiiggvény azonos szimértéket (a tér mely pontjaiban lesz pl. a
h&mérséklet, potencisl vagy nyomis ugyanaz az 4llands). Ezen pontok 5sz-
szessége, ill, az ezeken Athalads felillet neve: a skaldrtér szintfeliilete,
vagy nivéfelillete. Hasonléképpen, ha u(F) ~ben F sikvektor, akkor u(Fy=c
az un. nivégdrbék egyenlete. Az el8bb felirt skalérterek szintfelilletei
koncentrikus gombfelilletek, melyeknek egyenlete:

-2 2 2 2
{ry = c, azaz X +y 4+ = ¢,

iil.

1 _ 1 _ 2 2 2 1
|f[ =c¢, azaz——m——c, ill. x"+y += = 5
\/x+y+z c
b} Definicié

Az u(r) skaldr-vektorfilggvény hatfirértéke az To helyzetvektoru
pontban Aj

lim u® = A ,
Tl
o



ha tetszdlegesen kicsiny &> 0-hoz megadhaté olyan 4> 0, hogy

lu(® - Al < &, valahinyszor 0< if'—fok 4 -
Az u(r) skaldr-vektorfiiggvény folytonos az T _ helyzetvektoru pontban, ha
ott értelmezve van, van véges hatdrértéke is, és ez megegyezik az u(T )
helyettesitési értékkel. ©
M4s szavakkal: u(F) folytonos az T helyzetvektoru pontban, ha tet-
sz6legesen kicsiny £ > 0-hoz megadhatd %lyan 87> 0, hogy

| u(E) - u(E®) | < &, valahanyszor |F-T | < d.

E fogalmak a tobbviltozés fiiggvények analizisének tirgyalisdnal
mar szerepeltek; ott vektorok helyett pontokrdl beszéltink (az T. hely-
zetvektoru pontot P-vel, az r_ helyzetvektorut P_-lal, a vizsgalt fligg-
vényt f(F) helyett £(P) -vel jélsitik). °

¢} A tSbbvaltozés skalar- skaldrfiiggvények mintdjira adhatjuk meg a
skaldr-vektorfiiggvények differencidlhatdsdganak definici6jat.

Definicid

Az u=u(r) skaldr-vektorfiiggvény differencidilhat) az Fo helyzet-
vektoru pontban, ha a fiiggvény fo és Fo + AT helyzetvektoru pontokhoz

tartozd megviltozisa a kivetkezd alakban irhats fel:

(%) Au =u(FO+A'f') -u(f'o)=§,/_\.?+£_/_\.? ,

ahol |0, ha |AT|—0. Az &AT fOrészt differencidlnak nevez-
ziik és du-val jeldljilk.
Konnyii beldtni, hogy ha van ilyen 3 vektor, akkor csak egy lehet,
ugyhogy az u(f) skaldrtér és az T _ helyzetvektoru pont megaddsival 2
egyértelmiien meg van hatdrozva. Kzt az 4 vektort nevezzik a szdbanforgd
u(ft) skalartér fo -hoz tartozé deriviltvektorfinak, vagy gradiensének.

deldlése:
- [2] <ot wm]_
dar | _ =
T T
0 o du
A skaldr-vektorfiiggvények differencidlhényadosit néha a i szim-

bolummal is jeldljlik (a grad u(F) jeldlés az 4ltaldnosabb), bar  az u{(T)
fiiggvény differenciihinyadosit nem értelmezhetjitk az egyviltozos skalar-
skalarfliggvények mintdjdra a kiilosnbségi hdnyados hatdrértékeként, hiszen
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az u{F) figgvény esetében a fiiggetlen viltozd megviltozisa AT vektor,
a vektorral vald osztis miiveletét pedig nem értelmeztiik.

A grad u(F) vektor koordinitdinak meghatdrozisira a kivetkezoképpen
juthatunk el:

A (%) képletben szerepls vektorckat bontsuk fel az XYZ derékszogi
koordinitarendszerben a tengelyek iranyaba mutatd komponensek &sszegére:

T=xi + yi + zk ,
T

AT =Axi +Ayj +AzZk ,
?0=X0T+y j+z k
£=alf+a21—+ a3E ,
z=£1'i’+ézj + £3T<

E vekforokat a (%) képlethe behelyettositve és a kijelsit miiveleteket el-
végezve adddik:

(% %) Au=a] Ax +asz +33Az+£14x+62Ay+c£3Az,

ahol él, 62, 63‘—0 , ha Ax, Ay, Az =0,

Mésrészt azonban, ha az u(x,y, z) filggvény differencidlhatd, akkor
- amint azt kordbban iltalinossigban n - viltozds fliggvény esetére

dllitottuk - az u(x,y,z) fliggvény (xo,yo, zo) és (x0+A x,y0+Ay, z0+ A z)

helyekhez tartozd megvéltozdsa, amit ( » »)-ban réviden A u-val jeldltiin:

(% % %) Au=l:-g-§-:l Ax+|:gu} Ay +
(xo,yo,zo) ¥ (xo,yo.zo)
+l:9u} Az + & Ax+E Ay +€_Ax
Pz 1 gBY TEg
(xo,yo,zo)

alakban irhatd, ahol 61, cfz, £3 —=0,ha Ax, Ay, Az -0 .

- 41 -



A(#* x) és (# »») képletekbll adddik tehdt, hogy

=_2u]

el | 9% ’
(x !yo’zo)

. ____Bu}

2 L9Y Jix ,y ,2)

a ___?.y_]

3 L9z (X ,¥,2)

azaz a (%) Osszefiiggéshben szerepld a = Egrad u(?)]r vekior:

[grad u(f)]r = [9;:] T+
- )
o

Egy u(r) skaldrtér derivditjinak, a grad u vektornak koordinitii tehat
az u{x,y,z) figgvénynek az egyes koordinitik szerinti parciilis derivaltjai.
A tobbvialtozass fliggvények differencidlhatésigdra elmondott feltételek-
bél kisvetkezik, hogy az u(T) skaldr-vektorfiiggvény differencidihatésagihoz,
vagyis a grad u vektor 1étezéséhez az u(x,y,z) fliggvény x,y €8 z sze-
rinti parcislis deriviltjainak létezése csak szilkséges, de nem elégséges
feltétel. Ha azonban e parcidlis deriviltak folytonosak is, akkor ebbSl mir
u(x,y, z) = u(f) differencislhatésdga, s igy grad u létezése is kovetkezik.
Pl. az

=

- 1
| /2, .2 2
X +y +z

filggvény a P(0,0,0) pont kivételével differencidlhats, és

u(r‘)=»-1

]



- Qdu~+ Qu - du-x _
grad u = 'Bx1+’ay ]+,azk_

X

Vedaka® \/( 1y +z2) \ﬂ2+y2+z2)3ﬂ=

1]

>

Konnyii igazolni az u(f) fiiggvény esetében az Osszeg, szorzat diffe-

sl

rencisldsi szabdlydnak, ill. az Ssszetett fliggvény differenciildsi szabdlyd-

nak megfeleld kivetkezO szabdlyokat:

10 grad (u (r) +u (‘)) gradu ) +g'radu T,

2° grad (u, ). u @) =u, (). grad u @ +u,@.grad u ),

3° grad fu(®) =4O rad o
o d o
4 u(r(t)) =gradu(r). -~

ahol a legutolsd szabdlyban a szorzds skaldris szorzést jelent.

Pl. a 4° szabdlyt igy igazolhatjuk:

Ha a t viltozdt megviltoztatjuk At -vel, akkor T(t) megviltozik
T(t+ At) - T(t) = AT -rel, s ennek kivetkeztében u(r) megviltozik
(u(T+ AT) - u(¥) = Au -val. A differencidlhatisdg értelmezése szerint a
differencidlhaté u(r) fiiggvény megviltozésa:

Aﬁ=grad u AT +EAr, ahol |&|-=0, ha |AF|——0.
Tehat
A - _ p—
——-—A: =grad u ﬁ: 3+ & 2:

Ha azonban At —0 , akkor a szerepld fliggvények differencidthatésight
feltételezve

Au _du At

At -3 —A-E'-—'—g—:‘ , |ATl-=0, tehst |E|-=0,

és igy

amint azt allitottuk.
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Ez utébbi szabdly a gradiens fogalmft a kbvetkezs szemléletes médon
vilagitja meg: fektessiink a tér egy P _pontj4n 4t kiilonboz6 gorbéket, eze~
ket jellemezzikk T= r(s) alaku egyenle?tel (vagyis a gdrbék egyenletében az
ivhosszuségot vilasszuk paraméternek), Vizsgiljuk meg, hogy a P_ ponthsl
az egyik ilyen gérbe mentén haladva, mennyi lesz az u(T) skalarté¥ valto-
zisi sebessége. Ha a kiszemelt gorbén A s szakaszt futottunk be, akkor
ezen a szakaszon a skaldr-vektorfiiggvény 4tlagos valtozisi sebessége

BuFe) , ennek hat4rértéke pedig As— 0 esetén, a dur(s)
As g ds

Qifferencié}hényados,az u(r) fiiggvénynek, a P0 pontban a kiszemelt gorbe
irany4iban vett viltozdsi sebességét adja meg. A 4° szabily szerint

azonban
[_d_‘lé:JED_:I = [grad u:IP [%:' = [:grad u]. e ,
P o P P
o © o
ahol € -vel jeldltikk a kérdéses girbe P0 pontbeli érint6 egységvek-
tordt. Az u(f) skaldr-vektorflizgvénynek tehit a P0 pontban az €
érintd egységvektoru gérbe mentén vett viltozisi sebessége - a skalar-
vektorfilggvény e irénymenti deriviltia - :

[grad u ] .e .
P
0
(Ezen eredménylinkkel megegyezd - bar ilyen szabatosan még meg nem fogal-
mazott ~ eredményre jutottunk méar a tébbvaltozds fiiggvények differencial-
szimitds4nak targyaldsakor.)

Az u{f) skalar-vektorfiiggvény véltozfsi sebességét (ill. iranymenti
deriviltjat) a P pontban kill6nbsz6 irinyokban vizsgilva lathaté, hogy az
eredményt szolgéltatc‘) skalaris szorzat két tényezdjének abszolut értéke
mindig ugyanaz {| [grad UJP I , i1k |E |= 1) , csupén a két vektor 4ltal

kozbezirt szbg véltozik, Maximélis ekkor lesz teht a véltozasi sebegség
értékét szolgiltatd skaldris szorzat értéke, ha e paArhuzamos a
[grad u:tp vektorral, vagyis a gradiens vektor irinyéban lesz maximalis

a skalé.r—v%ktorfiiggvény valtozasi sebessége. Ezen maximélis v4ltozasi se-
besség nagysiga:

[grad u:l , [zs&@.} -
p jgrad uj p
o o

Egv tetszoleges Po pontban képezve tehft grad u értékét ez irbny és nagy-
sdg szerint megadja az  u(F) skalir-vektorfiiggvény Po pontbeli maximé-
lis vdltozdsi sebesséyét.

grad u

P
]
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Masrészt geometriai jelentést is adhatunk a gradiens vektornak. Te-
kintsiik ugyanis az u(¥) skaldrtér P ponton atfektetett szintfeliiletét.
Ennek egyenlete legyen u{T) = C. ° Tekintsiink most olyan gorbéket,
amelyek e szintfelilleten fekiisznek {kielégitik a szintfeliilef egyenletst) és
dthaladnak a PO ponton. Adjuk meg e gorbék egyenletét az ivhosszuséggal,
mint paraméterrel: fi = fI_ (s} . Ezen gbrbékre is

u(r (s)) = C,
1

vagyis
d u(Fi(S))

ds

0.

Mivel azonban az elébb elmondottak értelmében

du (T {(s))
I:—-—d—l————:l = I:grad u:| . e, ,
s p P i

O - 0

ahol e jelenti az i-edik gérbe Po pontbeli érint6 egységvektorat, két
osszefuggesunk egybevetésével adsdik:

[grad u:,

P
o

(1}
i}
o

(groaiy)
%

minden, a P0 ponton Athalad? és a

szintfeliileten fekvo grbére. Ha teh4t N
[grad u] nem zérusvektor, akkor

P
o}

utdbbi 6sszefiiggésiink értelmében merd-
legesnek kell lennie az €. vektorokra,

ugyhogy ezek a vektorok ! (a vizsghlt

gorbék érintS egységvektorai) mind egy

sikban, a szintfeliilet P -beli_grintdsikjaban
fekiisznek, és e siknak [grad u]P a normélisa.

©Ulr)=¢

I:grad u]P megadja tehit az u{f) skalirtér P ponton dthalad’

szintfeliiletéhez a P pontban illeszkedd érintSsik norm&lxsét

~
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Két eredményiinket sszesitve még a kisvetkez&t mondhatjuk:
Az u(r) skaldr-vektorfiiggvény maximélis valtozisi sebességének
irfnya egy P _pontban mindig merdleges a skaldrtér PO- ponton Athalad5

szintfeliﬂetérg .

Példaul a -

I

T
|7
ennek irénya tehdt megegyezik T irényéval (radilis irfnyu). A skaldrtér
szintfelilletei koncentrikus gombfeliiletek, ezeknek grad ¢ valSban a

normélisat adja meg. A potenciéltér maximélis valtozési sebességének
1

|z P

Hl=

!

potencidltér esetében

grad ¢ = -

]

nagysiga: ]grad @ |=
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VEKTOR-VEKTORFUGGVENYEK; TENZOROK

a)
Definicid

Vektor-vektorfiiggvénynek olyan utasitist neveziink, amely egy vektc -
rokbsl 4116 P halmaz elemeihez rendeli egy mésik, szintén vektorokbol
éllé R halmaz _egy-egy meghatirozott elemét.

A fiiggetlen valtozd vektorokat T -rel, a fiiggl valtozd vektorokat
v -vel jeldlve, fiiggvénykapcsolatunk formélisan igy irhats fel:

v = V(r).

E fiiggvénynek a fent értelmezett P halmaz (T € P) értelmezési tar-
tomidnya, R pedig (v € R) értékkészlete.

Az T fiiggetlen véltoz6 vektorokat a tér egy fix pontjibsl mutatd hely-
zetvektorolmak fogva fel, mivel a helyzetvektorok a tér pontjaiba mutatnak,
azt is mondhatjuk, hogy a Vv = V(r) fiiggvénykapcsolat a tér ezen pontjaihoz
rendel vektorokat. Ilyen értelemben szoktunk vekior-vektorfilggvény helyett
vektortérrdl, vagy sikvektorck esetében vektormezdrsl beszélni.

Tiyen tér pl. az egységnyi tbltés 4lial 1étesitett elektrosztatikus tér,
melynél a tér pontjaihoz az ott uralkodé térerSsséget rendeljiik hozz4.

Ezt a teret - fix pontnak az egységnyl pontszerii t6ltés helyét vilasztva - az

1
Ha
vektor-vektorfiiggvény irja le. A fix pontban elhelyezett egységnyi t6ltés

ugyanis az T helyzetvektoru P pontban levd +1 t&ltést akkora ervel ta-
szitja, melynek abszolut értéke a két t5ltés tdvolsdghnak négyzetével for-

1
It
irdnya pedig a fix pontot az T helyzetvektoru P ponttal 5sszekotd egye-
nesen a fi:i ponttsl tdvelodd irdnyba mutat. Ezen iré.nyba mutatd egység-

H

E=

1]

ditva ardnyos: | E|= , (az ardnyossigi tényezdt 1-nek vesszik),

vektor: _|_;_| , vagyis a vektorteret valsban az E= fiiggvény irja le.

» |r|3
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Pé&ldaképpen megemlitjiik még az un. sebességi vektorteret, melyet
ugy nyeriink, hogy a tér pontjaihoz a pillanatnyilag ott tartSzkods toltés,
folyadékrészecske, tomegpont sebességvektorit rendeljiik. Ilyen vektor-
tér az adott tengely koriil {ennek irdnydba mutatd egységvektort jelsljiik
e -vel) w szogsebességgel forgd merev test sebességi vektortere:

V=wi(Exry=c¢xr,

7 ahol T a forgdstengely fix pontjibsl mutatd helyzet-
______ _\_> vektor, €= w&e pedig a szégsebesség vektora. (Az
Vi T helyzetvektoru részecske sebessége mersleges
- ugyanis az e &s r vektorokra, nagysdga pedig w - val
P és a részecske forgistengelytSl mért |e x r [tdvol-
sigdval arinyos.)
Egy XYZ derékszigii koordinitarendszerben a

o

v =vm

vektor-vektorfiiggvénynek mind a fiiggd, mind a fliggetlen viltoz5jit ossze-
tevOire bontva az

T=xi+y] +zk ,

T=XT+7Y]+7Zk
jelsléssel, mivel X, Y, Z nyilvan x, y, z figgvénye, a v =V(r) vektor-
vektorfiiggvényt az XYZ derékszogl koordindtarendszerben még a kovet-
kez& paraméteres egyenletrendszerrel is megadhatjuk:

X = X{x,¥.2) ,

Y = Y{x,y,2},

Z = 4x,v,7) .

Szokds még a v fliggd viltozs vektor koordinatiit igy is jelSini:

v=vi+vi+vk,
X y z _

T
-3

H
fiiggvényt , az egységnyi toltést az 0(0,0,0) pontban véve fel a kbvetkezd
egyenletrendszerrel adhatjuk meg:

Példdul az egységnyi toltés elektrosztatikus terét leird E=
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X
E = ¥
x (\/x2 + yz +z )3
y
E =
9 1
¥ (\/‘X2 +y o+ z2)3
z

E, = 72 2 88
Vx +y +2)

Szemléltetni egy vektorteret kizvetleniil nem tudunk. Sokszor célszerii
megvizsgilni azokat a girbéket, melyeknek érintSi a vektortér ltal a gor-
bepontokhoz rendelt vektor irdnyfba mutatnak. Ezeket a girbéket trajekts-
ridknak nevezziik.

Példdul az E elektrosztatikus erdtér trajektsridi az origdbsl kiinduls
félegyenesek.

A végtelen hosszu vezetC méigneses terét a

N

V= 70—

vektorfiiggvény irja le, ahol & jelenti a vezet$ irinyiba mutat’ egységvek-
tort, A vezetSt a Z tengelyben véve fel, s a vektorteret csak a z =0 sikban
vizsgflva adsdik: '
c 1(—yT +xj)
Ve 2 2
X +y

Ennek a vektortérnek (vekiormezdnek) trajektsridi az origd korlli koncentri-
kus kérok, mert e krsk érint6i mindig merdSlegesek az T = xi +yj vektor-
ral megadhaté sugarakra. ValSban r (az (x,y) ponton fithalads 0{0,0) k&-
zéppontu korvonal (x,y} pontjiba mutats sugir irdnyit megads vektor) és ¥
(az (x,y) ponton 4thalad5 0(0,0) kozéppontu kirvonal (x,y) pontjdhoz tar-
tozé érintd irdnyit megads vektor) skaldris szorzata zérus:
- c]_
VI + ¥l = T Cyx 4 xy) =0
X 4y
A trajektorisk segitségével csak a vizsgilt vekiortér irdnyarsl tudunk
szemléletes képet alkotni. A vektortér irinydnak és nagysdginak szem-
léletes leirdsdra az un. erdvonalrendszer fogalmét szokds bevezetni.
Az erbvonalak trajektérisk, melyeknek siiriisége megadja a vektortér nagy-
sigit. Ezen azt értjikk, hogy a tér egy P, pontjan 4thalad$ erGvonal érin-
tojének irdnyiba mutat a v(r) vektorfiiggvény 4ltal e ponthoz rendelt V(?OJ
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vektor, mig a ‘Po pontban a F(FO) vektorra merélegesen felvett egységnyi
terilletii sikdarabon 4thaladd erSvonalszam |v(r ) | -kel egyenld.

Kiilon, részietésebben kivdnunk az alsbbiakban foglalkozni a vektor-vek-
torfiiggvények egy specidlis osztilydval.

Definicid

A homogén lineiris vektor-vektorfliggvényeket tenzoroknak nevezziik.
A V(r) vektortér homogén linedris, ha

Y(cr) = c Vi) , (c allandd),
v(r1 +r2) = v{rl) +v(r2) .

Homogén linedris fliggvény volt az y = cx egyvéltozds skaldr-skaldrfliggvény,
az T =7t egyparaméteres vektor-skalarfilggvény, az u = ar skaldr-vektor-
filegvény. Homogén linedris vektor-vektorfiiggvények pl. :

- - - - = - -2

v=c¢r, v=cXr, v=grad T .

A tenzorokat dltalfban nagy betlikkel jelﬁljiik K V az A tenzor
altal az T vektorhoz rendelt vektort pedig A T -rel fogjuk jeldlni.

Egy A tenzor megadisihoz az sziikséges, hogy tudjuk, milyen vekio-
rokat feleltet meg a felvett XYZ derékszigil koordindtarendszer i, j, k egy-
ségvektorainak., Ha a

__ _ _ _ 11
j = = i j k=
Al a1 3111+a21]+a31 91

231

o

- — _ 412

A]=az—a121+a2]+a3k— 840 E

:?)

213

Ak=a3=a131+a23]+a33k= a23

233

alkkor a homogén linedris tulajdonsig miatt T = Xl + yj + zk esetén
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a a a

L 11 12 13
Ar= k= X
r=xAi+yAj+zA X a,, |ty 859 +z B9 | =
%1/ \%s2 33
B XA,y +a, .2 2,y 2, 24 X
B B Rl DAY a1 %2 Pg3 y
A31% Ty Y T Ag5” %1 32 %3 2

{2 mitrix-gsszeadis és szorzis milveletének &rtelmezését felhasznilva),

Az aik (i=1,2,3, k=1,2,3) szamokbdl alkotott

21 M2 3
291 299 B3
31 B39 233

matrixot az A tenzor métrixfnak nevezzik a vdlasztott XYZ derékszigii
koordinitarendszerben. M4s koordindtarendszer vélasztisandl a métrix
elemei 4ltaldban megviltoznak, a f64tl15ban 4ll5 elemek Ssszege:

a, * 2 12 * oA

azonban fliggetlen a koordinatarendszer megvilasztisitsl, Ezt az értéket a
tenzor skaldr-invaridnsdnak nevezziik. (Ezt nem bizanyitjuk.)

A tenzorok fontos tipusai a szimmetrikus és antimetrikus tenzorok.
A szimmetrikus tenzorok métrixdban a f64tl6ra nézve szimmetrikus hely-
zetli elemek megegyeznek egymdssal: a. =a  (1i=1,2,3; k=1,2,3).
Az antimetrikus tenzorok métrixdban aﬂfb’&tallo‘})an csupa 0 4ll, a fd4tlsra
nézve szimmetrikus helyzetil elemek pedig egymidstsl csak eldjelben killén-

boznek: a, =-a ., (1=1,2,3,; k=1,2,3. Ha A antimetrikus tenzor,

ik ki
akkor van olyan @ vektor, hogy AT=axT; ezena vektort az A tenzor
vektor-invaridnsfinak nevezziik. Ennek igazoldsira itt nem térink ki. Igaz
tovébb4, hogy minden A tenzor egyértelmiien felbonthats egy szimmetrikus
KS és egy antimetrikus Ka tenzor Gsszegére. E tenzorok métrixai, a ki~
zottikk fenndlls kapesolat egyidejii feltiintetésével:




1 32 P13
291 899 B3 | T
231 239 433
3, A107%9 %131 . 1971 M3
2 2 2
812789 B33139 21712 B937239
a + 0
2 22 - 2 2
2137831 %9373y 8317%13  2327%3 .
2 2 2 2

i
E‘{_i=_1= ey
1
i
Exf=§9= ¢
0]
]
Ex1_<=53= e,
0

vagyis a tenzor métrixa;

e

=

]
Qo
© R e
~




A tenzor matrixdbsl 14thaté, hogy ez a C tenzor antimetrikus.

Erdekes alkalmazasként megemlitjik az un. tehetetlenségi tenzort,
amelyre a kivetkezd meggondolissal jutunk,

Adott tengely korill forgd véges sok anyagi pontbsl 4116 merev pontrend-
szer impulzusit

Z mir; =Z mi(Exx_'i)

i i

adja meg, ahol m, az anyagi pontrendszer i-edik pontjinak tomege,
¢ a szigsebesség  vektora (¢ = w e, ahol w a szbgsebesség nagy-
s4git, & pedig a forgdstengely irdnydba mutats egységvektort jelenti),
T, a forgAstengelyen fekvG orig6bsl az anyagi pontrendszer i-edik
pontjdba mutatd helyzetvektor.

A pontrendszer impulzusmomentuma (impulzus nyomatéka)

Hi=) mF x@x7%),
i 1 1 1

ill. a kifejtési tétel alkalmazdsdval

— 22 o
m—Zi mi(ric (ric)ri)

Az m vektor <c-ben homogén linedris, tehit c-bSlegy T tenzor
alkalmazdsdval nyerhets:

m=T ¢.
MielStt a T tenzor matrixdnak elemeit felirndnk, vizsgiljuk meg a
kivetkez8 kifejezéseket:

N = - .2 22
= Z m,cir, x r,)= Z m{CXT)T, = myr, = 2E ,
i i i i ] i i i X ii

Q)

c.T

ahol \E a mozgisi energiit jelenti (az 4talakitdsok sordn alkalmaztuk
az Fi =¢ x ;i , ill. a vegyes szorzatokra érvényes ¢ Fi i"i =

= E(Fi X Fi) = {&x Fi) Fi Osszefliggést). E16bbi eredményiinket a T

szdgsebesség-vektor helyett & ¢ irdnyiba mutats e egységvektorra
alkalmazva (C = w €)



S ISR ETEEEPE RSP YR e e e T p——

@® |

. Te =Z mia[fi X (e_zx?i)]=
i

I 2 2
Z m, (@xT) (€ xT) —Z m (@xT)" = Z midi
i

i i

adédik, ahol di a pontrendszer i-edik pontidnak a forgistengelytdl
mért tdvolsdgdt jelsli. ElSbbi eredménylikkel Ssszekapesolva nyerjik:

2

°E = ¢. To=ws Tws=w' & Ts =w’] m d
T 11

és itt Z mic12i a pontrendszer tehetetlenségi nyomatéka. Ezért
i

nevezzilk a T tenzort tehetetlenségi tenzernak.
A fenti Bsszefiiggés egyébként a mozgéisi energia jol ismert

1 2
E==w _
2 Ie

képletét adja, ahol I_ -vel a forgéstengelyre vonatkozd tehetetlenségi
nyomatékot jeloltiik,

Felirvaa T tehetetlenségi tenzor mitrixdnak elemeit, 1dthatd,
hogy a f64tléban 4115 elemek a koordinatatengelyekre vonatkozs tehe-
tetlenségi nyomatékok, a ttbbi elem pedig az un. devidcids nyomaté-
kokat szolgiltatja; a tenzor maga szimmetrikus. Az elSbb felirt
e. T E?TE kérlet alkalmazasaként adsdik ugyanis:

=T‘ .——:: =‘.—‘ _-.—= y :—_—E= .
t i. Ti=1 , t22]T] Iy t33 kT IZ

t12=1.T3=Z mill:rix(]xri)]z

1
=) m, i_[r.zj—- x3r. ]= - myx=-1_,
- i i i : ifiti yX



és hasonl5képpen

]

|

i

' = = e

! Y3 "t ; M%7
|

i

l = .

[ thy=lgp =" L My
| 1

! tehdt T méatrixa:

l

| I -1 -1

| X X zx
|

1 ! I -1

| yx ¥ yz
i

| -1 -1 I

! ZX yz z
E

!

b)
Definicid

A v =7(1) vektor-vektorfiiggvény hatirértéke az fo helyzetvektoru

pontban a:
lim v({r) = a,

r—T
o}

ha tetszOleges kiecsiny &> 0 -hoz megadhatd olyan 5> 0, hogy

|¥@) -2l <¢, valahanyszor 0< |T-F |<d7

Ekkor Vv koordin#tii is tartanak & megfeleld koordinatdihoz, és viszont.

Definicis

A V=v(r) vektor-vektorfiiggvény folytonos az T _ helyzetvektoru
pontban, ha ott értelmezve van, véges hatirértéke is 1%tezik, és

lim V()= V(FO)
T-=T
O

Ez més szbval annyit jelent, hogy ha v(r) folytonos az ?O helyzetvektoru
pontban, akkor tetszdleges kicsiny £ > 0-hoz megadhatd olyan 4> 0,hogy

|v@ - vE) l< £, valahanyszor [T, |<d -
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v(r) akkor és csakis akkor folytonos az Fo helyzetvektoru P pontban,

ha koordindtdi: X(x,y,z), Y{x,y,z), Z(x,y,%) folytonosak P, -ban.
Egy nyilt A ponthalmaz pontjaiban akkor mondjuk a v{r) vektor-vektor-
fliggvényt folytonosnak, ha minden P € A ponthoz mutats T helyzetvek-
torra V(r) folytonos. Ekkor nyilvan ¥V koordinétéi is folytonosak az A
halmazon.

c)
Definicisd

A v =v(r) vektor-vektorfiiggvényt differencislhaténak mondjuk az T,
helyzetvektoru pontban, ha e ponthoz elég kizeli 1_'0 + AT helyzetvekioTu
helyekre a fliggvény megviltozdsa a kovetkezd alakban irhats:

A?=?(EO+A?) —Tz(?O) = AAT +EAT ,

ahol A és E tenzor; az E tenzor elemei AT — 0 esetén zérushoz
tartanak, az A tenzor pedig  AT-t0l fiiggeflen. Az A tenzorta V(r)
vektor-vektorfiigovény T helyhez tartozd derivilttenzorénak, az  AAT
vektort a  V(r) fiiggvény %iffereneiéljé.nak nevezzilk. dV=AAT.)
Egy derékszogil koordinitarendszerben az r és v vektorokat koordi-
natiik segitségével felirva egyszeriien adédik az A derivélttenzor métrixa:
Legyen

=XI+Yj+2k, T=xi+yj+zk,
- b ry E _= e ry e .
o Xty +2 K, Ar = Axi +Ayi + Azk

] o=

Az X((T), Y(r) , Z(r) skaldr-vektorfiiggvények differenciflhatdssga
miatt:
AV=Y (Fo+ AT) - F(Eo) = [X_(FO+A?) - X(Fo):lf + I:Y(FO+A?)—Y(FO) ] 7+
+|:Z(FO +AD) - Z(?o)] k = ([grad X]F AD T+
(o]
+ ( I:grad Y]l__o AP+ ( ]'_grad z]?o/_\f)h (£ 1EE)T+(E 25?)}'+(23 ADk =

72X 2X 27X
2x 7y %z ax\ (€4 €4y ‘513 Ax
2y Y v '

- dx dy dz Ay 621 E92 523 4y |
27 7z 2z
2% v Tz /- A 31 63_2 €gg | \ Az

r
o
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ahol teh4t az A derivélttenzor métrixa:

2X X 29X
Ix 2y CE

2Y Y 2Y
Ix 2y dz

2z 22 2z
dx 2y 2z

amelyben a parciilis derivéltakat az fo helyzetvektoru (xo,yo, zO) helyen

kell venniink, ésaz & =& T+£. T+£. .k (i=1,2,3 vektorok koordi-
i il i2 i3

natdibél képezett

611 £12 613
621 622 623
631 632 633

métrix minden eleme zérushoz tart, ha |ATr|—0.
Pl. az

s _F__ o +y]+ ok
(\Ac2+y2+22)3

vektor-vektorfiiggvény derivilttenzorfnak mitrixa, mivel

2 2
2X - X - x2 —2x2+y‘-'—z
2
dx (\/ 2, 2+z2)3 l\/ 2+ 2+zz)3 (\/2+ 2+Zz)5 sz 3
Ix _ 2 X - 3xy
DY 2y \/ 2, 2+z2)3 {\/;<2+y2422)5
9X - a - 3XzZ
Dz dz ; 2, 2+Zz) ( X2+y2+zz )5

. . R - Y . _hA =
es mlvei X -bol Y \/Tﬂ—3 , ill. Y bol Z
(Va 4y +2)
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ciklikus cserével nyerhetd (vagyis x,y,z helyére rendre y,z,x, ill. z,x, y-t
irva), Y, és Z parcislisait a fenti parcidlis derivaltakhdl kdzvetleniil fel-

irva, a derividlttenzor matrixa:

2 2 2
-2X 4y 4z ~3xy -3Xz
2 2 265 ,;2 2 28 v/ 2
(\/x +y 4z Vx + 42) - (X+yz-1-zz)5

2 2 2
-3yx -2y +2 4X -3yz
5 5 2 5
(\}x2+y2+22_r’ { x2+y2+z2) (Vx +y2+z2)
-3&X —.‘2.zz+x2+g2

-3zy
2 5 )
x2+y +22) ( /x2+y2+'z.2)5 ( /X2+Y2ﬂ2)5

A métrixbsl kiolvashats hogy az E = — vektortér derivilttenzora
szimmetrikus tenzor. |F|'3
A derivilttenzor fogalméinak szemléletes tartalmat is adhatunk., Erre

azonban késobbi tArgyaldsaink sorin térink csak ki.




VONALMENTI INTEGRAL., POTENCIAL

a) Tegyiik fel, hogy egy u(Tf) skalartér a tér egy tartomdnydinak min-
den pontjiban differenciilhaté., Ekkor gradiense az egyes ¥ helyzetvekioru
pontokban iltaldban més és més lesz; rendeljlik hozzd az F helyzetvektoru
ponthoz a grad u = V vektornak itteni értékét. Hy mddon a kérdéses tarto-
ményban értelmezett V(F) vektor-vektorfiiggvényre jutunk. A vektorterek
koziil dltaldban azok a legegyszerithbek, amelyek ilyen médon, egy u(F)
skaldrtér gradienseként szdrmaztathatok, azaz melyekre

v({r) = grad u(r) .

Litni fogjuk, hogy nem minden vektortér ilyen. Fontos ezért az a kér-
dés, hogy egy megadott V(r) vektortérrél miként lehet eldtnteni, hogy
gradiens-tere-e valamely u(f} skalirtérnek, és ha igen, miként lehet ezt
az u(r) skaldrteret elé4llitani. Az olyan ¢ (T) skaldrteret, amelynek
(-1)-szeresének (tehdta - @ (P =u(f) skaldrtérnek) a V(T} vektortér a
gradiense, a V(F) vektortér potencidljinak nevezik. A kérdés tehit ugy is
fogalmazhats, van-e egy adott ¥(¥) vektortérnek potenciilja, és ha igen,
hogyan lehet ¥(T) ismeretében ezt a potencidlt meghatirozni.

Minthogy koordindtidkra bontva

grad{ - ¢) =gradu = %i i+ ,g; 7+ %; k

azért a grad (- ) =grad u =7 egyenl8ség igy irhats:

—-—-—’%i :X(X,y, Z) 5 %;=Y(Xiy: Z), %l;: = Z(X’Y’Z) *

ahol v =Xi +Yj+Zk.

Az elGbbi kérdés tehit igy is megfogalmazhaté: hogyan lehet felismerni,
hogy adott X(x,y,z), Y{x.,y.z) Z{x,y, zy fliggvények azonosak-e valamilyen
u{x,y,z} filiggvény parcidlis derivédltjaival, és ha igen, hogyan lehet ezt a
fliggvényt megkeresni.

Ez a feladat abhoz hasonis, amikor egy adott f(x) fliggvényrdl azt kér-
dezziik, hogy differenciflhidnyadosa-e valamilyen F(x) fliggvénynek, és ha
igen, hogyan lehet ezt a F(x) fliggvényt f(x) ismeretében meghatirozni.
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Tudjuk, ha f(x} folytonos, akkor mindig vamnak ilyen F(x) fiiggvények
(f(x)-nek vannak primitiv fliggvényei) és ezek f(x) ismeretében az
X

F(x)=J f{tydt + ¢
a

képlet alapj4n hatdrozhatdk meg., A potenciil meghatrozdsénak kérdése is
egy bizonyos tipusu integral kiszdmitdséval megoldhatt feladat.

Ezen integrilfogalom elGkészitéseként foglalkozzunk a kbvetkezd fel-
adat megoldaséaval.

b) Képzeljiink el egy erbteret, amelyben a tér valamely pontjdban elhe-
lyezett t&imegpdntra meghatdrozott nagysigu és irfinyu, esetleg pontrdl-
pontra viltoz6 erd hat. A tomegpont mozogjon egy adott gbrbedarab mentén.
Kérdés, hogy mekkora munkit végez ekbzben az erstér.

Ha a pont pély4ja egyenesvonalu és a red hatd erd mozgés kizben dlland5,
akkor a végzett munka mérdszamét az elmozduldsvektor és az erdvektor ska-
l4aris szorzata szolgiltatja: L=P. (b-a) .

Ha a pont pily4ja nem egyenesvonalu és a ref haté erd mozgis kizben
véltozik, akkor a kovetkez6képp kaphatjuk meg a végzett munka kézelit ér-
tékét. A pont palyijit részekre osztjuk, az egyes részeket a megieleld hu-
rokkal -pétoljuk és a pontra hatdé erSt e hurok mentén 4llanddnak tekintjiik.

Az i-edik részben a hurvektort AT, -vel, a hur mentén 4llanddnak tekin-
tett er6t P, -vel jeltlve, ezen a részen a végzett munka kozelits értéke

Li x iji A?il . Az egész vizsgilt gorbedarab mentén végzett munka kizelitd
értéke az egyes részeken vett munkdk kozelitd értékének tsszege:

Minél kisebb részekre osztottuk a gérbét, a gorbére és az erdtérre tett bi-
zonyos kikstések mellett, anndl jobban fogja megktzeliteni ez az dsszeg a
keresett munka valédi értékét, ugyhogy ez a munka végiil is a szdban forgd
tsszeg hatdrériékeként adodik.

A most alkalmazott gondolatmenet dltalanositdsaként a ktvetkezd defi-
nicidra jutunk. :

Definicid

Legven L egy rektifikilhatd gorbedarab, V=7Vv(r) pedig az L girbe
pontjaiban folytonos vektortér. Osszuk fel az L gorbét osztépontokkal ré-
szekre. Ezen osztipontokhoz mutat3 helyzetvektorok legyenek a befutds sor-

rendjében:
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ST Ty oo o T

ahol tehit & = fo a gdrbedarab
kezdGpontjihoz, b=‘rn a gorbe -
darab végpontjihoz mutatd
helyzetvekior. Legyen gi a gorbe-
darab i-edik részének valamely
pontjihoz mutatd helyzetvektor.
Az L gorbe birmely minden ha~
tiron tul finomod6 felosztisaihoz
ilymddon képezett

w )

n
) L Wg)ET,) =
i=1

n

- Z Vigy AT
i=1

tsszegek a felosztastod] fiiggetleniil bizonyithatdan egy hatirértékhez konver-
elnak, amelyet a v(r) vektor-vektorfiizgvény skaldrértékii vonalmenti in-
tegriljanak nevegziink és igy ieloliink:

J v ) dr .

L

Az L gbrbe minden hatiron tul finomodd felosztdsain olyan felosztasokat
értlink, amelyekben a gbrbén felvett osztdpontok szdménak novekedésével
egylitt a két-két osztépont kozotti gorbeivek hosszusfga is 0-hoz tart,

fmax A 5;~=0) .
Bevezetd feladatunkra visszatérve, ha v{r) erdtér, akkor J‘ v(r) dr
L
az erotér 4ltal az I gorbe mentén vald mozgatiskor végzett munkit je-
lenti.
¢) A most értelmezett gorbementi integril a kvetkezd kinnyen iga-
zolhatd tulajdonsigokkal rendelkezik:

0 N — -— — — -— — - — — -
1 j' (v_{r) +v_(rh dr=f v, (1) dr ~;—f v, (r) dr .
L 1 2 1. 1 L 2



Ha -1 jelenti uz L giirbedarabot ellenkezd irdnybun tirténd hefutds
mellett, akkor

n
3° LJ vir) dr = - fv(r) dr
i L
L.
-/

letkezs girbét, akkor

4° f V(T dr —»fv(a dr + f V(D) dr .
L1+L2 I.1 L_2

L
/
” \LZ

Megijegyezzik még, hogy haaz T és a ¥ vektort keordindtdkkal adjuk
meg: o L
r=xi+yj+zk, v=Xi+Yj+2Zk,

akkor a v(r) vektorfliggvény skaldrériékii vonalmenti integraljanak (#)
integrilkizelitd sszegeiben a skaldris szorzést elvégezve

n n
f v{T)dT = lim Z V( §i)AFi=1im Z (X(s)i)Axi+t’(§—>£)Ayé+
L =1 i=1

+7 (gi)AZiFA{XdX +Ydy + Zdz

adédik. Iymédon tehdt a v(r) vektor-vektorfiiggvény L1 gtrbe menti ska-
1arértékii vonalmenti integriljinak egy masik szokdsos jellésére juthatunk.
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d) Valamely gérbementi integral kiszémitdsa a kovetkezOképpen torté-
nik:

Legyen az L girbedarab egyenlete paraméteres alakban megadva:
T=T() , X 2t=pB. Tegyik fel tovabba, hogy r(t) folytonos az [cx,s ]
intervallumban (ekkor az 1. gdrbe biztosan rektifikdlhats), V(f) pedig
Jegyen folytonos az L gbrbe pontjaiban. Az f V(r) dr integril egy k-
zelitd bsszege: L

i=1
Ha azonban T(t) (a feltétel értelmében) differencidlhats, akkor
AT =7 -7, | =T() - T, ) =T, +AL) T, ) =
=rit, ) At +CAL Bt ) At

ti -vel jelolve az i"'i helyzetvektoru ponthoz tartozd paraméterértéket.

A fenti integrélkizelit6 Usszeg tehat kozelitdleg a

n n
gl VE,_) T, ) At = igl VE,_) T ) At

Usszeggel egyenld, Az utébbi 6sszeg azonban a felosztds minden hatdron
tul valé finomitdsakor (azaz max Ati —~0 esetén) az

B
f V(T T dt
o4

kbzbnséges valds skaldrviltozés integralhoz tart, és meg lehet mutatni,
hogy a tett feltevések mellett a kizelitéseknél elksvetett hiba is zérushoz

tart, teh4t: B
f v(r) dr =f TE®m) T at .
L X

Ha tehit az 1. gbdrbe egyenlete folytonosan differencidlhaté egypara-
méteres vektor-skaldrfiiggvénnyel van megadva, akkor a gbrbementi integ-
ril kiszdmitisa egy kizonséges integrail kiszAmitisaira vezethetS vissza.
Az ut6bbi integrilt koordinAtik segitségével is felirhatjuk:
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f Xdx + Ydx + Zdz =

P L

= f [X(X(t),y(t), Z () K(EHY (x(t) ¥ (1), 2() T (O +Z(x (D), y(B) , 2(t)) 2 (1) :] dt ,

[=4

vagy rovidebben A
f Xdx + Ydy + Zdz = f (Xx+ Yy + Zz) dt.
L o

Példdk

1°  Szamitsuk ki a

vektortérnek az

A
A

F=costT+sinTj+—-2—7fr—E (03t=2%)
egységnyi menetemelkedésii kézonséges csavarvonal menti integréljit a gor-
bét névekedd paraméterértékek mentén befutva.
Mivel . _ _ 1
r=-sinti+cost]j+ Y

k

=

27
J V(r)dr = f 2r d f'=/ {2cos t{-sin t) + 2sin t cos £ + % ;%:)dt=
0

L L ) o 7
1 t
20 Kiszdmitandd a 28 0
)2 (2 4)

v = (x2—2y2) i+ xzy;?
r 2 < < ..
vektormez8 y=x (0 =x=2) gbrbe menién
vett vonalmenti integrélja a gdrbét nsvekvo
x-ek irdnyaban befutva.
x -et tekintve parameternek a fenti gorbe
o egyenlete a kivetkezO egyparaméteres vektor-
2 X skaldrfiiggvénnyel adhat5 meg:
T=xT+x°7 ,
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azaz

?=T+2xj ,

és igy a keresett vonalmenti integril:

1l
1

2 2
,,r V) dr = j v(r(x) )?(x) dx f [(X2—-2(x2) 2i_+x2(x2)}' } (T+2xj)dx
L x=0 0

f 2 4 5 x3 x5 ‘<6 2
=f (x -2x +2x )dx= [———-2—-——+2*——:‘ =...=11.2.
0

3% A 2° példdban szerepld V(r) fliggvénynek az ott megadott L

gérbe kezdS és végpontjat 5sszekistd 1. egyenesszakasz mentén vett vo-
nalmenti integralja, mivel a (0,0) é&s (2,4) pontokat 5sszekstd egyenes
egyenlete az

r=(IHpt  (05t51)  (azaz x=2t, y=4f)

egyparaméteres vektor-skalirfiiggvénnyel adhaté meg, azaz

=2i +4j,

= e

1
f vr) dr = f vir (t))i'(t)dt=f [;(4t2-32t2)i‘+16t37} (21447) dt =
L 0 0

1 1
1 3 4 4
= j (-56t2+64t )t = 4 |22t 16t —gl-T,8 | __8
) 3 i, CRFIR 3

Az eldbbi dbran ldthaté, hogy azonos kezd8 é&s végpont mellett gét kii-

16nbz8 gorbén integraltuk a ¥(T) fiiggvényt. Az integralok értéke killdnbszd-
nek adédott,

3° Szamitsuk ki a
- . 2 9~ -
V= (3xy-xH +(xy -yz )j +xyz k

vektor-vektorfiiggvénynek az L1 =L, - L3 tdrtvonal mentén vett vonal-
menti integriljat, -

f v(T) dF=f ?(i-')d5+f v(Tdr +f F(D)dr .

L1+L2+L3 L1 L2 L3
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Zy
(345)
Ly
Ly y_y
12 (34/
I:'l(x)=x., 0Exsg3,
Fl(x) =1
rz{y) =31 +yj, 0 éyé-ﬂl,
T,y = 3,

A
A

fs(z) =31 +4j+zk, 02235,

?3 (z) = k,

Az L_, Lz, L_ egyenesszaka-

1 3
szok egyenletét célszeri ugy fel-
irni, hogy abban x, y ill. z-t
valasztjuk paraméternek:

(az x paraméter szerinti derivdl-
tat ponttal jeldlve),

{az y paraméter szerinti derivil-
tat ponttal jeldlve),

(a z paraméter szerinti deriviltat
ponttal jelGlve).

Az integrdl mirmost igen egyszeriien szimithat$ ki:

il

j vindr = f |:(3.x.0—x)1+(x. 02—0.02).0+x. o.o.o]dx +
L1+I.0+L3 x=0

No——

4 3!
-x dx + j 3y2dy + f 12z dz =
0 g

Ot
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[(3. 3.y-3). 0H3. ¥ -y. 02). 143.y. 0. OA‘ dy +
0

[(3. 3.4-3), 0+3. 42-4. 22). 0+3.4. z.
0

-

l:l dz =

... =209,5.



Az ilyen tipusu vonalmenti integralokat - tekintettel a sok kiesd tagra - az
itt kozslt elso 1épés elhagydsdival, kozvetlenill az x, y, ill. z szerinti
integralok felirdsival szoktuk meghatirozni.

e) Vizsgédljuk meg, milyen kapcsolat van a potenciil keresésének prob-
1émdija és a gorbementi integril fogalma kozott.

Tegylk fel, hogy 2 folytonos v(r) vekiortér egy T tartoméinyban po-
tencidlos, azaz

grad (- (@) = grad u{r) =v(r)

Megmutatjuk, hogy ekkor a v(r) vektor-vektorfiiggvény T-be esé L gisrbe
menti integril ja igen egyszerilien szdmithatd ki,

Tegyik fel egyszeriiség kedvéért, hogy az L gorbe paraméteres eld-
llitdsa T=TF() (xSt= 3) ésitt T(t) folytonos. Ekkor

B
f vir) dr = f v(rit) ?(t) dt = f gradu%(t) dt .
X

1. o1

Mivel azonban . -
grad u(@) . T(t) =d—‘;§:ﬂm— ,

a Newton-Leibniz formulat alkalmazva:

3
- : 3
f v{r) dr =f ‘—1——“—%@)—— dt = [u(f‘(t))] =u(§(ﬁ)) ~u{r(ex ) =
L folt

(24

= u(b) - u(a)

ahol & =T{«) az L gdrbe kezdSpontjanak, b=r( /) pedig végpontjinak
helyvekiora . E szabaly megfelel a hatdrozott integrilnak a primitiv fiiggvény
segitségével torténd kisszdmitisdra vonatkozé Newton-Leibniz-féle szabily-
nak.

Kimutathaté, hogy ez a szabély akkor is érvényes, ha az i-.'(t) 1étezésére
és folytonossigira tett kiktiést elejtjitk. A szabslybsl kiolvashatd, hogy az
integrdl értéke csak a kezd6 és végponttsl fiigg, magitsl az uttsl fiiggetlen.

Eredményiinket a @ (T potenciiifiiggvénnyel kifejezve (u(f) = - @(T))
ad3sdik:

f Vo dr = @@ - @i
1,
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Mivel az f v(r) dr integr4l, amennyiben V(T) erdtér, az @ helyvektoru
i

pontidl a b helyvektoru pontig az L gbrbe mentén haladva végzett munkit
jelenti, e munka nagysigit az u(f) skalfr-
tér nbvekedésével, ill. a @ (f) potenciil-

L fiiggvény cstkkenésével mértik. Mivel az
energia megmaradisanak torvénye értel-
mében az erdtér pozitiv munkit csak ugy
végezhet, hogy helyzeti energisja csok-
ken, a @(F) skaldrtér, a potenciil, a
helyzeti energiit méri.

Ha az L gorbe zirt, azaz ha vég~

pontja a kezd6pontjsval egybeesik (a =),
akkor

Y

Qi

/ vi{r) dr = f grad u(r) dr = ufa) - u@ =0 .
L L

A kivetkezd 4llitdst fogalmazhatjuk meg tehat:
Ahhoz, hogy egy V(r) vekiortérnek legyen potencidlja, egy T tartomény-
ban szilkséges, hogy birmely zfirt T-ben futé gérbe mentén vett integrilija
zérus legyen. ) ’

Megmutatjuk, hogy ezen illitisban megfogalmazotit feltétel elégséges is.

Legyen ugyanis Vv(r) egy olyan vektortér, mely a tér egy adoit tarto-
minyédban folytonos és az abban halad5 bdrmely zért gérbe mentén vett in-
tegrilja zérus. Vegylink fel ebben a tartoményban egy @ helyzetvekioru
pontot, és kissiik ssze a viltozd T helyzetvektoru pontot 7 -val egy, a
tartoméinyban haladd uttal. Ha az

3 és T pontokat két killénbszG Ll \él
és L2 grbével kotjik dssze, a 3 _’
v(r} vektortérnek az L1 és L2 )

i

corbék mentén vett integrilja egvezs: ==

f vir)dr = f v(r)dr .

L Ly

Az L 1 és L2 gbrbe ugyanis egylittvéve zart grbét alkot, az ennek men-

tén vett integril pedig feltevésiink értelmében zérus, azaz kordbban mir be-
vezetett jeldlésiinkkel
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v(r) dr = / v(r) dr + f v(r) dr = / v(r) dr -f ¥(T) dr=0,
-1 . -
L1+( 2) J"1 LZ Ll LZ_
ez pedig az 4allitdst adja.
Az elGbbiek értelmében az a és T helyzetvekioru pontokat 5sszekstd
L gorbe menti integralt jeltlhetjik az

r
/ V() dF
a

jellel, hiszen értéke valéban csakaz a és r helyzetvektoru pontoktsl
fligg, az azokat 6sszekdtd gorbe valasztisiiol fiiggetien.
Tekintsiik most az

u(r) = v(r) dr

mlk_ﬁ._”

képlettel értelmezett skaldrteret. Megmutatjuk, hogy
grad u(r) = vir} ,

azaz -u(T) = @(T) potencidlja a V(I vektortérnek.

Tekintsilk e célbdl az u(T) skalartér értékét egy T helyzetvektoru
pontban és e skaldrtér megviltoz4sit, ha az T vek’cort0 AT -lal véltoz-
tatjuk meg: © °

T T r
o o) o}
v(r) dr -f v(T) dTf .

[
=
l
+
WIL*‘—:D

a
A jobboldali mésodik integ- /
ralt szdmitsuk az & és 'r'o pon- /\?
tokat 6sszek6ts valamely L gér- 7 g ‘5‘
bén, az elsGt pedig azon a gorbén, %
mely L -b6laz T és T + Aro L
pontokat Gsszekitd egyenesdarab 4 (’{//,,/ - /—’0 £ @

hozzafiizésével keletkezik. Ez
utdbbi egyenesdarabot S -sel je-
18lve, nyilvan
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Au = f ?('f')df—f?(f)df-—* /V(ﬂd?.

L4S L 5

Az 8 egyenesdarab egy paraméieres elddllitisa:

b

1A

r=r +tAr, 0
Q o]

amibdl
tehit

1
v(r)dr-f V(ir #t AT )AT dt.
o o 0
s 0

Mivel azonban v{r) feltevésiink értelmében az fo helyzetvektoru pontban
folytonos,
V(T +t Aro) = V(T ) + 7,

ahol 7% (t) tetsz6legesen kicsiny, hacsak AT r mir elég kicsi.
Igy tehdt

1 1
f\_r(f)d§= TE)aT dt+ [ T AT dt =
S ‘l/}‘ ° 0 0 °

1
=V(r ) Aro +f 7 () Arodt.
0

Az utébbi integrilra az integrilszdmitds kozépértéktételét alkalmazva:

1
/ 7 (t) AT dt=T(T) AT 1=CAT (0

(o] o
0

fIA
[T

Tz,

ahol  |E|l—0, ha |A;0I —=0., Végeredményiink tehit:

Au=%F) AF +ZAT, ahol |&|l-=0, ha |AF| 0.
o 0 0 o

grad u(r}) definiciéja értelmében ez azonban épp azt jelenti, hogy

[grad u(f)} s =VE)
amint azt dllitottuk. - o
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Kimutattuk teh4t, hogy ha a v(r) vektortérnek biarmely zirt grbe
mentén vett integrilja zérus, akkor van potenciilja. Egy ilyen potenciilt

szolgaltat rogzitett & mellett az

u(r) = V(@ dr

e

gorbementi integral.

Vilagos, hogy u(T) -rel egylitt u(¥) + C is potencidlja a V(¥r) vektor-
térnek, ahol C tetszésszerinti 4llands. Mis potencidl azonban nines, mert
ha ul(f) is egy potencidlia a v(¥) vektortérnek, akkor

gradu=Vv, gradu1=V,

és igy :
grad (u-ul) = 0.

Ha tehat bevezetjliik az u-u 1 =qu 9 jelolést, akkor

d u =0.
gra uz
Masrészt azonban
T T
uz(r) —uZ(a) =f grad uzdr = f Odr= 0,
a a

ugyhogy bArmely T helyen
uz(r) =u2(a) = C.

Vagyis
ul(r) = ufr) —uz(r) =ufr) + C.

Osszefoglalva ez_‘edményeinket a kvetkez6t mondhatjuk:
A V=v(r) vektortérnek akkor és csak akkor van potenciilia egy T tarto~

minyban, ha birmely T-ben futé zart gbrbe mentén vett integralja 0.
Ha ez a feltétel teljesiil, akkor valamennyi potenciflt megadija az

u(F) = V(@) dF + C

ey
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képlet, ahol a rogzitett vektor, C tetszésszerinti dllandd és az integril
az 4 ésT helyzetvektoru pontokat dsszekttd tetszésszerinti T-ben futd
gdrbe mentén szdmitand3.

Eredményiink kénnyen értelmezhetl a kévetkez0 meggondoldssal:

Ha egy erdtér fenndll energiafogyasztds nélkiil (pl. ilyen a graviticios,
vagy az elektrosztatikus tér), akkor bérmely zirt gorbén végzett munka,
azaz alkalmas jelSléssel @ v(r)dr zérus kell, hogy legyen, vagyis van
potencidl. Ha ugyanis volna olyan zdrt gérbe, melyre @¥(F) df # 0, akkor
ezen tobbszdr végigvezetve egy tomegpontot, tetszdlegesen nagy munkéit
végeznénk energiafogyasztds nélkil, ami azonban az energia megmaradidsi-
nak torvényébe iitkozik.

Felmeriil a kérdés, hogy valamely konkréten, képlettel megadott vek-
tortér esetében, hogyan lehet felismerni, van-e potenciilja, hiszen azt el -
lendrizni, hogy minden zirt gérbe mentén vett integril zérus-e, gyakorla-
tilag lehetetlen. Jobban kezelhetd kritériumot késdbb tudunk majd adni,
egyelSre csak annyit tehetiink, hogy rogzitett T és valtozd T helyzet-
vektoru pontok kozott lehetSleg egyszeril grbe (dltaldban a derékszigii
koordinitarendszer tengelyeivel parhuzamos egyenes-szakaszokbél 4116 ut)
mentén integrdlva a v(r) vektorteret, az igy adédé u(r) fiiggvényre meg-
nézzilk, teljesiil-e a grad u = ¥(F) &sszefiiggés. Ha igen, akkor -u=¢ a
v{r) vektortér potenciilja.

Pl. az elektrosztatikus tér esetében:

r %y,2
- xi+yi+zk
u=f E{@r) dr = ——'—O—m———— drf =
_\gd 2 2 3

Y 0,0 (EHY )

A v z
= j —X—‘—dx+f —-———L———dy+f ——r 4y
- P 3 \42 2 3 vf2. 2 23"

=1 x40 =0 ( +y 40) 20 Vx +y +2)

ahol a miscdik integrdlban x , a harmadikban x és y paraméterként
(azaz az integrilds sorin 4dllanddként) szerepel. Elvégezve az integrilist:

1 1
X ) y 2 2 27 72 z
u =[—i} + % [(x2+y2) 2 (—2):| +% 1:(){ ¥y 42} 2 (—2{‘ =
L

1 0 )

1 1 1 1 1 1
e Tl e+ & - + = - 1=
2
® \/ x2+y % \M-{2~1~y2+z2 \/xz+y2 \/x2+y2+z
1
= - - + 1.
i El
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r

i

Mivel grad { - Tf"l-[ )= az egységnyi tSltés elektrosztatikus

terének potenciflja

b F = -uE) = !;1 .

(Az integrélds sordn nem indulhattunk ki a (0,0,0) pontb5l, mert ebben a
pontban E nem volt értelmezve. A (0,0,0) pont_kivételével azonban a
fliggvény az egész térben értelmezvi van, s igy E potencidlja az egész
térben {a (0,0,0) pontot kivéve) T:T

f) A v=V(r) vektor-vektorfliggvény skal4drértékii vonalmenti integ-
rdljdhoz teljesen hasonldan értelmezhetd a V(r) vektor-vektorfiiggvény L
gérbe menti vektor-értékii, ill. az u(f) skaldr-vektorfiiggvény vonalmenti
integralja. Feltételezve ugyanis az L. gidrbe rektifikdlhatésdgit, az L
gorbét Fi helyzetvekioru Pi pontokkal részekre osztva, az i-edik rész

valamely pontjdhoz mutats helyzetvektort ?i -vel jeldlve, L kezds és
végpontjit a = FO és b= Fn -nel adva meg
n n

i§1 vip, )X(Fi—Fi_l)= FZI V(éi)xdfi—..j F(F) x dF ,

L
n n
Z u(p,) (T -F. )= [ u(@ ) AT, -~ f u(r) dr
=1 91 i i-1 =1 91 i i

ahol az L gdrbe minden hatiron tul finomodS felosztdsaira e hatdrériskek
biztosan 1éteznek, ha v(r) és u(r) folytonosak.

Az integralok kiszdmitisa is a vektor-vektorfilggvények skaldrértékii
vonalmenti integriljanak kiszdmitisira szolgdld utasitis szerint térténik.
Ha ugyanis L egyenletét az T(t) (X £¢s /3) folytonosan differencislhatd
egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvénnyel adjuk meg, akkor az & = r(x),
b=r (3) jelbléssel:

X A

B

f WE x dF = / VEM) x T dt,

L o
/u(f-) df-'=/ u(T(t) i:'(t) dt .
L

o



Az igy nyert valés, skaldr viltozdju integralok integrilands fliggvénye
vektor, az integril értékét megadsé vektor koordindtikra bontds utdn tagon-
kénti integraldssal nyerhetd. Vektor-vektorfiiggvény vektorértékii vonal -
menti integriija 1ép fel a vezet§ mdgneses terét megadsé Biot-Savart-féle
torvényben:

ahol 1 a vezetSben folyé dram intenzitdsa, T a vezetS pontjaihoz mutatd
helyzet vektor.




FELULETI INTEGRAL

a) Jelentse ;(E) egy dramld folyadék sebességi vekforterét. (Ezen az
értendS, hogy a tér T helyzetvekioru pontjahoz az ott tartdzkods folyadék-
részecske sebesség-vektorit rendeljik, és igy 4ll el8 a vizsgilt vektortér,)
Szemeljiink ki egy felilletdarabot és probdljuk meghatdrozni, hogy egy adott
kicsiny At id6kozben mekkora térfogatu folyadékmennyiség 1ép 4t a ki-
szemelt feliiletdarabon, )

Tegyiik fel eldszor, hogy a feliiletdarab
egy siklap, és a V(r) sebességvektor iri-
nya és nagysdga a siklap minden pentjsban
azonos (a vektortér homogén). Minthogy a Iﬂt
v sebességli folyadékrészecske At id6 =
alatt v At vekiorral megadhaté irdnyu . (vnlat
és nagysdgu elmozdulist végez, azért a At '7
idGtartam alatt a vizsg4lt siklapon 4tlépett
folyadékrészecskék egy hasdbot fognak kitol-
teni, melynek alapja a vizsgalt siklap, olda~
lainak élvekiora pedig v At. A keresett folyadékmennyiség térfogata
tehdt ezen hassb térfogatdval lesz égy_enlii. -Ha n jelenti a siklapra mer&-
leges egységvektort, akkor a hasig magassiga.

IvAtEl=lmlAt,
8 igy a hasdb térfogata
v=hmlfat,

ahol f jelenti a vizsgalt siklap teriiletét. Ha még abban is megdllapodunk,
hogy a siklapon az @ vektor irdnydban 4tlépett folyadékmennyiség térfo-
gatdt pozitiv elSjellel,. az ellenkez& irdnyban 4tlépettét pedig negativ eld-
jellel vessziik szdmitdsba, akkor nyilvén az eléjeles térfogat

v=vVaiAt
lesz.
Itt kétféle roviditd jelslést is szokds bevezetni. Az egyik szerint, mivel 1
kikotésiink értelmében egységvektor, vn =V_, ahol ¥ jelentia ¢
vektor @i irdnyiba es§ vetiiletét, és igy n n

v=v fN¢t,
n
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Mésrészt, bevezetve az =t vektort, amelynek irinya a feliletdarabra
merdleges, nagységa a felilletdarab felszinével egyenld, adddik:

V=vi At.

Adott felilletdarabon At id6 alatt dtdramlott folyadékmennyiség meg-
hatdrozdsa, ha a felilletdarab nem sik, és pontjaiban a V sebesség nem
4llands, hanem a helyzetvektornak v(r) fliggvénye, a kivetkezGképpen
térténhetik:

El184llitjuk a vizsgilt feliiletdarab egyenletét kétparaméteres vektor-
skalarfiiggvény, azaz r =r{u,v) alakban, Az UV sik feliiletdarabunknak
megfeleld részében hiromszdges hilézatot készitiink - ugy, ahogy azt a
felillet fel szinének kiszAmitdsandl tettiik, vigydzva arra, hogy a hdromszog
szbgei egy ¥ -nél kisebb korlit alaft maradjanak - minden egyes hirom-
szbg szogpontjainak megfelell felilleti pontokon &t hdromszoglapot fekietiink
4t, és ilyen médon egy, a kérdéses felilletdarabba beirt poliéderfeliliethez
jutunk. Az UV sik minden egyes hdromszidgében vilasszunk ki egy pontot,
és a feliilet ennek megfelel pontjdhoz tartozd v( © .} sebességvektort te-
kintsiik 2 megfeleld i-edik poliéderlaphoz tartozé A1landé sebességnek. Ha
most a feliiletdarabot az el6bbi médon nyert poliéderfeliilettel helyettesit-
jilkk, és a poliéderfeliilet egyes haromszoglapjain a sebességet 2 leirt mddon
4llandénak vessziik, akkor a keresett folyadékmennyiség kozelits értékéiil

n
5 V(?i)A?iAt
i=1

adddik, ahol AT  az i-edik poliéderlapra merdleges, annak teriiletével
egyenld nagysigu Vektort jelent.

Kimutathats, hogy a v(r) vektor-vektorfiiggvényre és a vizsgélt felii-
letre tett bizonyos kikStések mellett, ha a hiromszéges hildzatot a felszin-
szAmitasnal részletezett médon minden hatiron tul finomitjuk, akkor a

n

Y Vg AR

i=t

tsszeg meghatirozott hatdrértékhez tart. Ezen batirérték Nt-szerese
adja meg a keresett folyadékmennyiség mérdszamat.

b) MielStt az el6bbi példa megolddisa sordn kivetett okoskodéast dlta-
linossfgban is megfogalmaznék, még egy fogalom bevezetése sziikséges.
(A mérhetS felszinii feliiletdarab fogalmédval, T = r{u,v) alaku egyenlettel
torténd megadds esetében a mérhetd felsziniiségre vonatkozd elégséges fel-
tétel kimonddsaval kordbban mir foglalkoztunk.)
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Tegyiik fel, hogy a vizsg4lt felillet minden pontjdhoz fektethetd érintdsik,
és az érintSsik norméilis egységvektoranak két lehetséges iranyitdsa koziil ki
lehet egyet vélasztiani ugy, hogy az igy kapott felilleti normalis egységvektor
a feliileten folytonosan viltozik. Az ilyen feliile-
teket iranyithatd felilletelnek nevezzilkk., Kimu-
tathaté, hogy az irédnyithats felilletekbe beirt
elég finom poliéderfeliiletek is iranyithatdk,
abban az értelemben, hogy hiromsziglapjai-
kat el lehet 14ini egy-egy koriiljirasi irdny-
nyal ugy, hogy a kdzds éleket ellenkezd irdny-
ban, az esetleges perem-éleket pedig egymés-
hoz csatlakozé iranyban jarjuk be (ldsd
ibra),

Iranyithatd feliiletdarab pl. a gombfeliilet,
(folytonosan viltozd normélis pt. a kifelé mu-
tatd normilis) tovabb4 minden olyan feliflet,
amely kolestntsen egyérielmii és mindkét irdnyban folytonos leképezéssel
{topologikus leképezéssel) a gombfeliiletbe vihets 4t.

Nem iranyithatd felillletdarab pl. az un. Moebius-féle szalag. Erre a
feliilletre a kovetkezSképpen juthatunk: az ABCD téglalappal megadhatd
szalag CD oldalét egyszeri 180°-0s elforgatis utan (egyszeri "megesa-
varas" utdn) illesszilk az AB
oldalhoz ugy, hogy az A csucs
| W AW/ / a C csuecsal, a B esues a D
f \\ A 4 )t Vi \E\ //l 1 csuccsal keriiljon fedésbe., Az
B c igy nyert feliilet nyilvdn nem
irdnyithatsé, pl. az 4brin be-
rajzolt hiromszdges hildzai-
nél az AB és CD éleka
Moebius~-szalagon mint kdzés
élek nem lesznek ellenkezd ird-
nyitisuak,

Ac———— 5 V4

Definicid

Legyen V(r} az F mérhet§ felszinii, irdnyithat6 feliletdarab pontjai-
ban folytonos vektor-vektorfiigpvény. Az F felilletdarabba beirg, irinyit-
haté poliéderfeliiletekhez tartozd

-~ 7 =



(*) Z v §> )Af
i=1

tgszegeket képezve (ahol § ; 22 i~edik poliéderlapnak megfelels feliillet-
darab valamelyik pontjahoz mutats helyzetvektor, Af, pedig az i-edik
poliéderlap teriiletével egyenld nagysdgués megfeielo 1iranylf:asu normilis)
az F feliilet minden hatdron tul finomods felos rtdsaihoz, ezen Ssszegek
valamely gsorozatinak hatarerteke {a'tett feltevesek mellett ez biztosan 1é-
tezik és véges) a v(r) vektor—vektorfuggvenynek az adott normahslrénp—
tis mellett az ¥ felilletre képezett skaldrértékii felilletmenti integralja.
Ennek jeltlése: .

n
lim Z ?{g?i)Affﬂ F(@ df .

F

Ha a (») integrilkszelitd 6észegbeu a fejezet elején mar bevezetett
vn =v_ jelslést haszniljuk a tett kikttések mellett a kivetkezd eredményre

jutunk:
n

lim 5 vn(g)i)Afi= j f vn(?) df,

i=1 F

ahol az utébbi integrilta v (r) skaldr-vektorfliggvény felszin szerinti

integrdljinak nevezziik, Ilyen felszm-szermtl integralok 1épnek fel felii~
letdarabok elsd és misodrendi nyomatekamak, ill. sulypontjinak kisza-
mitdsandl ahol a képletek a korabban kivetett okoskoddshoz hasonlé gondo-
latmenettel adédnak.

Fenti eredmenyemk rividen ugy foglalhatok Gssze, hogy egy V(j vek-
tor—vektorfuggveny adott 1 normahs-lranyltasu skaldréridkii feluletmentl
integrilja mindig étalaklthaté V{¥) ezen 1 norma4lis iranyu Vetuletenek

ugyanazon felliletre vonatkozo felszin szerinti integral java.

A V(T) Vektor-vektorfuggveny mérheto felszinii, irdnyithat) F felii-
letdarabra vonatkozd skaldrértékii felilletmenti integriljanak fizikai jelen-
tése a bevezet§ példdban kovetett gondolatmenet megismétlésével adédban
az F felilleten az idSegység alatt 4t16pd erdvonalszimot (fluxus) megadé
szamérték,

¢) Ksnnyen beldthats, hogy az elGbb értelmezett felilletmenti integral
a kévetkezo tulajdonsigokkal rendelkezik:




3° Ha az T felilletdarabot két

részre bontjuk, s ezeket F 1 és Fz—ve]

jeloljiik, F, F1 és F2 normélisinak

egyez0 irdnyitdsa melleti

,” v(r)di= ” v(r) di+ ” v(r) df .

F F1 F2

b7 p
4° Ha -F jelenti az F felilletbdl a felilleti

normélis irdnyitdssnak _elle_nkezﬁre véltoztatdssi~
val keletkez8 irdnyitott felilletet, akkor

H vir) df = - H v(r) df.
-F ¥

d) A folytonos v(r) vektorfiiggvény irényit-
JY 7 -+ hats, mérhetS felszini F ‘feliiletre vonatkoz6
skalarértékii felilletmenti integral janak kisz4mi-
tﬁsa, ha d'feliilet egyenletét r = r(u,v) alakban
adjuk meg, az UV paramétersik megfelel8 A
halmazira vonatkozs kettSs integral kiszdmitdsira vezethetd vissza,
Létesitsiink ugyanis az A halmazon - ugy, mint azt a felszin kiszs-
mitdsinal kordbban tettik - hiromszdges hilézatot négyszdgrics
négyszogeinek egyik 4tl6jukkal vals kettéosztdsa utjsn. Ekkor a felilletda-
rabba irt poliéderfeliilet megfeleld hiromszéglapjinak két &lvektora

T,
il

.= = ~ | 23X
=r{u, +Aui,vi) = r{u, V)X o A“i’
(ui,Vi)
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- _= - JF
Ty r(ui,vi + Avi) ru,v) = |:’3v Av
és igy az 1-edik poliéderlap teriiletével egyez0 nagysigu normilis

-1 |9F AF
Afi— 5 ['au j|( x l:’BV] Auiﬂvi

u,v) ,(ui, V)

(amennyiben a vektoridlis szorzat irdnya nem felelne meg a felillet iranyi-
tdsénak, ugy az u és v paraméterek felcserélésével, vagy a fenti vek-
toridlis szorzat (-1)-gyel vald beszorzasival elérhetd, hogy a AT, vek-
torok irdnyitisa megfelelS legyen). A V(T) vektor—vekf;orfi.i.gg‘vény1 F
feliiletre vonatkozd skaldrértékii feliiletmenti integriljsnak egy alkalmas k-
zelité 5sszege tehat jo kizelitéssel a

n
- 21 2F 1 -
L vt v 150 } x [’av] > b B, =
i=1 L C (w,v)
n ™ y— -
_ . Brjl ['ar:]
= ) V(Eu,v) |5 T tHA)
i=1 717 [9u (ui,vi) LA (ui,vi) '

bsszeg, ahol A, az UV sikbeli A ponthalmaznak a hirom sziges hilézat-
tal torténd felbontisa révén el84allé i-edik részhalmazdt, t(A,)-vel pedig
ennek teriiletét jelsli. !

Az UV sik ilyen hiromszoges hilézattal torténd felosztdsdt minden

hatdron tul finomitva ez utdbbi Ssszeg az

= AT IF
Lfﬂr(u,vn v v du dv

n
kettSs integrdlhoz tart. Kimutathaté, hogy az A halmaz A = U A

1 -
alaku minden hatdron tul t6rténé finomod6 felosztisaindl az egyes Af,
vektorok kszelitésekor elkodveteit hibak zérushoz tartanak, ugyhogy

végiil is
i @ = vEw oy & 28
,,[F[v(r)d:f ‘g vir{u,v) 7 v du dv ,
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. : 1
Uy Ué'f'A Ui U

~ ahol ezen utSbbi kettds integrdlt +vagy - jellel kell venni aszerint, hogy

az BE X %v vektor az F feliilet irdnyitdsdnak megfeleld, vagy az-

zel ellenteft irdnyunak adédik.
Ha az F felillet egyenlete z ={(x,y) alakban van megadva, akkor
paramétemeli X -etés y _:t vélasziva, a korabban mar részletezett modeon
r=r(x,y) =xi+yj +f(x,y) &,
2r 9r 9f - 9f -

2x X 9y T"ax LTy itE.

vagyis a _ _ _ _
v=X(xy,z21i +Y(x,¥,2)] + Z(x,y,2)k

vektortérnek az F feliiletdarab mentén vett integrilja, ha az F felilletet
ugy irdnyitjuk, hogy T normslisira pl. nk=0 legyen

ff f= ,U V(T x,y,2) gr g; dx dy =

/f X(x ¥y, fx, y)) g - Y(x,y,f(x,y)) %4- Z(x,y, f(x, y)) dxdy ,

ahol A jelenti az F fellileidarab vetilletét az XY sikban,
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Példak
1% Szamitsukkia V(¥) =F vektortének az

r=ginucosvi + sinusinvy + cosuk

< W
£,

A

©=u 05vZ27) egyenletii félgsmbieliilet menti skaldrértékii

feliletmenti integraljst, feltéve, hogy e felillet T normiélisira nk 2 0.
Mint méir kordbban kiszdmitottuk

ar 2r 2 2 _

v * v =gin“ucosvi+sinusinvj+sinucosu k,

~
és ez avekioraz A= {(u,v): O§u§ -{é— y Oévs—' 2??} halmaz pont-

jaihoz val6ban olyan vektorokat rendel, amelyek k -val hegyesszoget zir-
nak be.

fff%{?} df = fFf ;df=gf(u,v) %: %: dudv =

; et iiert - 2 T2 = =
= f f (sinucosvi+sinusinvi+cosuk)sin ucosvi+sin usinvj+sinucosuk)dudv =

r Y
29 2 o 2
.3 2 .2 . 2 .
= (8in u{cos v48in v)+sin u cos ujdu dv = sin u dudv=
v=0 - u=0 v=0 u=0
2%
= f dv=2%
v=0

2® Szamitsuk ki a
v o= xyl+(x+z)] - 2y %
vektortérnek a z=xy feliilet azon darabja menti integrailjat, amely az
A= [(x.y): 0ExE 1, 0 £ y = x} XY sikbeli ponthalmaz felett fekszik,

lefelé mutaté (azaz a k vektorral tompasziget bezdrd) felilleti normailis
mellett.
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A kivant iranyitdsu felilleti normélis:

or dr _ dz ~ Q= T-Ke=yitxl-F.

_/c)—xxay 2= 0T y

és igy a vektortér felilletmenti integréilja lefelé irdnyitott feliileti normilis
mellett

ff?df=—ffv(rxy %—x —%—)dxdy=
F

= f (xyT + (x+xy)] - Zyzﬁ)(yi_‘* xj -k dx dy =
A

y

=0

]l

X 1 3 9 3
j (xy2+x2+x2y+2y2)dy dx = f (x R x2x+x2-}—<— +2 3 )dx=
3 2 3
y=0 x=0

1
- 5 3 - 5 _ T
"fO(x+3x)dx"6+12 12

e) A folytonos V{(r) vektor-vektorfiiggvény mérhetd felszinli, irinyit-
haté F feliletdarabra vonatkozd skaldrértékii feliitetmenti integriljshoz
hagonléan definidlhaté v(r) F-re vonatkozé vektorértékii, ill. a folytonos
¢ (r) skaldr-vektorfiiggvény F-re vonatkozd felilletmenti integrdlja. A b

pontban hagznilt jelslésekkel

n
lim Y V(@) x At = ff viryx df ,
¥

i=1

lim Z ¢(§>)Af ffgb(r)df

i=1

ahol a hatirérték jelével azt jeltitiik, hogy az F feliiletdarabba beirt min-
den hatdron tul finomodd poliéderiapos felosztishoz tartozé integralkozelitd
Osszegek birmely sorozatdnak hatdrértéke a definidlandé integral.

Ezen integrilok kiszdmitisa az ¥ felillet egyenletének T =r(u,V)
alaku megadésa esetén (az F feliilet pentjait az UV paramétersik A hal-
mazinak pontjaihoz rendeljikk hozz4d) szintén a skaldrértékii feliilletmenti
integrilhoz hasonldan torténik:
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. —_ff-_ JF . 3F
{f Vi) x df = J YEwv) x (5T ’Bv) du dv,

itl.

=]

j}j‘ﬁ(i) af = gqﬂ(f(uw)) 2E 5 25) au av,

feltéve, hogy —%—E— X %‘f irfnyitdsa az F feliileti norm4lisnak ird-

nyitds4val egyezd (ha nem, ugy a ketiOs integrilt - elGjellel kell venniink),
Teljesen hasonlé mddon lehet a v(r) vektor-vektorfiiggvény, ill. a

¢ (r) skalar-vektorfiiggvény F felilletre vonatkozé felszin-szerinti integ-
réaljit is definiflni, '

n

m ) V() Af = f/v&) af,
i=1 1 1 F
n

lim b6, 4f, = fsb(f) df,
=1 L -

ahol Afi jelenti a felilletbe beirt poliéderfeliilet i-edik lapjinak teriiletét.
Az integrsl kiszdmitdsa az F felillet T =T{u,v); (u,v) € A egyenlettel
tirténd megadéisa esetén:

— A 2 9T
ff v(F) df = f] ¥(Tmu,v) ’ X du dv,
F Y 2u v l

Lf O df = £J¢(f(u,v)) ’au X 3

a felszinszadmitasnal tett feltevések mellett, A skaldr-vektorfiiggvény fel-
%zin-gzerinti integraljdra mdr kordbban utaldst tettiink.

=

()
=l
@)
Hi

du dv,
v
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~ Vektor-vektorfiiggvény divergencidja

a) Jelentsenek Fl’ F2, ey Fn’ ... &2 P pontot belsejiikben vagy

hatdrukon tartalmazé zirt feliileteket; tegyilk fel, hogy e feliiletek mérhetd
felsziniiek és irdnyithatok, az 4ltaluk bezdrt térrész mérhetd térfogatu, és
hogy a fenti sorozat tagjai a P pontra rizsugorodnak, Ezen pontosabban
azt kell érteniink, hogy az Fn feliiletek pontjainak P -tol vals tavolsiga
is zérushoz fart.

Legyen a ¥ = ¥(T) vektor-vektorfiiggvény folytonos a fent definialt
Fl’ Fz, vees Fn’ ... fellileteken. Ekkor beszélhetiink ¥(r) Fn feliile~

tekre vonatkozd skalarértékii felliletmenti integraljarél kifelé mutaté felii-

leti normilis mellett, Az Fl’ F2, ooy Fn’ ... felilletek 4ltal bezsrt
térrész térfogatit Vl, VZ, ey Vn’ ... -nel jelslve az
o o o
vir) df v(r) daf j v({r) df
F
F1 FZ n
V1 VZ Vn

sorozat hatdrértékét - amennyiben ez 1étezik, véges, és a felilletsorozat
valasztasitél figgetlen - a ¥(r) vektor-vektorfiiggvény P pontbeli diver-
gencidjanak nevezzik és igy jeldljiik:
f f vy df
F
o}

L [div \‘r(f)] . = lim v

(Fn zart feliillet, V

n 4z Fn dltal bezdrt térrész térfogatdnak méroszdma,

a feliiletmenti inteérélt kifelé mutatd feliileti normaélissal kell szdmitani, a
lim jel pedig azt fejezi ki, hogy az Fl’ eees Fn’ ... feliiletek a P pontra
zsugorodnak ra}.
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Az (1) definiciot div ¥ Ignatowsky-féle definiciéjdnak szokds nevezni.
E definicié a felvett koordinatarendszertdl fiiggetlen, un. koordindtainvari-
dns definicid.

Felvetddik a kérdés, hogy milyen elégséges feltétel adhatd meg arra
nézve, hogy az (1) definiciéban szerepld hatdrériék lélezzék. Beldthatd,
hogy ha ¥(f) = Xi + Xj + 2k, &% X, Y, Z parcidlis derivaltjai folyto-
nosak a P pont kdrnyezetében, akkor az (1) hatarérték létezik. Erre a
kérdésre késobb még visszatériink,

Az (1) hatirérték elnevezését konnyen indokolhatjuk abban a spe-
cialis esetben, amikor ¥(¥) A4ramld Gsszenyombhatatlan folyadék se-
bességi vektortere, Ekkor ugyanis - amint arrél kordbban mér

7

részletesen beszéltiink - J'Ff wE) df az Fn feliileten az iddegység
n

alatt dtdramlott folyadék térfogatinak mérdszdmit, illetve, mivel a felii-

letmenti integralt kifelé mutaté feliileti normalissal szamitottuk, az Fn

A SF 2

feliileten az idBegység alatt kilépc és belépd folyadék-térfogat kiiltnbségé-
nek mér8szimit adja meg.

Ez az érték csak akkor lesz zérustél kiilénbozd, ha az dramlési tér-
ben elhelyezkedd zdrt F, feliilet belsejében forrdsok, ill. nyelk (ezek he-
yett a tovdbbiakban szintén forrist - negativ forrdast - mondunk majd) van-
nak. Az F, feliiletre vonatkozd skaldrértékii feliiletmenti integral tehét
F~belsejében a forrdserdsséget méri. Ezt a mérdszamot az Fj feliilet
iltal bezart térrész Vi térfogatdnak mérdszdmaval osziva, a nyert

/ f (F) df
F
13

Vv
n

hinyados az F_ feliilet altal hatdrolt térrészben az Atlagos forraserdsség-
siirliséget (forrné.serc'a'siiriiséget), e hinyadosok (1) definiciéban szerepld
hatdrértéke pedig a P pontbeli forrdserdsségsilriiséget méri.

Ezek szerint [div \7(1")] (®) a folyadék P pontbeli szétdramldsarsl ad

nekiink képet. ez indokolja a divergencia elnevezést.

Ha v(r) elekiromdgneses erdtér, akkor (1)-ben a szdmldléban 4116
integril a_ﬂuxus, a hdnyados tehdt az 4tlagos fluxussiiriiség, hatirértékben
tehit div v a P pontbeli fluxussiiriiséget szolgiltatja,

Ha egy térrészben divv = 0, akkor ez azt jelenti, hogy nincsenek
forrdsok a térben. Roviden az ilyen tereket forrismentes tereknek nevez-
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zitk, Hasonl6 okoskodassal adédik az (1) definiciébél, hogy divv = c azt
jelenti, hogy a forrdsok egyenletesen vannak a térben eloszolva.
b) Legyen
V= Xy, + Y&,y,2)] + Z&,¥,2)K

a Po(xo,yo,zo) pont H kiornyezetében értelmezett vektor-vektorfiiggvény.

Tegyiik fel, hogy H - n v koordinaidi, valamint ezeknek parcidlis deriviit-
jai folytonosak.

Legyen

<

K={(x,y,z):x0§x§x0+4x, yO§y§y0+Ay, zoéz o

z +/_\.z},

és ax, a4y, az legyenek oly kicsinyek, hogy mar K < H, Ezen kik&tés
mellett  [div ¥ ] létezik elcbbi megjegyzésiink értelmében.
r )
)

S ot B, Yy +AY 2o
1

Tétel

Az eldbbi feltételek mellett

9E) = X + Y] + Zk
divergenciija

QX.+ 3Y . _2%Z
2x 2y 2z’

div Xi +Yj+ zky =
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Bizonyitis

A K halmaz F hatara az XYZ derékszogi koordindtarendszer koor-
dindtasikjaival pirhuzamos oldalu egyenes hasib fellilet. Szamitsuk ki ezen
F zart feliiletre kifelé mutaté feliileti normilis mellett a koordindtdinak par-
cidlis derivaltjaival egyiitt folytonosnak feltételezett V() vektortér ska-
14rértakii feliiletrenti integraljat.

é/‘*"f’d’%z [[xaae [[riais [[zx o

F F F
Az Xi vektortér F Tfeliiletre vonatkozé feliilletmenti integrdlja a hasab
+k, -k, +], -j normilisu lapjaira (ezek egyenlete z = 2, * Az, 2=z,
y=y,* Ay, ¥y = y,) zérus, a +1 ill. -i normélisu x=x +Ax,
ill. x = X, egyenletii lapokra vonatkoz6 feliiletmenti integrélt y és z -t

vezetve be paraméternek az YZ paramétersik T tartominydra (4 x> 0,
Ay>0) vonatkozé kettOs integrilld atalakitva:

X(x0 +AX, ¥, 2} 11dydz + //X(Xe,y,z) i(-i} dy dz =
T

{X(x0+ A X,¥,2) - X(xo,y,z)} dy dz.

b.._:‘:
NI
=
[t}
T Dt »—3:":‘.___‘-2

Integralandé fiiggvényiinkre a
Lagrange-féle kozépértéktételt al-

Zy Az ———— - / kalmazva (ez a fent tett kikitések,
/ / vagyis a K halmazon X, Y, Z
// /// parcislis deriviltjainak 1étezése
P // / /| és v(r) folytonossédga mellett meg-
0

T tehetd)

!
| !
[ |
| i
1

Yo Yot AY v
Xx +ax,y,2) - X z)}= IX Ax, ahol 054 51
0 1 3 oly’ ax ? 1 *

X +
=, 15‘1ax,y,z)
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vagyis

//xidf=...=//{ Ax}dydz=
F (x +1/°'Axy,z)

z +Az Yo +dy

9 Ax dy/ dz.
(x +¥ox,y,z)

IN

Z=Z

Alkalmazzuk elGszdr a belsd integralra az integrilszdmitds kbzépértéktste-
1ét (az integrilandé fiiggvény feltételezett K -beli folytonossdga miatt ez
megtehetd):
+
Yo Ay
_E_?_X AX dy = -g—x)-{— AX Ay,
(x +4 ax,y,2) (& +Fax,y +bay,z)

y=%¥

< <
(0=2}2_1).

Hasonléképpen a még visszamaradd z szerinti integrilban az integrilszi-
mitds kozépériéktételét alkalmazva adédik:

z +AzZ

)
R X
//def=...- / {—a'; AxAy § dz =
Z=zZ
)

¥ (= * 1}14 x,y0+v¢2Ay,z)

(2)

9X AX 8y 42, (0=<7/‘é§h.

X
(x0+1/q'1Ax, y0+ 1}2Ay,z0+v¢34 zZ

Teljesen hasonlé okoskoddssal nyerhetd, hogy

(3) //Y]’df= %—E— 4x4ydz, ahol 1};, J5, Jﬁ
i {xo+y¢4dx,y0+1}5ﬂy,z0+1f6£\z)

0 és 1 kozotti szdmok,
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) |/zkdf = 92 axAyaz, ahol 28, of, 2F
QZ(X +1}’ AX,y +EaA z+1}’Az) LA
F o VqBh ¥ Tvgay BTy

0 és 1 kozotti szamok.

(2), (3), (4) argumentumét réviden P’, P’’, P’ -vel jelélve
(P'e K, P’€ K, P”'€ K), mivel a vizsgilt hasib térfogata (/.z >0)
AX Ay Az, a kivetkezd eredményre jutottunl:

viry & 2 X Y 3z
// { 5 x + 9y + 3 }Axdydz
F

v

_ {P’) (P)S) Z(P!!’) _
AX 4y A%
29X , oY , 92
- y 9 3 9 132 ’
2% (p%) V@) @)

Ha az F feliiletek razsugorodnak a Po(xo,yo,zo) pontra, akkor ezen spe-

ciilis derékszégii hasdb-feliiletekhdl 4116 sorozat esetére a V() vektor-
vektorfiigevény koordinatdinak parciilis derivaltjaira tett folytonosségi ki-
kotések melleti

[dw(xi+Y§+zm] = lim —= ]1ﬂ<ﬁ=
P ) v
( 0 F
9X JY 27
(5) = hm{—-‘- R — + } =
I
Ix (P,) b Y (P”) Z (Pna)

| ex 9y |, 2z
_{9x+9y+9z}

®)

Pl. a (0,0,0) pontban elhelyezett egységnyi pontszeril t5ltés elektro-
sztatikus terét el64llitd

- r X - y - Z

E= = i+ j+
2
33 3 V x2+y +z2 3 U xz+y2+z2 8 bx2+yz+z2 3




vektortér divergenciija ((x,y,z) # (0,0,0)) :

.= 2 X 3 NS a Z
div E = + + =
2 2.
% [ B Y (Egtal? 9 V2

f 2 2!/ 2 2 2
szry+z2)3—3x X +y 4z +

}

2 2 23 e T
(x +y +2)
2 2 2 2
_. X ty *z - 3% . + -
2 2 25 ’
(x+y+z)
2 2 2 2 .2 2 2, 2 2
¥y t+z - 2x Z +x -2y X +y - 2z -0

= + +
2 l/ 2 V
{ x2+y2+z )5 { x2+y +z.2)5 { x2+ 2+zz)5

vagyis ez az elektrosztatikus tér divergenciamentes. (A szdmitdsok sorin
az y és z szerinti parcidlis deriviltat, mivel a vektortér x, y és z-ben
szimmetrikus, az x szerinti parciilis deriviltbdl ciklikus cserével ir-
tuk fel.)

Egy vektortér divergencidjinak kiszamitdsira szolgild képletiinket
- {5) - kbnnyen megjegyezhetjlik, ha bevezetlink egy szimbolikus vektort.
a v jellel jelolt és nablanak nevezett operdtort:

_ 9 . 2 - 2
® Ve ity it o,

ol

E vektornak tnmagiban nincs értelme (ezért is neveztilk szimbolikus vek-
tornak}, csupén az bir értelemmel, hogy v -t, mint operdtort, utasitdst,
egy skaldr, vagy vektorfiiggvényre alkalmazzuk:

e @ <. @ - D p ot e X 9Y 9L .
(7Y T.Vv=¢( 9x1+ 9Y1+azk) (Xi+Yj+Zk) = 7% + a2y az—dwv.

A mér kordbban definidlt grad u vektor is elGallithatd u -béla v vektor
alkalmazdsdval:
8 - a - 2 = gu T au -

_ . 3. 2 -, 9 - du ~_
(8) Vu—{ax1+ay1+ kyu g 9yJ+ aZk—aradu.
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¢} Egyszerii szdmoldssal igazolhaték az al4bbi dsszefiiggések:
{9) div (Vl(r) + Vz(r)) = div Vl(r} + div ir'z(r),

(10) div ( u(®) . V1) )= ¥(T) grad u{T) + u@ divv({®) .

Magukat a képleteket 2 v szimbolikéval (a bal oldalon 4116 vektorfiiggvé-
nyekre a v vektort formélisan alkalmazva) célszerii megjegyezni, ez a

gondolatmenet azonban nem igazoldsa a fenti 6sszefliggéseknek,
Példaul (10) esetében ¥=Xi+ Y]+ Zk mellett

JuX du¥ JuZ
+ +

div (u(f) . v (r))

Ix ay dz

2u du du L I9X Y JZ _

% X+ay Y + Sz Z +uf 9x+ 9y+ az)—
= gradu. ¥ +u div ¥.

A v operator segitségével ez igy irhaté fel:

V. 9=(Vu¥+u(vy,

s ebhol kiolvashaté az a més esetekben is helyesnek bizonyulé szabaly, hogy
a ¥ operéatort egy szorzatra ugy kell alkalmazni, mint a differencidlas
milveleti jelét, azaz minden tényezdre kiilon alkalmazzuk a tobbi viltozat-

lanul hagydsa mellett, és az ad6dé tagokat Osszeadjuk.

A vektor-vektorfiiggvények tirgyaldsanil emlitettilk, hogy kiilon tar-
gvaldst érdemelnek azok a vektorterek, amelyek egy skalartér gradiense-
ként szdrmaztathatok, (Az ilyen vektorierekrol beldttuk, hogy alkalmas
tartomanyban futé zdrt gorbe menti integriljuk mindig zérus. Ha ¥ =

= grad u, akkor div V a kovetkez8 alakban irhaté fel:

. . .du < - =
d1vgradu—d1V(9X1+ 3y3+ 2 k) =
32u+92u . 2%

x> 9y2 922

Amennyiben teh&t egy ¥ vektortér potencidlos (v = -grad ¢, ¢ =
kor
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divv = 9o{x, vy, z),
esetében a vektortér potenciélja a

2’ 9% 9%

div(-grad¢) = -

parcidlis differenciilegyenletnek tesz eleget, Ezt a parcidlis differenciil-
egyenletet @ = 0 esetén Laplace-, egyébként Poisson-egyenletnek neve-
zik. Ezen nevezetes parciilis differencidlegyenleteket még a kovetkezs ri-
vid alakban szokés felirni. A ¥ operdtor kétszer egymés utén torténd al-
kalmazdsival adodé \72 operdtort A -val jeldlve (a A operitort
Laplace-operitornak szokis nevezni):

22 9t

x> ayz 922"

és igy a Laplace~, ill. Poisson-egyenlet a kiivetkezOképpen irhaté fel:

-A¢ =0,
ill,

—A¢= @(X) ¥, z).

Gauss-Osztrogradszkij-tétel, sikbeli Gauss-Osztrogradszkij-tétel,
Green-tétel

a) A Gauss-osztrogradszkij-tétel a ktvetkezd fontos 4llitdst mondja ki:

Legyen ¥ (1) folytonos a mérhet$ felszinii, irdnyithaté zdrt F felii-
leten, valamint az F felillet 4ital bezart mérhetd térfogatu térrészben;
ugyanitt legvenek ¥(r) koordinitdinak parciilis deriviltjai is folytonosak.

Ekkor

(1) //v(f)df=/]/divvdxdydz,
vV

F
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ahol a feliiletmenti integrilt kifelé mutaté normidlissal kell szdmitani,

A Gauss-Osztrogradszkij tétel tehit zirt felilletre vonatkozé feliilet-
menti integrilt alakit at a feliilet dltal bezdrt térrészre vonatkozé hdrmas
integralla.

Bizonyitis

A Gauss-Osztrogradszkij-tételt abban a specidlis esetben fogjuk bebi-
zonyitani, amikor az (1) -ben szerepld V tartominy mindhdrom koordi-
nitasik felol nézve normdéltartoméiny. Ezen kiviil v(¥), ill. F -re a tétel
kimendasdban szerepld feltételek teljesiilését természetesen megkiveteljiik.

Mivel

///divfrcbcdy dz = ///div (Xi+Yj+2k) dx dy dz =
v v
] 9x ///QY // 9z
—// 9xdxdydz-l» gydxdydz+ azdxdydz,
v v v

a tételt bebizonyitottuk, ha e hdrom hdrmas integrilt megfeleld hirom fe-
lilleti integralla tudjuk dtalakitani. Az atalakitdst mi a felbontdsban szerep-
16 harmadik integrilra végezziik el, a masik ketid italakitisa teljesen ha-
sonlé lépésekben torténik. '

Az Atalakitds elss 1épéseként végezziik el a z viltozé szerinti integ-
rildst. Mivel felfevésiink értelmében V az XY sikra nézve normdilfarto-
many, a két hatirols feliilet egyenletét z = Fl(x,y}, iil, z = Fz(x,y)

alakban megadva, az XY sik megfeleld tartoményat T -vel jelélve adadik:

Fy&xy) \
dz- 37z
I 42 wwa-[[| | 52 |-
\' T Z=F1(X,Y)
Fz(x,y)
= [Z(x,y,z)] dx dy =
T z=F &)

Il

[ Z(X, MFz(x! Y))dx dy + // _Z(xsy: Fl(x: Y)) dx dY'
T T
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E két kettds integril koziil az el-
g8 felfoghato a 7= Zk vektortér F, zl

feliilet menti integriljinak felielé mu-
tatd feliileti normdélis mellett, az XY
paramétersikban keti0s integraild 4t-
alakitott forméban, Méscdik integri-
lunk ugyanakkor ugy tekinthetd, mint
a v=2Zk vektortér Fl feliilet

menti, lefelé iranyitott feliileti nor-
maélissal szamitott infegriljanak ket~
tés integralld alakitott forméija, azaz

e EEN

F F

2
7 tengellyel parhuzamos alkotdju hengerfeliiletbdl dllhat, s mivel ezen hen-
gerfeliilet normélisdraa v = Zk vektortér vekiorai merGlegesek, e hen-
gerfeliiletre Zk feliiletmenti integralja zérus. Irhatjuk tehat, hogy

// zEdf+/sz<df= /fzkdf,
F F F
vagyis
(%) // ——dxdydz=//zi<df'.

F

De mésrészt az F feliilet az Fl és F, feliiletdarabon kiviil csak egy, a

Teljesen hasoniban adédik:

() ///_dxdydz=//xidf‘,
- // oo
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ahol az adédé felliletmenti integrilokat kifelé mutaté fellileti normilissal
kell szamitani, A (%), (xx) és (xxx) Osszefiiggések tsszeadisival adddik,

- /[ ST [ R [ T
+ﬁGﬁE +A&E£=

[ 1]
= “;‘“
= =3
Gl &

=

amit bizonyitani akartunk.

A most targyalt speciilis esetbdl kovetkeztethetiink a Gauss-Osztro-
gradszkij-tétel érvényességére minden olyan V térrész esetében is, amely
az itteni tipusu térrészekbsSl rakhaté ossze ugy, hogy az egyméssal fedésbe
keriil§ felilletrészeken a feliileti normélisok irdnyitdsai ellentétesek legye-
nek. A gyakorlatban csak ilyen térrészekkel dolgozunk.

. Az el8z8 fejezetben egy elégséges feltételt adtunk arra nézve, hogy egy
¥(F) vektortér divergencidja a P pontban létezzék. Azt mondtuk, hogy ha
¥{f) koordinitiinak parciilis deriviltjai folytonosak a P pontra rizsugo-
rodé zdrt F,,...,F ,... feliilet 4ltal hatdrolt térrészekben, akkor az (1)
definici6ban szereplo hdnyadosbk sorozatdnak van hatdrértéke, ezt a hatdr-
értéket [div 7] ) -vel jeloltiik.

Valéban, jelentse Fn a P pontra rdzsugorodd zirt feliiletsorozat egy
tagjat, K az F feliilet altal bezirt térrészt, Vn pedig ezen térrész

térfogatanak méroszémét Mivel P & K a tett folytonossdgi kikttések
mellett ( £ 7, ¢ | = K esetén

29X 2Y Qz] [2x 2Y, ]
» 2L, S0E, 706,
[gx 7y az(f,w.s)Lax 2y " 9]

ahol (f s hs , § )P esetén 7 — 0.

X Y 3z
Mivel azonban [ax + 7y + 9z_J

allandd, a Gauss-Osztro-
®)
gradszkij-tétel értelmében irhatjuk:
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T T Ty aF _ L IX aY 77 _
f/ (X1+Y;+Zk)df—///‘ ox + 7y + az;dxdydz—

F K
n n

_ [2x, 9y  297] /// ~
= _9x+ 7y 32J dxdyd&—s—H =

[(2x 2x az}
= + + Vv +H,
| 2x @y QZ(P)

ahol
an// 7 dx dy dz.
K

TetszBleges &£ > 0 mellett

£
lHnl_ & Vn’

mihelyt Kn beleesik P -nek olyan kirnyezetébe, amelyben |71< €.
Atosztva v, # 0 -val, adédik:

2X Y 27 ;1 ] T4 Vi+ 71 dF - — 2
[9x+ 3y+ 92} = Xi+Yj+Zk) df - _
(P) noog 0

n

(2}

Ha marmost az F, felilleteknek P ponira razsugorodd sorozatdt tekint-

jiik, az ezeknek megfeleld ,‘} [j (Xi+Yj+ Zk) df sorozatok biz-

S
n
a2
tosan konvergensek, és hatarértékik [SX + 2Y + 21 , hiszen
ax 9y 3 Z—'(P)
a tett kikttések mellett g -0, sigya (2) OUsszefiiggéshol az alli-
tds adodik. n

A Gauss-Osztrogradszkij-tétel segitségével kbnnyen beldthatd, hogy a
¥({f) = v vektortérnek bdrmely mérheto felszint, irdnyithaté zdrt F fe-
lilletre vonatkozé feliiletmenti integralja kifelé irdnyiteit feliileti normalis
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mellett az F {feliilet 4ltal bezart K térrész térfogatinak hiromszorosdval
egyenld.
Ugyanis

divi=divxi+yj+zk =1+1+1=3,

és igy a Gauss-Osztirogradszkij-tétel értelmében
]/i'df=///divfdxdydz = 3// dx dy dz = 3 V.
F K K

Ha pl. F egy R =2 sugaru gombfeliilet, akkor

3.
//idf'=3 —4—=—3g-i=3zﬁ.

F

Néha nyilt feliileiekre vonatkozé felilletmenti integrilok kiszdmitdséara
is alkalmazhatjuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt. Ha ugyanis a nyilt feliile
tet alkalmas felillettel (leginkibb sikkal) kiegészitve zirt feliiletet nyeriink,
erre alkalmazhatjuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt, eredeti feliiletlinkre
az integril értékét pedig ugy nyerjiik, hogy az atalakitidssal nyert hiarmas
integral értékébdl levonjuk a kiegészits feliiletre (sikra) vonatkoz6 feliilet-
menti integral értékét,

Pl. szimitsuk ki a

— - - 2 —
V= (x-y)+yz j+ (x -ynk
vektorfiiggvény feliiletmenti integriljit az
Fo : =—x2-y2+4 feliilet z > 0 ré-

szére felfelé mutats feliileti normélis mel-
lett. Az Fo felilletet az XY sikban fek-

vo F1 siklemezzel (F, = {(x,y) :x2+y2§ 4})

kiegészitve zért felilletre jutunk, vagyis
a Gauss-Osztrogradszkij-tételt alkalmazva

X H\‘r(f)df"+ ]_[{r(f)df=
F F
o 1

= // div ¥ dx dy, dz, illetve
v

)
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//\_r(f)df=///div€rdxdydz -//\‘r(f)df
F v F
o 1

ahol F0 -t felfelé mutats, F 1 -et lefelé mutaté normailissal kell venniink,

eklkor ugyanis az FO + I feliilet normdlisa éppen a Gauss-Osztrogradszkij
tétel kivetelményeinek megfeleléen kifelé mutaté normilis lesz.

Héirmas integrdlunkat hengerkoordindtas transzforméciéval célszerii
kiszdmitani, mivel pedig F. az XY sikban fekszik, s igy ponijaiban
z = 0, tovibbi F1 normilisa -k, adédik:

//\'f(ﬂ df=///(1+z-y)dxdydz—//[(x-y)hxzﬁ](—ﬁ)dxdy:
F_ v F,

2 27 [ -r244
2
= / / / (1+z—rsing>)rdz d(fdr-//(—x yx dy =
r=0 ¢=0 \ z=0 ' F
2 29 2 .2
= f / [(r-r2singo) (-r2+4)+%i4—)—1)d(fdr+
r= C/’=0
2 295
+ / r3coszgo dedr =
r=0 ¢=0
2 5 3
= 2’1(] {-r3+4r+£é——4r3+8r+l2—)dr=
=0 _
- 2
2 4 6
o T 9 r lr ~ 16 34
=2 |12 0— - s o -18+—) == 2F = 7
L{ e T It 6} PR @4-18+=5) =2l = 71,
=0

(A szamolds sorin felhaszniltuk, hogy mivel F, épp az XY paraméter-
sikban fekvé siklap, a feliileti integralt kettds integrilld dtalakitva az in-
tegrécibs tartominy is Fy lesz; ezen integralt polarkoordinatis transz-
formdéciéval szimitva ki, mivel cosch = l;czosic’p_ és cos ¢,
ill. sin (¢ -nek |:0, ZTE'] -ben vett integralja zérus, a kettSs integrilok
szdmitdsa sordn az Gket szorzéként tartaimazé tagok kiesnek.)
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by Az un. sikbeli Gauss-Osztrogradszkij-tétel a kovetkezs 4llitdst
mondja ki:

Legyen T mérhetd teriiletii tartomédny, ennek L hatirgorbéje sza-
kaszonként folytonosan differenciilhatd paraméieres el6allitdsu, a pix,y)
és qg(x,y) figgvények T -ben és T -nek L hatdrdn, p(x,y) &s q(x,y)
parciilis derivéltjai pedig T -ben folytonosak. Ekkor

[/(—ﬁg—;ﬂ—wc—gggf;ﬂa ax dy = /(—q(x,y) a + p(x,y) dy) |
T L

ahol az L gbrbén pozitiv irdnyu befutdssal kell infegrilnunk.

Bizonyitas

Tételiinket az dltalanos Gauss-Osztrogradszkij-tételbol abban a speci-
4lis esetben nyerjiik, ha azt a

V=p&, y)1+alx, 97

vektortérre és olyan V térrész-
re alkalmazzuk, amelya T tar-
tomény f61é emelt, a Z tengely-
lyel parhuzamos alkotdju egység-
nyi magassigu henger, Ekkor
ugvanis egyrészt (el0szér a =z
szerinti integrilist végezve el)

rd
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1
9p 29, -
(/ (3x +9y)dz) dx dy =

[arrasa

z=0
1
- Ip  d4q _
= //[{ax+ay)z] dx dy =
T =0

2p q
]J[ (9x + %y)dXdy'

Méasrészt, az dltaldnos Gauss-Oszirogradszkij-tételben szerepld feliilet-
menti integrilt (kifelé mutaté fellileti normdlissal) 4talakitva, az 4brén

14thaté médon az ¥ henger alaplapjat F1 -gyel, feddlapjit F2 -vel, pa-
lastjat pedig F3 -mal jeldlve

HV(i)df: [](pi+qi)df=[[(pi+q]') df +//(p"i+q3*)df+
F F F, F,
+]/<pi+q3)df=//<pi+qﬁdf,

¥ T

mivel az ¥, ill. F, felilletek kifelé mutat normélisa k, ill, -k ira-

2
nydba mutat, igy e feliiletmenti integrdlok kettds integralla térténd atala-
kitds4dndl az integranduszok zérusnak adddnak.

A visszamaradd F3 feltiletre venatkozé felilletmenti integralt az L

gorbe menti integralla fogjuk dtalakitani. Az F_ palist egyenletét az

3
T(t,v) = x(®I + yt)] + vk, ox£t=g, 0=2vE1

paraméteres alakban adhatjuk meg, ahol

"

x = x(t),

y(t), «<=t£g

Y

az L gorbe paraméteres egyenletrendszere. Mivel
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W
il
O
=3
oo
=
!
I

0 0 1

(a t paraméter szerinti deriviltat jelsltiik ponttal), és ha az L gdrbét po-
zitivan jarjuk koriil, azaz ha T balkéz felé esik, akkor ez valdban a fel-
tevésnek megfelelfen a térrészbdl kifelé mutaté norméilisiranyitdsnak meg-
feleld, nyerjiik:

/ / o1 +qf) of = // o, yo)Faxw, yo) j] ¢1-%) didv=
F3 T‘
B 1
- / [P, y&) § - ax®, yb) %] dvdt =
= V=0
% 1
- ] [E&®, yO) 7 - ax®), yiE) %) v] dt =
t=et v=0
3

= f (-ax(t), vty 2 +p(t), y(t)) y) dt.
&

Ez utébbi integréilunk azonban nem més,r mint a ¥ = -qi +pj vektortér
1. gorbe menti integriljinak kozonséges integrallid dfalakitoit forméja, az-

az
/f Pl +qj) df = ... =/(-qi+pi) dr = /—q(x,y)dX+p(x,y)dy-

F3 L L

Egyrészt tehdt azt az eredményt nyertiik, hogy

) ///div?dxdydz=///div(pf+qj_)dxdydz=
v 1
= //(—g—i—+—g%-)dxdy,
T
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masrészt

(4) fj\—'(f)df=[/(lfi+fﬁ) df =

F

F
= ] -q{x,y) dx + pi{x,y) dy,
L

azaz az dltaldnos Gauss-Osztrogradszkij-tétel értelmében (3) és (4)
baloldalainak fenn#ll6 egyenléségébol kivetkezik, hogy

9p , _2¢ _/
//(—a—x+ a.y)dxdy— -g dx + p dy,
T

L

amit bizonyitani akartunk.

A sikbeli Gauss-Osztrogradszkij-tételt a

plx,y) = X, q,y) =y

fiiggvényekre alkalmazva a mérhets teriileti T tartomény teriiletét szol-
gdltatd ujabb képletre juthatunk {e teriilet ugyanis nyilvin egyenld

1. dx dy értékével).

T
Mivel -3—5 + —2—2; =41 +1=2, a T tartomény teriiletét t -vel
jelblve
[/ (——-——-—3?{ +~——gq‘)dxdy= 2 ],/dx dy = 2t = /—ydx + xdy,
T v T L
azaz

t=—-;;-* /—ydx+xdy.
L

¢) Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt a

av.— . 9V— 9V—
—‘—-ax1+U 3y]+U 7z k

Vv=Ugrad V=1
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vektor-vektorfiiggvényre. Legyenek tehat U elsOrendii és V mdisodrendii
parcidlis deriviltjai folytonosak a vizsgélt mérhets felszinii, zdrt F felii-
leten és az 4ltala bezdrt K térrészben. Ekkor

2 2 2

div 7 = 29U 3V +U 9V+ 2U 3V +U3V+ JU gV +U3V=
dx  Ix 2 dy 3y 2 dz dz 2

dx ay A

= U AV + grad U grad V.

Az F feliiletre (kifelé mutatd feliileti norm4dlis mellett) és az F fe-
liilet altal bezart K térrészre a Gauss-Osztrogradszkij-tételt alkalmazva
adédik:

//fdivﬁdxdydz=///(UAV+gradUgradV) dx dy dz =

K K

=//“r(f)df_=//v df=//?ri df =
n Inl
F F F
=//Ugradv—:n—df= //Uﬂdf,
on
F

inl
F

{az italakitdsok sordn ¥(f) @i normdilissal vett felilletmenti integraljat 4t-

alakitottuk ¥ i irdnyu vetliletének v =¥ T‘}T -nak felszin szerinti in-~
il

tegriljavd, majd felthaszndltuk azt a tényt, hogy valamely V(x,y,z) skalar-
tér n iranyu derivaltjit -et grad V és az 1§ irdnyu egységvektor

skaldris szorzata szolgdliatia), azaz

(5) ///(UAV+gradUgradV)dxdydz=//U a;;df.
K

F<

Az (5) Osszefiiggést szokds Green-tételnek nevezni.

A Green-tételnek egy misik, szimmetrikus alakjat az (5) Osszefiiggés-
bol a kivetkezd gondolatmenettel nyerhetjitk:
Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt specidlisan a

Vv=VgradU
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vektor-vektorfiiggvényre, Ekkor az (5) -bol U és V szerepcseréjével
adédsé

{8) ///(VAU+gradUgradV)dxdydz //V&df
tsszefiiggésre jutunk. (5) -b6l kivonva (6) -ot adddik:

(7 //(UAV VAU)dxdydz=//(U an)df

A (T) Gsszefiiggést szokds szimmetrikus Green-tételnek nevezni. (E tétel-
nél tehat U és V mAasodrendil parcidlis deriviltjainak folytonossigit kell
kikdtnlink a vizsgilt F feliileten és az iltala bezdrt K térrészben.)

Ez a tétel {8leg az un. potencidlelméleti vizsgilatokban jatszik fontos
szerepet.

: Ha ugyanis a vizsgalt veltortér potenciilos (¥ = - grad @) ésis-
merjiik a vektortér divergenciijit (div ¥ = g}, akkor mivel
div grad ¢ = A¢p , a vektortér ¢ potenciilja a

- Agp=g

Poisson-egyenlet megolddasaként adédik.

Szdamitsuk ki elszdr e Poisson-egyenlet megoldisit alkalmas vé-
gesben fekvS V térrészben.

Jeldljiik x, y, z -vel azon P pont koordindtdit, melybena c¢p
potenciilt keresslilk, § , n, ¢ -valpedig a viltozé {futé) pont koor-
dinatdit, Tegylik fel, hogy a P ponta V térrésznek a belsejében
fekszik; vegyiink fel a P pont mint kézéppont koriil egy kicsiny r,
sugaru gombfeliiletet, melyet F, -lal, az dltala hatdrolt zart térrészt
V, -lal jeloljik. E V, térrészt V -bdl elhagyva, a visszamaradé
V -V, térrészre, valaminta V -t hatdrolé F felilletre és V, -it
hatirolé F, feliiletre (ezek hatdroljgdk V - V, -it), az ismeretlen ¢
potenciilfiiggvényre és a

_ 1 L
¥ = Ty

Vg2 + () + (¢ -2)°

fiiggvényre irjuk fel a saimmetrikus Green-tételt (7). Mivela V - Vs
térrész minden pontjiaban ('u értelmezve van és
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4y = 35" 3"’ 9‘/’ 9 o x-F 9 y-m F 2% _
22 3,7 3$-2 % 3 97 3 "9 3
2(k -0 (g - (-m® |, 2p9P- (g2’ (g w®
I'5 I‘5
23 -n)” - (F0” ~(p0)” _
5 )
T

{7) értelmében

/// Loage ay ag //«f //w» _
//<—r- )

ahol a jobb oldalon szerepld két utolso feliiletmenti integrédlban 2 zart
feliilethdl kifelé irdnyitott normalis radidlis, a V, gdmb kozéppontja
felé irdnyitott normilist jelent.

Vizsgéljuk meg a fenti integrilok hatdrértékét, ha az F gom b~
feliilet a P pontra razsugorodik, vagyis, ha ro — 0. & es ___C£.
folytonosséga esetén e fiiggvények V -ben korlitosak, azaz

2@
dn

<K, C/’(f,"g,j) = @Xy,z) + &'
és igy

//l <1 x / K. 4r K =4TKr —0,
Tr I‘ (8]
F_

ha r, 0. Teljesen hasonldéképpen, mivel

|

d = —
—grad = . 2= Lo 1)
9 5] 17/ I

=
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= (-0 + (7-9)] + (t-2)k, az F, gombfelillet P(x,y,z) pont

felé iranyitott normadlisa tehdt i= - 7T)
L df = // ——df =
‘f’ P ‘f’
F
)

1 1 2~
://qo(P)——; ﬁ+[/£—12ﬁ=q(P)—2 4r0fL+H,
T T r
F, o o 0

ahol H—=0, ha r0—>0, mivel ¢ feltételezett folytonossiga miatt
tetsz8legesen kicsiny £ >0 mellett |£'(¢,7,$)| <€, ba
mér r, elég kicsiny (vagyis (§, %, %) mar elég kozel fekszik
(X,¥,2) -hez), ekkor pedig

' 1
- //E—z_df <“51

0

|H
ON

ami épp az 4allitist adja.

Mivel tehdt r o0 esetén (8) jobboldala. - és igy a baloldala is -
véges hatirériékhez tart, konvergens az

1

///—T ﬁCfdf d’? ds
\'s

improprius integril, és

@) /H - 4gdidpdy = f[(‘f’ai %%C'p—)dfwim,a (P).

Beldthatd, hogy haa P ponta V térrészt hatarold F feliileten fek-
szik, akkor hasonlé okoskodissal

a1
/// T A9 df dqa; //(‘:” T 'ra )df+2:cq) (P),
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illetve ha P a V térrészen kiviil fekszik
v

Ha a vizsgilt ¢ potencidl marmosta - Ag = g Poisson-egyen-
letnek tesz eleget, a (9) Osszefiiggés ennek figyelembevételével
@ (P) -ta ktvetkezdképpen adja meg:

1
a —
a0 g -7 f][ % ag aqas- & [fpTa // L%
v F

(E képletben az elsf integral térbeli eloszlds, a mésodik P nyomaté-

adédik,

ku kettSs réteg, a harmadik pedig %Cfn_ feliileti siiriiségii egyszerii
réteg potencidljit szolgéltatja.)

Ha V az egész teret jelenti és az els6 és mésodrendii parcidlisai-
val egyiitt folytonosnak feltételezett ¢p potencidl r-—-oco esetén 0-

hoz tart ( (f = 0{1)), _9q1 pedig r -rel szorozva is 0-hoz tart r—-oco
esetén (——Q = of —) ), akkor a (10) képlet jobboldalan Alld két utolsd

integral r—~co esetén 0-hoz tart, s igy a ¢ potencidl értékét a ko-
vetkez$ hadrmas integral szolgiltatja:

g(f.7.¢)
2
x) 7+ -y) (s ~2)

{11}

df dmdg .

Ha ui. pl. F R sugaru gombfeliilet, akkor

2
//cp%df <o(1)—4—%£—=4ﬁ‘o(1),
M i R R

1

o(3)

//-rl-%(fdi - //%%‘ﬁdf < Zof) RT = 4T~
F F

R
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ahol a korabbi definicié értelmében eredményeink épp azt fejezik
ki, hogy a fentl integrilok abszolut értéke R-= © esetében 0-
hoz tart.

Beldthaté, hogy a g(#,%, ) fliggvényre tett megfelelb" megszo-
ritisok mellett a (11) -gyvel definislt fiiggvény valéban megoldisa a

Ag=-¢g

Poisson-egyenletnek.

Vektor-vektorfiiggvény roticidja. Vektorpotenciil

a) Jelentsenek Fl, F2, rees Fn, ... a P pontot belsejiikben vagy

hatarukon tartalmazé zart feliileteket; tegylik fel, hogy e feliiletek mérhets
felsziniiek és iranyithaték, az 4ltaluk bez4rt térrészek mérhets térfogatuak,
és hogy a fenti sorozat tagjai a P pontra zsugorodnak r4.

Legyen a V= ¥(r) vektor-vektorfiiggvény folytonosaz ¥ , F_, ...,
eeoy T, ... felilleteken. A feliiletek 4ltal bezart térrészek térfogatat

Vl’ V; cens Vn’ ... -nel jeldlve kifelé irdnyitott feliileti normélis mellett
a
- // ‘_fxdf - [/def - //{rxdf
F1 FZ Fn
V1 V2 Vn

sorozat hatarértékét - amennyiben ez 1étezik, véges, és a felosztissorozat
valasztisitol fiiggetien - a ¥(T) vektor-vektorfiiggvény P pontbeli rotdcié-

- v(r)y x df
L [rot %)) = lim —IL;—--— .
¥ n
(A v(r) fiiggvényre és az Fn feliiletekre tett feltevések mellett az (1) de-
finiciéban szerepld vektorértékii felilletmenti integralok léteznek.)

Az (1) definiciét rot ¥ Ignatowsky-féle definiciéjinak szokds nevezni.
E definicié koordinitainvaridns, vagyis a felvett koordinitarendszertdl
fiiggetlen.

Beldthatd, hogy ha ¥(T) parciilis deriviltjai is folytonosaka P pont
kbrnyezetében, akkor az (1) hatdrérték létezik. Erre a kérdésre késGhb
még visszatériink.
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by Legyen
v o= Xy, 01+ Y(x,y, 2] + Z(x,y, 20k

a P&x,,y,2,) pont H kirnyezetében értelmezett és koordinétainak elsG-

rendii parcidlis deriviltjaival folytonos fliggvény. Legyen a

= .x £x ¢S vy < <., £

K {(x,y,z).xo-x_x0+Ax, yo_ y_yo +4y, zo_z_zo +Az}
halmaz H -nak részhalmaza: K< H,

Tétel

F(F) = XT+Yj+ Zk roticiéja

- 27 IY - 22X 97 - aY X, -
rotv = ( ) ( ay)k’

Yoy~ 92)1+‘9z-3x”+‘ 2x

ill. a korébban mir bevezetett szimbolikus <7 vektor segitségével felirva:

i j Kk

~ = 2 3 2
(2) rotv= ¥V X v-— Sx Iy P
X Y Z

Bizonyitas

Specidlisan az el8bb definialt K halmaszt hatdrolé hasdbfeliiletre, ill.
ilyenek P € K -ra rizsugorodé sorozatira fogjuk felirni v(¥) vektorértékii
feliiletmenti integraljat, majd meghatdrozni az (1) definiciéban szerepld ha-
tarértéket. Amennyiben a definiciéban szerepld hatarérték létezik, specid-
lis feliiletekbdl 4116 sorozatunk esetében az adédo hatdrérték csak az (1)
definiciéban szereplfvel egyezhet meg.

Az 4bribél lathatd, hogy

- = %S .5 isa +1
F1 —{(x,y,z).:c_—xo+Ax, Yo y5y0+4y, z =z zO+Az} , Fl normiélisa +1 ,

— <..< < < T T
= e =y= A =gz = -
F4 {(x,y,z).x*xo, VY y0+ ¥, z 2 z0+4z} , F4 normilisa -1,
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={(X,¥,z2)y=y JFav, x -x X tAx, z —z £z JFazf, F2 normélisa + j,

2
5 X,¥,2) VY, ) Xo'é x§x0+0x, zo_ z3z +Az , ]F‘5 normé\lisa -3,

{ )
={ }

F, ={&,y,2)1z=2 oz, x SxEx +x, y EySy +ay), F, normilisa +k,
{ J

={(x,y,2z)z= z, ; xo§x§xo+/_\x Y2 £y<y +Ay , F_ normilisa - k.

6 6

E normélis-iranyitasckkal az F = F1 + F2 + F3 + F4 + F5 + FG felii-

letb8l kifelé irdnyitoit normalist kaptunk.

“La o

«¥

Szamitsuk ki az Fl és T 4 felililetekre vonatkozd vektorértékii felii-

letmenti integrilok Osszegét:

- //?xdf—//?xdf=—// fr(x=xo+ax,y,z)xfdydz+
Fl F4 T

+ //V(xqo,y,z)xfdy dz,
T

ahol T -vel az YZ sik megfelel§ (1. 4bra) tartoményat jelsltiik.
Tekintettel arra, hogy
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z4
Z A2 —————
r
Lot —— ——— |
| ]
i |
| 1
1 I
! 1 —
Y, Yoty Y
1 i ok
vxi= X Y Z = Z7-Yk,
1 0 0

az F és F lapokra vonatkozé felilletmenti integrilok Ssszege

//def //V =//-(Z(X+AXY-Z)—Z(X ,¥,2) Jdy dz +

+/ (Y(x_+0%,y,2) - Yix ,¥,2) k dy dz .
T

A két kettSs integrilban szerepl fiiggvényekre a Lagrange-féle kizépériték-
tételt alkalmazva (ez a tett kikttések mellett - Z és Y parciilis derivaltjai-
nak létezése, 7 és Y folytonossiga - megtehetd)

3
2 +0%,,2) - Z(x_,¥,2) = 5= ax,. 054 21,
° ? Ix +}, ax ) 1
Xt/ 8%,Y, 2
. 2 < <
Yix +4x,y,z) - Y, ¥,2) = ax, 0= =1,

dediks (x0+ szx,y, A
odik!-
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O T

x + 4%y, 2) (x_+ ¥,aX,,2)

2 taz  y +Ay

T )

z=2. \ y=y,

El§szor a bels§, majd a kiils§ integrélra az integrilszdmitis kdzépérték-
tételét alkalmazva

- — - 2Y T
-[/def-]/ﬁxdf= {-(%%] J+(E) s k}oxdde
=z = ¢ 'u‘lﬂx,yo+1faAy, z) &+ JZAx,y0+ ay,2)

1 4
={-(i£—) T+5< ?)‘Z . E}dxAyAz =
ax (x0+1}'1z1x, yo+1}54y,zo+1}541:) (xoﬂﬁ‘zm(. ¥+ vidy,zoi-bsdz)
={_ (aa'i) j'+(aai) E}AxAyAz
(P} 3

(q}l és "}2 -héz hasonldan 1}3,1} e 5’1}6 értéke is 0 és 1 kozdtt
fekszik).
Teljesen hasonldéan adédik:

// // {(;X T<+(——iz) f}AxAyAz,
Yoy Y@,

//? df - //{r df:{ ) T+(§:§) j-}AVxAyAz,
P P

PEK

ahol P3, P4, P5,

Az (1) definiciéban szereplG integral:
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5 Fy Fy Fg 3 Fe
v B AX Ay Az
A dY 3 - 37z
ha TGy ke Eregy d-
P 1) (Pz) (P3) (P4)
Y - dX -
- ) i+ (5 J
2z Iz
(Py) Py

A tett folytonossagi kikttések mellett, ha az F felilletek a P pontra ra-
zsugorodnak, azaz Pl’ P2’ P3, P4, P5, P6 —— P a fenii parciilis de-

rivaltak e deriviltak P -ben felvett helyettesitési értékéhez konvergilnak,

azaz
—//frxdf
[rot?] = lim —'—F'—‘}*—=
(P)
|, 2z 9Y . 99X 9z -, ,9Y 3IX :
'[‘ay' A T AT ay)k]a))

amint allitotiuk.

Az & egységvekiorral megadott tengely korill e szigsebességgel
forgd merev test sebességi vektorterét a

V= W@ XT)=CXT

vektortér allitja eld, ahol a

vektort, vagyis a forgéastengely irdnyiba mutatd és a forgis szigsebessé-
gének mériszdmaval egyenld nagysdgu vektort a szogsebesség vektorinak
neveztiik,
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i i k
¥F=8xT-= c; G o = -i(czz—c3y) - ]T(clz—ch) + E(ciy—c_lx).
X y oz
i j k
rot v= 9 xv= 2 2 o -
¢ x 2y b2

CZZ—C3y c3x—clz cly—c Z

lI

i(c ey - j(-c 57C,) +E(03+03) = 28,

Azt latjuk tehdt, hogy rot ¥ a szigsebesség vektoranak kétszeresét szoi-
galtatja, A rot ¥ vektor tehdt ekkor a vizsgalt test forgémozgdsirdl ud
képet, ez indokolja elnevezését.

Természetesen beszélhetiink olyan vektorterek rotaciéjarsl is, ahol
rot ¥ vektor nem bir e geometriai jelentéssel.

Az egységnyi pontszerii t61tés elektrosztatikus terét elosllitsd

= T
B=""3
|7l
fiiggvény roticidja
i j k
= 2 3 ) _
rot E = —3 % —-—9 7 52 =
N %
3 3
V X +y +z VX +y +z2 V:2 +y2+-Z2
- 3z vz, - 3ZX Ixz 3X; 3
=i{- Y y,—]( )+ k(- Lo yx)—o.
-5 . - 5 5 —15 -5
|7 Iz |7 17| I7] |7

Altalsban, ha egy vektortér egy skalartér gradienseként allithatd eld,
akkor feltéve e skaldrtér mdéscdrendii parcidlis deriviltjainak folytonos-
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ségit, a vektortér mindig rotdciémentes (azaz rotdciéja 0 -val egyen-
18).

|
=

T 92u 92u . ,—,92u 92u‘

2 |_+, \ )
2x Jy =z _i"ayaz-gzay’-J‘?xaz gz9x "

rot gradu=

Jdu du Jdu
adx 2y 2z

2 2
+E(3u Qu)
dxdy dydx

=0,

Az itt kozolt allitas a vizsgilt térrészre tett bizonyos kikttések mellett
meg is fordithat6. Alkalmas térrészben rotdciémentes vektortér skalér-
tér gradienseként 4llithaté el§ (potencidlos). Ezen 4llitds pontosabb meg-
fogalmazasira és igazoldsdra a kdvetkezd fejezetben tériink ki.

¢) Konnyen igazolhaték az aldbbi tsszefiiggések:

rot (v1 + vz) = rot vy + rot v2 ,

rot (c¥) = ¢crot Vv,

ha ¥ kétszer differenciilhaté:

<
Il

div rot 0,

graddivv - (X[ + A Y] + AZK),

<t
1l

rot rot

ahol ¥=XI+YJ+ Zk, és az utébbi z4rdjeles kifejezést szokds még rovi-
den A7V -vel is jeldini,

Mivel fenti harmadik 6sszefiiggésiink értelmében div rot ¥ =0, fel-
meriil az a kérdés, hogy lehet-e a divergenciamentes vektoriereket egy
mé4sik vektortér rotdcidjaként eldillitani. Tehdt

divV = 0  esetében igaz-e, hogy V = rot v
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Az ilyen ¥V vektorteret a divergenciamentes ¥ vektortér vektorpoten-
cidljdnak nevezik.

Adott divergenciamentes vektortérhez 4ltaldban lehet divergenciamen-
tes vektorpofencidlt taldlni. Ha ugyanis

V=rotv és divv=0,

akkor V rotdcidjdnak ismeretében a vektorpotencidl koordindtiinak meg-
hatdrozasshoz egy-egy Poisson-egyenletet kell megoldanunk (akdrcsak az

"

elfz8 fejezetben részletezett médon a potencidlos - tehit rotdciémentes -
vektortér divergencidjanak ismeretében a potenciil - pontosabhan skalar-
potencidl - meghatdrozdséndl).

Legyen ugyanis

rot Vv = p{x,¥,2) 1 +qx,y,2) 7+ 8x,y,2) k.
Ekkor

pl+qj+sk=rotrot ¥=graddivi- Av=- Av=

=- AXT1- A4YF- AZ K,

azaz a vektorpotencidl koordindtii a kivetkezd egyenleteket kell hogy ki-
elégitsék:
AX = - pi,¥,2),
AY = - q(x,y,2),
A7Z=-58(%Y,2}.
X 2Y JZ
dn’ In° In ¢

tett alkalmas kik&iések mellett megoldva, hasonl6é gondolaimenettel,
mint amivel az eldbbi fejezet (11) képletére jutottunk adédik:

. p{f,2,f)
X{P)—4ﬁ: //'/V(f_x)z.i_( 2+ 5 dfd"ydfs
v 7-v) +(§-z)

Ezen egyenleteket az egész térben X, Y, Z,

-1 ef.7,3)
Y(P) = v /// o) == > d; df7d5,
V5% e (790" + (59
\'
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1 s(£.7., )
Z(P) = —= /// dfdndi,
4% V(f—x)2+(’7—y)2+(j—z)2 Ki
v

illetve eredményeinket Osszefoglalva:

(3) \"I(P):E%r _///rot\‘f L = dp dodg

. Er 3 (f P (g® + (5 -2

és ezzel speciilis esetben a vektorpotenciil meghatdrozdsira szol-
gald integrilra jutottunk,

d) Tegyiik fel, hogy a ¥(f) = XI + Yj + Zk vektor-vektorfiiggvény koor-
dinitainak parciilis deriviltjai is folytonosak a zdrt F feliileten és az al-
tala hatirolt V térrészben, F -en pedig csupian ¥v(r) folytonos. Legyen
F mérhetd felszinii és irdanyithaté, V mérhetd térfogatu; jelentsen

o= nli + nzj' + n31_< a zdrt V térrészbdl kifelé irdnyitott normélis egy-

ségvektort. A tett feltevések mellett marmost a kdvetkezd integriltétel
mondhaté ki:

4) -//?(E)xdf=//dfxs7(f‘)=/frot7dxdydz.
F F- v

Bizonyitas
A vizsgalt vektorértékii feliiletmenti integrdl Atalakithaté a ¥(r) vektor-
tér 0 felilleti normélis egységvektorral vett vektoriilis szorzatidnak fel-

szin szerinti integriljava (14sd a vektorértékii feliiletmenti integril defini-
clojaty:

-//{r(f)xdf=//dfx v{T) =//ﬁx§(f)df=

F F F

=//(Zn2—Yn3)df i+ / (Xng-Zn. )df j+ //(Ynl—XIlz)df k.
F F

F
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Az egyes zdréGjelekben 4ll6 felszin szerinti integralok azonban ugy is
felfoghaték, mint a (Z] - Yk}, (Xk - Zi), (Yi - Xj) vektorfiiggvények ska-
larértékii feliiletmenti integraljai, tehat:

-//vxdf= //(zi-YR)df i+ /](Xk-z‘i)df 'j+/// I-X5)df [ k.
F F F F

Az itt szerepld integralok mindegyikére a Gauss-Osztrogradszkij-tételt al-
kalmazva adédik:

-//Trxdfz //ﬁ%z———%{-)dxdydz T+/ (9X
F v v
Ix _ _
( 'a*y Ydxdydz [ k = rot v dx dy dz,
v

amit bizonyitani akartunk,

I -
axz)dxdydz j+

A (4) tétel értelmében kinnyen beldthatjuk, hogy v(r} -re, ill. a v(r)
vekiortér koordinatidinak parciilis derivaltjaira tett folytonosséagi kikoté-

sek mellett a [rot ¥] (py - Vektor definiciéjdban (1) szerepld hatdrérték

valdban létezik, Ha ugyanis F, a P pontot belsejében tartalmazd zért
feliilet, amely a P pontra rizsugorodd F 1’ F » .. fleliiletsorozatnak mar

elég tdvoll tagja, akkor rot¥v feltetelezett folytonossaga miatt az F fe-
lillettel hatdrolt K térrészhen
rotv = [rot ?] + B, ahola P pontban lim % = lim 7= 0.
P)

A (4) tétel alkalmazédséaval azonban

//v(r)xdf ///rotvdxdydz =
= [rotv] ///dxdydz+hv
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= [rot G](p) . Vn + h,

ahol Vn -nel jelsltitk az Fn feliilet altal bezirt Kn térrész térfogatanak
mérdsziméat és adott € > 0 mellett

[ s

nyezetébe esik.
Eredményiinket strendegve irhatjuk tehat:

(5) [rot V] =—‘17— // df—xir——vh—.
) n g n
n

Ha mdrmost az F feliiletek a P pontra rdzsugorodnak, akkor a fentiek

|E|= < , Vn, ha Kn a P pont alkalmas kor-

értelmében —=(, vagyis az (5) jobboldaldn 4li6 integralok konver-

n
gens vektorsorozatot alkotnak, amint azt allitottuk.

Stokes tétele, Potenciilkeresés

a) Stokes tétele

Ha v(r) €s koordindtdinak parciilis derivéltjai folytonosak a mérheto
felszinii, iranyithaté F feliiletdarabon &s annak rektifikdlhaté L gorbével
megadott hatdrdn, akkor

(1) //rotidf=/ﬁd§,
F L

ahol az L gorbe befutdsinak irdnyit és az F feliilet feliileti normilisd-
nak irdnyédt ugy hangoljuk 6ssze, hogy az L gorbe befutdsi irdnydba mu-
taté érintvektor, az erre merdleges, a gorbe belseje felé mutaté vekior,
&s a feliileti normilis jobbrendszert alkosson.
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Bizonyitis

Miutén V= Xi + Y] + Zk esetében

rot¥=rot XI+rot¥Yj+rotZk,

és igy

//rot\'rdf= /rotXTdf+//rotYfdf+//rotZEdf,
F F F F
/vdf = /xidf + / YJdr + /Zf{df',

L L L L

az aldbbiakban csak a
/ rot XIdf = /def'
F L

Osszefiiggést fogjuk bizonyitani, a két misik megfelell 6sszefliggés bizo-
nyit4sa teljesen hasonlé, ezen osszefiiggések igaz voltabsl pedig a Stokes-
tétel kivetkezik,

A tétel bizonyitdsinak egyszerilsitése céljibél tegyiik fel, hogy az F
feliilet egyenletét T = T{u,v) alakban adhatjuk meg, az F felllletnek fe-
leljen meg az UV paramétersik T tartoméinya. Legyen T normiltarto-
miny, T = T(u,v) koordinitiinak pedig u és v szerinti méisodik parcid-
lis deriviélitjai is legyenek folytonosak T belsejében és T -nek L’ hatdrdn,
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Jelentse

¥
u=u(t)y, v=vi{t), o=t=ps
az L' gbrbe paraméteres egyenlet-
rendszerét és tegyiik fel, hogy u(f) és
' v{t) szakaszonként folytonosan differen-
i cidlhaték, ha o=t £,
&
e U
Mivel < 7 ”
. T 3 3 2 IX - IFX-
= = = -
rot X 1 XxX1 2% 2y 92 9z ) ayk
X 0 0
és a tétel szovegének megfelelden irdnyitott feliileti normélis:
i J 0k
JTr  9F | 2x 2y 3z=(9yaz_'az ’ay-EQXQ_z_B_X__Q_z_)
2u 2v Ju Ju 2u du 9v 2u 9v’ ‘Ju Iv Iv Ju
2x 9y 9z . Idx 9y 9y QX)E
3v ov 2ov ‘au v 2u dv' 7

rot X7 felliletmenti integralja igy alakithat6 4t kettOs integralld:

ffrasta-ff 3512

2F

] 24X 9x 3z
(9z av du

X

_9X 9x 9z
dz du v

L, 2X 9y Jx

2y Ju Jdv
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A tovabbiakban az / [ X idr gorbementi integrilt alakitjuk it tobb lépésben
L

kettOs integrilld, amely integrilnak legutébb nyert kettSs integralunkkal
vald azonosségit kimutatva allitdsunkat igazoltuk,
Miutdn az L gorbe egyenlete

T = T(u(ty, v(t)}, «2t24,
adédik: 5

/ X Tdr =/ X(F@t), v(t) T ), vty dt =
L
fH

d T d
[ X(Ee), v T ‘%r d:;l + 35 dz\

e

2x d d d 2y dv.-
=/X(r(u(t) v(t)) 1 (¢ ax dltl + 995 d:’ I+ gy d;;1 2v d:”
ol

9z du  Fz_ dv

F 0 Tt Yoy ) WS
3
= [ (XFi), vt)) 2x du oz, vit v, ¢
(t), Ju dt (T(u(ty, v(th) 9 dt) .
o 4
A legutébb nyert integril azonban ugy is felfoghaté, mint a
_ X - IR -
v=X I e1+X v e,
vektortérnek (Eél| = |§2| = 1} a paraméterériékek sikjdban fekvé T tar-

tomsny L’ hatdrgrbéjére vonatkozé girbementi integrilja, a t paramé-
ter szerinti kbzdnséges integralld dtalakitott formaéja:

— a dx dx
/X1dr—...— /X aud‘”X avdv.

L L’

Alkalmazzuk erre a gorbementi integrilra a sikbeli Gauss-Osztrogradszkij-
tételry
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9 X ax
IIX— X -
ax ox . _ |/, ( 9v) ( au),
/x 7y QutX avdv—//\ e gy ) dudv=
L’ T .

2
L 9X9x 29X 9y ., 2X 9z _3x 27°x
=//“9x gu "3y du ’ az 2u’ av "X %uav "

T
2

,3X9x+9x 91+ax Iz . 9x_X9x
Vax av 2y av 2z Iv’' Ju avau

_If, 23X 9y 9x+3X dz 2x JX 9y Ix
/Y9y 9u ov T 2z 2u 9v ~ @y Iv Ju

)} du dv =

T

dX 9z X .
T 2z 2v 9u’dudv

mivel feltevésiink értelmében

2% 2%

3v2u  Judv’

Mint 14that6, integrélunk a felilletmenti integral stalakitdsdval nyert ket-
t0s integrillal megegyezik, és ezzel 4llitdsunkat igazoltuk,

b) Jelentsenek specidlisan Fl’ Fz, vees Fk’ ... a P ponton dthaladé
sikfellileteket, melyeknek hatérgidrbéje Ll’ L2’ N Tegylik fel,
hogy az Fk felilletek, ill, az Lk gorbék a P pontra rizsugorodd soro-

zatot alkotnak, vagyis az Lk gbrbe pontjainak P -16] mért tdvolsiga 0 -
-hoz tart.

Mivel valamely vektortérnek adott i normélisu siklapra vonatkozé
skalarértékii felilletmenti integralja ugy is felfoghat6, mint a vekiortér #
irdnyu vetiiletének ugyanazon siklapra vonatkoz6 felszin szerinti integral-
ja, rot ¥ folytonossiginak feltételezése mellett, ha az Fk siklap,
ili, amnak Lk hatdrgérbéje mir beleeslk a P pont elég kicsiny kdr-
nyezetébe, irhat6:
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//rotvdf=//(rot{:)nd£= [(rotv)n:l /df+H=

P}
P Fy Fr

= [+rot T')n] ®) fk + H,

ahol f -valaz F
k
és

K siklap teriiletének {felszinének) mérdszamit jelsitiik,

(rot 7)_ = [(rot ﬂn](P) + o,

ahol (x,y,z) > P esetében % —= 0. H -ra tehit a kitvetkezd becslés ad-
haté: adott & > 0 mellett

H = //'7(x,y,z)df F € £,
Fy

= is tetszGlegesen kicsinnyé

B

a P pont alkalmas kdrnyezetébe esik.

és elSbb nyert dsszefiiggésiinkben még

teheto, ha Fk

A Stokes tétel értelmében azonban

//rot\'rdf=/'\'fdf,
F
n

L
n

azaz
[(rot ?)n] f +H =/V dr,
p) "
{ L
n
vagyis L v dr
- n H
{P) n n
ahol ;{ tetszdlegesen kicsiny. Ezt m#sképp ugy is irhatjuk, hogy
n

Al
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(2) (rot V) = lim —2
[ n](P) n

ahol az Ln hatdrgorbéji fi normdlisu siklap felszine fn, az Ln gorbe
befutdsi irdnydba mutaté érintdvekior, az erre mersleges, a zéirt Ln gorbe

belseje felé mutaté vektor és fi jobbrendszert al-
kot, a lim pedig azt jelenti, hogy rot¥v1n irdnyu

vetiiletének P pontbeli értékét a jobboldalon 4ll6
hinyadosok P -re razsugorodd Ln gérbékre vo-

natkozd sorozatdnak hatirértéke szolgiltatja. A (2)
képletet rot ¥ n irdnyu komponensét megadd
Ignatowsky-féle formulinak nevezik. A (2} -ben
szerepld hatirérték 7 -re, Fn -re, Ln -re a

Stokes-tétel kimondisakor tett feltevések mellett - az elSbbi okoskodas ér-
teimében - létezik.

7o

Ez utébbi eldéllitdsbél is levezethetdk rot ¥ derékszogii koordinatii-
nak értékei, feltéve, bogy ¥(T) -re, az Ln gorbékre, valamint az iltaluk

bezdrt n normilisu siklapokra a Stokes-tétel kimondédsakor tett feltevések

teljesiilnek.
Szamitsuk ki a (2) hatirérték értékét specidlisan a P pontra rdzsugo-
rodd AanCn hiromszigek sorozatira, ahol ezen hidromszig-lapok nor-

miélis egységvektora
(%) n=cosocl+cosBj+cosyk,
és a hiromszog csucsai

A FAX LY Lz, B LY FAY 7)), Co(kpY s, +An) .

Jelsljitk az AanCn hiromszog teriiletét a kivant befutdsi irdnyban

Ln -nel, A hdromszdgetaz x = x y = yn, z =2z sikra levetit-

n!
ve, a vetlilet-haromszdgek csucspontjai, ill. kerliletlik az dbrin jelzett
befutdsi irdnnyal:

0 & sy 2)s B &,y %8y .,2) C (x,y,,2 4z ) Lnl ,
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n

O Y2 A FOX LY Lz ), B_(x,, yn+Ayr;’Zn) i L S

Nyilvanvaléan fennall:

/ vdf=/x7df+/vdf +/\‘rdf,
L L, L

Ln
2 3

mivel a jobboldalon szerepld integ-
rilokbanaz A B, B C, CA
nn nn n'n
éleken kivill szerepld 0 A, 0B,
nn nn
Oncn éleket kétszer, ellentétes

irdnyitassal futjuk be, s igy az ezen
élek menti integralok az Osszevonis
sorén kiesnek,

V=Xi+Yj+2Zk

esetében mairmost a sikbeli Gauss-
Osztrogradszkij-tételt alkalmazva

a v koordinatdira tett folytonos-~
sagi kikotések mellett

- = aY 2 Y. .
fvdr:](Ydy+Zdz)=//(g§ gz)d ydz = 9?(— 9z)(P)tn
1

Ln L Tn
1 N 1

(az L gorbe ugyanis az YZ sikkal parhuzamos x = X egyenletii

sikban g’eksmk) Hasonléképpen irhato

X 2% IX 3%
]vdr‘/(ZdZ‘“Xd"’_//* ox HER G oxm b

2
Ln Il
2 2 )
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_ Y 2x

/v =/de+Ydy //( }dxdy (39x__99_y_(P)tﬂ ,
3

L

ahol Tn , Tn , 'i‘n -mal az Ln . Ln , L n gorbe dltal bez4rt tar-
1 2 3 1 2 3
toményt, e hdromszbgek teritletét pedig t, , t, , t, -mal jeloltlik, E
. 1 2 3

hiromszigek az AanCnA vetiiletel, az x = X Y=Y 272, sikra.

Konnyen beldthat6, hogy a T teriiletii hdromszog és annak t teriiletil
vetiilet-hdromszdge esetében fenndll a

t=T cosw

Ooszefliggés, ahol (v a két hiromszog sikja dltal be-
zfrt szog. (Az 4brarél leolvashaté, hogy ha az ere-
deti és a vetlilethdromszignek egy kozos éle van - ami
most vizsgélt feladatunknil fenn4ll - a hiromszigek
magassigaira fennill

=Mcosw ,
azaz

t = alzn = aMccz)sw =T cos W .)

Ennek figyelembevételével az AanCn hiromszig terliletét fn -nel je-

lolve, mivel (%)} értelmében e hiromszoglapnak a vetlilet-hdromszogek
sikjaval bezart szogel oc, B ill. 7, adédik:

/?dle:(-g—?——%:—)fncosoc-b{j-g):— —gai)fcosﬁ+
" 2Y 9X
+ (—a—x— 7y — f 0033'] ®)
azaz
] () dr
——-—-——Ln fn = E%% - %X) cos o + (j:{ QZ ﬂ + (gi 3);) cosg‘] P)
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ahol a kizelitéseknél elkdvetett hibdk 0 -hoz tartanak, ha az L gorbéket
a P pontra rizsugoritjuk.
Ha a vizsgilt AanCn hiromszig specidlisan az x = X, gikban fek-

szik, akkor e sik normdlis egységvektora

- -
n=1

lévén (o =0, B=g = —f“)

haaz A B C 4 az y =y _ sikban fekszik
n nn n

1 n 22X 2Z.
m f _‘Qz 2x '’

hapedigaz A B C A az=z_sikban fekszik
nnn n
Y  3X

i=k,
[ va
L
n -

= )
fn 9x Iy

lim

és ezen 1, j, k vektorokra vett vetiiletekbd! felirt

2X_ 92,5, . 9Y 2X,
2z 9x Vox™ 2y

) k

vektornak b =cosoc 1+ cosf3J+ cosyk irdnyu vetiilete valéban

o= 7 X 27 JY 99X
an=(gy - )cosoc+(———z—— gx)cosﬂ+(79—;- Qy)cosg’
/Trdf
Ly
= lim — |

vagyis £ a (2)-ben mggadott rot ¥ vektorral egyenld.
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¢) Mint mar emlitettiik, ha a #{F) veltortérmek van potenciilja, ak-
kor

=grad u = - grad ¢ ,

és amennyiben ¥V koordinitdinak parciilis deriviltjai is folytonosak a tér
vizsgilt tartoményaban, ott

rot ¥ = rot grad u = rot(-grad ¢ ) =

azaz e térrészben vV roticiémentes.

Szintén emlitettiik mar, hogy ez az 4llitds bizonyos mértékig meg is
fordithaté, ill, pontosabban a kévetkezd mondhaté:

Tegyiik fel, hogy a ¥(I} vektortér roticiémentes a térnek egy bizonyos
V részében., A vonalmenti integrél, potencisl fejezetben elmondottak ér-
telmében tudjuk, hogy a vektortérnek a V térrészben van potencidlja, ha
a kérdéses térrészhen futé barmely zdrt L gdrbe mentén

T

L

Ha mérmost a kérdéses térrészben fekv barmely zdrt L gorbéhez sike-
riil olyan F feliiletet taldlni, amely mentén feliiletmenti integril szamii-
hat6, ugyancsak a kérdéses V térrészben fekszik, s hatdra éppen az L
gorbe, akkor az L gorbére és az F feliiletre alkalmazhatjuk a Stokes-

tételt:
/ vd / / rot v / 0df =
L

ebben az esetben van tehit a vektortérnek potenciilja.

ElSbbi okoskoddsunk jogosultsdga a V térrésznek azon tiszidn geomet-
riai természetii tulajdonsigan mulik, hogy lehet-e benne minden zért L
gorbéhez a kivént tulajdonsdgu feliiletet taidlni. Minthogy a gorbementi
integral tetszBleges pontossiggal megkozelithetS a gérbébe beirt tértvonal
menti integrallal, azért megelégedhetiink itt avval is, hogy minden zart
grbe helyett minden zért tdrivonalhoz lehessen megfeleld iranyithaté poli-
éderfelilletet taldlni. Az ilyen tulajdonsdgu térrészekre a kivetkezd elne-
vezést vezetjiik be:
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Definici6

Az olyan V térrészi, amelyben minden benne futé tértvonalhoz taldl-
haté olyan benne fekvd irdnyithaté poliéderfeliilet, gmelynek az adott t6rt-
vonal a hatadrgbrbéje, egyszeresen Usszefiiggl térrésznek nevezik.

Ilyen egyszeresen 0Osszefliggs térrész példdul egy gémb belseje, vagy
dltaldnosabban minden konvex térrész,
Definicié

Egy K iérrész konvex, ha bidrmely két pontjdval egylitt az azckat 3sz-
szekitd egyenesszakasz pontjait is tartalmazza.

Az az 4llitds, hogy minden konvex térrész egyszeresen Ssszefiiggs,
nyilvinvalé, mertha P,P.,...,P_ a konvex térrész pontjai, és ha 0 a
0’71 n

konvex térrész egy tovibbi pont~

ja, akkor az OP P, OP P,,...,

OPnP0 hiaromszbglapok egy, a

konvex térrészben fekvs irdnyit-
haté poliéderfeliiletet adnak meg,
amelyneka P P, ... P P

o1 n o

tértvonal a hatdrgtrbéje.

A fenti definicidk értelmé-
ben az egész tér egyszeresen
Osszefliggl. Az egész tér egy
pontjdnak elhagyésa utdn is
egyszeresen bsszefiiggd marad.

Nem egyszeresen dsszefligg6 pl. a térbdl egy egyenes pontjainak elha-~
gyasa utdn visszamaradé térrész (az egyenest "megkeriilG" tértvonalakhosz
nem lehet megfeleld feliiletet taldlni).

Az egyszeresen Usszefliggl térrészek a kivetkezSképp is jelle-
mezhetSk:

egyszeresen dsszefiiggl a tartomény (térrész, vagy specislisan sik-
rész), ha a tartomdnyban haladé minden z4rt girbét a tartomanyon be-
lil egy pontra lehet 9sszehuzni, Pl.az T=(3 +2cost) cos v { +
+(3+2cost)sinvi+2sintk torusfeliilet dltal hatdrolt végesben
fekvs tartomdny nem egyszeresen Ssszefliggd, mert pl. az
¥=3cosvi+3sinv] kirvonalat nem lehet a toruson beliil egy pont-

i
1
1
3
1
1
|
1
1
[}
|
|
]
|
f
]
I e N
1 ra osszehuzni.
I
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E18bbi okoskodédsaink erédményét tehit a kovetkezs fételben foglalhat-
juk Ossze:

Valamely egyszeresen tsszefiiggd V térrészben a folytonosan diffe-
rencialhaté V(F) vektor-vektorfliggvénynek akkor és csak akkor van poten-
cidlja, ha ott rotdciémentes,

Amennyiben e feltétel teljesiil, akkor a potencidlt a

vdr +c

G =-u@=-

Y] "“'---."‘!I

képlet szolgaltatja (a vonalmenti integrildsnil az integrilds utja az egy-
szeresen Osszefiiggd V térrészben az @ helyzetvekioru ponttdl az T hely-
zetvektoru pontig futd tetszGleges girbe).

Ha az a térrész, amelyben V roticidmentes, nem egyszeresen b8z -
szefiiggd, akkor e térrészben 4ltaldban nem lehet ¥ -hez potenciilt taldlni.
Ha a kérdéses térrésznek valamely egyszeresen $sszefilggd részére
szoritkozunk, pl. egy pontja korill felvett elég kicsiny sugaru gbmb
belsejére, akkor abban mér van a vektortérnek potenciilja,

Pl, az-

elektrosztatikus tér az egész térbdl a P{0,0,0) pont kirekesztésével nyert
egyszeresen Osszefiiggh tartomanyban roticiémentes, van tehit potenciilja,
és e potencidl - amint azt kordbhan mar ki is szamitottuk -

Egy végtelen hosszu vesels magneses terét - a vezetlt a Z tengelybe
helyezve - a

T - -y T X -
H= 21+

2 2
X +y X +y

vektortér allitja eld. E vektortér csak az egész térneka Z tengely pontjai-
nak elhagyésa utdn visszamaradé részében (ez mar nem egyszeresen Ossze-
fiiggs tartomany) van értelmezve. Az x>0 térrész azonban mar konvex
{tehat egyszeresen tsszefiggs), itt mar van potencidlja a vektortérnek,
mégpedig : -
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(x,y) ¥

©-
il
]
fas]]
o
=
It
1
n...\_’
[
[
% .
1
1
£ |w
\t.q
()
W]
&
I

1,0 y=0

- Y

arc tg . "
_ A @ potencidlfiiggvény az x < 0 térrészben is potencidlfiiggvénye
H -nak, az x = 0 sikban azonban elveszti értelmét. Az x =0 sikban is
van azonban potencidl (az y = 0 egyenes kivételével) mégpedig arc tg -)3:-,

ez viszontaz y =10 sikban nincs &rtelmezve. Olyan fiiggvényt, amely a
Z tengely pontjai kivételével mindeniitt potenciilja a megadott vektortér-
nek, nem sikeriil taldlnunl.

d) El8bbi eredményeink felhasznildsaval megeoldhaté most méar a ko-
vetkez§ feladat:

valamely T sikrészben meg vannak adva a folytonos parciilisckkal
rendelkez8 p(x,y} és q(x,y) fliggvények. Kérdés, van-e T -ben olyan
ufx,y} figgvény, melyre

Ju Jdu
29X p( sY): ay "'q(X,y),

és ha van, hogyan hatirozhatd meg? (Kétvaltozés kvadratura feladat.)

Jeldljik V -vel a T f6lé emelf hengerszeri térrészt. Legven T
egvszeresen Osszefliggd. iekkor a vV térrész is egyszeresen veszefigpo
lesz). Minthogy a V lérrészben a

Vv=pl+qj

vekiortér abban az esethben ro-
ticiémentes, ha T -ben

9p _ 24q_
&) dy  9x

29  9Ip
(rotv=9Yxv= k( Ix Qy))’
azért egyszeresen Osszefliggd T
esetén a (%) Usszefiiggés fenn-
dllasabol kivetkezik, hogy V -
ben van olyan u(x,y,z) fiiggvény,
melyre

gradu = v,



azaz

2u 2u du

5x - P&V, S Eaky), 2

= 0,
z

hiszen a tett feltevések mellett az rotdciémentes tér potencidles, u(x,y,z)-
vel pedig a potencidl (-1) -szeresét jelSltlik. A fenti harmadik egyenldség
miatt azonban u nem fiigg z -t0l, azaz u = u(x,y). Ez a fliggvény fel-
adatunk megolddsa. Ha viszont van a feladatnak megoldisa, akkor -u{x,y)
nyilvin az egész V térrészben potenciilja V(r)-nek, s azért teljesiilia
2p _ 299
dy = 9x
sikrészben folytonos parcidlisokkal rendelkezd p{x,y) és q(x,y) fliggvé-
nyekhez taldlhaté legyen olyan u{x,y) fiiggvény, amelyre T -ben mindeniitt

reldci6, Vagyis ahhoz, hogy az egyszeresen 8sszefiiggl T

2u du _
9% - (P(X,Y)s 9 y - Q(X,Y)

érvényes, szilkséges és elégséges, hogy T -ben fennilljon a

9p_ 29
ay ax
kapecsolat, Ha ez teljesiil, akkor
r &,
ux,y) = / ¥(f) dr = px.y)dx +qlx,y)dy + C,
a (o, 3)

ahol a=oci+ B a T sikrész tetszbleges rogzitett pontja, az integral
az (o, B) és (x,y) pontokat Oszekots tetszésszerinti T -ben haladoé gor-
be mentén vehetS.

Az egyszeresen sszefiiggh sikbeli tartomédnynak még a kivetkezd jel-
lemzései is megadhatdk:

Egy korldtos sikbeli tartomény egyszeresen Usszefiiggl, ha hatira egy
darabbdl 4ll. Ha egy sikbeli tartomdny hatdra t6hb kiilonalls darabbél all,
akkor tobbszordsen dsszefiiggt.
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ggyrzeresen tobszorosen
gsszefiggd osszefiggd
sikbeli tarformdny sikbeli farforndny

Pl. egy Onmagit nem metszd z4rt girbe belsejébsl 4116 sikbeli tarto-
mény egyszeresen osszefiiggs.

Egyszeresen Osszefliggt egy sikbeli tartomény, ha minden bemne futd
egyszeril zart gorbével (Jordan-gdrbével) egyiitt a girbe belsejében fekvd
pontokat is tartalmazza.

e) Az eldz8 fejezetben emlitettiik, hogy a roticiémentes vektorterek
egy skaldrpotenciilbél (annak negativ gradienseként), a divergenciamentes
vektorterek pedig alkalmas differenciflhatdsdgi kikotések mellett egy vek-
torpotenciilbél (annak rotdcitjaként) szarmaztathaték. Egy tetsz8leges
vektortérre a kivetkezot mondhatjuk ki:

Tetszdleges folytonosan differencidlhaté V() vektortér felbonthats egy

Trl divergenciamentes és egy Vz rotdcidmenties vektortér Gsszegére.

Legyen ugyanis pl.

divv=g, rot v = 7,

akkor, ha

=T 4T

v Vl VZ
és
(2¢) rot v2 =0, div VZ =g
akkor a

VTV -V,

vektortér divergenciamentes lesz, roticidja pedig megegyezik ¥ roticié-
javal: )
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div ¢

1 diV (? - ?2)

]

1i
[+13

div?—div?z -g=0,

rot v1 = rot (v - vz)

ot
[

rotv-rotv -0=

2 =

Az (® tulajdonsiggal rendelkezd vektorteret ugy allithatjuk eld, hogy
a -—4¢ = g Poisson-egyenlet megolddsaként elballitjuk potencislfliggvé-
nyét, majd Vz -t ennek negativ gradienseként.

f) A vekilor-vektorfiiggvények c. fejezetben megadtuk a derivilttenzor
definiciéjat. A WT) = XT + Y] + 7k vektor-vektorfiiggvényt akkor mond-
tuk differencidlhaténak, ha megviltozdsa igy volt irhaté:

(%) V(@ +OT) - WE) = AAT+ £ AT,

ahol az £ tenzor mitrixénak minden eleme fat] =0 esetében 0-hoz
tart, az A derivilt-tenzor métrixa pedig:

JX 29X dX
Ix 2y Jz

il
il

2Y 2Y ayY
2x 2y 7z

272 32Z 27
dx 9y 2z

Ezen A métrixot egy szimmetrikus és egy antimetrikus matrix ossze-
gére bontva fel, a nekik megfeleld szimmetrikus és antimetrikus tenzorok
skaldrinvaridnsa, ill, vektorinvariinsa

9x | 9Y 97 _ 4 -

. d x 2y az O

i
_ 1,97 2Y - 1 292X d7.- 1 dJdY Jxpo b g
0_2(33"92)!{-2(32_ ax)j+‘—_’(?}x- ay]k Ei'tv'

H: marmost (%) -ban eltekinliink a kiesinv A esetélen as els tag mel -

lett elhonyagolhatd utolsd taglol, ¢s az A depvitienrort TS

Fue €0~ antinetrikus részénel gm0 00 Boagad ikhor
N



(%) v(r0+Ar)zv(ro)+ASAr+AaAr
adédik. Ezt az eredményt a kivetkezdképpen szemléltethetjiik:

Irjale ¥(I) egy dramlé folyadék sebességi vektorterét, Ekkor (xx)
értelmében a folyadék vizsgilt darabjanak mozgdsa j6 kizelitéssel hirom
mozgisbdl tehetl Ossze. (xx) jobb oldali els@ tagja nem tartalmazza
AT -et, ez tehit valamennyi vizsgilt részecskére kozds, ugyhogy a vizs-
galt folyadékrész \7(1’0) sebességli merev testszerii haladé mozgisat mu-
tatja. A harmadik fag Tx AT alakban is irhaté (c A, ill. A, vektorinva-
ridnsa), eszerint ez a tag azt mutatja, hogy a vizsgalt folyadékdarab merev
testszeri forgd mozgist is végez, melynek szdgsebesség vektora <.
(Ezért nevezzik a derivilt tenzor vektorinvariansinak kétsz eresét rot v -~
nek.) Igazolhatd, hogy a ¥(F + AT) sehesség kbzelitd értékét szolgiltats
képlet kozépso tagia arra mu({at, hogy a folyadékdarab alakviltozdst szen-
ved, az A szimmetrikus tenzor (azaz az A tenzor) skaldrinvariansa a
térfogatvéﬁozés sebességét, a folyadék szétdramiisinak gyorsasdgit méri,
ezt a vektortér divergencidjanak nevezziik.

Skaldr-vektorfiiggvény gradiensének Ignatowsky-féle definicisja

a) A Gauss-Osztrogradszkij-tétel kivetkezményeként a kivetkezd ne-
vezetes integrédliétel vezethetd le (un. gradiens-tétel):

Tétel
Legyen F egy mérhetd felszinii, irdnyithaté, zart feliilet, f az F

feliilet 4ltal bezdrt mérhetd térfogatu V térrészbll kifelé mutaté normadlis
egységvekior, Legyen u(f) és grad u(T) folytonos V -ben és ennek F

hatérin. Ekkor
///gradudxdydz = //u(f) df .
v F

Bizonyitis

n= nlf + n2}+ n3f<, (inl = 1) mellett alakitsuk 4t a tételben sze-

repld felilletmenti integralt fe Iszin szerinti integralla:



I= ]/u(f)df= //(u(i‘)ﬁ) i =

F F

= //u(i')nldi I+//u(i‘)n2df i+ //u(f)nsdi k.
F F r

Az utébbi hdrom integril ugy is felfoghaté, mint az w(¥)i, w(f)j és u@®k
vektorfiiggvények skaldrértékii feliiletmenti integréilja:

I= //(ui’)df i+ //(u})df i+ //(uk)df' k.
F F F

Alkalmazzuk kiilon-kiilon az itt szerepld zart F feliiletre vonatkozé fellilet-
menti integrilokra a Gauss-Osztrogradszkij-téteit. Mivel

av ) =2, aved - 5Y, aveR = ST
adédik:
T=//u(f)df=//g‘;dxdydz i+ /2‘;dxdydz i+
F v v

du
dz

amint 4llitottuk.

dxdydz [k = ///gradudxdydz,
\

b) Az el8bbi tételbdl knnyen adédik grad u(r) P pontbeli értékét
szolgiltats koordinta-invaridns Ignatowsky-féle definicidja.

Jelentsenek Fl’ FZ’ ey Fn, ... a P pontra rdzsugorodd zart fe-
lilleteket, Vl’ V2’ ceos Vn’ ... pedig a fenti feliiletek dltal bezdrt tér-

részek térfogatinak mér8szamat. Ha az Fi feliiletek mérhetd felszintiek

és iranyithaték, u(T) pedig parcidlis derivéltjaival egyiitt folytonos az F.
fellileteken valamint az iltaluk bezdrt mérhetd térfogatu Ki térrészekben
(K, térfogatat jeldlje Vi)’ akkor kifelé iranyitott feliileti normélissal sz4-
molva az
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sorozat konvergens és limesze:

// w() df

F
n

*-T = [grad u(f)](P)

(1) lim

A tett feltevések mellett ugyanis ha Fn mér eléggé rdzsugorodik P -re,

akkor az Fn feliilet 4ltal bezdrt térrészt Kn -nel jelélve:

// u(F) df =///grad u(r) dx dy dz = [grad u(f) ] v+ H,

F K (P)
n n

ahol grad u folytonossiga révén

grad u = [grad u] +o?,
P)

€sa P pontban lim% = 0, H pedig # integralasbél adéds hibatag.
Ha Kn mir beleesik P alkalmas kirnyezetébe, akkor tetszSleges

E >0 mellett

|&| = ///?(f)dxdydz ég//dxdydz=£.vn.
K K
n n
ElSbbi eredményiinkbSl v # 0 -val dtosztva tehit irhatjuk:

[grad u{f)] = —Vl— f/u(f) df - ‘;I s
(P) nooL n
n
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ahol

=0

=

n

Ez azonban éppen azt jelenti, hogy F -re rézsugorodd Fn zart felilletek-
re az {1) hatérérték létezik, ezt akartuk bizonyitani.
[le v] , i1l. [rot v:| -nek az eldzé fejezetben megadtuk az

Ignatowsky- fele koordinata- mvarlans definicidjat, ma]d ebbdl ki is szdmi-
{ottuk az XY7Z derékszégil koordinitarendszerben ¥ = Xi+YJj+2Zk
diyargencidjdnak és rotacidjinak értékét. Az ott kivetett okoskodidsokhoz
{..s0nlé okoskoddssal adédik (1) -bGl a kordbban méis uton méar levezetett

grad u(x,y,z) = gi i+ 93; 7+ 3: k

szémitdsi utasitds. Ennek részietezésére itt nem tériink ki.

c) div ¥, rot ¥ és gradu kiszdmitdsdra szolgdlé képleteinket az un.
nabla-szimbolikidval kinnyen megjegyezhettiik:

3 -, _3d = 9=
= + g+ k
v ax ! 2y J 9z
melle;t
{2) divi= V¥V, rotv=VXx7v, gradu=%Vu.

Vezessiik be a szimbolikus ¥ vektor koordinitainvarians definicidjaként a

j

3) {V] = lim ___{]n_

(F) n
jelolést, ahol Fl’ F2, cans Fn’ ... a P pontra razsugorods zart feliilete~
ket jelentenek kifelé mutaté felilleti normaélissal, Vl’ Vz, . ’Vn’ ... az

ezen feliiletek altal bezart térrész térfogatinak mérdszdma, A formilis
(2) osszefiiggések alapjan a (3) -ban definiilt v vektor seg1tsegeve1 ktny-
nyen felirhatjuk (ill. megjegyezhetjik magunknak) [grad u]

P)
[div ir] : I:rot ?] koordinata-invarians, Ignatowsky-féle defini-

ci6jat:
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// u(r) df
F
n

I:grad u:| = lim -——*—V—— .

{P) n
// V() af
Fn
[div V](P) = lim —
n
// df x v(1) —// )y xdf
F F
[rot \T'](P) = lim n v = lim v .

n n

Altalsnos (gbrbevonalu) koordinitik

Ha egy pont helyzetét a térben hdrom adat (lehetGleg kolesénisen) egy-
értelmiien meghatdrozza, akkor ezeket a pont koordinitiinak nevezziik. Az
a tény, hogy a pont helyzetét hirom adat, mondjuk qys dgs dg (pl. a pont

gombi koordinitdi - a szokdsos jeldléssel r, 1#, ) egyértelmiien meg-
hatirozza abban nyilvinul meg, hogy a pontnak valamely XYZ derékszogii
koordindtarendszerbeli koordin4tai kifejezhetfk, mint a dqs 90 G3 vil-

tozdk (paraméterek) filggvényei:

x = X(ql’ QZ’ q3) )
(1) Y =y, Q9 G) s
z = Z(q]-’ Q23 qs) L
az
Y =T(d), 99, Ag) = X(ay,99,9g) 1 ()5 9,595) T+ 201,055 4) k
helyzetvektorokkal is jellemezhetjlik a tér pontjait. Az uj q;,92: 95 val-

tozok rendszerét iltaldnossédgban gorbevonalu koordinitarendszernek ne-
vezzilk, melynél a koordindtavonalak egyenletei:
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X = x(ql’bic),

(2) y = yla;,b,0), il voviden ¥ = ¥(q;,b,0),
Z = Z(ql,b, C)s
X = x(2,dq: ©),

(3) y = y(a,qz,c), ill. roviden r= f(a, ng c),
Z = Z(a,quC)s
X = x(a,b,q4),

(4 y = y(a’b,q?)), ill, roviden T = F(a, b,qg),
Z = Z(aabsqs),

ahol a, b, ¢ dllanddkat jelentenek,

A tovabbiakban feltessziik, hogy az (1) jobboldalan 4116 fiiggvények
folytonos elsdrendii parcidlis derivaltakkal rendelkeznek.

A koordindtavonalak érintdvekiorai:

_ 2r
= i=1,23,
(5) Y i
i
az érintd egységvektorok:
a]'.
6 g = — , i=1,2, 3.
v CNEN
i

A gbrbevonalu koordindtarendszer ortogonilis, ha

:11:12 = 3,233 = aga1 =4,
Az alabbiakban tobbnyire csak ortogonilis koordindtarendszereket fogunk
yizsgilni.

Az (1) gorbevonalu koordinitarendszer koordinatafeliileteinek egyen-
letei:




X = X(4;5 4y, ),
(M ¥ = ¥(4;,45,¢),  ill. réviden ¥ = T(qy,9,,0),

z = 2(d;, 49, ©);

X = X(qlgbs qS)s
(8) y = y(ql,b, q3), ill. roviden T = f(ql,b, Q3)s

z = z{d;, b, 4g),

X = X(aqu, Q3):
(9 Y = ¥@qy45), ill. réviden T = T{a,q,,q),
Z = Z(a! qzs Q3)’

ahol a, b, ¢ 4allandék.

E koordinitafeliiletek normalisait ugy definidljuk, hogy azok a koordi-
nitavonalak (5) -ben felirt a; érintGvektorainak reciprok vektorhdrmasat
alkossak, Az
(10) aada =D

jeltléssel (D # 0)

9 4 _2F
9 —_— p—
(11) T = Ta ) normélisa: n, = % 9q3 = "2 * %3
s qzs q3 Py = D 5 s
Ir X ar
a2 =] a, X a
(12) F = 7q,,byq,) normlisa: i, = —3 oo BT A
1’. ] 3 9 D D ,
ar ar
(13) T =1 ¢) normélisa: n_ = 9011 9q2 = 17 %
q1; qZ! - 3 - D D
(Az 1‘11 normailishél ﬁz és 1.13 ciklikus cserével is nyerhetS. ) ﬁl, ﬁz és

n, létezését a D # 0 feltétel biztositja.
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P Bgr 35 &8 0y, D, Ng
gitséglikkel adott ¥ vektor érintd, ili, normélis irdnyu koordinitai kdny-
nyen meghatdrozhatok:

Mivel a reciprok vektorhdrmast alkot, se-

3
4 == 3 = a + q + a A =vn i =
(14 v L ViR vlal oy v3a3 esetén v, =V, i=1,2,3,
3
= n = n + n + n A = y3 i= R
(15) Vv Z cini cln1 02n2 c3n3 esetén ci vai, i 1,2,3

Ha a vizsgilt gérbevonalu koordindtarendszer ortogondlis, akkor a
koordinitafeliiletek normalisai és a koordinitavonalak érintGvektorai ki-
z6tt egyszeril osszefiiggés dll fenn:

{16) n, =——m— , i=12,3,

Mivel ugyanis ortogonilis rendszer esetében

D= a3, = |53 |5]

éspl. a, x a, az 3, vektor irdnyédba mutato |a2| ]aSJ nagysigu vek-

aq ENIEN ST

sz
N N ENTEN A A

Hasonléképpen vezethetd le ortogonilis rendszer esetében n, és n3-nak a (16)
képletben felirt értéke.

Irjuk fel néhany gyakrabban eldfordulé gorbevonalu koordindtarend-
szer esetében az (1) transzformdéciés formuldkat,vizsgiljuk meg, mik
lesznek e koordinatarendszer koordinatavonalai és koordinéiafeliiletei,
irjuk fel a koordinitavonalak érintSvektorait, a koordinitafeliiletek norma-
lisait, vizsgidljuk meg a rendszer ortogonalitisit.

a) Gombi koordinitarendszer

Az - R _ B
ql H qz_ua q3—V

jelsléssel a transzforméciés formuldk:
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X =R sin u cos v,

“
It

R sin u sin v, ill. F=Rsinucosvi+Rsinusinvj+Rcosuk,

R cos u,

(R, u, és v jelentését lasd az dbran). )
A koordinitafeliiletek:

z-:z R=a
\\\ 0(0, 0,0) kdzéppontu koncentrikus gémb-
\ feliiletek,
NP
i u=>hb
: 7 tengelyii forgdskupfeliiletek, melyeknek
R i csucsa az {0, 0,0) pontban fekszik,
7Y
a' , - v=ogc
TAS | /Y 4
\\I' s 7 tengelybdl kiindulé, az XY sikra +me-
Xl \id réleges félsikok.

A koordinitavonalak ezek athatdsi gorbéi, vagyis

T = r(R,b,c) egyenletii félegyenesek,
T = F(a,u,c) egyenletii félkdrivek,
T = r(a,b,v} egyenleti az XY sikkal pArhuzamos

sikban fekvd kdrvonalak.
Ezen koordinitavonalak érintdi:

__ dF®R.bo) _ [ IFR,u,v) J

1 dr 2R

= |:sin ucosvi+sinusinvj+cosu E]
u=b,
v=c,

~o

s - dr(a,u,c) _ |:2f(R,u,v):|
du du Rea,

v=_



[R cosucos vi+R cosu sinv"j—RsinufE:l
B=a,
v=c,

wl
|

_ dr(a,b,v) =[3i~(R,u,V) -
3 dv v R=a,

u=h

[— R sinu sin v I+ R sin u cos v;T:l
R=a,

u=h.

Mivel
a1a2 = a233 = a3al =0,

a rendszer ortogonilis.

A késobbiekben szikséglink lesz még a kovetkezt eredményekre:

- 2 2 .2 .2 2 . 2 2
|a11= sin“u cos’ v + sin‘u sin'v + cosu =jsinu + cosu=1,

_ 2
|a2l = szcoszu coszv + choszu gin' v + stinzu

= VRg(cosgu + sinzu) = R,

_ 2 .2 . 2 . 2 2 .
|33| =\/R smu31nv+st1nucosv=Vstm2u=R sin u

mivel 0 < u<f esetén Vsinu = |sin u| = sinu. EbbSl kivetkezik
a rendszer ortogonalitdsdra valo tekintettel, hogy

s s - R
D= alaza3 = Rsinu
és a koordinatafeliileick normalisai:
io-a 5o 2 hom 2
s I 2 ! 3
Rz stinzu

b) Hengerkoordinitarendszer

A szokisos

q1=P~, g =&+ dg = 2
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jeloléssel a transzformécids formuldk:

X = R cos cjp s
y=Rsingg , ill. T=Rcosg I+Rsingpj+zk,
Z =z z
IR
(R:Cf , €s z jelentését lisd az N
ébrén). \\
\\]p
A koordinatafeliiletek:
R=a
z
i v
? R /I y b
’
//
X

Z  tengelyli, ill, a Z tengellyel pirhuzamos alkotéju egyenes kdrhenger -
feliiletek,

¢ =h

Z tengelybdl kiindulé, az XY sikra merSleges félsikok,
z = ¢,

az XY sikkal parhuzamos sikok,

A koordindtavonalak ezek 4thatisi gorbéi, vagyis

T = F[R,b,c) egyenletii az XY sikkal parhuzamos sikban fekvd, a
Z tengelybdl kiinduls félegyenesek,

=]}
1

T{a, (_’ﬂ, ¢} egyenletll az XY sikkal parhuzamos sikban fekv
korvonalak,

T = T(a, b,z) egyenletii Z tengellyel parhuzamos egyenesek.

Ezen koordindtavonalak érintéi:

3 = drR,b,c) |_3r(Rc,Dz)]
1 dR

= [cos (foi+sin @ J];g:

Z=c Zz=c,
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a drfa, ¢, ¢ _[91’ z:] = |- R sing 1+ R cosgj
a = = =1 ?J
2 dep R=a, [ 7 ]R=a

2
z=¢ z=c,
_ _ df(a,b,z) _[Sfm,gpz)] %
= SEaba) 5 .
3 R=a
¢=b
Mivel
4,3, =83, =843, = 0,

a rendszer ortogondlis, és tekintettel arra, hogy

|§1l =Vcoszq> + sinzq’ =1,

|3, =Vstin2c,o + chosch = R,

adédik:
bD=a 132a3 = R,

a koordin4tafelifletek norm4lisai pedig:

o)

| o
h, =8, n,=3a, 22 Dy = 23 -

¢) Altaldnos hengerkoordinitarendszer

A transzformiciés formulik:
x =q, fgg) + ¢,q5,

y=q g(qz) + Coly ill, r= 9, rl(qz) +q3V, ahol v=c11+c2]+c3k,

z = q; higy)+ c,q, T{a,) = fla) + 8lay)i+ h (ay) k.

A koordinatafeliiletek:
q; = a:T=a rI(qz) + 9V hengerfeliiletek,

q2=b:r

qld + q3v sikok,
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q

= s o= T v feliiletek.
1, =€ : T =g rI(qz) + eV kupfeliiletek

A hengerkoordindtarendszerek 4ltaliban nem ortogondlisak. Pl. az

X =uacost,
y =ubsint,
Z =1z

(q1 =u, g, = t, d3 = z) elliptikus henger-koordinitarendszer esetében

a koordindtavonalak érintd-vektorai:

- ar - Lo
a1=-'—9—?:acost1+bsmt],
§2= g:=-uasint§+ubcost_]’,
- 2F =
as* 3z = k,
€s mivel
ala3 = aza3 =0,
de 9 9
5.15.2=—ua sintcost+ub sintcostZ 0,

ha a# b, a rendszer ezen kikttés mellett nem ortogonilis,

A tovibbi targyaldsok leegyszeriisitése érdekében vezessiik be a ki-
vetkezd jeloléseket:

o JFr It

1 = = = i,j= 2
speciélisan
(18) 2,02 =53 =g i=1,2 3)

i il ii > T
ill. az
(19) |a.| = H, jelsléssel |2 |2 = HZ.

i i i i
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A gradiens kiszdmitdsa gorbevonalu koordinitarendszerben

Egy skaldrtér gradiensét legelGszor ugy definidltuk, mint a skalar-
vektorfiiggvény differencidlhdnyadosét, vagyis az u(¥) fiiggvény megvil-
tozdsdnak fSrészében (a du differencidlban) szerepld "ardnyossigi té-
nyezo' -t:

Au = uf +~dB) - wF) =a dr + £ dr,

éshaitt |El—0, ha | dF |—0, akkor u(f) differenciilhaté, és

A =grad u = Ci;.i.'
Teljesen hasonléképpen
(1 T = T{q,,q,, )
esetében
u(r) = (4,9, )
megviltozdsa

Au=w(rfa; +Ad;, 0y + Ady Gy + Ady)) - u(r(d,, dy, 4,

ezen megvaltozds forésze
3
(2) du = gradu dr = Z
i=1 i

Mivel azonban (1) megviltozisa

T =T +44,,4, + 40,45 + 4 q,) - T{a;, 5, 9),

ennek f3része

3
oo )
i=1

ezen 6sszefiiggéshfl dr érintSiranyu koordindtai

3
aF Z _
Aq, = a, Agq,,
qu 9 e i

Aqi=dfﬁi .

Ezen eredménylinket (2) -be behelyettesitve adédik:



_ du _ -
du = gradudr = (Z n_)clr,
= %y 1

azaz

3
Ju -
) grad u = Z n, =
=1 29 1

_du Ju . du -
== A 4+ = 0, +——

n n, .
9q1 1 2 q, 2 9 ds 3
Ha tehdt gorbevonalu koordindtarendszerben a ¥V vektort igy definidljuk:

4 +7n 9+z’1 G
1 8q1 29q2 39q3

{4) V =n

akkor a (3) képlet most is

gradu= Vu
alakban jegyezhett meg a legkénnyebben.

A (3) képletet ortogondlis rendszer esetében az

i, a, e,

i = S S
S P R H,
1 i 1

jelolés felhaszndldsdval még a kivetkezd alakban is felirhatjuk:

g 3
gradu= ) 12 - 3= Z—?l_%l_éi‘
=1 H qu =1 i 9

A divergencia kiszdmitdsa gbrbevonalu ortogonilis
koordinatarendszerben

a) A P pontra rdzsugorodé mérhetd felszinii, zart, irdnyithats Fn

feliileteken, ill. az &ltaluk bezart Vn térfogatu térrészekben folytonos
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¥(f) vektorfliggvény esetében, V(T) koordinatiinak parcidlis deriviltjai-
rél is feltételezve a folytonossagot belattuk, hogy kifelé mutaté feliileti

normélis mellett
/ / v(r) df
F
n

[aiv 7] o i~

E hatirértéket eldszor specislisan derékszogi hasfibok esetére kiszi-
mitva jutottunk div ¥ derékszigl koordinitds kiszdmitdsira szolgilé
képletiinkre. '

Vizsgiljuk most a tér azon (ql,qz,q3) pontjainak K halmazét, me-
lyekre

HA

a4 £q 2 q)+4q,

a £ q, 2 qy+ Ba,
y = < )

= = + N
ay = a3 = d3t DY

E pontok egy gdrbevonalu hasib belsejében, ill, hatirin helyezkednek el,
amely a P pontot tartalmazza &s amelynek oldalai

+z
2]l
Il

1"(q1 + Aql,qz,qS),
F:T= 1‘"((11,q’2 + 4.q, dg),
F,:T= 1"((11,qz,q:’3 + A g,
(1) o

F H r = r(q;_’qz!qs)!

F, : T = T(g;.9593)
F,:T= f(qqu’q:’;)’
egvenletil feliiletek.

Tegyiik fel, hogy T = T{dy, qz,q3) elso

‘D 4 és masodrendii parcislis derivéltjai (vagyis

' az @ vektorok parciilis deriviltjai is),
valamlint a vizsgdlt ¥(F) vektortér koor-

Stes dindtainak parciilis derivaltjai is folytono-

. sak a fenti K halmaz pontjaiban, Ekkor

z (@) -nek az (1) -beli F (i=1,2.3,4,5.0



feliileteken létezik a feliiletmenti integrélja, tovibb4, ha Qg 1 By
Aq3 mir elég kicsiny, tetszOleges P_& K pontra -

[ai] x[ai_] . V(P = WP), (PE K),
(Pk) (P)
ahol a kizelitésnél elktvetett hiba Aql, qu, Pa 4y —~ 0 esetében
0 -hoz tart. @, = —=—, i=1, 2, 3.)
i qu
E feltevések mellett a K halmaz pontjaival megadott gbrbevonalu ha-
sdb térfogatat olyan egyenesvonalu hasab térfogatival kdzelithetjiik meg,
melynek élvektorai
dF
a 94
(@)+-4 4 q;,9,q;)

T(q)+ 84,95, 95) - Ta),a),9)) & aq, =

1

aT aq
aqz 2
@y, 5+ o Aq,, q4)

=it H L] ] ) LR
r(ql, A+ 44, q3) r(ql, Ay q3) =

=73 s 3 | ’ 91:‘
(a5 9y, 9t Aqg) - r(ql.q’z,q3) = ETR Aq, =
3

@3+ 4y, ag+ 24 Aqy)
= 3Py Aq,
(itt oéfl}iél, 0—5—%51, 051}5 51, azaz P1€ K, PEK, P.€ K).
A vizsgilt gérbevonalu hasib térfogata tehst kizelitSleg
) VR |E(P) By P, LR, aq qu aqy| =

[alaZa3] a QIAQZA q3
D (P
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ahol a kozelitésnél elkbvetett hiba még Ag 1 A q, Pl dy -mal osziva is
0-hoz tart Aql -0, & 4y -0, Aq3—a- 0 esetében.

A V(F) vektor-vektorfliggvénynek a fenti gbrbevonalu hasib-felliletre
vonatkozé feliiletmenti integraljat kifelé mutaté feliileti normdlissal a ko-
vetkezOképpen szamithatjuk ki.

/F[Wf)df= 4/”“4/“5 +é/‘7df+{/‘7df A
Meaffoa)

ahol az Fl, ill, F, lapnak a_, ill. -51, F_ és F5 -nek &, és -a

4 1 2 2 2’

F, és F 6 -nak 53 és -53 iranyu a kivédnt irdnyitdsu norm4lisa.

T 4 s » < < 3
T -vel jeltlve a o> g paramétersik qp = dy 2 q2+ /_\.qz,
s L < 3 P » . — P - _— 2 351,
a; & a5 = dg + Aqs tartomanyit, mivel a, X aq Dnl, adédik:
%
GrtAgy |
7
g t----
| I
1 1
" @ +4q; a,

//v(f) df‘+//ir(f) df =
1:‘1 F4

-— vir :+ ] b H -
//‘ (r(ql Aql,qz,qs)) D(q1+Aq1,qz,q3)n1(q1+aq1,q2,q3) dqqu3
T

- //V(f(q’l,qz,q?,)') D(q}> 4ys Ug)Ti4 (4], Ay, dg) dq,dds.
T

Az integralok killonbségét az integralandé fliggvények kiilonbsége integrail-
jaként felirva, a tett folytonosségi kikbtések mellett a kbvetkezd kizeli-
tések végezhetdk el:

- 154 -



(D) - (va. D) =
(@,*44,,9,,495) (4> 9g» d5)

2 (7, D) } 9 @A, D)
= —3:1—1—- Aql ~ —Q—q_]'.—— laql ’

(/849,959 )

ahol P € K az a rogzitett pont, amelyben div ¥ értékét ki akarjuk sz4-
mitani, Ez azonban azt jelenti, hogy

// vdf+// [ a(v;qm _ Aq, [r/ daydgg =

(P)

2@, D) |
= 9_%- 84, Aq, Aqg,
P

ahol a kbzelitésnél elkdvetett hiba még Agq -qu Aqs -mal osztva is

1
0 -hoz tart A dys qu, Aq3——0 esetében.

Teljesen hasonldan adédik, hogy

) _ [ 28,
//Vdf+//vdfz T 4q, Aq, Aq3,
F F 2

2 5

- (P}

[[va-ffsa-[252]

vdf +f/vdf=|—F Ag, Aq, Aq, .
7 _ L 29y |p 1 T2 T
Eredményeinket dsszefoglalva

[/ sa

F L 2@i D)  2(A,D)

~ +
\ I(D)(P)A q; Ad, A4, | 24y 24,

+




3(¥a,D) 3 | 9Ga.D)

1
+—3 | Aq Aq,Bq, =5 ) T
dq, J(P) 199% %% 7 p| o) 29; | (p)

Ha méirmost olyan gérbevonalu hasibokat vizsgélunk, amelyek a P ponira
razsugorodnak, akkor ezek sorozatéra a fenti kozelitésnél elkbvetett hiba
zérushoz tart {ilyen hasdbok sorozatdra ugyanis szilkségképpen Aql—»O

Aq2—>0, Aq3—> 0), vagyis

ALY
A 1 _____9‘{'“11))} ]
|:d1v V:I(p) lim V Z ‘: -

Dl L 29
3) — . -
1 |:9(vn1D) . 9 (¥, D) . Q(TmSD)]
DI 9q1 9q2 9q3 ®)

A (3) képlet tetszdleges nem-ortogondlis rendszer esetében is érvényes.

A (3) képletet jobbsodrdsu ortogondlis rendszer esetében konnyen fel-~
irhatjuk még tovabbi két alakban,

3
. i§1 K
esetén
o, = v, ,
1 i

vagyis
(4) V=——1— ZS' ot P =L 9(v1D) . 2 ,D) . 2(vyD)

D i=1 D| 9 ql 2 qz ) q3

Felhasznilva azonban a

R 3 1=

24 l i| -
jelolést 3

v = Z ble1

i=1
5i
esetén, mivel €, = e.H = a, azaz
i H ii i
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T L
¥ = be = He) =/ a
=1 ii =1 Hi ii i=1 Hi i
by
A (4) képletbe v, helyébe q -t téve
i
3 b
oo 1 2 i
(5) div ¥ = 135 Z 7T (H‘ D) =
i=1 i i
_ 1 2 2 2
T HEHE ) 2q (b HH) + 9q, (b2H3H1)+3q3 (b3H1H2)]'

b) Ha a ¥ vektor a reciprok rendszerben, vagyis normilis irdnyu 6sz-
szetevokkel van megadva:

akkor el6zG eredményeinkbGl igen konnyen vehethetjiik le div ¥ ortogona-
lis rendszerben vald kiszdmitédsara szolgdlé képletiinket. Ekkor ugyanis

a, xa,l|
n.n +cf1ﬁ)=Dcﬁ2=D 2 3
e B S S| M~ Y% 2 =

—— .2
= +
vnlD D(cln1 c

2.2
H2 H3

mivel a feltételezett ortogonalitds miatt n_n

- - — _ 2
SR aG oy = By = 0, [E, x 3,7 =
= |a2[ |a3| = H, H; . Hasonl6képpen adddik:
2
HZH H2H2
¥i,D = ¢, ——% wm, D = 1z
2 2 D 37 T % D

mig végiil, eredményeinket Ssszefoglalva irhatjuk:



3 o) 2 0
9q1 9q2 3q3
3 2 1
- 1 H 0 0 - cC
d = = -
iv Z cln1 DI 1 D 1
=1 2 1
0 H, 0 %
2 1
(6) 0 0 Hy 5 C
1 2 .1 2 2 J
= — {— = =
IDI{aql(D ¢y Hy Hy) d4q, DCZH3H)+

a2 1 2.9
+ 9q3 (Dc3 Hle)}.

Anélkiil, hogy ezt levezetnénk, felirjuk nem-ortogonilis rendszer esetében
a div Vv kiszdmitdsdra sz olgdld képletet:

] 3 a 0
3q1 9q2 9(13
- 1,
811 812 B3 D%
_ 1 .
div ) edl, = o7 1 €, =17 8.)
5 i Ip 8o1 859 B3 D% k ik
(7) 1
831 B3 833 D%

Fenti képleteink segitségével igen kinnyen be lehet pl. l4tni, hogy az
egységnyi pontszeril t6ltés elektrosztatikus tere divergenciamentes. Gombi
koordinatarendszer esetében ugyanis

= _r _ 1

T3 L2
|7 R

(liasd 6. fejezet a)), vagyis

2

9 a

div E = —— = RSty — o,
R sinu R



c) Kiilon foglalkozni szeretnénk a & operiator (Laplace-operitor) meg-
adisaval, ill,

AU = VzU = div grad U
felirdsdval 4ltalénos gorbevonalu, majd specidlisan gdmbi- és hengerkoordi-
nitarendszerben.

A grad U vektort normélis irdnyu 6sszetevBkkel felirva

3 )
JU _ U _ qU_ 22U -

= v = = -~ + = .

grad U U j§=]_ qu ni aql n1 9q2 n2 9q3 n3

(6) értelmében ortogonilis rendszer esetében

2 ) 2 0
da;,  Jda, g
2 1 2U
H = gy
1 o 0 D aql
. JU_ _ 1
(8) AU-=div Zl——?ini———ﬁ' . H2 . 19U |
B 2 D dg
2
2 1 2U
0 4] H -
3 D 9q3
(Hi = 32 = |Eil, i=1,2,3), ill, (7) értelmében nem-ortogonilis
i
rendszer esetében:
2 7 2
2 2q, 2 0
9 4@Q 99
1 23U
. 811 B2 Bi3 D Jq
U & 1 1 Jvu
9) AU =div n, = L gV s
{ igl Zqi i |DI 891 _ Boo 83 D ng
¢ 1 JU
g L
831 %32  f3 D 9,
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ahol g = ﬁiﬁ

. =1.2.3.
8k i, k=1,2,3

k!
Speciilisan gombi koordinitarendszer esetében tehit a kordbban mér.
kiszémitottlﬁil = Hi (i=1,2,3), ill. D=3 a. &, érték felhasznaldsaval

17273
i a 2 0
2R Ju av
&
1 0 0 "‘—21 maa
R sinu 2R
1 - -
(10) AU = 2 92 1 a2u = L.,
R sinu 0 R 0 —2 —
R°sinu Jdu
1
0 0 sti.n2 2 20
% R%sinu v
1 { 2U 2 2 U
=—2——-—~i2Rsinu 9R+Rsinu 2+cosu5—a+
R sinu IR

+ sinu

2%u L1 92U}
auz sin u avz

Korabbi eredményeinket felhasznilva, hengerkoordinitik esetében

] ] ) 0
IR 9(70 RA
1 39U
r 0 ® R IR
1 = ... =
1) 4au =—g 9 1 U
0 R 0o ==
R 9q1
1 2U
0 0 125,
1 au 2%y 1 2%y 2%y
== | L p2 ’ -~ R )
R 2R I R g2 5,2

Példdul gbmbi koordinitarendszerben lathaté be legktnnyebben, hogy az

1

|t}

i =
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skaldr-vektorfiiggvény kielégiti a Laplace-egyenletet, Gombi koordinatik-
ban ugyanis (az elSbbi jeldlésekkel)

1
U= R’
és igy
1 , 1 2 2
AU=T~—(ZRsmu(———E)+R smut-—3-))=0.
R ginu R R

A roticié kiszdmitdsa gorbevonalu ortogon4lis
Koordinitarendszerben

A ¥(T) vektortér P pontbeli roticiéjdnak meghatirozisira a kivet-
kezd koordindtainvarians definiciét adtuk meg:

/ / df x v - // v xdf

[rot Tr] = lim l—V— = lim —-F—V—— s
®) -
ahol F -fel a P pontra rizsugorods feliileteket jelsitiik, az ezen feliile-
tek dltal bezdri térrész térfogatit jeldlte V, az F felliletekrdl feltettiik,
hogy mérhetd felsziniiek és irdnyithatdk, az altaluk bez4rt térrész mér-
het8 kdbtartalmu, a felilletmenti integrailokat pedig kifelé irdnyitott nor-
milissal kellett szamitani,

Bebizonyitottuk, hogy amennyiben ¥(Y¥) koordinitiinak parciilis de-
riviltjai is folytonosak a P pont kbrnyezetében, a fenil hatdrérték min-
dig létezik,

Szamitsuk ki most ezt a hatdrértéket specidlis P -re rdzsugorodé zart
feliiletek, gtrbevonalu hasdbok esetében.

Legyen P(q’l, q'z, q’3), és P valamely H kdrnyezetében legyen

i'-(ql,qz, dg) elsd és mésodrendii parcislis derivéltjaival, ¥(F) pedig koor-

dinitdinak parciélis derivédltjaival egyiitt folytonos.
Jelentse K a tér azon pontjainak halmazdt, melyekre

1 & <

' £

]
q, + Aql,

HA

£ qé + Aq3,
ahol Aql, qu, Aq3 mér olyan kicsiny, hogy K< H.

A K tartominyt hatdrolé gérbevonalu hassb az €16z6 fejezetben mar
szerepelt, oft meg is adfuk e gorbevonalu hasdbot hatirolé Fl’ F

' £

ot
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F3, F 4 F5, F 6 feliiletek egyenletét. E hasib térfogatinak kbzelits értéke

az ottani (2) formula értelmében.

[alazas:} _ Aq_ldqqus ’ = I (D) aq; Aq, Adg |
P) _ (P)

mig a has abot hatirold F lapoknak a zirt térrészbdl kifelé mutaté nor-
mélisai '

B o

» _ - = 1
az F lap ese_tgben a,xa, =i D ={?—§D, a (‘?1’1+Aq1’q2’q3)"
az F4 lap ese.teben —(azx a3) = - nlD = [a [2 D a (ql, dye CIS),

paraméterériékek mellett, az F éS'F ill, az F és F lapok ese-

tében pedlg a felitleti normélis a fent1bol mkhkus cserével nyerheto Nyil-
vinvaloan fenndll:

//?xdf .// anf*//v"df+//Vde+_//vxdf+//vxdf+//vxdf

v v

Szdmitsuk ki a kvetkezd integrilokat:

]] v xdf+ f/?xdf=l
F

Fl
v = Z c‘iﬁi esetében a qys g paramétersik megfelelG tartoményét
i=1 '
. N .. . - . 3 < < 3
T -vel jelblve: T {(qz, q3). 4,24, = q2+Aq2, q3 4, £ qs+Aq3 }

//{ @ xa3)]  Hegigxay a3)] g ‘dqqu?,

+ //{[c x(-a xa)] : [csnax{axas)] , }dq2 dq3=
T (ql, o1 93) | (ql,qz,q3)
_ // fr .
= 3 [=C.a c.a +
. 32) ,
T\[ 2-3](q’1+£q1,q2,q3) [ ](q1+ﬂq1,q2,q3)
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+[°2§3} o - [egE, ] , }dqz dqg =
(@} 952 95) @99y _ :
// B 9(0253) J . [2((:352)] ) pe o a
~ [V 175 |, Era qy day dag=
ol - ?1 (ql,qz,q3) R 4 (ql,qz,q3) ’ 3
] 9(0253) . .9(035.2) , // o a -
x “oq 4 T4 0, 4 9, dqg =
- {P) - ®) T S
9(c,a,) a(c,a )}' _
273 3" 2
= |- ~ + . dq, 4q, Aq, .
[ 2 ql 991 ®) 1772773

7 .

A szimoléds sordn a kovetkezo atalakitist végexztiik:

5, cH a, 11
T ! a a =_ n —_— x = - 3 = _—
BpX @pX 8g) =hpxm D= X D= Ta g P TR
la | 3.] 3 2! 1
2 1 .
ill. n3x_(a2x_a3) =00.= 8y, - n'lx(azx 33) =0,

a kizelitéseket pedig ¢ ZL& €s c¢,3a, . és ezek parcidlis deriviltjainak- »
feltételezett folytonossdga miatt végezhettiik el.

Hasonléképpen adédik: -

- L Q(CE) d{c.a,) .
//?xdf%—//i?xdf::{— 3 1 + 13:| Aq. 8q, Aq, ,
‘ 2q 1~ 72 73
F F S (P) '

2 - 5 ’

9q2

2(e.d)  d(e,dy) -
- = 1% 2?1 _
// de_f+//vxdf~— aqS + 9q3 . Aqll_\qqua.
Fe

r)
F3 )
Eredményeinket ssszefoglalva tehdt - Aq 1 qu Ady -mal roviditve adé-
dik ) . : .
/ / yxdl [ty degh) oled) ol dlegdy eyd)
F 429 29, 99 a4, dd, g4 |
v DI : {P)
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(1 9025+c aia_ﬁa . 352 +90 e 951_
IDH) 9q, 3 2 3q) 2q; 2 3 Jq; dq, 1 3 2q,
] 9015 . 9534-9015, . 2312-9c25 . 851} i
9q2 3 1 qu 9q3 2 1 2q3 9q3 1 2 9q3
P
1 |-

S '303— 302‘ . (903 ) 901‘+§ (302_ 901)
| D1 1‘9q2 9q3’ 2 9q1 9q3' 3 3q1 3q2
)

ahol felhaszniltuk, hogy a tett folytonosségi kikdtések mellett fenndll

28 9% _ 9% _ 23,
2q, Jq,;9d; 94399 9q3
ill, hasonl6képpen:
2 a, ) 2 a; 4 a,
= , =
4 94 Jq, qy

Be lehet bizonyitani, hogy az okoskodas sorin végzett kbzelitéseknél elko-
vetett hibdk a gorbevonalu hassbok P -re vald rdzsugorodasakor, amikoris
szikségképpen Aql, qu, Aq3—>0, 0-hoz tartanak, és igy eldbbi

eredményiinket determinéns-alakban felirva adodik:

a1 8y &3

rot ¥ = 5 9 99
|D] : q, 99, I

€1 o 3

3
ahol v = Z ciﬁi, amit bizonyitani akartunk.
i=1

E képlet akkor is helyesen adja meg rot ¥ értékét, ha a rendszer nem
ortogonilis, ekkor azonban a képlet levezeiése lényegesen bonyolultabb,
A fenti képlethSl a rot ¥ derékszogl koordinatas alakjat szolgiltatd

ismert képlet azonnal adédik.
G5mbi koordintik esetében (a kordibban mar hasznilt jeldlésekkel)
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3y 2 23 ,
rotv = 1 2 9 2 (c, = va,)
rR? sin u JR Ju IV i i
¢ s €3

E képlet felhasznéldsaval konnyen belithats az egységnyi pontszerii tiliés
elektrosztatikus terének roticiémentessége.

= T 1 -

E = = a
-13 2 71
| 7 R

tében u, i = Ei =—1“— c. = Ea_ =0 e, =Ei_ =0
esetében ugyanis cl— a1 Rz, 9 = 9 , 3 s =
3 % %3
- 1 9 g 2 _
rot v = 2 JR Ju v =0.
R sinu

R

vel:

sl g, 3
rot v = —= 2 2 2 (c. = i)
FYETR | 9 99 2z |© G TV
1 Cy 3

- 165 -






IRODALOMJEGYZEK -

1. Dr. Feny8 Istvan—Dr. Frey Tamis: Matematika villamosmérnsksknek

2. Dr. Pach Zs,Pilné—Dr. Frey Tamés: Vektor- és tenzoranalizis

- 167 -



TARTALOMJEGYZEK

Egyparaméteres vektor-skalArfiigpvény .. .. .. vveuvvennnes 3
Kétparaméteres vektor-skaldrfliggvények . ... .. .ovveeeneens 17
Skaldr-vektorfliggvenyek o v v v v v v vt i v it e st c e 38
Vektor-vektorfiiggvények; tenzorok .......cv vt eessv oo 47
Vonalmenti integrdl, Potenclal ... ... ... v it iiiesnn, 59
Feliiletl integrdl ........ 75
Vektor-vektorfiiggvény divergencidja ... ..covvvevunnens 85
Gauss-Osztrogradszkij-tétel, sikbeli Gauss-

-Osztrogradszkij-tétel, Green-tétel ..........'vvveeuns 93
Vektor-vektorfiiggvény roticiéja, Vektorpotencidl ........., 103
Stokes tétele, Potencilkeresds ......:ec0veneereeca.. 120
Skaldar-vektorfiiggvény gradiensének Ignatowsky-féle

definicidfa oo vv v v et ieeannenraveaennansnesaneaas 137
Altalinos (gorbevonalu) koordinitdk ..........c0000...., 141
A gradiens kiszdmitdsa gorbevonalu koordinita-rendszerben..,. 150
A divergencia kiszdmitisa gérbevonalu ortognélis
koordinfita-rendszerben ......s 00000000000 ascras 151
A rotidcld kiszdmitisa gtrbevonalu ortogondlis koordindta-
TeNdSZEIDEN o vt v vt v eenetnetneeanreceacsaassoes 161
Irodalomjegyzék .. v v v v vu et sao s esnononannnessos . 187

- 1588 -



	20110531145634
	20110531145114

