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I. VALOS TOBBVALT YZ0OS
FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

1. Ponthalmazok az m-dimenzidés térben

1.1 Tévolség

1. Vizsgétjuk meg, hogy tdvolsigot definidl-e a  d(x,y) fuggvény az
adott térben,

@ d{x,y) = \Ix-y| R-ben.
[(Z2.] dfx,¥) = x-2y | R-ben.
(3] dix,y) = ]xf-yfl + Ix§~y§] Rz-ban.
(4] dix,y) = (xl-y1)2+ (;:2-.3;2)2 R? ben.

!@ d(x,y) = max Ixi-yi! R™-ben.
R 1Sigm :

1.2 Pontsorozatos

2. Hatirozzyk meg az ane rR™ {m rogziteit) pontsorozat times.-
pontj4t, ha létezik! ’ '

a :( n - n n
@ n \n+l1" ne2°7°7 n+m)._

: 2 m-1
® nr(b e g e )
n’\n’ 1" n+2 """ n+m-1/5

3, e, = (m L., NEERCT)
4, an=(n (n\]--z'l)n n(m.lqr'-l)o sy n‘n'Qm.;L.é,l) -

).



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
1.3 Ponthalmazok

3. Vizsgéljuk meg az adott térben az aldbbi halmazokat nyiltsdg, zirt
sdg, korlitossag és {vszerllen osszefliggbség szempontjshol.

(L.]a

{x:x:ln-'-n, nEN} R-ben. -

A=<qx x

::!I»--

-1-, n, meN }R-ben.
m

{
A={x'a <]R-ben.
g
[
|

.
1]

(x,¥) a<x<b, y= 0} RZ-ben.

(x,y): x20, yE€ R} Rz-ben.

>
"

ooy 1x (=]l } R2-ben.

S @@+ @

.
"

&
b
0

{(x, ¥k x, v egész} R2-ben.
{(xl Y): %Yy € Q } Rz‘beﬂ.
2 } R2-ben.

, 0, mE N]Rz-ben.

2
-
]
¥
>
-
»
1)
-
A
—

|+ 3
’ 0
i,
®
~
il
<
1l
2 -
-
I
=

, X, y€ R] Rz-ben.

,_
-
L)
o
i
Commanmas ®
®
-
o
»
-
o

12, A=

]
e,
a)
-

P } és lim P_ =P R"-ben,
2 n o
, n—+ o

4. Legyen E.::R2 ny{it halmaz. Igaz-e, hogy E minden pontja
torl6ddsi pontja £-nek? Vdlaszoljunk ugvan 11 a kérdésw R2-hoti
zirt halmazok esetén, :

| -

. Legyen E c R%. Jelslje £ az E komplementmar & LR as
E lezdrédsit. Bizonyitsuk be, hogy

@ intE nyfit,

2. E nylit<E = intE,

@ GCE és G nylit=>G < intE,
4] inE =[E]

it



VALGS TOBBVALTOZOS FUGCGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

Igazak-e az aldbbi &ll{tdsok?

5.
o

intE

[ lntE]

E =
E

6. Jeloljiuk E’ -vel az EcR" halmaz torlodési pontjainak halmazAt,
Bizonyitsuk be, hogy

E’ zirt,
][] - Eup,

E és [E] torléddsi pontjai megegyeznek. Vizsgiljuk meg,

megegyeznek-¢ mindig E és E’ torlédédsi pontjai?

2. A t9bbviltozés fiiggvények altglanos tulajdonsigai

2.1 Ertel mezési_tartomény

7. Adjuk meg az f figgvény értelmezési tartomdnydt! Az értelmezé:
si tartomény zirt-e, nyflt-e, korlitos-e, {vszer(len sszefuggt-e?

1.

2,

fx,y) = \[l-x2 + \!l-yz‘
I S
\Ix2+y2 -1
fix,y) = \lsin (x2+y2)

f(x,y) =

. f{x,¥) = arcsin %

fé,y) = In (x+y-1)

. t'(xl, x2) = In x1 + x2 . _
3 | 2 2
X - 4-x7 - x
I x,) = 1 + 1 2—
x" 2 In 2+ x2) x2+x2
4%y 1T %
1
. _ 2 2
r(x] Xy ‘(,3) \!xl + 2x2 + Xg 4
. i'(xl’, Xy xs) 1n (xlx2x3)



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMI: A3\

10, f(xl....',xm) = -

11. -

f(xl,...,xm) =e

8. Hatérozzuk meg az aldbbi flggvények szintvonalait! Vizsgéljuk meg,
hogy a szintvona! pontjaib6l 4116 R“-beli halmaz zért vagy nyflt!

@ fx,y) = x-y

2, 2
@ fo,yy = 7

2 .2
@ f(xl,xz) =X + X, -2xl_

-2

4. f(xl,xz) = 4:\:l + 8x2
9. Hatérozzuk meg az aldbbi fuggvények szintfeluleteit!

2
1. f(x,vy,2) = x2‘+ y2 - %—
2, ffx,y,2) = x + y2 + z2
- 2 2 2
3. f(xl,xz,xs) = In (x1 + Xy + 2x3)

2.2 Hatdrérték

10, Létezik-e hatdrértéke az
Py
xtiy?

fx,y) =

fuggvénynek a (0, ) pontban az A = {(x. y): y=xl és a
' 2
B = {(x,y): y= le R -beli haimazokra vonatkozdan?

L1, Hatdrozzuk meg az aldbbi hatdrértékeket, ha léteznek!

1. lim x -2y
(x,y)~0,0 3x +y



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZ AMITASA

2 2
2.5 lim Xy+x +y
&y >0 7Y

2
m
& y)=>(0,0) x +y

4, lim -—’2‘—"2— lim lim Y- {im lim —"ZLZ

&, y)>(0,0) x +y x50 y=>0 x"+y" y>0 x>0 x+y
5. lim %

&, y)=>(1,-2) Y

2 2 22

lim 5 g lim lm Y

(x, 93>(0,0) x y+(x-y) y»0 x>0 x"y +(x-V)

2 2
Xy

lim lim 2 3
x>0 y>0 x'y +&-y) .

4
@ 1im -._zx_Lzﬂ
x, v)-=#¢(0, 0) ¥ +y
2
' lim _i‘_Y_z_
x, y)=(0, 0} x4r + vy

2 2
9. lim %_ZT
x,)=>(0,0) x +v¥y

1

10. lim =
®9)>0,0 N+ y2

sin_(xy)

11. lim "
(x, y)-=>(0, 0)



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

12. lim (x+y) sin % sin -1-, lim lim {x+y) sin % sin}-,
(x, y)->{0, 0) V' x>0 y»0 Y

lim lim {x+y) sin i sin 1 .
y=>0 x»0 y
lim sin (xy)

x, y=(0, 2) X

14, lim _sin &xy)
x, y)->(0, 0) x2 + y2

lim (y-sin§+x. sini)
@, y) (0, 0) 4

i6. lim (x2 + yz) sin <.
, y)->(0, 0) 4

2
! iim sin {x - 1Iny)
@ &, y)—>(0, 0)

lim x+y-1

x,7)>(0,1-0) Nx - J1-y

I 2 2 :
19. lim X +y -4y +5 -1

K, yy>(0,2) x> 4y - 4y + 4

. X
20. 53
lim e y
x, v)=>(0, 0)
21. lim 1
7 2
x>+o x +y +1
Yot o

10
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VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

@)

123.

1

hm g 2
l+x -y x>+t yVy>+t0l+x -y

X=>+ @
y—>t o

1im lim

yo>+m x>t | + x

lim
x>+
y>+

2.3 Folytonossdg

(x2 + vz) e

lim

1
-y

lim

- xt+y)

12. Hol folytonosak az aldbbi fliggvények?

1.

2xy
x2+ 2
fx,y) = y
0
_x?_:ﬂz_
fix,y) = xi+16y2
1
3 3
X -y
f(x.v) = { Xy
1

Xy
sinx- sin
f(x,y) = y
1

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

ha

y 2x
¥y<Xx

&y + 0,0

(X-v V) = (G: 0)

x,y) ¥ (0,0
x,y) = (0,0)
Xy % 0
xy =0

(,y) + (0,0

(x,y) = (0,0)

1

11



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

f(x,y)- X- sm— é v#0 '
ha y =10
2 2
@ (2x + 3y)- 1n &~ +v°) ha (x,y) & (0,0)
fx.y) = 0 o ha (oy)= (0,0
S ha G.y) # (0,0
8. Xty :
f(x-Y) =
0 ha (x,v) = (0,0)

£, y) = ";

3
X +Yy

R
10, f(x,y) = sin xy

1
@ f(X, ¥y Z) - sinx - SiHY‘ sinz

Xyz

12, f(x,y,2) = 3 5 5
X +y t+z

' 13. Folytonos-e az

3 2
f(x,y) = IX_XF_I ha xy # 0
] 1 " ha xy=0

fliggvény a ((, O pontban & A = {(x,y): y=2x | és a
2
= { x,y): vy = -x} R™-beli halmazokra vonatkoz6an?

@ Korlétos-e az

figgvény az értelmezési tartoményan?

12
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VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENC IALSZAMI/TASA-

15. Vizsgiljuk meg, hogy az aldbbi fiiggvények egyenletesen “olytono-
sak-e az AcC Df ponthalmazon.

3 3

® b @y £ 0,0
ey = | © 7Y

0 ha  (x,y) = (0,0)

&
—h
®
=
il
w
=

|
lv—-
=
il

2 2
7T {(x,y): O<x™ +y < 1] .
X +y

@ f(x,y) = \lx2 +y2_ {(x,y):x2+ yzéI].

f(x,y) = \lxz_:t_;z— A .[(x,y) : LE x2 + yz }.

b
i

3. A tobbvaltozos fiiggvények differencialhatésiga

3.1 Parcialis derivaltak

16. Hatdrozzuk meg az alébbi fuggvények parciélis derivaldlggvényei-
nek értelmezési tartomdnydt ¢+ a parcidlis deriviltfiiggvényeket!

i. fix,y) = \[x3+y3

i v =

2. J~ 5 ha (x,y) # (0
fe,y) <x° 7
lL 0 ha (x,y) = (0,0)
3. l‘&, _AEY)‘ ha (x,y) # (0,0}
feyy = ) |
! 0 ha (x,y) = (0,0)

~

4, for,y) = x4 + y4 - 4x2 yz-

13
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VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENC IALSZAMITASA
5. f(x,y) = x - y+§—

f(xy)=--—i——
\]x +y

7. fx,y) = x- sin (x + y)
8. fix,y) = xy

9. f(x,y) = arctg %

1

10, f0,v,2) =
;Ix + ¥ + =z

X \Z

11. f(x,v,z) —( ; )
VA

12, fx,y,z) = x?

3.2 Totilis differencidlhatosig

17. Mely pontokban differencidlhaté az f fiiggvény?
2V ha G,y £ 0,0

fry) = | K0+ y
0 ha {x,y) = (0,0
@ fx,y) = \1;2 + v
3.8
(3] =L ha &) £ (00
£(x,y) Ty
] ha (x,y) = (0,0
f(x: Y) = X+ y

0 ha (x,y) = (0, 0)

x y arctg—

t 4 g x +y)cosz—12— ha (x,¥y) # (0, 0)
|

ha x * ()

ha x = (i
1N



VALOS TOBBVAL TOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZ AMITASA

[ ch =2f—ee  ha (x,y)7 (0,0)
fx, 9) = \ ey
1 1 ha x,y) = (0,0)
@ ! ha (x,y) # (0, 0)
2 2 * ’
e X + y
fx,y) =
0 ha (x,y) = (0, 0)

3.3 Osszetett fiiggvények differencidlhatosédga

Legyen rix,y) =.||xy|, X=t. y=t+ tz. Differencidlhat6-e

az f{x(t), y(t)) fuggvény a t = 0O pontban?

Legyen fix,v,z) =xy2\]z x = cos Lt y = 2sin gt,

z
Differenciilhaté-e az f(x(t), v{t), z{t)) fuggvény a t=0 és

a t=1 pontokban?
20, Hatarozzuk meg az aldbbi derivéltakat!

L. fix,y) = In{xy), x=tg.t, y = Nt . 4 ?

< ode T
2, f(x,y) = lli - Zy2 xz, Xx=I{i+¢), y = ch2t.-§—i
he

3. f(x,y) = sh \x2+y2, X TS

21. Hatdrozsuk meg az aldbbi parcidlis derivaltakat,
L. f(x,y) = 3xy, x = gin (u+v), y= cos (at+v). fu =

2
=1,

=7

2t3—1, y= et 4 7

7t =7

2, fx,y,2) = xyz, x = ln {u+v), y = u2+3v, z=2uv. f =17

= 7 -
£o= )
3. f(x,y) = arcsin(xy), Xx=w-e ', y=2u-3wv, f =7 f =2
£ =2 u v
w

3.4 Magasabbrendii parcidlis derivéltak

. 4 3
\\2) Legyen X-Zﬂ— ha (x,y) # (0,0)
+
fypy= | 7Y
{ 0 ha (x,y) = (0,0)

Igazoljuk, hogy fxy {0,0) # fyx(o' o)!

1S



vALOS TOBBVALTOZGS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
S5 b}
123, Legyen X - X
= R —4 ha @y1©0
X +9

f(?(’ y) =
l 0 ha (x,y) = (0,0

Igazoljuk, ho, f 0,00+ f (0,00
gazoljuk, hogy [ (0.0)%f (0.0)

24. Hatérozzuk meg azt a ponthalmazt, amelynek minden pontjdban
igaz az adott f fliggvényre vonatkozd egyenléséy’
2

x +y2 22
@ fix,y) = e bty = ey

, 2
2. f(x,y) = %—E‘zﬂ t

X +v Xy yx

1
3. fx,y)=arthl, f -f =
¥ - v Iy (x-y)2

1

4, X, y)=+——=, x-f[ +y-f =
[x2+y2 X y

|
'
-

2 2
_ @ fx,y) = ln\|x Vo L T hyy = O
2]
6. fx,y) =x"inxy, f _-f =0

Xy yx

7. f() differencidlhat6 fliggvény és u=x2+ y2,
V- fx- X fY= [ I

3.5 Irdnyirenti derivélt

25. Hataivzzuk meg -2 alaouvi fliggvények irdnymenti deriviltjit a
megadott pontban ¢s irdnyban!

fx,y) = x2 -+ 3y2-, PO(-Z.I), v az-i vektorral 300--;15 szd-
get zir he az XY gikban.
2. £x,y) = Xy + sh (x + y), P,(0,0), v=i + 2j.

3. f(x,y) = xtarctg _xi, P0 2,1), v = 4i + 3§,

16



vALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

2 2 )
4. fx,y)=Iln\x +vy, PO(Z, -1}, v az i vektorral 1200-05

szoget zdr be az XY sikban.

fx,y) = \ x5+ y3, Py(1,0), v=3i+ 4],

X+
f,y) = 5 P

hoz tartozd irdny.

O(l, -1}, v a maximélis irdnymenti derivélt-

®E

2 2
7. £, ¥) = x -xy+y, PO(I, 1}, v a maximdlis irdnymenti

derivilthoz tartozé irdny.

2+ 2
f(x.y)=eJX Y, op,0,0, vei.

:DE

2

2,2 1 o
fx,y,2) = x"+y"-2", P(5,0,0), v=i-].

x2-y2
10, f(x,y,2) = e "z, P(L,0,1), v=3i+2j-5k.

Hatdrozzuk meg azon pontok gsszességét, amelyekben minden
irdnyban az

f(x,v,2z) = In \] x2+ yz+:z'.2

fliggvény irdnymenti derivéltjinak abszolut értéke kisebb vagy

egyenl§, mint %—
@ Hatdrozzuk meg azon pontok gsszességét, amelyekben minden
irdnyban az

fix,vy,2z) = 3\[ x2 +yz+z2

figgvény irdnymenti derivaltjinak abszolut értéke kisebb, mint %-



4. A tobbvaltozos differencialszamitas alkalmazasa

4.1 Differencidlok, Taylor-polinom

28. Vizsgiljuk meg, hogy az aldbbi kifejezések egy whbbvéltozés fiigg-
vény teljes differenciéljai-e?

{6xy - 2y2) dx + (3x2 - 4xy) dy

@ (1+x2) ydy + (yz- 3) xdx

@ ysin2x . dx + sinzx- dy
y y

29, Hatirozzuk meg az aldbbi kifejezésekben o értékét ugy, hogy teljes
differencidlokat kapjunk!

2
l. xydx + &« x dy
2. e-x sydx + O - e-xdy

3. 1 dx + « dy

1+(x-y)2 1+ (x-y)2

30. Hatirozzuk meg az alébbi magasabbrendii differencialokat!

[1.] tx,y) = \x +y . df, 4%,

2, fix,y)=1n \x +y2, d2f.

3. fx,y) = xinxy), d°f, d°f.
4, f(x,v,2) = xyz, d2f.

31. Irjuk fel az f fliggvény P (x_,V
o¥ o
Taylor- pohnOm]atf

(L] txy = w2 xy y -6x -3y S, P(l, -2), T, 9)
(2] tx.y) =N1-x2-y%  P(0,0), Ty(x,y).

D) ponthoz tartozd Tn(x,y)

3. flx,y) = % Py, 1), Tyx,y)

18



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
4,2 Hibaszidmitis

32. Hibaszdmitési fetadatok.

Egy bikonvex lencse fokusztdvolsdgst az fl= (n-l)'(% + i—)
1 72
képlettel szamoljuk. Legyen r1=8 cm+ 0,02 cm,
ry = 10 cm + 0,02 cm, n =1,54+0,03.
Mekkora legfeljebb a kiszdmitott fékusztdvolsdg hibija?

@ Egy egvendramu kdrben U= 110 V feszlltség hatdsira
I= 15 A erfsségll 4ram folyik. A feszlltségmér§ leolvasésés-
nél + 2—3 V, az ampermérénél pedig + 1—10 A az elkovethet§
hiba. Mekkora az Ohm torvény ala ‘jdn szdmitott etlendllds

abszoldt és relativ hibakorlitja?

@ Megmértikk egy hiromszog két otdajat és az altaluk bezirt
szoget. Mérési eredményeink 27 m, 34 m, és 730, A méré-
si hibdk +0,04 m-nek, ilietve +0, 07°-nak vehet6k. Mekkora
a harmadik oldal szdmiwott értékének maximélis hibdja?

@ Az ingadra jdrdsit szabdlyozo6 ingdt fizikai ingdnak kell fel-
fognunk, melynek lengésideje:

lK
T=2T
Mgs

Tegyiik fetl, hogy K 2%gy-kel, M 3%qo-kel kisebb a kelleténél.
Milyen pontatiansdgot okoz ez az inga jardsdban?

5. Egy elektromos rezgbkor rezondns korfrekvencidjit az
w= \[LT'(T osszefiiggéssel szdmitjuk. Mekkora a rezgdksr
szémfitott frekvencidjdnak szdzalékos hibakorldtja, ha

AL |- AC
el 4 FALTE P 9
‘ T ‘__.0,03 és | C |= 0, 027

4.3 Erintsik

33. Irjuk fel az aldbbi feltitetek érintésikjdnak az egyenletét a meg-
adott helyhez tartozé pontban!

1] z=x2+2y2, x0=2, Yo = L.

19
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2 2

2.32;—-+ tz0= 1, xy=1, y= L

3. z=xy - 3x+2y, x,= 2, y0=1.

= i 1 = -
4, z= arcsin x’ x0 2, yG 1.

34. Hatarozzuk meg az x2+3y2+ 222 = 9 felilletnek a 2x+3y+2z=0
sikkal pirhuzamos érint8sikjait!

35. Hatdrozzuk meg az xyz =1 felliletnek az x+y+z = 3 sikkal
parhuzamos érint8sikjét!

36. Hatdrozzuk meg az f{x,y,z) = In 3 \]x2+ y2 + z2 fuggvény
PO(e, 0, 0) ponton 4tmen6 szintfeliletének P, pontbeli érint8sikjat!

37. Hatdrozzuk meg 2z f(x,y,z) = \[x + 2y~ + 3z° fliggvény

PO(Z, 0,1) ponton 4tmené szintfeltiletének az x+2y+3z = 0 sikkal
parhuzamos érintfsikjait!

Hatdrozzuk meg az }(2—i-372+z2 = 9 felillet P _(1,2,2) pontbeli
érintSsikjdnak a koordindta-rendszer tengelyeivel bezdrt szogeit!

38

Hatdrozzuk meg a z= X y2—2x fellilet azon pontjait, amelyek
ben az érintésik normélisa a koordindta-rendszer tengelyeivel
azonos szbget zdr be!

Igazoljuk, hogy az xyz = a3 (a>0) feliilet érintfsikjai a koor-
dinatasikokkal 4lland6 térfogatu tetraédereket alkotnak!

Igazoljuk, hogy @ {X+ (¥ + Yz =\ a felilet érintdsikjai a

koordinitatengelyekbdl 4lland6é tsszeglf darabokat vdgnak le!
Igazoljuk, hogy & z =x. cos )1{ felitet érintésikjai a P (0,0, 0)

ponton haladnak keresztiil!

4.4 Szélsbéreék
43. Hatérozzuk meg az f fuggvény lokdlis széls&értékeit.
fx,y) = x3 + y3 - 3xy
32
2. fx,y) = xy (4-xy)

3. fxy) = x0 - 4x + 292 - 2y

20
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3x2 + 2

4. F(x,y) = e y
2 2

5. f(x,y) = e—x 3y + 3xy

22

6. fOx,y)=(x - 2y)- e ¥

7. f{x,y)=ch (x2+ y2)
8. fx,y)=4- \x + vy
fx,y}y = (1+ ey) cos X - y-ey
10, f@,y) =(y - xz)- v - 3x2)
44. Hatdrozzuk n;eg az f fluggvény szélgBértékeit az adott halmazon.

1. flx,y) = x3 + y3 - 9xy + 27,
T= {&y): 0x<d, o_é_yé4}
2 2
2. f@,y)=2x" - 3xy+ 2y - 5x+ 2y - 1,
T = {(x.y): 0£x£2, Oéyé_l]
@ f(x,y)=x3+y3+x+y,
T ={(x,y): N&xZl, 0&y<£l - x]
4, f(x,y) = ch (x2 + yz)
T = {(x,y) 1 0£Lxgl, 05y£1 - x}
2y
5. fx,y) = (x2 + yz)' e &o+y )-,
T = {(x,y): x4+ yzé 1]
f(x,y) = sin x + sin y - sin (x+ V),
T = {(x,y): 0£x&2T , D&y € 2T -x]
@ f&,y) = (l-xz-yz)- x2.
T= { oy +ye & 1}
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8. fx,y)= (& -y + 1)2.

T= ¢ &Xy): -l&€x£0, 0Zy<Lx + | ‘;
]

9, flx,y)= 4 - \ix2+ y2,
T = { &, yr 0£x£1, 0£ysSt  x -
X

X +y

T= {(x,y):x2+y2é1]

111, fx,y) = (x2 + yz) sir1—2—l—-—2 ,
X +y
T ={(x,y) : x2+ yzé 1 ]

1(12) texy) = 2 xy + v

T = { (x,y):[xl+|y1él]

@ f(x,v,2) = xyz,

T={(x,y,z).x+y+/:3 x=4 y=20 220}

45. Hatarozzuk meg az f fiiggvény szélsSeértekeit a megadott fel-
tételek melltett!

f(x,y)=x2+xy+k, x + 2y = 3.

2
2. f(x,y)=x3+3xy+4y, 2x +y = |
3. fRy)=x"+y, m=23 .. x v-2 c¢>0
4llandé.

1 1 1
fx,y) = x+ vy, —2+—E=—a-2—.

b
il -
ot

5. X, y)==xy, x +¥

! f(x,y,2z) = Xy + Xz + yz,

X+y+z=1, x+ 2y -z=2

7. f(x,y,2z) = xyz, x2 + yz + 22 =3,
Adott korbe irhaté hdromszogek keriflete mikor a legnagyobb?
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@)
S

49,

® ® B @

Adott ksrbe irhaté hidromszsgek teriilete mikor a legnagyobb?

‘Adott torbe irhaté hdromszisgek kozil hatirozzuk meg azt,

amely oldalainak a négyzetdsszege a legnagyobb,

Egy adott ponton 4thaladé sikok koziil melyik van legmesszebb
az origdtdl?

A z=2x%y y2 elliptikus paraboloidnak a z =5 sik 4ltal
kimetszett szeletébe irjuk be a legnagyobb térfogaty, koordindta-
tengelyekkel parhuzamos 61, derékszisgli hasébot,

Hatdrozzuk meg a z = 4x* + 9y2 elliptikus paraboloid azon
pontjait, amelyeknek a PO(O, 0,2) ponttél vett tdvolsdga loké-
lis szélsGértéket mutat!

A PI(O, 0. P2(1,0), PS(O’ 1) csdcspontokkal adott hdromszsg-

lap mely pontjaiban legnagyobb, illetve legkisebb a csdcsoktsl
mért dvolsdgok négyzetssszege?

Az R tér n kiutonbszd pontjiban legyen egy-egy tomegpont.
Hatdrozzuk meg a tér azon pontjét, amelyre a tSmegpont-rend-
szer mésodrend{ nvomatéka minimdlis!

4.5 Implicit figgvények

54

5]

Legyen F(u,v) differenciilhaté figgvény, a és b 4llands.
Igazoljuk, hogy az F(x- az, y-bz) = 0 egyenletet kielégits
z{x, y) figgvényre fennill az a. Zx +b- zy = 1 0©sszefiggési

2XY e kA0 a0,

*oy 10
lgazoljuk, hogy az F(x,y) = 0 egyenlet az Xy =3
kgrnyezetében differencidthaté y(x) fliggvényt hatdroz meg!

Adjuk meg \-'(xq) értékét!

Legyen F(x,y) =y

XZ

Legyen F(x,y,z) = arctg ? + e -z -+, é F(,1,1) = 0.

oA

lgazoljuk, hogy az F(x,y,z} = 0 az (x, y) = (0,1) pont kdrnyezeté-
ben dilferencidlhaté z(x, y) fiiggvényt hatiroz meg! Adjuk meg
zx(O, 1), z_v(U, 1) értékét!

Legyen F{x,y,z) = 5 - in %, és Fle, 1,e) = 0. Igazoljuk,

hogy az F{x,y,2z) = 0 az (x,¥) = (e, 1) pont kérnyezetében
differencidlhaté =z (x,y) figgvényt hatiroz meg! Adjuk meg
zx(e, 1) és zy(e, 1)  értékét!
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Hatarozzuk meg az f(x,y) fuggvény parcidlis derivéltiait az

X+ z
v+ z

p z x b
és z.e =xXx-¢e +y-el

(L,0) pontban, ha f =

! Hatarozzuk meg az

24

X-u-yev=20

yeu - x-v=1

egyenletek 4ltal definidlt ufx,y) és vix,y) (flggvények par-
cidlis derivéltjait!

Mely pontokban hatdrozza meg a z(x, y) fuggvényt az
x=u+v, y¥ u2+v2, z=u3+v3 (u, vER)

egyenletrendszer? Hatdrozzuk meg z -t és zy-t!



II. JORDAN MERTEK

1. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi halmazoknak létezik-e kulsd
mértéke, belsé mértéke, illetve mértéke! Amelyik létezik, azt
hatdrozzuk meg!

@)
©

®® @FH B ~HEO

[av]

e e
|

15.

Az A = {l/n v n € N] halmaz R-ben.
A B-= [l~l/n: n€N } u {—1 +=:in€ N] halmaz R -ben.

Az egy torléddsi pontu korldtos C {a : n€ Nl valés
n

szdémhalmaz R-ben.

A természetes szdmok N halmaza R-ben.

[ =N

A [0,1] intervallum racionilis pontjainak Q1 hatmaza R-ben.

A [0,1] intervallum irracionilis pontjainak 11 halmaza
R -ben.

A véges sok torlédasi pontu korlitos D = [ b :ne N ] va-
16s szdmhaimaz R-ben.

Az A = {(L, —l) tn € N] halmaz Rz-ben.
1 n’ 2n

Az egy torl6dési pontu, korldtos A, = { (a, b):n€ N}
2 2 n n
halmaz R<“-ben.

A B-= {(x,l/m) : x€ [0,1], mE€ N} halmaz Rz-ben.

A C= [(x, V:xyE [0,1]an halmaz RZ-ben.

A D= [(x,y) 1 x,y€[0,1), x,y irraciondlis }halmaz
Rz—ben.

Az B = {"(n, 0): n€ N] halmaz R>-ben.

Az F = { t,y) « x€ [0,1], x # 1/n, yELO,l]] halmaz
Rz-ben.

A G = [(x,y) :x€ (0,11 nQ, vE [0.1]] hatmaz
Rz-bEn.
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A H-= {(%, FHL): n, me Nl halmaz Rz-ben.
@ Az 1= {(xi, yi) :i€ N } véges sok torlédédsi pontu korlitos
halmaz R™-ben.
2 2
A ]= {(x, x“y: x€ [9,1] } halmaz R“-ben.
19. AK-= {(x, o} x€ [0,1] n Q} halmaz R>-ben.
3

20, Az L = {(x,y, z) x2+y2+z2 = 4} halmaz R"-ban.

2. lgazak-e az aldbbi 4llitdsok? Bizonyitsuk be azt amelyik igaz és
adjunk ellenpéldat arra, amelyik hamis]

n
1. Ha Ai (i=1,...,0) mérhetd halmazok, akkor U Ai.
i=1
és LR Ai is mérheté halmaz,
i=1
Ha A (i=1,2,...) mérhet§ halmazok, akkor k) A,
-1

is mérhetd. ‘
(3) Ha A (=1,2,...) mérhet§ halmazok, akkor T A
is mérhetd.
4. Ha t(A) =0 (i=1,2...n), akkor U A és N A, s
i=1 i=
mérhets és t( | A)=t(pn A)= 0.
e i . i
i=1 i=1
D
@ Ha tA)= 0 @=1,2,...), akkor U A, is mérhet§ és
o i=1
t(y A)=0.
. 1
i=1

[a 0]
Ha t(A)= 0 (i=1,2,...), akkor N A, is mérhets és
00 i=1 .
t(u A)=0
. 1
i=1

3. Additiv fuggvény-e a kils6 merték?

4. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B mérheté és AcB, akkor
t@ - A)= t(B) - t(A)

5. Legyen f(x,y) folytonos a mérhet§ és zdrt Ac D, halmazon,
Hatdrozzuk meg az {(x, v,z): z = f{x,y), (x,5) EA ] halmaz

R3~beli mértékét!
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6. Mutassuk meg, hogy R™ -beli hipersik minden korlitos része
nullmértékii R -ben! (Rm-ben hipersiknak nevezzik az
m
A ={(x1,---, Xm): 12—1 c1 xi =c ¢ c €R, i=1,.0., mj &n

van olyan j, amelyre cj 0 } halmazokat. )



I11. VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK
INTEGRALSZAMITASA

1. Integralfogalom, integralhatésag

Szdmitsuk ki az S S (x+y) dx dy

(7]

(152
h

28

VE=8 -3 |

0= y<£1
integrdl értékét, mint kozelité osszegek sorozatdnak hatdrértékét,
a kovetkezd moédon: az integrdcids tartomdnyt négyzetekre osszuk
fel és reprezentins pontoknak a jobb fels§ sarokba es§ pontokat
vélasszuk.

Osszuk fel az 1<€x 2; 1£y£3 tartomdnyt az x = 1 + i/n;
y=1+2j/n (,j=1,2,... n-1) egyenesekkel téglalapokra,
Szémitsuk ki az

SS (x2 + yz) dx dy
T
integralnak ehhez a felosztdshoz tartozd alsé és felsd osszegét,
valamint az integrdl értékét!
Integrélhaté-e 2z f(x,y) = sgn (x2 - y?' + 2) fluggvény az
2, 2.,

X +y & tartomanyon? Ha igen, szdmitsuk ki az értékét:

"Vizsgdljuk meg, léteznek-e az aldbbi fiiggvény kétszeres integ

riljai és kettdsintegrilja az értelmezési tartoményon:
1 ha 0£y#£1/2 és x racionilis
£ & y) = 0 ha 1/24y£1 és x raciondlis
! 1 0 ha 0%y« 1/2 és x irraciondlis
1 ha 1/242y%41 és x irraciondlis!

Legyen T = {(x,y): iXxl<4, Iyl 4}
£(x,y) = x+y, ha (x1£4, Iyl 4 és {y] nem egész szdm
a4 -1, ha 1{xX1£4, (yl4 4 és |yl egész szam.

Létezik-e | {(x,y) dxdy?
T
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1 1 1
6. Legyen 2+n, ha X =, vagy y= -, ne N

£, y) = 2 kiilsnben

a) integralhaté-e f a 0£x£1, 0£y<£1 négyzeten?
b) integrilhaté-e f az A= {(x, y): Oex£l, x# ;11—, } 0<y2 1,
y # % halmazon?
{7 Legyen f(X,y) = F;y (x,¥). Fejezzuk ki az
i | fex,y) dxdy

astx<h
ctéy<d

integralt az F(x,y) fiiggvény segitségévell

2. Kettdsintegral kiszamitasa, transzformaciok alkalmazisa
az integralds sorrendjének felcserélése

8. Szdmitsuk ki az aldbbi kett&sintegrilokat!

{i Gc+y) dxdy, T az AQ,0), B(0,0) és C(0, 1)
T csucspontu hidromszig.

by 1 &Y dxdy, T = ((x,y) : 0£x £8 -2y, O£y£2
T

c) “ » y dxdy, T-= (x,y):\]_géx:’: v, éy.4.4)
T

d) “ sin (x+y) dxdy, T = i(x,y): 0% x< g—, Ozy41 l
T

(] ¥§ &+y) dxay, T=1&y: x> + y_2 £ 1]

{(x,y) : (x—?)2 + y2 < 4 ]

@ “ o dxdy, T
T
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2
“ xy dxdy, T az (x-l)2 +y =1 és
T ()(-2)2 + y2 = 4 korok 4ltal
hatdrolt sikrész,
@ “ y sinx dxdy, T a 2x=y, x=4, y=0 és y=2 egye-
T nesek 4ltal hatirott sikrész.
, 2 2 . s s
i} “ (y -2x) dxdy, T az v =x+3 és x=0 gorbék altal
hatdrolt tartomany,
T
i) [ (3x-y2) dxdy, T az A(0, (), B(3,0), C(2,1) és D(1,1)
T csucspontu trapéz,

9. Szdmitsuk ki az aldbbi tartoményok terlletét!

[a)] T
T

c) T

y=%x/3 és y= ﬁ gorbék Altal hatdrolt tartomdny,

{(X;Y) T X4ye2xy 0£ x£ l} n {(x,y): x2+y2£ 1}_

{9 : x1 + gt 1} n {(x,y). . x-2)2 & yP£ i}-

10, Hatdrozzuk meg az S x2 . 32’ dxdy

2y
1_4_x2+y25. 4
x20

integral értékét!

11. Milyen T tartomdnyok esetén kapunk a poldrkoordindtds helyet-
tesités utdn, #lland6 integrdciés hatdrokat?

Hatdrozzuk meg a kovetkez§ kettls integritok értékét!

12, H y2 dxdy, T =x = a {t-sint)
T y = a (l-cost)

egyenletd ciklois elsd ivével és az
! \ly- ledxdy

X tengellyel hatdrolt tartomény.
(x| £
<

1
Oy £ 2

(04t 42T)

13.

14. V| |cosx+y) dxdy

0£ x&T
Géy.‘é_'ﬂ:

30
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I

2
- x2 -y | dxdy
x2+y25 1
Bizonyitsuk be, hogy
5 E x" yn dxdy = 0,

2,2

X +yga
ha az m é&s n természetes szadmok koziil legaldbb az
egyik pératlan!

Milyen ardnyban osztja ketté az y2 = 2x parabola az x2 + y2=
8 kor tertiletét?

Szdmitsuk ki az aldbbi 4-4 gtrbével hatdrolt tartoményok
teriiletét!

yz 2 x/2, y = x/2, y = x/3

&) x

@ xy =1, xy = 4, y=x2, y=x2/2

d) x2 = ay, x

e) y2=2x, y2=4x, x2=y, x2=2'y

i
e
-

1

!
f—
"

-
I}
‘:h
3

1]
e

y = 2x x 0,>y>0

2 2
cy , x3 = dy (0<a<bh, O<c<d)

!
=3
=
L]
I

2
Hatdrozzuk meg az ” x +y2) dxdy integrél értékét, ha

2 2
T=x -y =1,
2
X - yz =9,
y = 1/2x%,
y = 2/x gorbék 4ltal hatarolt elsf siknegyedbetli

tartomany,

Legyen T origokozéppontu, egységnyi és R sugaru korok-
kel hatdrolt korgyiiri. Hatdrozzuk meg R értékét ugy, hogy

[ axdy _, teljestiljon!
2 2
T x"+v¥
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21. Cseréljuk fel az integrilds sorrendjét az aldbbi feladatokban!

\! -XZ 1

0 1 1-x
§ | £(x,y) dydx + | i f(x,y) dydx
-1 0 00
JZ x% 2 2 2 4-x
b} X X f{x, y) dydx + X \ f(x,y) dydx + \ X fx, V) dydx
0 0 ¥2 0 0 0
2 x> 4 2
c) [ | fxy)dyax + | | fx,y) dydx.
0 NZ 0

22. Szédmitsuk ki a kgvetkezd integrdlok értékét!

1 1 2
Eﬂ \ Xz ye % dxdy
0y

1 2
b) X X y cos x dxdy
0

1
d) { S \H—x dxdy

0y
23. Hatdrozzuk meg a kovetkezd kettds integral értékér!

S X dx dy
x|+ 1ylzl

Szdmitsuk ki az aldbbi kettés integril értékét!

S\xz v dxdy, T ={(x,y): - 3£x43, 0£y<2 1--5-2!
T
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3. Az integralszamitas kozépérték tételének alkalmazasa
kettds integralok becslésére

25. Adjunk als6, illetve felsd becslést az aldbbi integrilokral

e

[_(x2+ y2 - 1)2 - 6x2] dxdy, T-= {(x,y) s x2 yzé 4}

@-\x2+ y%) dxdy, T={(x, yrxiryle1, 0fxe 1}

© ©® &
Hez QR

(xye_x-*-y dxdy, T= [ *x,y)0&x£1, -12y40 ]

Szdmitsuk ki az f(x,y) = sinzx' sinzy fuggvény

T = {(x,y): Ocxzm, 0% yfn‘] tartomanyra vonatkozdé in-
tegral kozépértékét!
Mutassuk meg, hogy teljesiilnek az aldbbi egyenlftlenségek!

In 4 }‘:2+y2 dxdy 2 0,
20 nELy
T ahol T= {(x,y): x=1Ay=1A y=1-x}

Mekkora hibat kovetink el, ha az aldbbi integral valddi értéke
helyett, az integrdlszdmitas kozépérték tételébdl adedo alsé és
fels6 becslések szémtani kizepével szamolunk?

“ xz(l - x2 - yz) dxdy, T ={ x,y): x2+ y2 £ 1}
T
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4, Harmasintegrilok kiszamitisa, transzformaciok alkalmazasa,
az integral sorrendjének cseréje, becslések

34

30. Szdmitsuk ki az aldbbi hdrmasintegréiok érréket

2
z y x dxdydz,

i\
v

1 ey

by V dxdydz,

c}) m (y2+22) dxdydz, V
v

m (x2+y2) dxdydz, V

Vv
|
R
&“ X y2 23 dxdydz, {V
v
' dxdydz
v (l+x+y+z)

i

v

X v z dxdydz, Vv

22 2

@ 1 (x2+—y§+—2) dxdydz

¥V a b ¢

{(x y,zkh x=0, 2

= y=20,
0z ¢« -y

57

l1-x

= { x,v.2z) 0£zsx+y,

Ofyex, 0£x£1 }
2 2 :
az. X + y <4 alapkori egyenes-
hengernek a z=U .és z=8 sikok

kiézé esd része.

az 4dbran l4thaté egyenes kirkup,
amelynek magassidga wm, alap-
korének sugara R.

i

x,¥,2z) : V£ zexy, 0%vys x,}
0=x<1

az x+y+z=1, x=0, y=0
és z=0 sikokkal hatirolt tarto
mény.

az x2+y2+22£— I gomb

x>0, y=20, z=0 része.
2 2 ZZ
= {ey xS+t 20
2 2
a b
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1) “X sz + yz dxdydz, V az XZ + yz - Zz, z =1 feluletek_

Vv kel hatirolt tartomdny.

31. Fejezzikk ki egyetlen hirmasintegrdllal az aldbbi 2-2 hirmas
integral Ssszegét!

a) box L f{x,v,z) dydzdx+ ! lj L-x f (x,¥,2) dydzdx
8 (() f i
0 0 X zZ-X .
2 2
b) § { { f(xy.2) dydzdx + E ’§ 1 51 f(x,y, z) dydzdx
00 0 0 x z-x2

32. Hatdrozzuk meg az f(x,y,z) = x2+ y2+ 22 figgvény integral

2 -
kozépértékét az x2 + y2 +z & X+ y+ z tartomdnyon, ahol
x+y+z 20,

33. Adijunk als6 és felsé becslést az aldbbi integralra!
dxdydz

BN \] (x-a)2+(\= RUN (z_c)z ’

2
x2+y2+z < R ahol a +b2+ c2> R2.

5. A kettls és harmas integral alkalmazdsai
(térfogats=zamitds, mechanikai alkalmazisok -
tomeg, sulypont, nyomatékok sth.)

34. Szamitsuk ki az alébbi feliiletekke! hatdrolt testek térfogatét!

2 = x2 - y2 n* *regfellilet z>0 része,
z =0 sik,
2, .2 - a
x +y =1 alapksrii egyenes kirhenger.
b) z = x2 + y2 paraboloid,
z=20 sik,

(x - 2)2 + y2= 4 alapkorl egyenes korhenger.

35



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

2
cy z=2 -2 Nx +y kup,

2
z = 0 sik, (x -1/2y +y = 1/4 alapkori henger.
2
d Zx=y + 422 elliptikus paraboloid.
x =1 sik.
2
e) z = x2 + ¥y kup,
2 2 . .
z=6-x -y forgdsparaboloid.
22
fy x +y’+z2=1 gomb,
y 2
xz +y -x=0 alapkori egyenes kdrhenger. (Viviani
féle test)
2 2 2
X y z NPT
g —w+5H; +r—2%1 {ellipszoid térfogata)
a2 b2 c2

35. Hatdrozzuk meg a {(x,y,z) : 04242 -x -y, :‘{2 + y2 =1

test térfogatdt!

36. Szdmitsuk ki az R sugaru 2T /3 nyildsszogii gombcikk tér-
fogatét!

37. Hatirozzuk meg a =z = sz + Byz; A>0, B>0, elliptikus
paraboloid 4ltal a 0%£x<£a, 0£y<b alapn négyszogre &lli-
tott hasdbb z 20 részébll levigott test térfogatit!.

. 2 .
Hatdrozzuk meg a z = x2 -y felilet z>0 része, a z=0
sik 4ltal hatdrolt homogén test sulypontjdnak koordindtdit!

39, Szdmitsuk ki az yz = x vezérgorbéji, z tengellyel parhuza-
mos alkot6ju hengerb6l az x=1, z=0 és 3x+4y= 20 sikok-
kal lemetszett homogén térrész sulypontjinak koordinitdit!

2
40. Hatdrozzuk meg az x + y2 + 22 = a2,

2 2 2 2
X +y +z =a /4,

z = \l (x2 + yz)/3 feliletekkel hatdrolt

homogén timegeloszldsu test sulypontjdnak koordinitdit!

41, Hatirozzuk meg a z = xz - yz nyeregfelilet z>0, y>0

B 2 2 . . 5
része, az x +y =1 vezérgsrbéjli egyenes ksrhenger és
az y=0, z=0 sikok 4ltal bezirt homogén test sulypontjit!
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[42] Hatdrozzuk meg az r = § egyenleti archimedesi spirélis és a

43,

$ =0, ¢=T/2 egyenletii félegyenesekkel hatdrolt egységnyi
sliriségii lemez sulypontjit és centrélis tehetetlenségi nyoma-
tékat! ' ’

Szdmitsuk ki egy kockénak a testdtldira vonatkozé tehetetlenségi
nyomatékdt homogén slirilség esetén!

Szdmitsuk ki az 4bréin lithaté lemezszerii test centrilis tehe-
tetlenségi nyomatékit, ha sirlisége: ¢ = xy + 1!

Hatdrozzuk mega z =4 -y, z>0

parabolikus henger, az x2 + y2 =1

alapktrii egyenes korhenger és a z = © I

sik 4altal hatdrolt egységnyi siiriiségi 2

test z tengelyre vonatkoz6 tehetetlen-

ségi nyomatékdt! _%_ 7

6. Kettds és harmas improprius integralok

40.

49.

Hatarozzuk meg 2 z=0 sik, az x2 + y2 = 1 alapkori egye-
nes korhenger és a z = In L feliilet 4ltal hatdrolt térrész
térfogatat! X +y

Szamitsuk ki az “ dxdy

: 2
% 23 T={(X.Y)=X5YJ
T (lL+x"+y)

integral értékére!

Milyen kitev6k mellett konvergens a m dedydz >
integral, ha a V tartomény: v \I x°+ y2+ z°)

a) a z20, y=20, x =2 0 térnyolcadb6l kivédgoit
x2 + y2 + 22 < 1 térrész;
b) origé koriili egységsugaru géomb?

Hatdrozzuk meg az E,é e (c+y) dxdy integrdl értékét, ha T

a) az x>0,>y>0 siknegyed;
by az x> J,>y>0 siknegyed!
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o2 2 2
: +
. Szamitsuk ki az ”j e & ] .y +z) dxdydz integral értékét
v
ha az integridci6s tartomdny a hirom dimenziés tér!
2 2
‘ -x“ry) . . oz
51. Hatdrozzuk meg a z = e ; feliilet és az (x,y) sik 4ltal
adott egységnyi stiriségii test z tengelyre vonatkozé tehetetien-
ség1 nyomatékit!

7. Paraméteres integralok

{folytonossdg, hatarérrék képzés. differencialis,
integrdlds, impropriu~ paraméteres integréiok.)

|52.} Tegytik fel, hogy f{x)} folytonos az [a,b] intervallumon.
Bizonyitsuk be, hogy

X
lim % | [fa+n) f0 ] dt = f&) - £(a).
h—=0 =~ Q

1
@ Abrazoljuk az F(y) = % sgn (x-y) dx fliggvényt!

54. Szamitsuk ki a kiovetkezd hatdrértékeket!

1+t 1
ay lim | ——s—gdx
2 2
t-—*0 H 1+x +¢t
1 2
by lim X x2+ t dx
L} i

c) lim ? )‘12 costx dx
t==0 0

lim 1 dx

X.n
—m- 00 3 1+ (1+—-_n)
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T

. 2" -n sinx PR
Oldjuk meg a lim e dx hatdrérték feladatot!
n—e0

Hatdrozzuk meg az ala.oir Fx) fuggvények derivédlt fuggvényét!

cosx 5
Fx) = [ cos (Tt7) dt
sinx
x%
b) F(x) | \[
0
X3
¢y F) =1
x2 \I
x2 } t2
) Fm =0 e a
X
cosx 2
e) Fm = | e Mg
sinx

Legyen f(x) differencisthaté fiiggvény és

X
Fix) = | &+0) f() de.
0
Hatarozzuk meg az F"({x) fliggvényt!
X n-
Legyen Fx)= | £(t) x-t)
0 @
Hatdrozzuk meg az F''(x) Ffiiggvényt!
2
v
d 2 d ¥ .2
[gazoljuk a T }1 sin x dx+dv g sin x dx—§2 cos x dx

u

egyenlétlenséget! (u és v egymdstdl fiiggetlen valtozok)
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40

Legyen f(x) 2 0 folytonos fliggvény. Bizonyitsuk be, hogy

% 2 0 esetén

x
% t £(t) dt
Pix) = " monoton npvekedd fuggvény!
(i} £(t) dt
] =X t
Hatdrozzuk meg az ] e 5 dt improprius paraméteres in-
0 I+¢

tegrdl konvergencia tartomdnyAt!

Felcserélhetf-e az integrdlds és a hatdrértékképzés sorrendje a
+oo

ft et X ax

0

tim
t—=+ 0

kifejezésben?



MEGOLDASOK

I. Valds tobbvaltozoés filggvények differencidlszamitasa

L. Az R™ tér birmely két x és y pontjdhor hozzdirendels
d{x, y) fliggvény tdvolsdg, ha rendelkezik az

1. dx, ) 2 0. ¥ x.yeR™
2, dix,y} = 0<Px = y
3. d(x,y) = dfy,x), ¥ x,y€ R™

4. d@x,y) £ d(x,z) + d(z,¥), V x,y,z€ R
tulajdonsigokkal.

Igen. Az 1., 2., 3. tulajdonsdgok teljesiilése a \[x éx az
| x| definici6jabol kovetkezik. A 4. tulajdonsdg, azaz

\ﬂx-yi < \][x-z[ + \ilz -y| is teljesiil, mert

Ix -ylglx z]+fz-ylglx -zl + |z-y]+ Z\ﬂ—xizf;ﬁz-ﬂ -
= (\Ix 2] w2 - yD*

@ Nem. A 2. tulajdonsdg nem teljeslil. Példdul:
x=2, y=1, x%vy, |x-2y]={2-2i=0.

|j3_i Nem. A 2. tulajdonsdg nem teljesiil, P%lda:

(xl’xz) = (l’ 1)! (ylr yl) = (_]w _1).- (Xlx x2) £ (Yls Yz),

2

) 2 2.
txl -y].|+ [xz_y I—O'

Nem. A 4. tulajdonsdg nem teljesiil. Példa:

3

3
(K x) = Go 2h (v, vy = (%, P @ z) = (L),

2 2 2 1
(xl - Yl) i (X'-Z - y2) = 2! (x[ _Zl) + (X2 - 22) - El

2 2 1,
() -y + G2y - y,) =5, és 2 1.
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-y

5.) Igen. Az 1., 2., 3. tulajdonség teljestilése nyilvnvalo. A
4, wlajdonsdg is teljesiil, mert

max | x, -y} = max| & -z)+ @ -y)lE
1 1 2L 1 i 1 1
l12igm L&iEm
cmax (I, - z] +1z, - yl) £ max lxi-z.l+
14ifm ' 1£i€m = "
+ max |z - y
T1£iZm !
2 @ lim a = (,1 ‘ 1} ert hm =2 =1
e - n H] ? *0ay ¥ m n+k 9
n-=+ co N~} oo

k=1,2,...,m.

@ Az (an) sorozat divergens m=3 esetén, mert

k
i _ﬂ = .é. = &
lim —y +w , ha k=22, m = 2 egetén
n++ o
lim a =1(0,1), m=1esetén lim a_ = 0,
pmto O n->t ®
3. lim a = (1,1,...,1)
n-»+ oo
4. tim - an = (In2, In2,...,In2)
n—+*+ oo

3. Az A halmaz korldtos, mert

1

+
-0 £2+142 V€N,

n

Nem nyflt: Az A halmaznak nincs belsd pontja.

; -, . g : 1 . 1
Nem zart: Tekintsik az x =1+ —-€EA és x'=-1+ €A
n n n n
sorozatokat, lim x = 1 és lim x;l = -1. Az A halmaz
n-*+ o n>+ o

torl6d4si pontjai 1¢ A & -1¢ A. Nem fvszerffen gssze-
fuggfié Az X, =2€ A és X, = % € A nem kothet§ ossze
A-beli pontokbdl 4116 folytonos gorbével.
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@ Korldtos, nem nyilt (pl. az Xy = 2€ A nem belst pont), nem

2
zirt (x =~ €4, ‘lUm x = 0§ A és torl6dési pont),
n-=4 o
nem fvszerflen ssszefiiggs. :
Korlitos, nyilt, nem z4rt, ivszerllen vsszefiiggd.
Korlitos, nem nyflt, nem z4rt, ivszerffen osszefiiggd.

Nem nyilt ((0, ) € A és nem bels6 pont), zAart (minden
hatdrpont € A}, nem korldtos ¥V P > 0, 3 al(xl, 0y E A,

X, >0, melyre d(0, al) = x > P), ivszerflen ssszeflggd.

"
4,

1
Nem nyflt ((0,0)€ A &s nem belsd pont), zirt (minden ha-
tarpont € A), nem korlitos, fvszerllen Ssszefiiggs.

7. Nem nyilt, zrt, nem korlétos, nem {vszerffen Gsszefiiggs.
8. Nem nyilt, nem zdrt, nem korlitos, nem ivszerfllen 6sszefiiggs.
9. Nyilt, nem zdrt, nem korlatos, ivszerilen ssszefiiggé.
Nem nyflt ((1,1) € A és nem bels6 pont), nem zArt
@ = (= %) €A, lim a = (0,0§A és torlédssi pont),
n-=+ 00
kortdtos, nem fvszer(fen tsszefiiggé.
11. Nyflt, nem zért, nem korld.»s, nem fvszerflen ssszefiigg6.

12. Ha POE A, akkor A zirt halmaz. Az A halmaz nem le-

het nyilt.
Nyflt haimaz esetén igaz, zirt halmaz esetén nem.

a) Legyen ECR” nyilt halmaz, és xOE E tetsz6leges pont.
Mivel x, belss pont, 36 > 0, hogy K(xo,a ) € E. Ebbél
kovetkezik, hogy VE> 0-ra K (xﬂ,t-:)ﬂ E # §, tehdt x
torl6ddsi pont. '

b) Van olyan zdrt halmaz, melynek nem minden pontja torlédési

pont. PL.: E = {(l,l)}C Rz. E z4rt halmaz és (1,1} € E nem
torl6dési pont, ’

5.(1.) int E és a nyitt halmaz definfci6jébol kovetkezik.

@ Y xOE G-re, X, 2z E bels§ pontja => xOE int E.

0
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@ a) int E C [E]. Ugyanis, legyen x € int E tetsz6leges pont.
Két eset lehetséges:
vagy x¢ E=>x € E> x€[E], vagy x€E=>x az E
torl6ddsi_pontja => x€[E].
b) [ EJC int E. Ugyanis, legyen xg{ E). Ha x belsé pontja
[E]nak akkor x ¢ E; tehdt x§ int E. Ha x hatarpont-
ja E-nek, akkor x§ int E,

S, Nem.
@ Nem. Pl.: E={1}, int E=¢, [int E]= ¢, [ intE]
6. Jetolje Xy az E’  tetszfleges torléddsi pontjat.

: £ ’ . £
Y E>DO- 13 = E = -
E>0-ra K (xO, 3)n E’ # ¢ 3 X, < K (xo, 3), mely

re xlE E’=>f<(x1, %) neE+ ;2)=>f((x0, EYNE # p=>
%, € E’. Ezzel beldttuk, hogy E’ minden torlédési pontjat
tartalmazza, tehdt E’ zért.

@ a) L[E]CEUE’; ugyanis legyen x0¢ E és XOE [E]=>
¥ £>0-ra l'((x EYNE +P=>x, az E torl6disi pontja

0
=> X, € E’= >X0E‘ EUE’,
b) EU E CLEJ; ugyanis legyen x €EE’ és x ¢ E=VE> -

ra K(x,,€)NE # f=>x, az E hatérponija =>x1€ [E].
Tehdt [E]= EUE’.

Legyen xO az E torléddsi pontja, ¥V € >0-ra I'<(x £)N
NE # ;a—>1<(x € )nlE]+ g, Tehdr x
ddsi pontja.

Legyen X, az| F] torledisi pontja. Fkkor X, € [F].

o Az LE] -nak is torls-

Ha xlE E, akkor x] az I torléddsi pont]d. Ha X € F.
akkor V £>0-ra f((xl ,EYNE #/ﬁ = X, az E torlé6ddsi pontja.
E és E’ torl6ddsi poﬁtjai nem mindig egyeznek meg. Pl.:

E={x:x=%, n€N} R-ben, E’ =0}, €'} =g

7.1. D= {(x, yolxley tylgn , z4art, korldtos, {vszerfien

osszefiigegd.
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Df = { x,9) : x2 + y2 > 1} nyilt, nem korlitos, ivszerifen
tsszefliggh.

D, = {(x,y) DTS x4 YRl AT, K = 0,1,2,... ]
zdrt, nem korldtos, nem {vszerffen osszefiiggd.

Df = {rx, v lvlelxl ) x# 0} nem zért, nem nyilt, nem

korlétos, nem ivszerflen Gsszefiiggs.

. D = {(x,y) rx+yv>1 } nyilt, nem korlitos, ivszerlien

f
osszelligeo.

6. Df = { (Xl’ xz): Xt X, > 0] nyilt, nem korlitos, {vszerf{ien
dsszefiiggd.
2 2 2 2
7. Df = {(xl, xz) x1+x2=4 X, + 39 1, X)X, 0 ]nem

zdrt, nem nyilt, korldtos, nem fvszerfien Gsszefliggt.

2 2 2
. D = { (xl, X, XY x +2 +x. =4 } zirt, nem korlatos, iv-

f g0 3l BT AR
szerilen ©sszefiiggd.

{ (xl, X x3) PRy Xyt Xg > 0} nyilt, nem korlatos, nem

ivszerflen ssszefiiggt.

2 2 2 P
™ .
10. i (Xl’ Xy ...,xm) PX Xyt X £ 1 } nyflt, nem
korldtos, nem fvszerfien dsszefiggd.
2 2 P .
11. Df = {(xl,xz, e .xm). xl+..,+xm FO } nyilt, nem korlétos,

8- (L)

ivszerlen osszefiiggd.

Szintvonalak: x-y=c¢. ¢= Oesetén x = 0 és yER wvagy
x€ER és y=0;, c #0 esetén az .y = c feltételt kielé-
gith pontok “sszessége hiperhola,

A szintvonal pontjaibol alkorsn R2- be11 halmaz zArt.

2 2
Szintvonalak: eX Y = c2l; x2 + y =1Inc. c = 1 esetén
. 2 : -
{(O, 0)} ; ¢>1 esetén {(x, y): x2‘+ y = lnc] , azaz {In¢
sugari, (0,0) kozéppontd ksrvonal, E halmazok zdrtak.,

x? + xg le = ¢ (x1 - 1)2 + xi =¢c+ 1. ¢c = -1 eseté,
2 2
{(1,0)] i ¢ > -1 esetén { (xi,xz): (xl-l) Ty lf e

\]7c-+ 1 .ugard, (1,0) kozéppontl ksrvonal, E halmazos zértak.
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10.

11

4, { x., x.): 4x_+ 8x2 = C }, azaz parabola. E halmaz zdrt,
1 2 1 2 2
1. A szintfelilet c¢= 0 esetén az2 <+ yz - 52— = 0 kap,
c 4 0 esetén az x2 + yz - %= ¢ egy- vagy kétkspenyli
hiperboloid.
2. A szintfelilet x+ yz + z2 = ¢ egyenletll paraboloid.
3. A szintfeliflet le + x§+ ng =e° {c € R) egyenletll ellip-
szoid. .
Igen. Hm fx,y)=0,  lim fx,y) = 3 -
*, y) —(0, 0} &, y) (0, 0)
(x,y) € A 7 t,y)€ B

1. Nem létezik.

@ Nem létezik, mert lim f(x,03) = lim -x—f—i =1, mig

X —w) x>0
v v
lim £(0,y) = lim —2+ 3" = .y,
y*0 y—=0 7
2
lim —~L== 0. A definicict felhasznélva és az

%, V)(0,0 x° +y

X=r-cos P, ¥y =r-sinl helyettesitést elvégezve kapjuk,
hogy VE > 0O-ra

2
\ XZ 7 0= - COSZLPI sintplé r4 €, ha
X+y

ey -,

4. Nem létezik;, ©; 0.

5. -1. )
- lim f(x,y) nem létezik, mert lim £(0,y) = lim 2= 0,
*, ¥)—(0,0) . y—0 V=0
!
mig tim f&,x) = lim x—4 = 1. Az iterdlt hatdrértékek létez-
N —m(] x;"() X
nek, és értékiik 0.
4 4 2 2
3 2
@ fim ————‘(2+ y2 = lim I:(x2 + y2) - ——-)2{ y,) ]: 0,
xy)—(0,0 x +y x, v)~0, 0) X+
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2x2 2 2
mert  lim == dim -2y._’2‘_y_2_=0
(X»Y)—"(O. 0) X +y (X,Y)"‘(O,O) X +Y
(Ldsd 11.3. feladat).
@ Nem létezik, 14sd 10. feladat,
. XZ 2 x2 :
lim - T-LZ = 0, mert az TL?Z- fiiggvény korla-
% y)=0,0 x +y 5 . Xty
2.2
tos, lim y = 0 => lim ——}1’—2 = 0.
y —=0 (x, Y)_.(O’ 0) x+ y

10, + o 11, 012, 0; nem létezik; nem létezik.

@ lim —————Y—S‘“X(" o lim y - —Sl’;y("y) _
x, y)=(0, 2) x, y)—=(0, 2)
im v+  1lim ——5‘“}(;"” = 2:1=2,
(x, y){0, 2 x, y)=(0,2)

14, Nem létezik.

@ lim (y - sin ;1{- + % - sin —1-) = lim y. sin-1-+
(%, 7)-=(0, 0) ¥ yr=0,0 *
+ lim x-sinl=0+0=0.

(x, y)~(0, 0)
16. 0
(17) Nem létezik, mert lim £(0,y) = tim sin 0 = 0O, mig
y—0 y-=0

lim £, —S—)=lim  sin & ° In = lim sin in = =
x=+0 21/% x—>=+0 22/%  yet0 4
= -sin (21n2),

0 tim xX+y -1 \]Y+\]1-y=

®y) ©1-0) \x -1y Vx+V1-y

=tim ({x+ Y1-y) = 0.
(x: Y) ""'(Or l_O)

19. 0,5
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20, Nem létezik. 21, 0

. 1 ,
@ lim — 5 nem létezik, mert lim f(n,n) =
' X=+ Wl +x -y n--+ co.
y-v-+ @K
\ i . . 2
=lim ———5 =0, mig lim fin,n" ) = 1im —:-= 1
n++oo 1t +n -n n-—+ao I+ 0o

Az iterdlt hatirériékek iéteznek, és értékiik J

23.] Egyrészt x>0, y>0 esetén x2+y2< (x+y)2. mds -

- 2
részt lim (x+y)2 e by} lim %= = 0, Ezért a
X0 u=+oo e
y-—-r—GD
2 - 2 -
U< (x2 +y)ee &+ < x+ y)z e x+y) egyenldtten-

Y L kevetkezik.

ségh8l  tim (x2 + yz) . e
X+ oo
y=t @
12. 1. Ha y # x, akkor a fiiggvény folytonos.
2. Ha (x,y) # (0,0) akkor a fiiggvény folytonos,
ES:] Ha (x,y) # (0,0), akkor a fiiggvény folytonos, mert ekkor

2 2 .

X + 16y # 0 és folytonos fiiggvények hiuyadosa mindenhol
folytonos, ahol a nevezd nem nulla, Most vizggaljuk meg a
folvtonos=igot a (0, 0) pontban.

-4y2 !
Li=. f{(0,y) = lim - 5 T és tim X, 0 =
e 16y' =0
XZ
tim —5 = I, ezért lim fx, v} nem létezik==(0, .,
x>0 % (x, y)-=(0, 0)

pontban a fiiggvény nem folytonos.
4. Ha xy %0, akkor a figgviny lfolvtonos,

@ Ha a nevez§, sin x - sin y # 0, azaz x # kT k=0, t1,
£2,...) és y=Lm (L= 0,41, +2,...), akkor a figgvény
biztosan folytonos., A (0, 0) pontban: f(0,0) = I,

X
g 1="a (0.0} ponthan a figgvény

sinx  siny

lim

(x, y)-=(0, 0)
folytonos. A tobhi pontban nem folytonos,
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Hs y# 0, akkor a figgvény folytonos. Az (g,0), a# 0
pontokban nem 1étezik hatdrérték, a fliggvény nem folytonos.

A (0, 0) pontban lim Xsin 1. 0 = £(0,0), tehét a
&, y)—(0, 0)
fuggvény folytonos ebben a pontban,

@ Rz-ben folytonos. A folytonosségot csak a (0, 0) pontban
kell kulon vizsgdini. Y€ > 0-hoz3 0 (g)> 0 (gy, hogy
| 2x + 3y) In (x2 + yz) -0]=12x+3y|+|In (x2+y2)! =
= r|2costp + 3sinp |- |1In r2] & 5ri{ln r2I <€, ha
r= \]x2 + v < & (£). Hyend (£) 1étezik, mert

tim rlor = 0.
r—e0

R 2 -ben folytonos.

Ha x+vy # 0, akkor x3 + y3 # 0, tehdt a fiiggvény foly-
tonos. (Folytonos fuggvények hdnyadosa folytonos, ha a ne-
ver# nem nulla,)

9 >
0
.

Ha xy # 0, akkor a fluggvény folytonos.

@ =
=
.

Ha sin x « siny - sinz # 0, azaz x Ak T (=0, +1,
£2,...), y# 1T (1=0, +1, +2,...) ész £ nT
(n=0, +1, +2,...), akkor a fliggvény folytonos.

12. A (9,0, 0) pontot kivéve & fliggvény folytonos,

13. Az A halmazra vonatkozdan nem, a B halmazra vonatkozéan
folytonos a ftiggvény.

., A fliggvény nem korldtos az értelmezési tartoményén.

= ,
Df ={&y: x2 + y2 <1 }, (i, —1—) a Df torl6dédsi pontja
és lim fl&x,x) = lim -— 5= +oo.
x~4>.—l— ! 1'2X

oo
e 7
. @ Az A halmaz korlatos és zart, f(x,y) folytonos
A - n=>f(x,y) egyenletesen folytonos A-n,

n

|

ii] Nem. Legyen & 0= % Megmatatjuk, hogy ekkor YO>0-hoz

. 2 2
3 (x,y) &y yy) € A ugy, hogy \l(xl-xz) TV, < 0

65 If(x],yl) - f(xz,yz)‘.g..so. Vélasszuk meg k € N érté-
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1

P . 1
két gy, hogy az (x ,y }=( ————, 0) és (x,,y)= (—=,0
. Pl \Il2[:+2kn 2 2) \IkT[
pontok tdvolsdgdra = 1 — <G teljestiljon. Fk-
-2‘+ 2kT \lk'ﬂ:
kor‘sin(§+2k‘ﬂ ) - sinkT|={1-0 =] 1”&,

3. Az f(x,y) fiiggvény folytonos az A korldtos és zdrt halmazon.
Ebb8l kbvetkezik, hogy a fuggvény egyenletesen folytonos A-n.

Igen. ‘\Lg+yf X +Y21—~\l(x 'X) +(Y1 YZ)

“miatt ¥ £ > 0-hoz O (€)=E jo.

—
(=38
—
.
!
1

l6. fx Df = {(X,Y):X+Y>Oj‘fx= '—ﬁ,
y 2- X +y

L2
) A
2 x3+y

2. D, =D = {Gy:lxtAlyl, xyE r}u {00}

X 'y
_3'2_33
%L halx | Aly |
£ o= & -y)
. 0 ha (xx Y) = (Dr U)
3x3+3x2
—5 a5 haixlEy
fy= x y)
0 ha (x,y) = (0,0)
2
3 DF:DT_R
X y
£ = | 22y 6 +Y)°°S("Y)'2XS‘"(XV)ha(xy)#(OO)
(x +v)

- 0 ha (x,y)= (0,0)
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3 x2 (x2 + y2) cos (xzy) -2y - sin (X

= 2.2

¥ (x2 +y)
0 ha (x,y)= (0,0)

2
) ha &, y)# ©,0)

X
5 Df=Df={(x,y):yf-0](
X Y
1 X
f =y+ - [ =x -—
2
x y y y
2
6. Df =Df = {(x,y):x2+y>0J
X y :
2
f=~——y——; f = Xy
X y
2 23 2 23
(W +y) (Nx"+y)
2
7. Df—Df—R
X y

f =sin (x + y) + x- cos (x + y); fy=x'cos x + y)

X
8. D, =D, ={ y:x>0]

X y
f =y-xy—|: i =xy’ In x.
X ¥y
9. Df =Df ={ (x,y):x#O}
X y
S A - __X
=3 =3
X ty Xx +y

0. D Di.:D,.{(x,y,z):x2+y2+zz_>0}
X y z

{ = __x f
X (é 2 23 y |2 2 23
(Nx"+ vy +27) (Nx " +vyv +2z)

51



VALOS TUBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZ AMITASA

-z
z (\lx2 +-Y2 + 22)3

11. D, =D =Df ={(x,y,z): xy*O}

£

f i
X y z
z ,%x2z-1 ZX z-1 z X
f = —=(— , £ = - = , [ = In —.
12. D, =D, =D ={(&y2):x>0 z40]
X Vv Z
Y, ¥ A
f=l.xz , f =il—xz-1nx, f=———y--lenx.
X Z y z z L2

A (0,0) pontban nem differencidlhaté a filggvény, mert ott
nem folytonos.

@ A (0, 0) pontban nem differencidlhaté a fiiggvény, mert
fx (0, 0), fy(O, 0) nem létezik.
A (0, 0) pontban nem differenciilhat6 a fliggvény. Az f(x,y)

v (X, y)E R2 pontban folytonos. Hatdrozzuk meg a parcidlis
derivil fliggvényeket és vizsgdljuk meg azok folytonossigét.

X + 3x2 2 - 2x 3
M Y ha (&, y) # (0,0).
2 23 ,
fx = x +7v)
1 ha (5,y) = (0, 0).

Az fx(x, y) a (0, 0) pontban nem folytonos, mert pl.

) SR U
lim fx(O,y) = lim i 0.

Y0 y—=0Y
4, 522 o3
AR 4 A3 ha (x,¥) # (0,0)
2 2.2
f = x +v)

o 1 ha {x,y) = (0, 0).

A parciflis derivéltak 1étezéséh6l és folytonossigahst ksvet-
kezik, hogy a (0, 0) pont kivételével a fliggvény differenci-
alhat6.

A (0, 0) pontbeli differencidlhatésdgot a definiciéval vizs-
galjuk.

o
X&)
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ft,k) - EX(G,O) h - £fy(0,0) k - £(0, 0) bk th+ k)

14

3
h2 + k2 ( h2+k2)

- ég lim _M¥ O'

00,0 (]2, 2]

mert legyen pl.

3
h = k, akkor lim . 2h = L

h—++0 (\]'E)S\hl:a

bk (h+ k)

fim + ——————— nem is létezik,) Tehit a
M, %) =(0,0) ( \h2+ k23
{0, 0) pontban a figgvény nem differenciilhaté,

(A

4, R2-ben differencidlhaté a fiiggvény,
5. R2-ben differencidlhaté a fuggvény,

Rz-ben differencidthaté a fiiggvény,
A fluggvény V (x,y) € R2 pontban folytonos.

3
Xy y
sh . ha {x,¥) £ (0,0)
W2y (xZ+yd)’ -
fX = 4] ha (X: Y) = (05 0)!

[z
L \xZryZ  (VxZe y2)°
y 0

ba (x,y) # (0,0)
£

ha (x,¥y) = (0,0)

Az fx(x, y) és fy(x,y) fuggvények ¥V (x,y) € R2 pontban
folytonosak.

@ Rz—ben differencidlhaté a fliggvény,

2x . x2+y

x| ha (x, 0,0
(x2+y2)2 a &y)F 0,0

0 ha (x,y) = (0, 0)
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ha (x,y) # 0,0)
e =) ol yh?

0 ha x,y) = (0,0)

lim f (x,y) = 0, mert
x, y}=(0, 0)

1 1
2x xz+y2 2r cosy r2 £
— " - 0 I: ° ==
2 2.2 r4
x +y)
- 1
2 2 2 2
£ 5. e~ <€ har = \[x +y< O (€) Iiyen O (£)
r - -
L
2 r2
l1étezik, mivel lim —F - € = (. Hasonl6an 1ldthatd be,
r-»0 r
hogy lim

f x,y) = 0. Az [ (x,y) és f (x,¥)
&, y)~(0,0 7 * y

fliggvények Rz-ben folytonosak,

Nem.

df x(t), y (t))l - lim \ﬂt(t+ )l - i ELN Lt
dt t=0 t t

t-=0 t—»=0
t .
nem létezik, mert lim tl AL 1 és lim —-t-—;\D—tE -
: t—+0 -0
Igen.
m 2T
cos=t- 4 sin” —t- |1!
df (x(t), y(t) z(t) = lim 2 : 2 = 0
dt =0 t—m0 t
coslct'd,sinzzl Iy!
df (x({t), y), Z(t))l = lim 2 2
dt t= e | i |
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bid
sin = (1-t)
s
= [1m4sln2-2-t' 't]'——#‘n‘—'- J—;: '2.
t—1 1) &
{t-1) 2
df- 1 1l
20. 1. at T Rt gt o
, A »2—————{,,‘"'“”-4@2%- R e
dt T In” (1+1t)
1 2
+ > - 4ch 2t-In” (1+41t) |- 2sh 2t
2\] ch2t - In" (1 + t)
g cn \ed-n?+ 2 4 | a2
3, —= « (12t - 6t + e )
dt 3 7 2t
(2t -1} +e
2i. 1. f‘ = 3cos2 (u+v), fv = 3cos2 {u + v),
w2 + 3v) 2 uv 2 2
2. fu:—_—tl_-_i-—v——-+(6uv+6v)- In (u + v),
2
f =(—UJ—M+ (12uv + 2u3)- In @+ v).
v n+v
uv
2 2
3. [u = - ; T 2uvw - 3v w + 2w),
\]l-w e (2u- 3vw)
uv
e 2 2 2
f = (2u"w- 3uvw - 3w)
2 2 ) *
v \I t-w” e (2u - 3vw)
uv
e
f = (2u-6vw).
W 2 2uv 2
l-we 2u-3vw)
. 25 1+ vt e 3 . (23
22, FY T 2V ha k) 7 (0,0)
i = " +7y)
* 0 ha (x,3) = (0,0),
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fX(O, k) - fX(O, 0)

k
£ (2,0 = lim = lmge= 1
23, 4 4
3y°x" +yx - 2y x ha (x,y) £ (0, 0),
2 22
& +¥)
f =
y 0 ha (x,y} = (0,0)

£, 0,0 - fY(O,U)

f (0,0) = lim = 0.
? h
24 b}
f:i fxy(o’ 0y =-1, fyx(O. 0) = 1.
24. @ Rz-n igaz az egyenléség.
+ 2 9 2+ 2
f=me Y, f =+ TV,
X XX
. 2 2. g2
£ =2y e T, f =2+ 4y) e ,
y yy y

2 2
f +fyy=(4+4x2+4y2)-ex+y 2,4

=4 {l+x +vy).
(x.y):x2+y2>0}

Hlyl<lx)

b
o>
1

(x,v): x2+y2> 0}

<y : | x>y | }

Oy

> w

1] 1}
———n S P

3

)

2 2
f = —x—, f = - ._x___+_y_ | o= _y
X XZ ; y2— XX (XZ_yQ)Z ¥ xzv 9
2
P
vy (XZ_yZ)Z

6. A ={ &,y xy>0 ]
7. Rz-n igaz az egyenlfség.
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25.

. Mivel f(x,y) differencidlhaté az adott pontban, hasznéljuk a
-gi- grad f - o iv | = 1 képletet. f = 2x, fx(-Z, 1} = -4,
f =6y, f 21;6 Tehét grad f = -4i+6]j.
y o R0 ?‘(-2.1) ireq
_ A S D W
Vg = cos 30° 1+ sin 30° i= "z it+t3h ezertdz—
, -2\3 + 325-0, 46.
4
2, — 3. 0,48 4. -0,373
B}
@ Az flx,y) az (1, 0) pontban deferenmalhatd f 1,0 = %,
£.0,0) = 0, igy dv] w0 %%
A maximélis irdnymenti derivdlt a grad f irdnydhoz tar-
i v = S s b -
tozik; v = grad f ,-n-zitzl Tehat & I(l, 1)
Nz
==
7, = i j — = 4
Y= LtD dg\(z,l) 2.
i_ti,] Az f(x,y) a (0,0) pontban nem differencidlhats, mert °
Ihi_

f (0,0) = lim nem létezik. Ezért a 25,1-beli kép-
x h-+=0

h
let nem haszndlhat6. Az irdnymenti deriviitat a definiciéval

el t
hatdrozzuk meg: %f,— ©, 0) = lim € : 1 = lim € 1 =1,
- i t=+0 t=+0
JZ. 5-6-e "
9. — 10, ———
2 \lBS

Mivel minden irdnyban teljeslilnie kell a |d IZ-— egyenlétlien-

ségnek, ezért a maximélis irdnymenti derivéltra is fenn kell
. . . 1

dllnia, tehdt a keresett pontok vsszességét a| grad f1& 3

egyenlétlenséget kielégité pontok alkotjik.

grad f=X_]_.+Y_l+ZE [gradf|='.lxg
2 2
X +y2+z2 \x2+y2+z

1 L 2

=>x2+y2+z=4.

b |-

Nx2 1 y2 4+ 22
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xi+yj+zk 2 i -
3

@ gradf:%' 473 I—_—_'l/.‘i %
v 2 2 2 2 2 2
(Nx"+y +z7) (&+y +27)

x2 + y2 + z2> 64,

28. |1.] Azt kell megvizsgdl nunk, hogy létezik-e olyan f(x,y)

£8 g g ¥
fliggvény, amelyre df{x,y) = px,y) dx+q(x,y) dy. Mivel
p(x, ), afx,y) differencidlhaté figgvények, a pY = q, egyen-
|6ség teljesiilését vizsgaljuk, py = 6x - 4y, q, = 6x - 4y,

py =4q, Yy € Rz. Tehidt az adott kifejezés teljes dif-

ferenciél.

2 2
Igen. _aia(y__3)= 2%y, 61_%1_:?_) - 2xy.

®

@ Ieﬂ M: in Zx _a_S-LZX—_'zinx-COSX
gen, 3y 8 s 3 x s -
@ igen, ha y>0 vagy v<0.
8 1__1 38 y-x ___1
P T2t 9x 2 2 -
Yy y y
1 9 -y 0 (L 2
_2__9: 1.-. o "2! ay(xy)—x.l aX(ZX) X,
2. O = -1 3. o= -1
X y Y2
30. f = , f = —f—, f = ,
(Pey? T 7 ey (12 + y2)
2
§ = - Xy R
¥ 3 *
Xy ( X2 + YZ) vy €\ X2 + y2)
df_xdx+y<;y,
(%2 + y2)
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2 .
2 v 2 xy
4%t = ———t—_ d%x - —=2—— dx dy +
= 3
(x% + y9) (V2 +
+ %2 dzy _ydx - x dy_)2
3 = 3
(2« g2y (a2 + v3)
2 2 2 2
PPN Bt N dZX . - dxdy + ——Y— d2y
2 2
& +y) & +v) & +y)
2
a2 = L % + 2 axay - =X d%.
X v 2
y
3, 1 3 .3 2., 2x 3
df= de+—§dXdY+_2dy'
X y y

dzf = 2z dxdy + 2y dxdz + 2x dydz.

£(1,-2) = 5, f(1,-2) = 4x -y~ 6| o, fy(l, -2) =

1L,-2)

= - - - = = = - = -2,
X -2y 3|(],__2) 0, fo =4 L= L f

2 ' 2
T, &y = fG,y) = 5+ 2 &-1) - (x-1). (y+2)- y+2).
Mivel f{x,y) X,y-nak polinomja, ezért Tz(x, y) a fliggvényt
4llitja elé.

X

80,00 = 1, 1(0,0) = - ———_x—z_—y—z—- | €0 " 0, fy((]. 0) =
¥ yz—l
S y2 I(0, o a0 (Np-x2-y%° |(o, 0 -l'
| %21
Fyy @ O = iy I(o, 0)= L @0 =

= ————-—XL—I = {
(\]1_x2-y2)3 0, 0) .

1 2 2
Ty =1-5 & +y).
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2
3. Ty =1+ & -1 -¢G-)- & y-D+F-1)° +
2 3
+ - - - -1

32. Az f(r 1,rz,n) fiiggvény megvéltozdsat a differencidljdval

kozelitjuk: £(8; 10; 1,5) = 8, 888;| Aflmld f Ié[frl dr1| +
) !
T, dry| + lfn dal=l n-1° (x+r )2 Hdr *
r2 r
1 1 )
n-1 (r1+r2)2 I ldrz l t 1 (n- l) r1+r hd nl
2 2
- 0, _2 8 2 .80 _3_
=2 [18] T [18] oot * 18 Too- %598

(2.) ® =%— | AR {=] 4 R“i:IdI—U|+| -?—;ﬂ-l= 0, 052,

|9R£|é|.UU| + !‘“l = 0,007 ill. 0,7%.

@ A harmadik oldalt cosinustétellel szémitjuk.

b% - 2ab cosy , |dcl£ 0,076,

L 1 AM i e K
T3 ¢ 3 ik A feltevés értelmében X

- AM . AT
= -0, 002, M - -0, 005. Tehat T

lengésid6 megnd.

[¢]
i
P
-]
b

~ 00,0015, azaz a

dule o005 m. 2,5%.

33. Az érint6sik egyenletének felirdsshoz a sfk egy pontjat és
normdlisat kell meghatirozni. PO(Z, -1,6), n = -zx(2, ~1)i-

MRS SRV TR *

Tehdt az érint6sfk egyenlete: -4x + 4y + z = -6.

1 |5 IS -
2. Pl(l'l’z\!_z—)’ X+ 2y + 4 22—8.
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1 .05 ,|5 ~
Pz(i,l,-z\l—;),x+2y—4 -2-2—8.

3. Py 2,1,0), x + L0y - z = 12,

T r
4. P42, 1, £ X+ 2y - 2 \ﬁ’:—z—-ﬁ.

A keresett si egy normélisa: grad(x2 + 3y2 + 22 - 9. Az

adott stk normélisa n = 2i + 3j + 2k, Olyan felileti pontot

ketl meghatdrozni, melyben grad (:‘;2 + 3y2 + 2z2 -9 = 2xi+
6yj + 4zk |l n, azaz 2x = 2\, 6y = 3\, 4z = 2) . Ebbél

X=A, y= %, z =%. A (A, %, %) pont rajta van a feliileten,
2 Al A2 2
tehdt A + 34—+ 2 T =9, innen A~ = 4, A= + 2.

P1(2,1,1), n1 =2i+ 3+ 2, 2x+3y+ 2z=09,

.PZ (-2, -1, 'l): ’92 = E]:

Po(l,l,l), xX+y+z=3.

A szintfelillet egyenlete \[x + y + z , azaz

2 2
X + y2+ z =e. A felileti normdlis radidlis irdnyd, tehit a PO-
beli érintésik normdlisa {, az érintdsik egyenlete x = e.

2x + 3y + 2z = -9,

A szintfeltilet egyenlete: xz + 2y2 + 3z2 = 7. Az érintc’isi'lfok
egyenletei: x+ 2y + 3z = - \142, X+ 2y + 3z = \ 42,

Jelslje o 1’ (31, ¥, oz X, Y, Z tengellyel bezdrt szoget.

= 70,53°, B =7, = 48,19°,

a
1
Jelslje o, 3, ¥ az n = (2x - 2)i + 2yj - k (sfk normélisa)

vektornak az i,j,k vektorral bezirt szogét.

cos O = 2x - 2 , COS{? = . 2y .
\J(Zx—2)2+4y2+1 @x- 2% + 4% + 1
cos 7 = -1 : + A cosd® = cos(3 = cosyegyen-

| ex-2%+ 42 + 1
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1
-3
tosik normdlisa n = -i-j-k.

let az (-;—, - %) pontban teljes{ilA. Ebben a pontban az érin-
3

A feliilet tetszbleges (xo, Yor xa } pontjdban az érintésik
3 3 oo ,
egyenlete; — x + & ¥y + Xyg" %7 3a”. A tengelymetszeteket
o Yo 3
X Yy zl-gyel jelslve: X = 3x0, Vi ® iyo, z, = 3
1y E4
L2 - 25 @nand).

A feltilet (xo. Yor zO) pontjdban az érintésik egyenlete:

a

Yo

A tetraéder térfogata: V =

X, ¥ .z
% vy 17
\]ayo, azp, Vax;+ \]ayo + \lazo =yaf( ﬁo + \]—;0+

= Ja. A tengelymetszetek: \ ax_,

Nz = a (4llando).
Az (xD, Yo ZO) pontbeli érintdsik egyenlete:

y ¥ b ¥
(cos—-q-l-x—osin;(—))x - sin;pﬂ y -z=0.
*o "o 0 0
43. A szélsBérték 1étezésének szikséges feltétete tel jestil, ha
fx; 3> -3y =0 és £, - 392 - 3x = 0, azaz a P, (0,0),
Pz(l, 1) pontokban lehet szélsGérték. Az elégséges feltétel

vizsgdlatihoz a mdsodrendii parcidlis derivéltakat kell meg-

hatdrozni. f =6x, f = -3, £ =6y, AP (0,0)-ban
XX Xy vy 1

\ 6

-3

indefinit.

-gl = -9 < 0 miatt nincs szélsGérték, mert d2f(0, )]

i b -
A Pz(l,l)-ben \_; 2‘ = 27>0, -igy van szélsGérték. Mi-

nimum, mert d2t(l, 1) pozitiv definit. min f(x,y) = f(1,1) =
-l- R

25
2

=)

4
2. Lokdlis maximum létezik. max f(x,y) = f(2,§)=

-]

3. Lokélis minimuma van a fiiggvénynek.

min f(x,y) = £(1, %) = -3,5.
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3.

Lokdlis minimum van. min f{x,y) = £(0,0) = 1,
Lokéilis maximum van, max f(x,y) = £(0,0) = 1.

Lokdlis maximuma és minimuma van a fliggvénynek.

1

maxf(x,y)—f(J_l—_O,-@)=£l—ﬁez,
10 5 -2

1

minf(x,y)=f(-E EQ)____ mez

Lokédlis minimum létezik. min f{x,y) = £(0,0) = 1.

Lokédlis maximum van. max f{x,y) = £(0, Q) = 4.

A szikséges feltétel az fx = -(1+ ey) sin x = 0 és az
fy = e’ (cos x - 1 - y) = 0 egyenieteket kielégitd pontokban
teljesiil. Ezek a kovetkezbk:

2kt , 0), k=0,+1,...
(2k-1)T ,-2), k=0+1,... .
A tovébbiakban az elégséges feltételt vizsgiljuk.

t =- 00+ ey) cos x, [ = -ey sinx, =
XX Xy - vy
-’ (-2-y+cosx). A2k T, 0) pontokban: -:é _?\ = 2>0,

Tehdt ezekben a pontokban lokdlis maximum van, mert
de (2kTC , 0) negativ definit, a maximum értéke 2.
1+ e-2 0 -2 -4
A ((2k-1)T , -2) pontokban: _2| =-e "¢ " <0,
0 -e
Tehdt ezekben a pontokban nincs lokdlis szélsGérték, mert

a25(@x-1) T, -2) indefinit.

A sgzikséges feltétel a (0, 0) pontban teljesiii. Ebben a pont-
ban nincs lokdlis szélsérték.

min flx,y) = 0, max f{&,y)= 91.
x,NET &yNE T

min  f(x,y) = -5, max  f(x,y) = 3.
xVNET x,NE T

Az f(x,y) folytonos a T korldtos és zdrt halmazon, ezért
felveszi minimumdt és maximumdac. Mivel {(x, y)-nak nincs
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lokalis széls@értéke, szélsGértékeit T hatdran veszi fel.

A hatdrgorbén vizsgdljuk a figgvényt.

a) Az f(x,0) = x3 + x filjggvénynek 0%4£x£1 mellett a mi-
nimuma £{0,0) = 0, a maximuma £{1,0) = 2,

b) Az £(0,y) = y3+ y fiiggvénynek O£y £1 mellett a mini-
muma £{0,0) = 0, a maximuma {0, 1) = 2.

c) Az f{x,1-x) = 3x2-3x+ 2 figgvénynek 0&£x£1 mellett a

minimuma f(—;—, %) = -5-, a maximuma f£(0,1) = £(1,0) = 2.

4
Tehdt min fx,y) = 0, max f(x,¥y) = 2,
xy)ET yET
min f(X., Y) =1, ‘ma}s £ (X, Y) =ch 1
xyET xy)ET
min  f{x,y) = 0, max f{x,y) = e'l.
®VET &VET

Az fx=c03x-cos(x+y)=0

f =cosy - cos (x+ y) = 0 egyenletrendszer megoldasai:

0, 0). (23_1{. __Z;T ), (0,2T), (2T, 0). Ezen pontok kozil a

(1;—-[-, -Z-;t—) lokdlis maximumbhely, a maximum értéke % \{?

A tartomény hatdrvonaldn a fliggvényérték 0. Tehat
min  f(x,y) = 0, max  f(x,y) = —?23 \\3

<, y)ET &yEeT

2x{1 ~y2 - 2x2) =0

Az f
X

f -2x2y = 0 egyenletrendszer megoldédsal:

i

-

¥
@9, 1714l (J. O (5 O. Az (3 O & a

1 . .
(- 13 0} pontokban lokédlis maximum van,

A tartomdny hatdrvonaldn és az x = 0 egyenes |y|&1 sza-
kaszdn a flggvényérték 0, Tehdt min f{x,y) =0,

1 x,yET
max fee,y) = e
&NeT ‘
min e, y) = 0, max fx,y) = L.
x,NeET x,YET
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9.

10,

Lt.

min fix,y) = 3, max fix,y) = 4.
x,y)ET (x,y)ET

A fuggvény a T korldtes, zdrt halmazon nem folytonos.
Mivel lim fx,y) = 0, ezért f(x,y) korlitos.

x, y)-=(0, 0) 9 9
A fuggvénynek lokdlis szélsbéértéke nincs. Az x +y =1
koron felvett maximum és minimum a T-n is szélsdérték,
2 2
mert | xy |& 5——;-—!—

1 _ 1 . - _ I
ﬁ' akkor |f(x,y) I— 5 min X, y) = 5
xyET

1
= 5 a koron, Ha [x| = [y] =

max fix,y) = 1

<, y)ET
min  f{x,y) = -0, 218, max  f(x,y) = sin 1.
x,y)ET xyET

Alkalmazzuk az x + ¥y =u, ¥y - X = v transzformdciot,

u-v u+v 24+ 3v2
X = 2 y ¥ F g f(x(u,v), Y(UsV)):'_u_‘4—V—

T—=T" = {(u,v): lulél, lvigl .}

a

3¥)

v
1
T:/
—1\ B
-q
1. dbra
min fix, Y) = U,
x,y)ET
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v
1
T
-1 1 o
“u
-1
2, ibra
max o, y) = 1.
x, e
min f{,v,z) = 0= £(0,0,0), max fx,y,z} = L.
X, y,2)ET x,v,2)€ET

mert xyz..é_(-__ﬁ_._lg--z-_)s =G)3 =1, xyz=1 ha x=y=z=1.

45, A feladatok megolddsd kétféleképpen lehetséges:
ay A P (x,y) = 0 feltételb6l az y(x) fuggvényt kifejezzik, és az
£(x, y(x)) egyvaltozos fiiggvénynek hatirozzuk meg a szélsGér-
tékeit,
b) Az F{x,y,A) = f(x,¥) + A - P (x,y) Lagrange-féle fiiggvény
szélsGértékeit hatdrozzuk meg. Az FX =0, Fy= 0,

Fj =9=0 feltételeket kielégité pontokban akkor van lokalis
széls6értéke az f(x,y) figgvénynek a ¢ (x,y) = O feltétel mel-
2
lett, ha sz =F dzx + 2F dxdy + F__d"y definit a dP = 0
XX Xy vy
feltétel mellett.

A feltételbél fejezzik ki x-t, és ezt helyettesitsik be
f(x,y)-ba. x = 3 - 2y, £(3-2y, y) = gly) = 2y - 9y + 10.
A gly) fuggvény széls6értékét hatdrozzuk meg. g’ (y} ~

4y - 9=0, ha y=§--g"(y)= 4>0, tehat y=% lo-

I : : - ra rd 1
kalis minimumhely, a minimum értéke - 3

66



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

2,

3.

Az f{x,y) fuggvénynek a (- %, %) pontban az adott feltétel
mellett minimuma van, amelynek értéke - é

min f{x,y) = £(0,595; -0,19) = 0, 015,
max f(x,y) = £(-7,261; 15,52) = 243, 275,

min £(x,y) = f@c,c) = 2.

2 2

@ Tekintsik az F@,y,A) = x+y+ A\ - (_l-_;._l_ - _l? )

X y a
fuggvényt. A szélsGérték létezésének szikséges feltétele:

Fo=1-2-0 r =1-2_, F?\=:12—+

I
5 =0.

X 3 3
y -y

1
2
X 3 7 a
Ez a (V2 a, V2 a, \2a") pontban teljesiil.
Vizsgiljuk meg az elégséges feltétel teljesiilését:
1 1 1 2 2 :
d(—2+-—2—-—3~)—-—3—dx-——§—dy—0, dx +dy = 0
X ¥ a X y

feltétel mellett a dZF = %dzx + % d2y - 12A dzx =
b4 v X

= ééz d2x a( \E a, \[Z—a, \[?aa) pontbhan.

Ha a>0, akkor minimum létezik, és min f = 2V 2 - a,
Ha a<0, -.akkor maximum létezik, és max f=2 Y 2. a.

inf= - Lo I S SN E S O
min f = Z—f(r, W)‘f(\r—s \]—2):

max £ = £ (35, 79 = £ C T30 T3

A feltételekbfl x = 3 - 3% zZ = y -1 . Ezeket f(x,y,z)-be

2 2
behelyettesitve fx(y), v, z(y)) = - —47— y2 + % y. Ennek a
fiiggvénynek az y = % helyen maximuma van,

3 5 _1,_1

maxf=f(7,:,-, '7)=?.

min f = -1 = £(-1,1,1) = £Q1, -1,1) = £(1,1, -1) = £(-1, -1, -1),
max £ = 1= £(1,1,1) = £(-1,-1,1) = £(-1,1, -1) = £(1, -1, -1).
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46. a = 2R sinx, b = 2R
sin(3, c = 2R siny=
2R sin(a+(3), mert
a+ (3 +79 = 1800, A

K = f(a, ) = 2R(sinat+
sin 3+ sin (o+ (30
fliggvény széls6értékét
keressiik (¢, 3 180°-ndl
kisebb sztgek). o =

3= % = 600 esetén lesz
a keriilet maximilis. A
hiromszég egyenld ol-
dalu, és max K =

3\3. R.
3. abra
p ab siny 4r? sing sin(3 sin (o +{3)°
479 t= 3 = 2 fiiggvénynek
3N3 2
A =(3=y= 60 esetén van maximuma, és max t = 4\1—— R .

4, 4bra
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. f(u (3) a +b +c2=

Sl.

4R? (smot +sm(3+ a
sin’ (o + ) fiiggvénynek
a=(3 =7 = 60° esetén

maximuma van, max f=

9R2.

A keresett sik normali-
sa az adott pont hely-
vektora

Jelslje (x,v,z) a hasdb A
azon csicspontjdnak a
koordinatiit, mely a pa-
raboloidon van és amely-

re x>0, y>0.

Ekkor a térfogat

V= 4xy(5 hx —y) A

. _25 2
(\r 4, 2) pontban van maximuma, max V = ) .

5, dbra

= E2+y + (4x + 9y - )2 fliggvény szélsGértékét

kell meghatdrozni. A keresett pontok: (0,0,2), (0 9[3\15_ 33 —
{35- 35 _ . _ NT71
{0, - m 18) max d = 2, min d = TR

5 ,
Az f = 3x2 -2+ 3y - 2y+ 2 fijggvény szélsbértékér kell

meghatdrozni. A keresett pontok: (3, ;), (u, 1) (1, 0). minf=

1

= max f = 3.

3
Legyen az (Xi’ Yo 7.) pontban elhelyezett tsmeg m,. Az
a i
B r 2 2 2 ) . -
f= 2 m, L (x-xi) + (y- yi) + (z-zi) ] filggvénynek mini-
i=1
muma van a

n n n
.Z m.X : )3 m.¥4 .2 m.z,
i=1 i=1 i=1 '
’ ' o pontban, vagyis a
; m ; m S m tymegkizéppontban.
i=1 =1 i=1
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’3_9

Az Fﬁ(l-azx) + F{t(-bzx) = 0, Fli (-azy) + Fv(l-bzy) =0

egyenietekbdl fejezzik ki z -t és zy-t.

A (1?0, 2) pontnak van olyan ksrnyezete, amelyben az  Fix,y)

folytonos és differencidlhaté,

Fy = 2y - L2 5 +0 a (ITO, 2] pontban=%x = %g kornyeze-
x-y)
téhen az Fix,y) = 0 differencidlhaté y(x) fiuggvényt hatiros meg.
0,y L 0,09 L dy .

Az F(x,y,z) 2 (0,1, 1) pont ksrnyezetében folytonos és differen-

cidlhats. F_ = ——21——2— +x- e, F_(0,1,1) = - %,e 0,
y +z

tehit Fix,y,z) = 0 a (0,1) kérnyezetdben differencidlhaté

z(x,y) fliggvényt hatiroz meg.

1
Fx(O, 1)y =1, Fy(O, 1,1} = -

3 zx(O,l) = 2, zy(q,l) = -1,

Az F(x,y.2) az (e, 1,e) kdrnyezetében folytonos és differencidlha-

-1 _1 _ L -
t6. Fx(e,l.e)—z|(e,1,e)—e, F e, 1,e) y|(e,1,e) 1,
_ _ X+=z ___2_ 1
FZ—(e,l,e)- > I(e,l,e)_ eﬁO, zx(e,l)—z,
e
zy(e,1)=§.
ytzt+z (y-x) “X-z+zZ_(y-X)
fxz x2 fy= 2 s
(y+2) (y+2)
e rx.e ey+y'ey _ 1
x z z =L T2 z T2
e tz-e (1,90, 1) e +z-e (1,90, 1)
£.(1,0=0, fy(l,0)= -2,5.
-2
@ Ha (x,y) # (0,0), akkor u= —L—, u =—22F__,
2, 2 X 2 22
X +y x+y)
2 2
_xy? v == N s S 2. A
YT 272 22" 'x 2 22° %y 2 22
& +y) X +y x+y) T +y)
xz x3 3x
60, Hau * v, akkor —-<y - z= -+ +——y-,
—_— 2 2 2
_.3.2.3 _3,
T TRX TEY oy tax



iI. Jordan mérték

1. lim %=0.

1)~ 00

A hatérérték definiciéja atapjdn V&€ > 0-hoz van olyan g
;1 £1.. :

0 esetén = € [O, 4]- I, azaz I lefedi az 1/n,
n>n0 pontokat, Az A halmaz tovébbi ngy

néno pontja lefedhetd- egy-egy —2%1— hosszusdgu intervallum-
0

hogy n>n
darab 1/n,

mal. Ezek és I egyiittesen lefedik A-t, és hosszaik tsszege

§+ n, - £ < £. Tehit tetszéleges £ > 0 esetén A le-
4 0 ?no -

fedhet§ véges sok, £ -ndl kisebb &sszhosszusdgu intervallum-
mal, Ezért k(A) = 0. A-ba nem irhaté négyszog, igy b(A)= 0.
Tehdt k(A) = b{A) = t(A) = 0.

@A lim (1- %) =1 és lim . (-1+ %) = -1
1—co N—= o0
hatdxértékek felhaszndldsédval 1. pontbelihez hasonléan 1athaté he,
hogy k(B) = b(B) = t(B) = 0.

Az 1, pontbelihez hasonlé gondolatmenettel l4thaté he, hogy
k{C)=b{C)=¢tC)= 0,

@N nem korldtos, igy k(N), b{N), tMN) nem létezik.

5. Q< (0,1}, igy kQ)) <t ([0,17) = 1.
Q, bérmely lefedése {0,171 -et is lefedi, igy
k(Ql)ét ([0, 1]) = L. A fentiek miatt k(Q,) = L. A Q -be
csak 0 hosszusdgu intevvallumok 1rhaték, igy b(Ql) = 0,
Mivel k@) = 1 b @) = 0, ezért Q nem mérhets.

o k(II) =1, b(ll) = 0, t(Il) nem létezik.

@ D felbonthats véges sok dinszjunkt, egy toriéddsi pontu kor-
latos halmazra. Ezek mindegyike zérus mértéki a 3. pont

alapjan. Véges sok zérus mértékd halmaz egyesitése is zérus
mértékii, igy k(D) = b(D) = (D)= 0.
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d1.

. 1 L )
:]Iim(a, Sn) = 0.0
A hatdrérték definiciéja alapjdn ¥ € > (-hoz van olyan ng
V€

2

sugaru kirnye-

.11
> 3 ey
hogy n n, esetén ( 2 } a (0, 0) pont

. 4 . . 1t NE
zetetie_ esik, ezért n>n0 esetén (H’ _ZE)E [ 0, TN ]x
[ o, V€ 1. N azaz N lefedi az (&, =L
2 n’ 2n 1
és t(N) = - Az r"sl halmaz tovibbi n, darab (H

ngn, pontja lefedhet§ egy-egy

), n>n0 pontokat
Y,

L
’ 2n
teriiletii négyszoggel.

2n0

Ezek és N egyiittesen tefedik az A1 halmazt és terile-
I € g
tik osszege 3ty 2n0 <g.

Tehdt tetszlleges € > 0 esetén A lefedhetd véges sok

1
€ -ndl kisebb osszteriiletii négyszoggel. Ezért k(A) = 0.
Al -be nem irhatdk négyszogek, igy b(Al) = 0.

Tehdt k(A)) = b(A)) = t(A,) = 0.

t(Az) = k(AZ) = b(Az) = 0 az l. ponthelihez hasonlé gondo-

latmenettel,
kB) = b®B) = t(B).
lim L. 0, igy minden & > 0-hoz van olyan Doy hogy
n —»=oc 1 E
m>n,. esetén — <=, Ezért m>n_,xkt [0,1] esetén
0 m 4 0

-
. =y elo1l xlo F1-n

fs tN) =7 .

k{C)=1, b{C)= 0, t{C) nem létezik. (Utmutatds: ldsd az

1.5 feladatot!)

k(D) =1, b(D) =0, tD) nem létezik.

E nem korldtos, igy k(E), b(E)} és t(E) nem létezik,

k(F) = b(F) = t(F) = 1,

kK{G) =1, b{G) =0, tG) nem létezik,



®E F

JORDAN MERTEK
H-t 8sszehasonlitva az 1.10 feladatbeli B halmazzal;
HEB. Mivel t@B) = 0, ezért t(H) = k(H) = b(H) = 0,°
() = k() = b(I) = 0. {Utmutatds: 14sd az 1.7 feladatot!)

k(@) = b() = t(J) = 0. Utmutatds: az f(x) = x2 fiiggvény
folytonos [0, 1] -ben.)

19. k() = b(K) = t(K) = 0.
20. k(L) = b(L) = t(L) = 0.
2, 1, Igaz.
Nem igaz. Legyen példdul Ai = {(i, 0)}, iEN,
Mig Ai mérhetd minden iEN mellett, (A_l egyetlen
ot "
pontbél dll)y y Ai nem korldtos, igy nem is lehet
mérhet6. =1
@ Nem igaz, Legyen rl, rz,..., rn, ces @ [0,11 -beli ra-
ciondlis szdmok egy sorozatba rendezése. Legyen
Ai ={ &y): xyelc, 1], x# ri }, i€ N, Mig Ai min-
den iEN esetén mérhetd, aﬁ A_1 nem mérhetd.
i=1
4, Igaz
@ Nem igaz, (l4sd a 2.2 feladatbeli példit,)
Igaz.
w© b
A A/SA minden n€N mellett, igy pl. N A S A
i=1 © i=1
Mivel t(A) =0, ezértt(n A) =0.
i=1 !
3., Nem.
5. t{A) = 0.
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II1. Val6s tobbviltozés fiiggvények integrilszdmitisa

x=ifn; y=i/m; L,j=1,2,...,n

. 2
drly. L (20D oy e pe
n

_noon L
Gn—.z 3 2 2
i1 j=l n

Az integrélt azért szdmolhatjuk specidlis kozelit§ ssszeg hatér-
értékeként, mert a fliggvény az adott halmazon integrilhatd,

@ s = n-1 n-1 [(1+1_)2+(1+ﬁ)2_]..l_._2_
n . . n n n n
j=0 i=0
n n
S P2 2,291, 2
Sn—jzl iEl[(lJrn) +(l+n)][1 -

I=1lim s = lim S = 40/3
n n

@ Az integrdl 1étezik, mert az integrdlandé flggvény csak zérus
mértékii halmazon nem folytonos és korlitos az integréilasi tar-
toményon, amely mérhet§ halmaz.

\\ sgn(xz—y2+2)dxdy=
x2+ y254

= 47 - 4 jl(\l;-x2~ \l2+x2)dx=8‘lt/3+4arsh 1/ {2
0

f(x,¥) nem integrdlhaté a T tartomdnyon, mert minden alsé
vsszeg 0 és minden fels6 ssszeg 1. '
A kétszeres integrilok egyike:

i r ! dx 1
! [ { f(x,y)dy]dx= ‘-'T:E'
x=0 y:o 0
A mésik nem létezik,
5. Igen.
6. a) Igen.
b) Igen.
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. b b
’ d » ?
i[7 )] | axe= Q[Fx(x’d) - F ,0)] ax =

= F(,d) - F(a,d) - F{dp,c) + F(a,c)

X X
2 "2 2 2 173
g @3 =11 erypayax= | ay+ L] dx =
T 00 20
2 X2 1 X xz
=B(X‘z+5-§+8—)dx=_1_
b) ed o8-t
c) 14/3

d) sin l-cos 1 +1
@ poldrkoordindta transzformdéciét alkalmazunk:

X=1r-cosy,

y=r1-sinQ 0£r &1, 049 42T, Afr,p) = 1.
Ezért
27T 1 2 2
i= S S r (cosyp + siny ) drdp= j (cosp+ sinp) dy-
0 0 0
1
{ r2 dr =0
gy 0
2 4 cosl
@ I= I K r cosy sing drdo= 0
I
9 0
%—{ 4 cos@
. 4
gD I= ‘S[ S T cosyP sin@ drdPp = 0
L 2 cos
2
. 2 4
h) I:X S y sin X dxdy = 4 (sin 1 + cos 1-1) - 2cos 2 = 2,4
¥y
0 5
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. 30, 3 0
@1= i (y-2x)dxdy=§[(2x-x‘7‘b]2 dy =12\3
-3 y2-3 -3 y°-3
jy 1=28,5
9. x/3 = x
x -9=0
xl = 0, X, = 9
9Jx 9 2
e - SEyvax = [25872 2.
I—i gdydx-g(x 3)dx—[3x -01—4,5
6 x 0
3
Poldrkoordindtikra 4ttérve az integriciés tartomany:
T
0&r£1, T—;— £y arctg 2 - I

Ezért T = 1/2, arctg 2 - /4.

o T=3+5

P

10, Polartranszformacioval, I1=2

11. Ahbban az esetben, ha az integriciés tartoményt két origé kozép-
pontu koncentrikus kdrfv és két, az origébdl kiindulé félegyenes

hatdrolja. (A bels6 kdriv sugara lehet zérus, a kiils6 ksr sugara
lehet végtelen is.)

271 a(l-cost) 2 34 2T 4
I=§ ( { ydy ) k© dt =5 | (l-cost)” dt =
0 ‘o0 0
_357at
12

Utmutatda a 13., 14. és 15. feladatokhoz: vizsgdljuk az integri-
landé fliggvény elGjelét! A tartomdnyt bontsuk fel résztartoma-
nyokra, annak megfelelen, hogy az abszolutérték jel belsejében
levé kifejezés hol pozitiv, illetve hol negativ.

13. 5/3 + T /2
14, 2T
15. 9T/16
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Polartranszformicié alkalmazédsa utdn:
27
m+n+2

I m n _a
2 242xy dxdy =

m .
er—— cos ¥ sin" @ dyp .
X +y <=a

Ha m=2k+1, vagy n= 21+1, akkor felbontva az infer-

vallumot:
I
3 T
‘ Xcosmtp sinnLP de|=l§ cosmLP sinntp dt.p1=
0 T
2
3/2 21
‘ S cosmlp sinntp dtpl=l i cosmLp sinn(P dLPI,
T 3T
2

az egyenes integralok elGjelét tekintve, igaz az 4llitds.

* \]8—31_2 2

2 2
2
17. T={ [ daxdy=[ (V8-y*- L) ay=
] ) 5 2
¥
2
X
4 2 2
= \I—B—S \Il'rsinzt- \r8_cost de - § —Zz—dy: 27 +-§;
T -2
4
= 8T .
ka'r 8
. 8T - (2T + 4/3) _ 18T - 4
A keresett ardny: 3T + 473 ol

18. X = u/vz, y = ufv transzformdci6t alkalmazunk.

8x ax 1
du 3v VZ v3
- = U
B 4
oy 3y 1 -u v
du Jv v v2
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Az integ raldsi tartomdny az uj viltozdékban:

{(u,v) :1/2 4u 1, 1/3£v-él/2} , gy

1 1/2 1 1/2
U e RN
T—§. v4 dvdu—}udu. { v4 dv = 5
51 2 1/3

. Az X = u/v, ¥y = Nuv transzformdcist alkalmazva:

= 3132/2
3072 s

@ Az x = u/v, y = u v transzformaéacidval:

= ln2,

5 -3 -3
o 7o) e’ - a7
15
ey T =2/3
19. Inverz transzformdcié alkalmaziséival:
x?—y2=u, 1< u<9,
Xy = v, 1/ 4&v&2
1 1 1

dxdy = dudv = 55—y dudv = ———— dudv,

L, 2 -2y 20 +y7)

2 ¥y X v

av _

ax ay

9 2
I={ [ Sdudv=6
1o
2

: : 2
20.] a) Legyen el6szor R>1, ekkor X + yzé 1 és %2 4 y £
Az x = rcosy@ , vy = rsiny helyettesitéssel, ahol
04£@ £2 6 1£r<4R,

270 1 2T g
n__l_dzxdz =1 iz rdrdp = | [Inr] dg = 27 IR,
T x"+y 6 Rr l

ot
A=

Innen 2T MR =3, azaz R = e
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Legyen R <1, ekkor a fenti helyettesitéssel

dxd am 1
i ;‘Y—X S—i-rdrdtp=27£ln—R.
X +y 0 Rr
Innen 3
2T
R=e2.
1 1l-y

X x f(x,y) dxdy
0 —\Il-y2

c) 2 4
[ [ iy dxdy
0 Ny
22, a) Az integrilds sorrendjének felcserélésével:
bl -x2 L \]; -x2 dydx = l[-y—z e_le =
{1 ye™ dxay=| [y WETG 0.
0 y2 0 0 0
1 2
= [Xe® =Yg -1
= g 5 © dx = n {1 e)

1
b) | { v cosx2 dxdy = 0, 095

dx

d) 0,407,

2

y
1xsin lyxsiny ©_ sin 1 -cos |

o) | —————zdydx={) i axdy = :
X

~
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A tartomény egy fél ellipszis. Ivory transzformiciét alkalmazunk:

X =ae+r- cos\p,
y=be.r- sinip, és 0<£r<l, 0&€£$Y £27

dxdy = abr dr dy.
Most: x = 3rcosip,

y= 2rsing , és 04r4l, 049 =T,
Ekkor
|
“ XZY dxdy = : 108 r4 cos%P sing drdiyp = 72 .
T 0 0 5

25. A kbr terlilete t = 4T, Az f(x,¥) = (x2 + y2 - 1)2 - 6x2

- . 2 2 —
figgvény minimuma és maximuma az x + y = 4 kirén
rendre; m = -15 és M = 9, (A (-2,0) és (2, 0) pontokban
veszi fel,) o '

Igy az integrédlszdmitds kozépértéktétele alapjan

601 £ 1§ fx, y) dxdy < 36T,

A T tartomdnyon a fliggvény meaximuma M=2, minimu-
ma m=1, ezért:

—jzt—é i 2 - x2+y2) dxdy £ T,
T

@ A fuggvénynek a P(l,-1) pontban lokdlis minimuma van.
Itt m = -ez.. A tartomédnyban a fliggvény nem pozitiv, igy

-e"zé§§ f(x,y) dxdy £ 0.

T
T f{x,y). dxdy

(26, Utmutatds: az integral kozépérték:

{] dxdy
T
Ezért 1/4.
27. Az integrélszdmitds kozépértéktétele alapjin; T = %,
H = 0 f . = -1n4
max min
8. T=1 f _=1 f ==
— max min  Se
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29. Kozépértél tétellel: 0£L14T70/2, az integrél val6di értéke
T 1=T /12,

A hiba: Il__‘ﬂf_l_ii

4 12116

30. Gombi koordindta- transzformdcisval:
rcos@ sind A (r,9,3) = rzsin3

X =
y = rsiny sin
z = rcos
04r£l, 04£@Q<£T/2, 0&£34£T/2,
Igy
2 /2 2
i zyx  dxdy dz = [ cos'lp sinpdlp .
vV . 0
/2 1
| sin4& cosJdg- Irﬁ dr =—i— .
105
0 0
. b} e‘Ir - 6e2+_83 -3
8 .
c) 2144
3
x2 2 2
A kupfeltlet egyenlete: — +-L =2 .
2 2 2
R R m
Hengerkoordindtdkkal szédmolva:
X = rcosip , ro-ér-éR,
¥ = rsintp , 0£LP LIT,
z =z, mr/R £ z £m,
2T R m 4
H { (Xz + y2} dxdydz = | | ! e dzdrdyp = R——:—%—E .
0 o ;-
R
1 x xy ] 1 x 56 .
PPl o= y2 23 dzdydx = é {) Xy _ dydx =
4
0 0 0 o
1 12
X -1
= 8 28 = 36s

81



VALOS TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASA

1 T-x 1-x-y
n I 0

0 0 0

i . 1 5
(rwryra Gy = 5in 2 -

@ 1/48 (utmutatds: alkalmazzunk gimbi koordindta transzfor-
mAaciét!}

@ Elliptikus transzformaciéval:

X = arcos{ sin 3, 0<r£l,
y = brsin ¢ sin -, 0£p =27,
z = crcosJ, 043«
Ay, 3) = abcr2 sin& .
4 abc
Igy I = 5
ty w/6
1 1-x x+y
31. a) S x X f(x, v, z) dzdydx,
00 0 '
2 2
b) ; ! "S” £(x,, z) dzdydx.
0 (g 0
32.) 6/5 (utmutatds:; hatirozzuk meg az
H E f(x, y, z) dxdydz
v
M axdxdz
kifejezés értékét!)
. 04124 Rm - 1
33 3 \ a2+bpl+c2 R
34, A térfogat: “I dydzdx.
v
Henger koordinita transzformécitval:
27 1 I'ZC-OS?LP T4 1 i'2COSgLP 1
I IIrdzdrdkpztl J{;%{jrdzdrdq} =5
0 00
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b) 48T
c) T/2 - 8/9
dy T/2

e) 32 T/3

"5 amlse - g1 /9

4abc T
g —3—

x££y £x,
0£ x £1,
2 2
M=§1){}§-y dzdydx=%
0 =x 0 -
2 2
. T ox 1 4.
Myi = é _L h X dzdydx = 5
M, =0
: 2 2
1 x x -y 4
=1 1 zdzdydx = 5=
Xy D -x 0 45
i -4 - =4
gy Xs—S’ Ys—'o’ Z,= 15
699 1352
Xs =335 Y0  Zy° 55
1352
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84

o1 3
M=§§ rdrd{ =§ /2fprdrdlp=lt—
43
0 O
w2 P 2
M, = | [ rsing rdp = 2— - 2
0 0 4.
/29 4 3
M = | [r cospdrd¢ = 50— -T+2
y 24
0 0
3 2
T T
5(54—"”2 T'z)
3 3
T L
48 18
3 7>
o=} ¢’ drdp = S~ 0,47

" _n

Legyen az "a" &1l kocka egyik csucsa az origéban és a ten-
gelyek a kocka élei. ‘ '

a a a 5
e =1 { ! (y2+22) dxdydz =28
X 3
0 0 0
5
_ _ 22
ey-ez-ex-——s
: a a ai aS
e =0 _=68_=1 | xydxdydz = —
Xy XZ V2 5 0 o0 4
a5
e=?

1/48 + 37 /64

11 T /6
Henger koordinita transzforméci6t alkalmazunk:

04r 41, 0£W L2 | 0% z£ -Inr, igy
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27-1nr

1 121 Anr
V=1 [ [ rdzdar d@=1{ | [rz] d¢ dr =
0 0 0 00 0
1 2. 1
§ § -rinr dpdr = | -27rinrdr =
00 : ¢ )
1 : r2 r2
lim (-27) { rlnrdr = lim (-2 )[—— Inr a:] =
e — 2 2 e
- ) 5
lim #r+7e” Ine) =17,
e-—-—
. Poldarkoordinitds transzformaéciéval:
= rec Trpe® 2 inko 2
X = rcosyp , -Z-—LP-~—, r sinlyp = rcosy,
y = rsin @ 04T £ COSZLP = cosy
sin - 8in
T ctgl T
2 sing 2
1= i __I___drdtp=§l-.l_.___l_._ dP=
2,2 SJU2 2 2
T (L+1z") T cigly,
) 0 2 1F

.31"2_\\0

bIs
t = ctglp helyettesitéssel a masodik tag O lesz, igy = 5

a) n >3 esetén konvergens, ekkor az integral értéke

a) 1
b) divergens
© 2
- I
\IT[ megjegyzés: A dx=£—-
0

2
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86

A feltétel értelmében a hatdrértékképzés és integrélds sorrendje
felcserélhets;

X
lim I ={ lim f(”-h)h' MO g = [ ae=
Z a

h-=0 o h—=
X
[E0) & = t@ - f(a).

33) A signum filggvény definici6ja alapjén eldszor dbrdzoljuk az
integrélandé flggvényt. Ezutén az u = f(y) flggvény 4brija az
(y,u) koordindta-rendszerben: |

54. a) M /4
T b1 —_6\1

c) 8/3 o1l }7 <

! dx
@] tim | —%

n
0 1+(1+§)

n—*m
e
p_du . } _ 2e
{ S0t 0) ine -In(l+e)-1n1/2 = lnl+e
55. 0
56. A kovetkez§ osszefliggést alkalmazzuk:
(3 ()
ha Fx) = | fx,0 dt, akkor
& (x)
F’ () (3! ®) £ & 0d+ £ 3 &) - oK)
a ()
Tehat
. z 2
F’(x) = -simx cos (Tcos x) - cosx - cos (TMsin"x).,
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by F(x) = 2x \1 + x*
2
3x
c) F'x) = -
e Jiea?
-x5 -x3 xz 2 -xt
d) F (x) = 2xe - e [ e a
b
e) FPix)= - (exl stnx| sinx + exl cosx| * cosx) +
cosx {1
\! d
s-mx
37. F"(x) = 3f(x} + 2xf’ (x)
8. FMg)= (n-1)! £(0) N
2 v
$9. -sin n” + sin v = cos x dx
u2
x x
[B0] '@ =x£60 | £® dt - 1) [ () dat _
0 0
)gf(t) dt)2
x
_te[x | g ar - j €@ de]
0
( f £(t) dt)
2]
X

£(x) I;J £t) -t) dt
= . >0, ha fx)=0

X
2
[ t@) av
0
Igy @ (x) monoton nsvé fliggvény.
6l. x =20
@ . +oo -ix = “tx
‘llm I te dx = 1, J(llm te Ydx =0,
t0
-0 0 t=+o

tehdt nem cseréthets fel.
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