ety i=i7im
¥hf‘f—=‘~:..~:'_‘;_— == R E R e s e ikl il
O P e PO P 2 e 0 b e
buuf PRRZEARE rala LU LYY LLLY T

BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM
TERMESZETTUDOMANY! KAR

Kollar Gaborné - Nagy Béla
MATEMATIKA 1.

>

Miiegyetemi Kiad6, 2009



Lektor:
Dr. Sebestyén Lukacs

Szerz6k:

Dr. Kollar Gaborné
Dr. Nagy Béla

(izenharmadik utdnnyomas)

egyetemi jegyzet
oktatasi célra

Azonositd: 065000

A Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Természettudomanyi Karanak
megrendelése alapjan kiadja a

Miiegyetemi Kiadd
www.kiado.bme.hu
Felelds vezetd: Wintermantel Zsoit
Terjedelem: 16,5 (A/5) iv
Nyomdai munkak:
Miegyetemi Nyomda

Munkaszam:7105/09



TARTALOMJEGYZEK

A kbzépiskolal tanulményok alapjdn ismertnek tekintett

néhany alapfoga}om rovid leiprasa
Matematikai logikai alapok ......

.

.1
.2,
.3.

b

A
3.1
3.2.
3.2

Valds szémsorozhtok és numerikus sorok. ....

4.1.

4.2,
4.3.

A halmazokk&l kapcsolatos alapok

D T I I SRy

A "legfontosabb" fliggvényekhez feladatsor ......

valés szdmok .......... Cra e ces

A természetes szamok ........ s

Az egész szdmok .................
A racionalié SZAMOK ...... 0 .00n.n
A valés szémok ..................

komplex Szdmok ....................
A komplex szémok halmaza. Miveletek ...

Komplex egyiitthatés polinomok
Feladatok & 3. fejezet anyagdhoz

........

A sorozatokkal kapcsolatos alspfogalmak.

Konvergenciptételek
Numerikus végtelen sorok .......
Feladatok al4. fejezet anyagsdhoz

Fliggvények hatafértéke, folytonossdga,

differencialhatfssga

5.1.
5.2.

5.3.
5- 4'-

Hatdrérték, folytonossdg

................................

Zart intervallumon folytonos filiggvények

tulajdonsigai

L N I

A differencidlhdnyados alkalmazisa a flggvények

menetének vizsgalatdra

6.1.

U')U)U'ﬁp')
Ul W N

A
.1
.2,
-3,
.4,
-8,

b T B BCV S

7.8,

Figgvények lokdlis széls8értéke.
Kdzépériéktételek.

Fiiggvények monotonitdst intervallumai
Magasabb rendfi derivaltak. Taylor tétele -
Fliggvénygorbék alakja; konvexitds, konkévitss ...

Teljes fiiggvényvizsgdlat
Feladatok d 6. fejezet anyagdhoz

hatdrozatlan integral

A hatarozatlan Integral alaptula jdonsagai

Parcidlis integrdldés

Integralds helyettesitéssel .....
Raciondlis tértfiggvények integrilésa

.............

.......

---------------

..............

...............

..........

Raciondlis tdrtfiiggvények integrdldsdra vezets

helyettesitések

.................

...............



8. A hatdrozott Integrdl ......... i osnans 113.
8.1. A Riemann féle hatdrozott integral definlciéja
és alaptulajdonsdgal ........ ..o iiiiian. 113.
8.2. A hatdrozott integrdl aikalmazésai ............. 134.
8.3. Improprius integrdlok .............. ... .i.0htn 139.
B.4. Feladatok a 8. fejezel anyagéhoz ............... 144,
G, FlggvénysoroKk .........ciitiiiiieninnnerinaneseinas 147.
9.1. Alapfogalmak ...........:... e caaaes Cvieerere 147,
89.2. Hatvanysorok .............. Cheee st er et 148.
8.3. Komplex szémok exponencidlis alakja ............ 152,
G.4, Fourler SOPOK ....:i.ccvounuvrrnasnrsnnnancansns ... 154,
9.5. Feladatok a 8. fejezet anyagdhoz ............... 158,
10. A linedris algebra alapJal .................. e eneea 187,
10.1. Determindnsok ...........c.iiiiiiiriarecnnanaans 157.
10.2. Matrixok ......iiiiiiein i, et v ie s i61.
10.3. Lineédris egyenletrendszerek ............00cu.cn 163.
10,4, Vektorok ..., it it i i88.
10.5. Feladatok a 10. fejezet anyagdhoz ......... ... 178,

Fliggelék
A (*)-gal Jelslt feladatokhoz tartozé eredmények ....178.



1. A k&zépiskolal tanulmdnyok alapjin ismertnek tekintett
néhény alapfogalom révid leirdsa

1.1 Matematikei logikal alapok

Definicié: ismeretlen fogalom pontos kdriilirdsa

ismeretlen fogalom alt. fogalom
pl.: fagyar valasziépolgdr az a TMagyar 4llampolgar,

aki 1B-ik életévét betiltitte és cselekvSképessége

___ nem korlitozott
specializalas
Megjegyzés: az d.n. alapfogalmakat nem definial juk!

Axiéma: Alapfeltevés, amelyet bizonyitds nélkiil fogadunk el.

Tétel: specidlis 4llitds, amelynek tartalma, hogy bizonyos
feltételekbdl egy bizonyos 4llitds k8vetkezik.

4llitas
JelGlése: F1

Y = IIII

Fn amely a feltételekb&l kdvetkezik

feltételek

Bizonyitds: A logika kdvetkeztetési szabdlyainak felhasz-

ndlasa a tétel feltételeire vgy, hogy a tétel Allitdsahoz
Jussunk.

feltételek (F, F )
12

pl.: Ha Péter a BME magyar allampolgérségGThallgatéja,
akkor PéEer magyar valasztépolgdr :
a tétel allftdsa
Bizonyitéds: F1= Péter magyar dllampolgar
F2= Péter a BME hallgatéja

F1= Péter magyar #4llampolgar

} feltételek

F2 => Péter bettlittte 18-ik életévét &s
Péter orvosilag alkalmas a felvételi lapja szerint —>

=> Péter cselekviképessége nem korlétozott

tehat Péter magyar vdlasztoépalgar
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Altaldban a tétel jeltlése: F —> A

Elégséges feltétel: F elégséges feltétele A-nak, ha
F—> A teljeslil '
F

o

pl.: Ha Péter magyar vélasztépolé;r, akkor
18-ik életévét bet61t§3§e

—i—

A

Sziikséges feltétel: A  szlikséges feltétele B-nek, ha
B => A teljesiil

B

e S S —
pl.: csak akkor lehet [magyar vélasztépolgari
ha _18-1k életévét betibltbtte ,
A

Figyelem, nem minden 18-ik életévét bettltott

magyar dllampolgér egyben vdlasziépolgar is!

Szilkséges és elégséges feltétel : A szlkséges és elégséges
feltéfele B-nek, ha mind B => A, mind A => B tel]jesiil.
Jeliilése: A <=> B

pl.: egy szém pontosan akkor oszthaté hattal,
ha hdrommal oszthaté és péros.

A "pontosan akkor" kifejezés helyett haszndlatos még az
* akkor és csak akkor " kifejezés is.



A logikail "és® A&B
A és B 4llitdsokat kapesol ja Hssze.
A & B 4l1litds pontosan akkor igaz, ha mind A, mind B igaz.

A logikal "vagy" AUE
A és B 4llitdsokat kapcsol ja dssze.
AU B 4llitas pontosan akker igaz, ha A ill. B &llitdsok
kziil legaldbb az egyik igaz.

A logikal tagadas Jjelslése A 111. 1A
egy allitédsra vonatkozik.

A pontosan akkor igaz, ha A nem igaz
pl. A = x férfi
A = x nem f£érfi
Vigydzat! A # x né, mivel elképzelheté pl., hogy
X egy kismacska, vagy egy cseresznyefa.

Az indirekt blzonyitds: A —> B indirekt bizonyitésa

(A & B) —> abszurdum beldtdsat Jelenti, tehat B tagadésabésl
indulunk ki, egyidejiileg feltételezve A tel jeslilését,
S igy ellentmonddsra jutunk.

pl.: Ha X és y pdros szamok, akkor van kizos osztd juk
——————— - —— —

A ' B
Bizonyitds:

B: x-nek és y-nak nincs kidzis osztéja

f
A: x=2xi ; y=2y1 } ellentmondds!



1.2 A halmazokkal kapcsolatos alapok
A halmaz alapfogalom, nem definidljuk. Egy halmazt akkor
tekintiink megadottnak, ha pontosan tudjuk, melyek az elemet.
Magat a halmazt dltaldban nagybetdvel Jel&1jik, elemeit
d4ltaldban kisbetlivel. Az elemet mint alapfogalmat szintén nem
definidl juk.
Jeldlés: h e H Jelenti: 'h eleme H halmaznak®

X ¢ H Jjjelenti: “xX nem eleme H halmaznak".

Példédk halmazok megaddsira:
1./A=4{12, -1, n}
B = { kérte, Piroska, farkas}
E példékban az adott halmez minden elemét felsoroltuk.
2.7 X={x: 1<xs8 ¢és xeZ}
Z itt az egész szdmok halwazat Jelenti, tehdt az x
halmazt elemeivel felsorolésnak is megadhattuk volna:
X= {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,}
Y={y: 1<y=B és yeR )}
(R itt a valds szdmok halmazat jelenti, tehat az Y

(i}

halmaz a kdzépiskoldbdl ismert (1;8] intervallum,
elemeit felsoroldssal nem tudjuk megadni)

3.7 o n +
A= { an } - = { an H an = T és neZ }

(2" 1tt a pozitiv egészek halmazat Jelenti)
Az 1tt megadott A halmaz az alébbiak szerint is megadhaté

a={1 23 B_
= 2’ 3' 4, ..... s n+1 EEEE



Az aldbbiakban példat adunk arra, hogy milyen ‘“megadds"
nem Jelent halmazt:

X ={ x: x Breg ember} ez nem haimaz, mivel az Sregség
fogalma relativ, egy elsféves haligaté szdmdrs pl.
egy 80 éves ember breg, de ugyanez a 60 éves ember
egy 80 éves szempont jibél fiatal. Az "Sreg emberek
halmazdt” teh4t nem tekinthet jilk halmaznak, mivel
nem dinthetd el egyértelmiien, ki tartozik bele, és
ki nem.

H = {h:h tetszSleges halmaz} ez sem tekinthetd halmaznak,
mivel ez & "minden halmaz halnmaza", egy halmaz pedig
nem lehet &nmagdnak egyben eleme is.

Részhalmaz: A részhalmaza B-nek: 4 c B Jelenti, hogy
A minden eleme egyben B-nek is eleme:
A € B <==> {agA =—> aeB}
pl. a 4-gyel oszthaté szémok halmaza részhalmaza a péros
szémok halmazénak,

Két halmaz egyenl6sége: A = B<——> ACB & B c A

Gyakran eléfordul, hogy egy halmaz minden elemére vonatkozé
kijelentést teszlnk. “A" halmez minden “a" elemének révid
JelGlése: V aegA

Hasonlé fontosssigi és gyakorisigd a létezik Elyan "a" eleme
"A"-halmaznak kifejezés. Enmek révid Jeltlése: 3aeAh
Ha az adott “A* halmaznak pontosan egy “a" elemsnek
létezését kivanjuk roviden leirni, a S a € A Jeldleést
haszndlhat juk. '




Miveletek halmazokkal

1._Unié_vagy egyesités:

ceAUB pontosan akkor,
ceA vegy ceB kiziil legaldbb az egyik teljesiil.

2. Metszet: AnB «//B
¢ 2. é4bra

ceAnB pontosan akkor, ha mind cEA, mind ceB tel jesiil.

Mindkét wli.elet kommutativ &s asszociativ:
AUB = BUA H AnB = BnA kommutativitas
AU(BUC) = (AUBIUC ; An(BnC) = (AnB)AC asszociativitas
A mveletekre vonatkozdan kétféle disztributivitas tel jesiil:
(AUB)NC = (AnC) U (BnC)
(AMBIUC = (AUC) n {BUC)
A kétféle disztributivitds szemlélietése legegyszeriibben az

1

uniéndl és a metszetnél megadott &brdakhoz hasonldan tértén-
het. Készitse el a megfeleld dbrdkat!

3. Killonbség A\B ,:/g.»
»- 3. 4bra

ceA\B pontosan akkor, ha ceA és cgB.
A kiilonbségképzésnél kiildnleges jelent&sége van az dn.alap-
halmazra venatkoztatott kiillénhségnek, ezt nevezzik

komplementerhalmaznak:

/7
'o % 4. Abra

Szemléltetése az Gn. Venn diagrammon térténhet.




Az alaphalmazt minden esetben kiiln meg kell adni, hogy a

komplementerképzést értelmezni tudjuk. Legyen pl. az alap-

halmaz az egész szdamok halmaza, Z, legyen tovébba
A={a:aeZ & a>0}.

A komplementere: A = Z\A = {0}U{x: x negativ egész}

és nincs olyan xeh hogy x> O teljesfil Jon.

Ha viszont az alaphalmaz a raciocndlis szimok halmaza, @ és
A az elSbbiekben megadott, pozitiv egészek halmaza, akkor A
komplementere:

A= O\A és 3 xeA ugy, hogy x>0 teljesfil pl. x=2/3 esetén.

Az alaphalmaz komplementere az {res halmaz. Az iires
halmaz az a halmaz, amelynek nincs eleme. Jeltlége: g
Figyelem, {@} nem az {ires halmaz, hanem azon halmaz, amelynek

egyetlen eleme az ires halmaz!

A de Morgan féle formulak

A de Morgan formuldk az unié, a metszet és a2

komplementerképzésre vonatkozé kapesoliatokat fejezik ki:

1. AUB = AnB

8. abra




1.3 A "legfontosabb” flggvényekhez feladatsor

n /n -1/n

F.1.1 Az x™ x5 %" x (n>0, egész)
figgvények dbrézoldsa
pl. n=2 és n=3 esetén.
A  figgvényeket vizsgdlja pdrossdg ill. paratlansdg
szempont jabol.

F.1.2 Az y=ax’tbx+c = a-(x-u)®v parabola &brézoldsa.
‘Rajzolja fel az alabbi paraboldkat:
fx(X) = 2x%4Bx+8 i fo(x) = —x42x-2
f3(XJ = x° +5x+6 ; f;(x) = -3x°-Bx -3
irja fel a fiiggvényeket a-(x—xi)'[x-xz) alakban, ha ez
lehetséges!

F.1 3. A sin x, cos x, tg x, ctg x flggvények dbrézolasa

F.1.4. Az a* 111. log x flggvények dbrazolasa
O<a<l i1l1. a>1 esetén

Rajzolja fel az alébbi fliggvényeket:

x 1 x
f}(x} =2 N fz(x) = [§ ]
fatx) = logzx . fg{x) = logi/zx

F.1.8. Az f(x) figgvény rajzabsl adja meg

az £.(x) = £(x) + ¢ , lex) = f{x+c)
. fa(x3 = c-f(x) , f4(x} = f{ec'x} fliggvények
rajzatt
Példa: 3~sin[x+g} , +tg(2)
loga(-x+2) . logl/a(x+2}
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I 2. A valés sz;mo£4]

2.1. A természetes szamok

A természetes szdmok halmazdnak Jel8lése: N

Természetes szémoknak nevezzilk a pozitiv egészeket és a
nul l1at. :

Tehdt N ={0,1,2,....,n,...} vagy N={n}"

A természetes szdmok kBzbti érteimezve van két mivelet, az
Ysszeadds és a szorzds, \gy, hogy ezen milveletek eredménye
ismét természetes szdm. Mindkét nlivelet kommutativ és
asszociativ:

Y a,b,c € N esetén
' atb=b+a ; a*b=b-a kommutativitas
at(b+c)=(at+tbl+c ; a-(b-c)={a'b)-c asszociativitds
tovdbbd az Osszeadds miivelete a szorzisra vonatkozdan

disztributiv: {atb)c = a-¢c + b
Mindkét miiveletnek van egyértelmflen d.n. neutralis eleme:
a+0=a H asl=a

Az bsszeaddsra vonatkozéan a neutrdlis elem a zérus,
a szorzasra vonatkozéan a valés egység. '
" A természetes szamok halmazdbdél tehat két mlivelet, az
Usszeadds és a szorzds, nem vezet ki.

A természetes szdamokat dbrazolhat juk egy egyenesen, gy,
hogy az egyenesen kijel6l}ik a 0 és az 1 természetes szimok
helyét, és ezutdn e két pont tavolsdgat, a 0-b6l az 1
irdnydban elindulva, n-szer felmérve, az igy kapott utolsé
pont felel meg az n természetes szémnak. Ez. a megfelelietés
a természetes szamok és az egyenes kijeldlt pont jal kozitt a
.0 és az t helyének kijel8lése utan egy-egy értelml, azaz
minden természetes szamnak az egyenesen pontosan egy pont
felel meg, ¢s az egyenes minden kijeldlt pont jdnak pontosan
egy természetes szdm felel meg, .

Ezt az egyenest majd "teljesen" be fogjuk t&lteni
szamokkal, azaz az egyenes minden pont janak megfeleltetiink
majd (pontgsan) egy szdmot, s ezutdn el fogjuk nevezni
{valés) szdmegyenesnek. ’ )

Vizsgdljuk meg a szdmegyenesen most kijeldit poistok,
azaz a természetes széamok elhelyezkedésst: )

e it | 3
N B | T I R -
o 1 2 3 .. N

A pontok az egyenesen "rendezetten" helyezkednek el.
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A természetes szdmok halmazédn drtelmezhetjiik tetszfleges
két természetes szdam kdzdtt a "nagyobb" (>) reléciot:
Legyen a,b e N a>b pontosan azt Jelentl, hogy az a széam
a szamegyenesen a b szamtél Jobbra helyezkedik el.
Vizggdl juk meg ezen reldcié tulajdonsagait:
1. V a,b e N esetén az aldbbiak kizilll pontosan egy
igaz: vagy a>*b , vagy b>a , vagy a=b
Ezen tulajdonsdg neve : TRICHOTOMIA
2. ¥ a,b,c € N esetén, ha a>b és b>c akkor a>c
Ezen tulajdonssdg neve : TRANZITIVITAS
3. V a,b,c € N esetén, ha a>b akkor at+c>bic
tov4abba, ha a>b és >0 akkor a'cdb'ec
Ezen tulajdonsidg neve : a relédcié MONOTONITASA az
dsszeaddsra és a szorzasra vonatkozdéan

D.2.1, Definicié (RENDEZETT HALMAZ)

Egy H halmazt rendezettnek neveziink, ha elemein
értelmezhetd egy olyan bindris reldcis, amely rendelkezik a
fentiekben leirt els§ két tulajdonsdggal{irichotomia,
tranzitivitds), és ha a halmazon a (+) és a (-) nmiiveleteket
értelmeziiik, teljesil a két miveletre vonatkozé monotonitis

ig, azaz a halmazon tel jeslilnek e reldaciéra vonatkozéan a
"pendezési =axidémak” , a rendezési reldcié elébbi 1,2,3.
alatti kévetelményel.

A természetes szdmok halmaza rendezett.

2.2. Az egész szdémok

Az egész szidmok halmazinak jeldlése: Z .
Az egész szamok halmazdnak a természetes széamok halmaza
részhalmaza : N < Z
A természetes szémokon kivill a negativ egészek tartoznak az
egész szamok halmaziba.

A pozitiv egészek halmazdra szokdsos jeldlés: z"

a negativ egészekre : Z
Fzen Jelblésekkel : N = Z'uv {0}
illetve : Z=NuZ =Zv {0} vl

Az egész szdmok halmaza a természetes szémok halmazdnak
bvitése, ezen nemcsak az elemek szdminak olyan nbvelését
ért jiik, amikor a "régi" elemeket mind megtart juk, harem azt
is, hogy a természetes szémok halmazéan értelmezett miveletek

tulajdonségalkat meglartva, az egész szamck halmazén is
értelmezve vannak.
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Tehdt tetszlleges egész szamok 8sszege 111. szorzata ismét
egész szém, tovabba

¥ a,b,c € Z esetén tel jeslilnek az aldbbiak:

a+b=ht+a : a‘b=b-a kommutativitas
at({btc)=(a+b)+tc ; a-(b-c)=({a‘b)-c asszociatlvitas
(a+b)-c=a-c+b-c az Osszeadds a szorzasra

vonatkozéan disziributiv
Mindkét mlveletnek van egyértelm(f neutrdlis eleme:
at+0=g R a«l=a

A természetes szdmokra vonatkozéan tdl az egész szdmok
halmazdban V a2 € Z esetén 3 b e Z egyériecimen, dgy,
hogy at+b=0 .

Ezen =-3 egész szédmot nevezzik az a egész szdm
bsszeaddsra vonatkozé inverzének, vagy médsnéven az a szam
ellentett jének, s a+{-b) az a és b szdmok kiilénbsége, il1.
b-nek a~bél valé kivondsa.

Az egész szémoKk halmazdbsél tehdt hdrom mnilvelet, az
Usszeadds, a szorzds és az dsszeadds inverz miivelete, =
kivonds, nem vezetnek ki.

A felsoroltak telJesiilése miatt az egész szamok halmaza
t.n. kommutativ gyilir{it alkot,

D.2.2. Definicié (A KOMMUTATIV GYUR()

Egy H® halmaz kommutativ gyliriit alkot pontosan akkor, ha
elemein értelmezve van két miivelet
(Jjelsljik ezeket + 111. - jelekkel)
¢és tel jeslilnek az aldbbiak V a,b,c € H esetén:

a+b=h+a ; a-b=b-a kommutativitas
a+(btc)={a+bl+c ; a-{b-c)={a-b)-c asszociativitas
{a+b)-c=a-c+b'c az egyik {(+) miivelet a

masikra {-) vonatkozéan disztributiv
Mindkét milveletnek van egyértelmii neutrdlis eleme:
3 n,n" V acH esetén gy, hogy atn'=a és an'=a
A {+) mlveletre nézve létezik inverz elem:
¥ a € H esetén egyértelmlien 3 -a ¢ H vigy, hogy a+{-a)=n"

A D.2.1. definicié szempontjib6l megvizsgdlva az egész

szamok halmazdt, megdllapithatjuk, hogy az egész szamok
halmaza is rendezett.

2.3. A raciondlis szamok

A raciondlis szdmok halmazdnak jelSlése: @
Racionadlis szdmnak neveziink minden olyan szémot, amely két
egész szdm hanyadosaként irhaté fel, Ggy, hogy az oszté nem

nulla. Az egész szamok halmaza a raciondlis szamok halmazé—
nak része: Zch
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A racionilis szdmok halmaza 8z egész szdmok halmazdnak
bévitése, a raclonidlis szémok halmaza is kommutativ gy(rdt
alkot. A D.2.2. definiciéban megadott gy(irfiaxiémakon kiviil a
raciondlls szamok halmazédban tébb is teljeslil, nevezetesen:

Vv a e 0N{0} esetén egyértelmifen 3 b € @ dgy, hogy a-b=i
Ezen b = 1/a = & szamot nevezzllk az a szém szorzédsra
vonatkozd inverzének, vagy masnéven az a szam reciprokénak.

A felsoroltak teljeslilése miatt a ‘raclondlis szimok.
haimaze G.n. testet alkot.

A reciondlis szamok halmazdb6l tehdt négy miivelet, az
Bsszeadsds, a szorzas, valamint e mveletek inverz miiveletel,
2 kivonas és az osztés nem vezetnek ki.

D.2.3. Definfcié {A TEST)

Egy 8 halmaz testet alkot pontosan akkor, ha ezen H halmaz
kommutativ gylrd, és benne a (-} m(ivele}re nézve is
egyérteimlen létezlk inverz elem V 2 e H\{n'} esetén.

A raclonilis szémok felirhaték végtelen, szakaszos
tizedestért alakban, illetve minden végtelen, szakaszos
tizedestdrt felirhatdé két egész szém hényadosaként.

Az aldbbiakban a végtelen, szakaszos tizedestért
kGzbtnséges tti__r't. alakba vald dtirdséara mutatunk példat:

X = 1,2352356235......
1000x = 1235, 235235235, .....

T ) - . 1234
899x = 1234 = X = —555

A D.2.1. definfci6é szempontjabél vizsgdlva a raclionalis
szamok halmazdt, megdllapithatjuk, hogy 2 racionidlis szdmok,
halmaza is rendezett halmaz, Mivel a raciondlis szamck
halmazén mind a rendezési, mind a testaxiémik tel jeslilnek, a
racionalis szdmok halmaza RENDEZETT TEST.

2.4. A valés szamok

A valés szamok halmazdnak Jelblése: R

Miel6tt pontosan megadnénk a valés szamok definfciéjdt,
néhdny 4Jj fogalommal kell, hogy meglsmerkedjlink,
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D.2.4, Definicié (A RACIONALIS SZA”SORDZAT)

Raclondlis szdmsorozatnak neveziink egy olyan hozzirendelést,
amely minden természetes szdmnak megfeleltet egy raciondlis
szémot. '

Jel¥lés: mz n-edik természetes szémnak megfeleltetett szdmot
dltaldban az n szdm indexbe frésdval Jei8ljuk, pl. a s b, o
és a szémsorozat n-edik tagjénak, elemének nevezzik." " P
A hozzérendelés, azaz a szémsorozat megaddss L8rténhet
képlettel? a = n-(n+l1)

felsoroldssal™ a : 0-1, 1-2, 2-3, 3-4,....

vagy barmely més efyértelm( alakban.

D.2.5, Definfcié (A2 ABSZOLUTERTEX)

Legyen =& € Q@ tetszSleges racionilis szam.
Az a2 szdm abszolutértékét |e.|-.val Jeléljtk, és az aldbbi
mennylséget értjiik ezen: |a1= a ha az 0
. -a ha 0 >a
Az abszolutérték tulajdonségai: |a}=0
laj=0  <=>  a=0
lasb] = [aj+]b]

D.2.6. Definicié (A TAVOLSAG)

Legyenek a,b € 0 tetsz6leges racionalis szamok.
A d{a,b)=|a—b| nemnegativ mennyiséget nevezzik az =a,b
szamok tavolsdganak. o
A tdvolsdg tulajdonsdgai: d{a,bl)=d{b,a)20
‘ d(a,b)=0 <==> a=b-
d{a,bl)+d{b,c) = d(a,c)

D.2.7. Definicié (A KORNYEZET)

Legyenek a,ce €@ és £ >0

Az a szdm .¢ gugart kirnyezetén értjik azon x szamok
halmazat, amely szdmokra d(x,a) < e teljesll.

Jelblése Ug(a)

Példdul a O szam ¢ sugari kdrnyezetének elemei azon x
szdmok, melyekre |x|<& teljesil.

D.2.8, Definicié (A NULLSOROZAT)

Az a sorozatot nullsoi*czatnak nevezzitk, ha a 0 szam
tetszfleges € sugard kdrnyezetén kiviil a sorozatnak csak
véges sok eleme van.

Misképpen mondva: V e>0 szénmhoz 3 HN(e) gy, hogy
ha.  n>N(e), akkor |a |<e
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D.2.9. Definfcié  (MUVELETEK SOROZATOKXAL)

A cn sorozatot az an és a bn sorozatok

tsszegének nevezziik, ha e=a + b

kiil¥nbségének, ha e=a~-b

n n n
szorzatanak, ha c=a+ b

n n n
hényadosdnak, ha c = an/ l:an teljesiil

D.2.10. Definfcié  {SZABALYOS RACIONALIS SOROZATPAR)

Az (a.n,bn) raciondlls szamckbél 4116 sorozatpirt szabidlyos
raciondlis sorozatparnak nevezzilk, ha +teljeslilnek az

aldbbiak:
an sorozat monoton ndvekvd, azaz ha k>m akkor akzam

bn sorozat moenoton csidkken, azaz ha k>m akkot >bksbm

cn= an- bn sorozat nullsorozat

D.2.11, Definicié (A VALOS SZAM)
Valés széamnak nevezink egy szabdlyos raciondlis scrozatpart.

D.2.12. Definicié

A v valés szam raciondlis, ha 3 (an; bn)r—‘v szabdlyos

raciondlis sorozatpar dgy, hogy aL“=bn ¥ neN esetén.
Tehdt pl. az % € O reciondlis szdamot an=bn= -_E- szabdlyos
raclondlis sorczatpérral adhat juk meg.

D.2.13. Definicidk
Legyenek (an;bn) és (a: :b:) szabalyos raclondlis sorozatpérok

1. A v=(a.n;,bn) és v.=(a;;b;1) valés szamok egyenléek pontosan

-
akkor, ha cn=a.ﬂ--an sorozat nullsorozat.

2. v=(an;bn) > 0 pontosan akkor, ha 3 n gy, hogy a > ¢]
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D.2,14. Definiciék (MUVELETEK VALOS SZAMOKKAL)

Legyenek (an; bn} és (a.; b;) szabdlyos racionilis sorozatparok
*
igy v=(an; bn} és v ={an; bn) valés szadmok.

* L -
1. v+v= {a +a ;b +b )
n n n n

2. =-v=(-b;-a)
n n

kévetkezmény: o .
v-v={(a~b; b-a)}
n n n n

L]

3. v >0 és v’> 0 esetén v-v.'-—' {an-a. 1 b -b‘)

.-
-

n
v <0 és v> 0 esetén v-v = (a ‘b; b a)
n n n n

* ]

V<O és v<O egetén V'V‘= (bn-b poas

]

4, v=*0¢és a0, bz 0 esetén -1-=(
n n v

A D.2.13. és D.2.14. definiciék segitségével a valsés szémok
halmazdn definidlhatjuk a ® > " rendezési reliciét:

v > v‘ pontosan akkor, ha v—v‘> 0
A mitveletek tulajdonsdgait és =2 rendezést relaciét
figyelembevéve megdllapithatjuk, hogy a valés szémok is

rendezett testet alkotnak, és a raciondlis szémok halmazinak
a valdés szamhalmaz bSvitése,

D.2.15.Definicié

Az R\Q halmaz elemeit, tehdt azokat a, valés szamokat,
amelyek nem raclondlis szémok, irraciondlis szamoknak
nevezzik. )

A raciondlis szdmok tizedestdriekként végtelen szakaszos, az
irraciondlis szdmok végtelen nem szakaszos tizedestdrtekkel
adhaték meg.

Tér jink most vissza a szémegyeneshez. A valés szdmok és
a szdmegyenes pontjal kBzdtt egy-egy értelmi megfeleltetés
van. Lattuk, hogy a szdmegyenesen el tudunk helyezni minden
raciondlis szdmot, de a kizépliskoldban tanultak alapjén is
- VZ nem raciondlis - nyilvanvalé, hogy a raciendlis szémok
nem t8ltik ki "teljesen” a szdmegyenest, annak ellenére,
hogy "sl{irin" helyezkednek el a szamegyenesen. A D.2.15.
definiciéval ¥sszhangban a ractondlls szdmok &ltal "el nenm
foglalt" pontokat feleltetjik meg az irraciondlis szamoknak.
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T.2.1.Tétel

A szémegyenes €5 a valés szémok halmaza kSzStt létezik
kélcstnlsen egyértelnf! hozzdrendelés.

(Azaz: A szémegyehes minden pont jdhoz pontosan egy valés szam
tartozlk, .és megforditva, minden wvalés szémhoz a-
szdmegyenesnek pontosan egy pont ja tartozik e

hozzérendelésnél)
Bizonyftds:
a. )} Tekintslik a szdmegyenes tetsz6leges P pontJat. Jelslje 8,

azon legnagyobb egész szémot, amely a P ponttél balra
taldalhats, és legyen b1=a1+ 1 . Ekkor P pont az _al és b1

pontok kbzttt van. Jelblje a, azon legnagyobb, egy

tizedesjegyet tartalmazé racionilis szémot, amely a P
ponttél balra taldlhaté a szémegyenesen, és legyen b2=a2+0,1

Ekkor P pont az a, és b2 pontok k&zdtt van.

Folytassuk ezen "skatulydzé“ el jarast. ’ ]
Jeldlje an azon legnegyobb, n-1 tizedesjegyet tartalmazé

raciondlis szdmot, amely a P ponttél balra taldlhaté o
éﬁé.megyenesen, és legyen bn=an+101'n. Ekkor P pont az a_ és
bn pontok kdzbtt van.

Az igy Kkonstrudlt {an;bn) sorozatpir szabdlyos raclonélis
sorozatpar, és pontosan egy v valés szémot definidl.

b.) Tekintslink egy tetsz8leges v={a ; b ) valés szamot. Mivel
az [an; bn) szabdlyos raciondlis sorozatpar “egymisbaskatu-

l-yézott" - Bsszehlz6dé ~ zart intervallumok sorozatit adja
meg, @ geomeirla axiémdi értelmében pontosan egy pontot
hatdroz meg. : '

18



A most kdvetkez&é - tételekben  bemutat juk, hogyan

helyezkednek el ‘“egymids mellett" =a raclondlis és az
irracionslis szamok.

T.2.2.Tételek

1.) Bdrmely két raciondlls szém kzStt van raclonills szam
Blzonyités: Legyena,be 0 ésa<b
Ekkor c={a+b)/2 € @ ésa <c < b

2.) Barmely két raciondlis szdm k8z8tt van irracionalis szanm.
Bizonyitds: Legyena,be @ ésa<b

Exkor x=(b-a)-vV 2 /2 ¢ Q mivel v 2 g0 és 0 test
ugyanezért y=a+x ¢ Q

mivel b>a => x> 0 => y > &, tovabba

mivel x < b-a ¥y < atb-a=b

3.) Bérmely két irraclonalis szém kizott van raciondlis széam.
Bizonyitas:
Legyen v.v' € R\G vi<v és v=(a b ), -(a b }
Miveli v»v = v-v >0 = 3 n: a-—b >G=>a>b
Tekintsilkk ezen n~hez tar‘tozd a racioné.lis szamot:
Mivel \:—{a LR A a. } és a >b => v>b >v.
v =(a.n;bn) = b > v non L

4.) Barmely két irraciondlis szam kézdtt van irraciondlis
szém.

Bizonyitds: Legyen v, v'e R\NO és v > v .

A 3. pontban beldttuk, hogy tetszbleges két irraciondlis
szam kbzttt van racionilis szam - ekkor nemcsak egy, hanem
pl. két raciondlis szdm is van kdzéttiik. Tetsz8leges két
raclondlis szam kozstt pedig 2. pont szerint van
irraciondlis =z4m.

Meglegyzés: A tétel 3. pontJat kbanyen szemléltethet jilkk a
valds szdmok - véges ill. végtelen - tizedestirtalakjdval:

Ahhoz, hogy pl. két pozitiv irraciondlis szam kozottl
raciondlls szamot kapjunk, elegend§ a nagyobbik irracionslis

szdmot elvdgni elsé olyan tizedesjegye utdn amelyben a két
irraciondlis szém mar k(i18nbdzik:

3,21391010010001...< 3,2139103 < 3,21391030010001. . .
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Az elfz8 tételekben ldttuk, hogy mind a racionilis szémok,
mind az irraciondlis szédmok “slrn" helyezkednek el =a
szémegyenesen. Bizonyitds nélklil k8z8ljlik, hogy mig =
raciondlis szdmok sorozatba rendezheték, ugyanezt az
irraciondlis szémokkal nem tudjuk megtenni. Az irraciondlis
szédmok tehdt “t&bben" vannak, mint & raciondlis széamok.
Matematikal nyelven megfogalmazva e raciondlis szdmok
szémossédga megszédmlidlhatéan végtelen, az irraclonilis szémok
halmaza kontinuum szamossigd.

A tovébbiakban a valés szémhalmaz egy djabb
tulajdonsdgaval fogunk megismerkedni.

D.2.16.Definfcié  (FELSO KORLAT)

Legyen H CR és f e R . Az f val6s szdmot a B halmaz
fels§ Kkorldatjdnak nevezzilkk, ha V heH esetén fzh teljesiil,
azaz a H halmaznak nincsen f-nél nagyobb eleme.

D.2.17.Definicié  {SUPREMUM)

Legyen x a HcR halmaz fels§ korlatja. Ezt az x-et a H halmaz
legkisebb felsd korlatjinak, vagy supremuminak nevezzilk ha a
H halmaz minden f felsd korlatjara teljesiil: fzx

A H halmaz supremumdnak JjelSlése: sup H

D.2.18.Definicié  (ALSO KORLAT)

Legyen H<R és a eR . Az a valés szimot a H halmaz alsé
korlatJdnak nevezzikk, ha V heH esetén ash tel jesill, azaz a
H halmaznak nincsen a-ndl kisebb eleme.

D.2.19.Definicié  (INFIMUM)

Legyen ¥y a HcR halmaz alsd korlatja. Ezt az y-t a H halmaz
legnagyobb alsé korlat jdnak, vagy infimumdnak nevezziik, ha a
H halmaz minden a alsé korldtjéra teljesill: a =y

A H halmaz infimumdnak Jel8lése: inf H

D.2.20.Deflinicié  (KORLATOS HALMAZ)

A HcR halmazt alulrél korlatosnak nevezzitkk, ha van alsé
korlatja, feldlrdl korlatosnak nevezziik, ha van fels§

korldtja. A H halmaz korlatos, ha van mind alsé, mind felsd
korlatja.
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T.2.3.Tétel

A valés szdamok minden feliiirél kerldtos részhalmazinak van
legkisebb fels§ korlatja, és minden alulrdl Kkorlatos
részhalmazidnak van legnagyobb alsé koridtja.
(Tehdt, ha. HcR korlatos halmaz, akker 3 sup H € R valamint
IinfHeR.)
Bizonyités:

Csak a legkisebb fels6 korldt létezését bizonyitjuk, =

legnagyobb alsé korlat 1létezése hasonlé gondolatmenettel
l14thaté be.

Tegylik fel, hogy a H felliir8l korldatos halmaznak felsé
korldtja f. Ezen f felst korldtbsl az egységet lsmételten
levonva megkapjuk azon f‘a fels6 korlatot, amelynek "egész

L] = =

része", az x = (f; mar nem fels§ korldt, f, (fo}c-i pedig
felst korlat.

Legyen ml={x1+f1)/2 . ez vagy felsd korlat, vagy nem.
Ha m felsd korlat, akkor x =x, és f =m } ¢s £ -x =172

ha nem az, akkor x2=m1 ésg :f'2=f1

Legyen m2=(x2+f2)/2 » ez vagy fels§ korldt, vagy nem.

Ha m, felsd korléat, akkor x3=x2 és f3=m

2 } és fs_xa=1/4
ha nem az, akkor x:_‘=m2 és f'3=f2

Az eljardst folytatva olyan ( X i f;‘) raciondlis sorozatpart
kapunk, amelyre f -x = 2™ >0 , tehat ( xn;. f‘n} egy
szabdlyos raciondlis sorozatpar. Tekintsitk az f ={ X fn)
valés szamot, ez a H halmaz felsd korldtja, mivel an felss
korlat volt, és nincsen ndla kisebb felsé kfrlé.t, mivel Vxn
nem volt fels§ korldt. Ebb8l adédbéan az f valés szam a H

halmaz legkisebb fels& korlat ja.

‘D.2.21.Definicid

Ha egy rendezeti testben minden alulrél korldtos halmaznak
van legnagyobb alsdé korlatja, és minden felillr8l korlitos
halmaznak van legkisebb  felsd korlat ja, a test
rendezettségét tel jesnek mondjuk.

A valés szdmok rendezettsége telles.(T.2.3. tétel)
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D.2.22.Definiclé  (BELSO PONT)

legyen HcR és hel . A h val6és szémot a H halmaz belsd
pont janak nevezzikk, ha 3 £>0 dgy, hogy Ucth) c H

D,2.23.Definfcid  (NYILT HALMAZ)

A HcR halmazt nyf{lt halmeznak nevezziik, ha V heH pontja
belsd pont. )

T.2.4.Tétel
Minden ny{lt intervallum ny{lt halmaz. {Nem bizonyit juk.)
T.2.5.Tétel

Nyilt® halmazok uUniéjta nyilt halmaz, Véges sok nyilt helmaz
metszete nyilt halmaz. (Nem bizonyitjuk.)

D.2.24.Definicié  (ZART HALMAZ)

A HcR halmazt zdrt halmiznak nevezzik, ha H = R\H
komplementerhalmaza nyfit halmaz.

T.2.6.Tétel ,
Minden zért intervallum z4rt baimaz. (Nem bizonyit juk. )

T.2.7.Tétel
Zért halmazok metszete zart halmaz. Véges sok zart halmaz
iniéJa zdrt halmaz. (Nem bizonyit juk. )
D.2.25.Definicié  (TORLODASI PONT)

Legyen HCR €5 teR . A t valés szdmot a M halmaz torlédasi
pont jdnak nevezzlk, ha V e>0 esetén 3 heM ugy, hogy
heUe(t)\{t.}, azaz a t - pont tetszfleges kérnyezetében a M

halmaznak van t-t61 kiilsnbizs pont ja.

Hegjegyzés:

1.) Tessék észrevenni, hogy egy pont egy halmaznak lehet
torléddsi pontja gy is, hogy maga a halmaznak nem eleme!
2.) K8nnyen belsthats, hogy ha teR a H halmaz torlédast
pontja, akkor a t pont tetsz8leges kirnyezete a H halmaz
végtelen sok elemét tartalmazza.

D.2.26.Definiclé  (ZART HALMAZ)

A  McR halmazt zart halmaznak nevezzilk, ha tartalmszza
torlédist pontjainak halmazat.
Jelblésben: torl{H) ¢ M
Meg jegyzés:
A zért halmaz D. 2,28, o3 B.2.26. definicidi ekvivalensek.
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D.2.27.Deflnicié
Az AcR szémhalmazt a BcR szénhalmazban slirGnek nevezziik,

ha Bctorl{A) teljesill, azaz a B halmaz minden pontja az A
halmaznak torlédési pontja.

A definicléb6l kdvetkezSen a MHcR halmaz dnmagdban s(ird,
ha Actori(A) teljestii.

Pl.: & racionilis szamok halmaza slri Snmagiban, tovabba
sir§ az irraciondlis szdmok halmazdban is.
T.2.9.Tétel {BOLZANC-WEIERSTRASS)

Legyen HcR végtelen elemszamd, korlédtos halmaz. Ekkor a
H halmaznak van torlédédsi pontja.
Bizonyitas:

Legyen a H halmaz egy alsé korlat ja 3 felss korlsatja bo’

melyek mindketten raciondlis szamok,
Ekkor ch[aG;bo], igy az {ao;bol intervallumban ¥ halmaznak

végtelen sok eleme van.
Legyen m1=(a.°+b°)/2 e Q.

Mivel H halmaz elemeinek szama végtelen,
az [ao;mil 111. [mi;bc} intervallumok k¥zlil legalabb
az egylkben H-nak végtelen sok eleme van.
Ha ez az intervallum an; mll. legyen a=a és b1=m

egyébként legyen a.1=mi és b1=bo

Legyen m2=(a1+b1)/2 Q.
Az el&z8 lépéshez hasonlSan ki jeldlhettink egy: [az;bz]
intervallumot, gy, hogy . a, bae @, és a kijelslt

intervallumban a H halmaznak végtelen sok eleme van.
Az el jérast folytatva {an; bn) szabdlyos raciondlis

sorozatpart kapunk, amely meghatéaroz egy t=(an;b'3 valés
szamot. Mivel ezen t wvalés szém tetszbleges Ue(t}

kbrnyezetében a H halmaznak végtelen sok pontja van, ezen t
valés szdm a H halmaz torlédisi pont ja.
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A Bolzano-Welersirass tétel feltételei kbzBtt szerepelt a
végtelen elemszami halmaz korlatos volta. Nem nehéz példat
adnl olyan végtelen elemszdmi, nem korldtos halmazra, amely
haiwaznak nincsen torlédsasi pont ja. Ilyen pl. a
természetes szdwok halmeza. Itt a “torléddasi pont® a + w
lenne, de a + = nem valés szdm. Azért, hogy blzonyos
esetekben 2 + o 11l. - @« is targyalhaté legyen - akir
torlédasi pontként, akér fels§ 111. alsé korlatként,

bevezetjik a valdés szémok kiterjesztett rendszérének
fogalmat.

D.2.28.Definicié (A VALGS SZAMOX KITERJESZTEIT RENDSZERE)

A valdés szdmok kiterjesztett rendszere az R valés
szidmhalmazbél és a + w 111. - o szimbsdlumokbél Al11.

R rendezését megtartva V¥V xeR eseién legyen - o < x < + o
Nyilvdnvaldéan a + o fels§ korlatja R minden részhalmezé-
nak, hasonldéan a - o =alsé korlat.

A valés szémok kiterjesztett rendszere nem alkot testet, de
szokds szerint megdllapodunk a kivetkez&kben:

l.) VxeR esetén X+ mw=+o0 ; X~0=- o
X: {+w) sx;: (~0) =0
2.) Ha xeR és x>0 , akkor x'{+w) = + © ; X'(-0) = - »
Ha %eR és x<0 , akkor x'(+w) = -0 ; X (-w) = + o

A valés szamok kiterjesztett rendszérét R jeldli.
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2.5. Feladatok a 2. fejezet anyagshoz

F.2.1. Gytir(it 111. testet alkotnak-e az aldbb! halmazok:

N Z 3 RNG O A=[0;1] ;3 Z : @
F.2.2. Irja fel az #4={1,2,-1} halmaz Ssszes részhalmaz4t!

F.2.3., Bizonyitsa be, hogy 2z x=3-vV 2 111, y= 1+v 2
7 szdmok nem raciondlis szamok!

L L *
F.2.4. Legyen v={a ;b )<0 és v ={a:b )>0
n n b1 n

a.) Mutassa meg, hogy (an-b; b -a;] szabdlyos

n

" e

raclondlls sorozatpar, és cn=bn-a -a b

*
nullsorozat.
n n

b.) Mutassa meg, hogy (b:/bn H a:/a“) szabdlyos

raciondlis sorozatpar, és ¢ =a.‘/a -b'/b nullscrozat.
n n n n n

F.2.5! " Adja meg az aldbbi szénhalmazok legnagyobb alsé 111.
legkisebb felsd8 korlatjat!

A={ -1,-1/2,-1/3,...,-1/n,...} o
B={ %x: x<3 és xeR } t={ v 3 +1/n }n~z

F.2.6. Van-e legnagyobb alsd korldtja a raciondlis szémok
halmazdban az aldbbi halmaznak?

{ {1,5 ha n=0 }
H= X: X=
n " Ux /2 +1/%x  ha o0
n n
F.2.7. Mutassa meg, hogy ha ak=x+kﬂ/ 2 ; kel
és bn= Yy + 2'n ; neN , akkor ak=bn legfel jebb egy

{k,n) szampar esetén tel jesiilhet.
{*)

F.2.8, Vizsgdlja meg nyiltsag, zdrisdg, korlitossdg
. szempont jdbél az aldbbi halmazokat:
A=(0;1) U {2} ; B={1,2,8 ; €= {0;1} U {2}

D=[0;1] U {1+¢2™" ; neN }
F.2.9. Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges zdrt halmaz
komplementere nyiit!
}

F‘.2.10.(' Mutassa meg, hogy az R ill. az iires halmaz nyilt
ig,zért is!
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F.2.11.

a.)

l 3
c. 3t

e.}

f.)

h.)

J-)“)

k.)

1.7

Oldja meg az aldbbl egyrnlétlenségeket:

+Tx+12 5 0 ) x*~1=z0
(x+1)-(x-2) d.) 2 _
—x3 >0 T =5
5:v2 +3VT7 ., <ex
Vi~
log, (3x+2) < 2 g.) X+2 l > 2
%x-1

3

+ 1
3-1x| - 2 1.)  {3-x| < | xr 2
—Tsx-15T = © x+l

[$%+2%-3] - jx~4] > O

Ix=3] + |1-x} + {1+x] < §

Px+1] 2
Ix2-3x—4| {x-11
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I 3. A komplex szdmok I

3.1. A komplex szamok halmaza. Mlveletek,

A val6s szimok halmazdn bizonyos misodfokd egyenleteknek,
pl. az x™+1 = 0 egyenletnek nincs megoldésa. Célunk a
valés szémok halmazénak olyan bSvitése, hogy az igy kapott
halmazon minden mésodfokd egyenlet megoldhaté legyen. Mivel
a. valés szédmok teljesen kitdltik a valés szdémegyenest, a
bévitéshez a valés szdmegyenest tartalmazd sik pontjait
hasznal juk fel. Ezt a sikot nevezzilk komplex szémsiknak. A
komplex szémsik tartalmazza a valés szdmegyenest. CélszerGen
a komplex szdmsik pontjait egy olyan derékszégli koordindta-
rendszerben adjuk meg, amely koordinatarendszer
abszcisszatangelye a valés szédmegyenes, misnédven a. valds
tengely (Re}, az ordindtatengelyt pedig kép:etes tengelynek
nevezzilk, és jeldlése Im roviditéssel torténik:

Im
b T t(a.b) Igy az abrdan lathaté médon
"""" Ties meg tudjuk adni a komplex szdamsik
: N tetsz6leges pont jat.
! a

7. dbra

B.3.1.Definicid

Komplex szamnak neveziink egy (a;b) rendezett valds szampdrt,
mely valés szdmpdrokra az Osszeadds é&s a szorzas miveletét
az aldbbiak szerint definidl juk:

L] - L4 L
Usszeadds: (a;b} + (a ;b ) {a+a ;b+b )

f

SZOoTrz4as: {a;b) - (a';b’) = (a-a.—b-b‘;a-b‘+a‘~b)

Az (a;b) rendezett valds szimparbsl az elsé valds szamot a
komplex szdm valés részének, a masodikat a komplex szim
képzetes részének nevezziik.

Jeldlésben: z={a;b) ; a=Rez ; b= Inz
A komplex szdmok halmazédnak jeltlése: ¢
Meg jegyzés:

1.) Az igy definidlt komplex szém a komplex szamsik egy
pont ja {egy vektor), de eme vektorokra a vektorokn#l
J6l ismert bsszeaddson kivill a szorzdst is definidltulk.

2.) A szorzasra vonatkozé definicié akkor Jegyezhets meg
kdnnyen, ha a késébbiekben megadott D.3.2.definicid
utén leirt kdvetkezményt is figyelembevessziik.
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T.3.1.Tétel-

Az Usszeaddsnak és a szorzdsnak a valds szdamokndl megismert
nifvelet!{ tulajdonsdgai, = kommutativitds, az asszociativitas,
valamint az Bsszeaddsnak a szorzasra vonatkozé
disztributivitdsa a komplex szémokra is érvényben maradnak.
Bizonyités:

Csupdn az bsszeadds kommutativitdsidt bizonyit juk, a tébbi
gyakorlé feladatként végzend§ el.

* * . »
{a;b) + (2 ;b ) = {a+a ;b+b )} a D.3.1. definicié miatt.
tovabbi a+a' = a'+a és b+b' = b‘+h
mivel az Osszeadds a valés szémokra kommutativ.

Ezzel (a;b) + (a;b’) = (a +a;b +b} = (a;b ) + {a;b)
T.3.2.Tétel

Az p={0;0) komplex sz4m a komplex szamokra értelmezett
Bsszeadds neutrdlis eleme {(a nullal.

Bizonyitéds:
Legyen z=(a;blel teisz8leges komplex széam
Ekkor z+n={a;b)+{0;0)=(a;b)=z
Meg jegyzés:
n tovabbi tulajdonsdga: )
z-n={a;b)-(0;0)=(a-0-b-0;8-0+0-b}={0;0)}=n

T.3.3.Tétel

Az e=(1;0) komplex szédm a komplex szémokra értelmezett
szorzds neutralis eleme (az egység).
Bizonyités:
Legyen z=(a;blel tetszdleges komplex szam
Ekkor z+e=(a;b)-(1;0)}=(a-1-b-0;a-0+b-1)={a;bl=z

T.3.4.Tétel

Legyen z=(a;b)el teiszSleges komplex szam.
Ekkor egyérteimlien hozzdrendelhetd z-hez egy =z et komplex
sgém dgy, hogy =z+z =n teljesiil.
z =(~a;~b)} és JelBlése: Zz =~Z
Bizonyitdas:
z+(~z)={a;b}+(-a; -b)=(a~a; b-b)={0;0}=n
A hozzdrendelés egyértelmiisége pedig kovetkezik a valés
szdmokndl definidlt "ellenteti" elem egyértelmliségébsl.
Megjegyzés: a "-z" komplex szamot a =z komplex sz&m
Psszeaddsra  vonatkoziatott Inverz eleménelk, mésnéven
ellentett jének nevezzik.
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T.3.5.Tétel

A valés szémhalmaz a komplex szémhalmaz része { ReC J,
tovabbd a komplex szamok halmaza a valdés szamok halmazdnak
bfvitése.

Bizonyitas: .

legyen a,a € R és (a;0),(2.0) e €

ekkor az (2;0) <—> a 111, (a,0) <—> a
kblestntsen egyértelmi hozzdrendelések,

*
amelyek az a+a’ Osszegre i11. az a-a  szorzatra

a megfeleld kblcsbnbtsen egyértelmli hozzirendeléseket

adjédk az Osszeadds és a szorzds megfeleld tulajdonsigalnak
megtartdsdval:

(a;0) + (af;O) = (a&a‘;OJ <

{(2:0) + (a";0) = (a-a30) <

L
> ata

-
> a-a

Megjegyzés: a szorzasra vonatkozé inverz elem egyértelmi
létezésére a késtibbiekben, a T.3.7.tételben térink ki.

Kévetkezmény: az {a;0) alakd komplex szamok a valds
szamok, tehdt a valés szémok képzetes része zérus.

T.3.6.Tétel

Legyen 1i=(0,1) € € , ekkor V {a;bleC esetén teljesil:
{(2;b) = a + b-}
Bizonyitas:
a+b:i = {8;0) + (b;0)-(0;1) = {a;0) + (0;b) = (a;b)

D.3.2.Definicié (KOMPLEX SZAM ALGEBRAI ALAKJA)

A z={a;b) € C komplex szim z=a+b+i alakjat a =z
komplex szam algebrai alakjdnak nevezziik.
Kévetkezmény:

A T.3.8B. tételbbl és a D.3.2. definiciébsél kdvetkezben a
komplex szémok algebrai alakjdval ugyandgy szémolhatunk,
mint a valds szamokkal, csupdn azt kell figyelembevenniink,
hogy i-i=-1

( 1-1=00;1)-{0;1)=(0-0-1-1;01+1:0)=(~1;0)==1 J
Megjegyzés:

A fentiekbSl adédéan kdnnyen megjegyezhet8 a D.3.1.

definiciéban megadott "szorzdsi szabdly" :

(a,b)-(a";b )=(a+tb-1)-(a +b - 1)=a-a +bb  iZ+a-b - i+b-a - i=

={ a-a'-b-b' H a-b.+b-a' )
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T.3.7.Tétel

Legyen z=(a;b) € ¢ tetsz6leges, nemzérus komplex szdm
{z=n= (0;0) )

Ekkor egyértelmffen létezik z' komplex szém, amelyre
teljestl: z-z'=e = (1;0)

és z-1=2={a.-b]
{a;b) aZ+p?

Bizonyitds:

z-z-ig{a_;b).[ a - : _;_t_’__z }=(a+b-i)c [ —E';b_.:- ] =
a +b a +b a +b

a®+arbei-a-bei-b-1® _ £48 (1.0)
a%+b? a.2+b2

A hozzérendelés egyértelmlisége pedig kiévetkezik a valés
szémokndl def'inidlt reciprok elem egyértelm(i létezésébsl.

Meglegyzés: a fentiekben megadott z komplex szdmot a 2z

komplex szdm szorzdsra vonatkoztatott 1inverzanek, vagy
nadsnéven reciprokinak nevezziik.

D.3.3.Definicié  (KOMPLEX SZAM KONJUGALTJA)
Az (a;b} € € komplex szam konjugdltjénak nevezziik =

z = {a;-b) komplex szémot. A konjugalt geometrial képét
az eredetl komplex szémnak (mint vektornak) a valés
tengelyre valé tlkrtzésével kapjuk meg.

Megjegyzés:
a z=a+b-1 # 0 komplex szdm reciprokdnak algebral alakjit

legegyszer{ibben a konjugdlital 'térténs b6vitéssel kapjuk
meg:

1

S N 1 .abi a  b-d
z atb'i . a+b-1i a-b-1 a2+b2 a;2+b2

D.3.4.Definfcié (XOMPLEX SZAM ABSZGLUTERTEKE)

A z=atb-i komplex szdm abszolutértékének nevezzilk az

[zi=v a%+b® nemnegativ valés szamot.

Heg legyzés: A komplex gzém abszolutértékének definiciéja
megegyezlk a sikvekiorok abszolutértékének definicidjaval.
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T.3.8.Tétel

Tetszbleges zl és z, komplex szdmck esetén tel jesilinek az
aldbbiak:

. - = + = +
a.) | 1z I-1z,1 | lz+z, | = Iz |+]z)|
. +Z =z + Z s . Z =z 3z
b.) z,+2, z, z, c.} z,°'2, z, z,
Z, Ez
d.} ha 22¢0 akkor T = —
2 z,

A tétel blzonyitdsa az algebral alak hasznilatdval gyakorils
feladat.

T.3.9.Tétel

Legyen 2z=a+b-1 algebrai alakban adott tetsz&leges komplex
szém, legyen tovébba |zl=r, valamint a = komplex szdmnak,
mint vektornak a valéss tengellyel bezért szége .

Ekkor z=r-{cosp+i-sing)

Re
8. dbra
Bizonyités:
a.) Ha 2=0=0+0:1 akkor r=0, tehit az allitdas Yy esetén
igaz.
b.) Ha z#0, akkor r=0, teh&t cosp=a/r ; sing=b/rT

ezért r-(cosp+i-sing) = r-a/r+r-i-b/r = a+b-i = z

D.3.5.Definicié  (KOMPLEX SZAM TRIGONOMETRIKUS AEAKJA}

A T.3.8. tételben megadott 2z=p: (cosp+i'sinpg) alakot a =z
komplex szénm trigonometrikus alakjanak nevezziik.
Jeltlésként haszndlatos az r=lzi  ¢=arg z .

Megjegyzés: Mig a komplex szamok algebrai alakja esetén

zt=z2 egyenertékl{ az Im zl=Im z2 és Re zl=Re 22

egyenl&ségekkel,

a trigonometrikus alak esetén zi=z2 Jelentése:
r1=r2 és ¢1=¢2+2kn ahol keZ

azaz abs(zi}=abs(za) és arg(zi)=arg(zz}+2kn.
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T.3.10.Tétel (SZORZASI TETEL)

Legyenek zl.zze [ tetszéleges komplex szdmok, melyek
trigonometrikus alakja: zl=(r1.¢1) H 22=(r2.@2}

ekkor zl-za=(r1-r2.¢pl+¢2)

Bizonyitas: 21=P1°Ecosw1+i-sin¢1) ; 22=r2-(cosp2+i-sin¢2)

zi-zz=rl-r2~(cos¢1+1-51n¢1)‘(cos¢2+1-sin¢2)=
=P1-r2-[(cos¢1-cosw2-sinw1-sin¢2}+l-(coswl-sin¢2+51n¢1~cosw2)}=
= P:'Pz'E °°S[‘°1+q’a} + 1-sin(go.1+go2} 1

Kévetkezmény: (HATVANYOZASY SZABALY)

Ha =zef tetsz8leges komplex szém ,€s n pozitiv egész szdénm,
és z trigonometrikus alakja z={r,p) akkor

z" trigonometrikus alakja: z'={r",n-gp)

T.3.11.Tétel  (RECIPROX TETEL)

Legyen z#0 egyébként tetszlleges komplex szam, melynek
trigonometrikus alakja: z={r,¢). EkKor

z7l=(1/r , -p) trigonometrikus alakban adott.
Bizonyitas:

2-27'2(1,0) ezért reabs(z ')=1 => abs(z )=1/r
és grarg(z )=0 —> arglz ')=-¢
Kovetkezmény: {0SZTAST SZABALY)

Ha zi,zzeﬂ tetszlleges komplex szémok és zz¢0. tovébba
trigonometrikus alakjuk 21=(P1.¢1) és 22=(r2,¢2)

akkor 21/22=(P1/P2, wi-wzl trigonometrikus alakban adott.

D.3.5.Definicid

A z={r, ¢) trigonometrikus alakd komplex szam n-edik
gybkének (n pozitiv egész}  nevezzik a w=(p, &)
trigonometrikus =alakd komplex szdmot pontosan akkor, ha
tel jesilil:

wp=z={r,¢+2kn) ; (keZ)
Jeldlésben: n

wVz =2z"" -
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T.3.12.Tétel  (KOMPLEX SZAMOK GYUKE)

Legyenek z={r,¢) és  w=(p,a) trigonometrikus alakban
megadott komplex szdmok, tovdbbd n pozitiv egész szén.

i/n
n p=r
w=v z pontosan akkor teljesiil, ha { és

w=p/n+2kn/n ; keZ
Bizonyitas: n

1.} Tegylik fel, hogy w=v"z . Ekkor D.3.5. definicié szerint

W=z . azaz a halvényozdsi szabAly szerint pn=r és n-oa=p+2kn
tehat r'"=p és a=p/n+2kn/n

2.) Tegytk fel, hogy p=r'’® &s a=¢/n+2kn/n. Ekkor =

hatvényozdsi szabdly szerint HP={p“;n-a}=(r;¢+2kn) azaz w=z''"

Kﬁ#etkezmény: Tetsz8leges z=(r,p}#0 komplex szdmnak n db
%ﬁlﬁnbﬁzﬁ n-edikgydke van, és ezek az origé kézépponty,
vV r sugard k8rén helyezkednek el gy, hogy egy szabilyos

n-szdg csicsait hatdrozzdk meg.

T.3.13. Tétel

Legyen n pozitiv egész szém, &5 jeldlje €, (k=0,1,...,n-1)
az ck=(1;2kn/n) trigonometrikus alakd komplex szdmokat, az
d.n. n-edik egységgyokdket.

Ekkor tetszBleges z=(r, ) trigonomegrikus alaku gomplex sSzam
n-edik gytkel el@4llithatéak ¢ \/"z“): ( \f?;{p/n}-ck
alakban.

A tétel bizonyitdsat a T.3.10. szorzési tétel alkalmazisival
végezze el gyakorlé feladatként.
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Meg jegyzés:

A komplex szamok algebral {a+b-i) illetve trigonometrikus
(r+({cosg+i-sinp)) alakjan kivill az G.n. exponencidlis =alak
is haszndlatos. Az exponencidlis alak definiciéjéra vissza

fogunk térni az e:_l_;;“l;{i+1/n)"=2.718281... valés szdm

definiciéja utdn, a 9. fejezetben, sahol a hatvanysorokat
tdargyal juk. Mir itt  meglegyezziik azonban, hogy a
z=r-{cosg+i-sing) trigonometrikus alakd komplex szdm
exponenclidlis alakja: z=r-e’ -rp‘

Jelenleg azonban még nem értelmeztilk sem az e szamot, senm
pedig annzk (i-g)-edik hatvadnydt. Formdlisan azonban, a
kdzépliskoldbdl ismert azoncossidgokat haszndlva Jj61 1athats,
hogy ]z exponencidlis alakra is tel jesiiinek a
trigonometrikus alaknil belatott szorzési, osztasi,
hatvanyozdsi 11l. gybkvondsi tételek.

Tehat

mlr - al'?
1.} ha zl--(rl,:pl)q-1 e

={pr :0 }=r e ¥
i és z, (rz.goz} re 2
: ez =r or et ) o
akkor Z +Z=r rce 1 2-(1*1 1‘2,101+g02)
és ha z #0 akkor z_/z =r_ /r_-e' ‘v %l=(r /r 0 -0 )
2 172 12 12" T2

2.) ha z==(r;qo)=r~el.¢ és n pozitiv egész szém ,

akkor z"=(r";e! ™ ?)=(r"n-p)
n
és nﬁ - /"r‘-el (@+2kT) ___n‘/—r_—— .el'(qp/nozkrt/n) -

n
=(v' r ;p/ni2kn/n)
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3.2. Komplex egyiitthatés polinomok
D.3.8.Definicidé

n
Legyen { ak}m € € ahol neN.

n
k 2
A p(z)=}:a-z=a+a-z+a-z+ ...... +a 2"
LN T ¥ s 1 2

algebrai kifejezést =a =z komplex wvaltozé n-edfokd
polinomjénak nevezziik.

A z=a komplex szém gybke a p (2) polinomnak, ha p {u)=0.
n n

T.3.14.Tétel (AZ ALGEBRA ALAPTETELE)
Legyen pn{z) legaldbb elstfoki komplex viltozés, komplex
egyiitthatés polinom. Ekkor 3 aeC gy, hogy pn(a3=0.

Masképpen megfogalmezva: A Komplex szdmok halmazdn minden
legaldbb elstfoki polinomnak van gyske.

A tételt nem bizonyit juk.

T.3.15.Tétel

Legyen adott p (2z) polinom ¢s wef Kkomplex szam. A p (z}
n n

polinom pontosan akkor oszthaté (z-a)-val, ha o« a polinom
gybke.

Blzonyitéds:

1.} Tegylik fel hogy a polinom oszthaté (z-a)-val.

Ekkor pﬁ{z}=(z—u)'pn_!(z) alakban irhaté fel, tehit o« =

polinom gy8ke, mivel pn(a)=(u-cc)'-pn_l(a)=0

2.) Tegyitkk fel hogy « a polinom gybke, tehat pn(a}=0.
7 K ):“ ke ¥k
Ekkor p (z)=p (2)-p {a)=) a 2z -} a -a'=) a *{z -« )=
» " " ugo ¥ oy X kz:o k
n n
k k o 0_ Lok Kk
=E ak-(z ~t ) *a rz -a o —): a {(z -}
k=1 ¥=1

A zk— * kifejezés pedig k=1 esetén oszthatsé {z-u)-val.

Megjegyzés: A (z-«) kifejezést az o gyskd pn(z) poliiom
gybktényezd jének nevezzitk. Ha a2 polinom pn(z}=€z-a}1pn_1{z)
alakban irhaté fel, ahol pn_J(ocHO, akkor a (z-a«) gybktényezst

J-szeres gysktényezdnek, masképpen J multiplicitdsy
gybktényezének nevezziik, az « szamot pedig =a polinom
J-szeres gybkének.
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A T.3.14. ¢és a T.3.15. tételek kivetkezményei

I

1.) Tetsz8leges pn(z)=[ :a.k-zk pontosan n-edfokd polinom
1 T}

n
el84l1ithaté pn(z)=an- {z—ai) . (z—oczl ceoes (z~an)=an-kl=ll(z—ak)
i.n. gybktényezls alakban, ahol az o komplex szamok a pn(z)
polinom (nem feltétleniil kiilénbizd) gyskei. E felbontas a
tényezfk sorrend)étél eltekintve egyértelmd.

2.) Tetsz8leges n-edfokd polinomnak n db. (nem Feltétlenfil
kﬁlanpazéi) gybke van, ha minden gybk8t multiplicltéssnak
megfelell sokszor szédmitunk be.

N n
= -
3.) Legyen pnfz};};bak z és { a.k}kgo c R, azaz pn(z-] valés

egylitthatés polinom, tovdbbd legyen «el\R

Ha pn(a)=0, akkor pn(E)=0 ,» azaz ha az o komplex szam egy
valés egylitthatés polinom gySke, akkor a polinomnak o
konjugaltja is gybke. Az o és o gysksk multiplicitasa egyenls.

Bizonyitas: _
Felhaszndlva, hogy ak=ak, mivel Vakvalés szam, T.3.8. tétel

szerint addédik:

]

R R L I PR Ky =
pla)=) a -« =) a a =) (a e )=f})a ' }=0=20
n k?::ok kok { k ;((Zak )

Ezzel beldttuk, hogy o« 1is gysk. Vizsgdljuk most a
multiplicitdsok egyenldségét.

Tegylik fel, hogy a multiplicitdsa Jy» és « multiplicitésa J,
tovéabba ‘ji#‘ja , pl. ,j‘>‘j2.

Ekkor 3, _ s
p_{z)= (z-0} "+ (z-a) .p""'z"Ja{Z)=
} 3 .-
“(z~a) % (z-a) 2 {z~x) * %p L, (=)
“"J1 .12
| ~ J
pn_2j2{2)=q{z)

és q{z) olyan polinom, - amelynek & gybke, de & ném gycke, Ez
ellentmondas.
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4.) Tetsz8leges valds egyttthatés polinom el4allithats
legfel jebb masodfoki, valés egyiitthatés polinomok
szorzataként.
Bizonyitds: Ha o gysk valés, a (z-x) els&fokd polinom valés
egyiitthatés.

Ha a2z « gydk nem valés akkor o is gybke =a valés
egylitthatés polinomnak, mégpedig az « -éval azonos
multiplicitédssal, tovabbé:

(z-a) (z-x)=z"~z+ (@) 4o & = z°-2Rea-z+[wl® ; ezt a
kifejezést mésodfokd, valds egyiltthatés gybktényezének
nevezziik. Ezen mdsodfokd gydktényez8 wvalés egylitthatéds
elstfoki tényezdkre mar nem bonthaté tovéabb.

5.) Tetszéleges valds egylitthatés, pératlan fokszamd
pelinomnak van valds gydke.

Bizonyitds: Ha « nem valés és gydk, akkor & 1s gydk,
mégpedig a~éval azonos multiplicitdssal. Tehdt, a nem valds
gy8kdk szdma paros, a polinom fokszéama pedig paratlan, ezért
legaldbb egy valds gydk létezik.
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3.3. Feladatok a 3. fejezet anyagshoz

F.3.1. z=1-1 ; w=-v"3 + i

Végezze el az alsdbblakban kijeldlt mifveleteket algebrai
és trigonometrikus alakban:

Z°W : uplz H z/v H wz
F.3.2!" Adja meg az aldbbl komplex szémok algebrat alak])it:
g=Aodt® 05-1%2s%y”
1 17+516+21 2 1+21

F.3.3. Végezze el az aldbbi gybkvondsokat:
3 4 7
V171 ;s Ve T /128(¢os63°+i-sin63°)

F.3.4. Szémitsa ki az n-edik egységgydktk Gsszegét n=4
n=6 esetén, valamint #ltaldnosant

F.a.5'"!

Hatdrozza meg az aldbbi egyenletek Gsszes gybkét:

a.) z%#22%3=0 4s z,=1
b.) 2°-(2-81)-z -14-8i=0
c.) z%+6z+25=0

d.) z%-1=0

e.) z‘+23+Szz+4z+4=0 és zi=21

A valds egylitthatdés polinomokat irja fel legfeljebb
mésodfoki gybktényezbinek szorzataként ist
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4. Val6s szémsorozatok és numerikus sorok 1

4.1. A sorozatokkal kapcsolatos alapfogalmak.
Konvergenciatételek,

D.4.1.Definicié {VALOS SZAMSOROZAT)

Valdés szémsorozatnak (a tovdbbiakban sorozatnak} neveziink
egy, a természetes szamok halmazdn értelmezett valés
figgvényt.
Tehat, ha n > aln) olyan fliggvény, amelynek

érteimezési tartomdnya: Da= N és értékkészlete: Rac R,

az fa(0)1,a(1),a(2),....,aln),... flggveny 2rtékek
sorozatat valés szdmsorozatnuk (sorozatnak) nevezzilk.

Jeléilésben a fiiggvényértékeket az egyszeriiség kedvéér:
al’aé,...,ah. alakkal Jel®ljiik, vagy rovidebben:

© o
{an} n=0 11, {an}n=1

Megjegyzés: Vesse &ssze a D.4.1. és a D.2.4. definicidkat!
{valés szémsorozat, raclionilis szdmsorczat )

D.4.2.Definicié  (SORUZAT VEGES HATARERTEKE)

Az A valés szamot az {ah} sorozat hatarértékének nevezziik

rontosan akkor, ha V e>0 esetén az {an}:zé UC(A) halmaz

elemeinek szdma véges.
A sorozat (véges) hatdrértékének tehat tetszdleges ¢
sugard kdrnyezetén kivill a sorozatnak csak véges sok eleme

van, Jelélésben azt, hogy az {ah} sorozat hatérértéke A , a
kbvetkezSképpen irhat juk: lima = A
n—>o n

Megjegyzés: Vesse Bssze a D.4.2. és a D.2.8. definicidkat!
(sorozat véges hatarértéke, nullsorozat)

T.4.1.Tétel

A D.4.2. definfciéval ekvivalens az aldbbi definicié:

Az {ah} sorozat hatérértéke pontosan akkor AeR, ha V &£>0
esetén 3 N(e) dgy, hogy ha n>N(¢) akkor Iah~A|<e

Az Nle) e-té6]l figgs szémot kiisz&bszamnak, vagy kliszébindexnek
nevezzik. :

A tétel bizonyitasa gyakorls feladat.
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D.4.3.Definfcié  (SOROZAT VEGTELEN HATARERTEKE)
1.) Az {a.n} sorozat hatdrértéke +w , azaz !l‘ygima: +w pon—
tozz:s akkor,ha tetsz8legesen nagy KeR esetén az {an}\(K; o)

halmaz elemeinek szdma véges.

A +m  hatdrérték esetén tehdt tetszfleges K szémhoz a

sorozat K-ndl kisebb elemeinek szdma véges.

2.) A {b} sorozat hatérértéke -w , azaz lim b = -w pon—
n n—>w n

tosan akkor, ha tetsz&legesen nagy KeR esetén a {bn}\(-m; -K}

halmaz elemeinek széma véges.
A -t hatarérték esetén tehat tetszfleges K szémhoz a
sorozat -X-ndl nagyobb elemeinek szama véges.

Megjegyzés: Ha a kBrnyezet fogalmat kiterjeszt jiikk dgy, hogy
a valdés szdmok klterjesztett rendszerében +eo , ill. -
"valés szamoknak" 1is értelmezziik a kdrnyezetét, éspedig
legyen UK(+w)=(K;+m) és UK(-m}=(—m;K], akkor a D.4.1,

iil. D.4.2. definiclékat egyetlen definiciéként is
megadhat juk:

1im a = AeR <=> ¥ KeR ~hez az {a }\ U (A} halmaz
n—>w n n 1 4

elemelnek szdma véges

T.4.2.Tétel

A D.4.3. definiciéval ekvivalens az aldbbl definicid:
1.} Az 2 sorozat hatarértéke pontosan akkor +w, ha VKeR

esetén 3 N{K) dgy, hogy ha n>N(K) akkor an>K
2.} A bn sorozat hatarértéke pontosan akker -«, ha VKeR
esetén 3 N{X) dgy, hogy ha n>N(K) akkor bn<—K.

Az N(K) K-t61  flggé  szdmot  kisz8bszémnak, vagy
kiiszGbindexnek nevezziik.

A tétel beldtdsa gyakorléd feladat.

Megjegyzés: A kiterjesztett valés szamrendszerrdl
tanultakat alkalmazva, a T.4.1. és a T.4.2. tételek egyetlen
tételben is megfogalmazhatdk:

Ekvivalens az aldbbi két definicios:

a. ) }I}_giman= AeiR. pontosan akkor, ha V KeR eseién az
{an}:=$ UK[A) halmaz elemeinek szama véges
b.} %j_:)nma: AcR pontosan akkor, ha V XKeR-hez 3 N(K} dgy,

hogy, ha n>N{X) akkor ae UK(A}
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T.4.3.Tétel

Egy sorozatnak legfeljebb egy hatérértéke van
Bizonyitas:

A bizonyitdst véges hatédrértékek esetére mutatjuk be.
Tegyik fel, hogy %igwau= AsR é&s iiyman= BeR és A>B

Legyen e=(A-B}/10 .Ekkor az {ah} sorozatnak mind az UE(A),
mind az Ue(B] ktrnyezeten kiviil csak véges sok eleme van.
Tekintve, hogy Ue(A} n Uc(B) =g , igy az {ah} sorozatnak
csak véges sok eleme lenne, ez pedig ellentmondds

A tovabbi eseteket: AeR és B= +o vagy B= -o

1i1t. A= +w és = -~ lédssa be gyakorld
feladatként!

D.4.4.Definficié (KONVERGENS SORQOZAT)

Egy sorozat konvergens, ha %iyman=k € R , =azaz véges
hatarértéke van.
Megjegyzés:

Més kiényv nevezhet konvergensnek an—>iw sorozatot is.

D.4.5.Definicid (KORLATOS SOROZAT)

Az {an} sorozatot alulrél korldtosnak nevezzilk, ha 3 LeR
valds szém Ggy, hogy {ah}:=0c [L; +0]

Az {an} sorozatot felllrél korldtosnak nevezzilk, ha 3 LeR
valés szdam ugy, hogy {ah}:=oc (-e; L]

Az {an) sorozatot korlétosnak nevezzilk, ha alulrél is
felillr&l is korlatos.

]

T.4.4.Téted

Minden konvergens sorozat korldtos. i
Bizonyité4s: {ah} konvergens, tehat %igwah=A e R {A véges)

Legyen e=! ; az {an} sorozatnak az [A-1;A+1] intervallumon

kiviil csak véges sok eleme van. Ha A-1 a sorozatnak nem alsé
korlatja, valasszuk ki a2 sorozat [A-1;A+1] intervallumon
kivitl es8 véges sok eleme kBzll a legkisebbet, ez alss
korldt lesz. Hasonléképpen ,ha A+l a sSorozatnak nem felsé
korlédt ja, vdlasszuk ki a sorozat [A-1;A+1] intervallumon

kivil es8 véges sok eleme kizlil a legnagyobbat ez fels§
korldt lesz. ’

41



T.4.5.Tétel

Legyen lim a =A, tovédbba a {blg soroza: az {an} sorozat
tetsz@leges részsorozata: {bk}k=0c {a) . azaz b =a
ahol n1<n2<... . Ekkor ll‘gawaA .
Bizonyitds:

{arra az esetre végezziik a bizonhyitédst amikor Ax+m)
Tegylik fel, hogy {lg:mbs B# A pl, B>A, és legyen Ke(A;B}

Ekkor a (~»;K] intervallumban a {bx} sorozatnak csak véges
sok eleme van, ez ellentmondss, mivel b =a és lima =A

k¥ nk n—>¢ n
tovabbd Ae{-m; K] .

tni)*

T.4.6.Tétel  {CAUCHY KONVERGENCIATETELE)
Az o sorozat pontosan akkor konvergens (azaz véges

n
hatérértékd), ha V >0 esetén 3 N(&) gy, hogy ha n>mol(e)
akkor 38-;3“!(8

Blzonyitas:
a.) Ha lll_}_._r;aman=ﬁ létezik és véges, akkor V £>0 -hoz 3 N(g)

gy, hogy ha m>n>N(e) akkor !a;AI(e/z és Ian-AI<c/2 .
Kovetkezésképpen:
{a -a |=la -~A+A-a [s|a -Al+|a ~Al<e
mn n "0 n & n

b.) Létezzen V e>0-hoz N(e) dgy, hogy ha m>n>N{e} akkor
Ian—anks .

-Be fogjuk litnl, hogy ekkor az a sorozat konvergenc.
Legyen mo olyan rdgzitett szdm amelyre mo>N{e) tel jesiil.
Ekkor az {ak}:;mo szdmhalmaz ¥orldtos, mivel .V a_ esetén
w
lak—am|<e tel jesill, tehait {ak} S [aw-s,am+e}

1.) Tegylk fel, hogy az {a} ” = szdmhalmaz elemei kizott
csak véges sok klilénb8zé van, a tdbbire ak=A ; Ekkor il"igzwa;A

2.) Tegyik fel, hogy az {ak}k:mszé.mhalmaz elemel kozdit
végtelen sok kilonbszd van. Ekkor a T.2.9.
Bolzano-Welerstrass téte} szerint az {ak}k:wvégtelen
elemszémd, korldtos halmaznak van torléddsi pontja.
Kiindulasi feltételtinkbsl (]am—an]q ha m>n>N(e} ) beldthats,

hogy csak egy-llyen t torldddsi pont van, és ll(;l_l;lmak=t .
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A Cauchy koﬁvergenciatétel blzonyitdsdndl ldthattuk, hogy
a valés szdmhalmazok torlédési pontlali és a konvergens
sorozatok hatarértéke kizZotl szoros Osszefliggés van, Ha az

{an}:c konvergens sorozat elemel k8zdtt csak wvéges sok

egyenlé van, lathatdéan a sorozat hatdrértéke egyben a
sorozat elemeib8l 4116 ponthalmaz egyetlen torléddsi pontja.
Egy konvergens sorozat hatdrértékét azonban akkor is a
sorozat torldédési pontjénak tekintjiik, ha a sorozat elemei

kozbtt csak véges sok killtnbBz8 van, a t¥bbire ah=A tel jesiil.
Ekkor =a szamegyenesen =&z {ah}n:o sorozatnak egy véges

elemszdmi ponthalmaz felel meg, amely ponthalmaznak =
D.2.25. definicldé értelmében természetesen nincs toriédasi
pont ja. Lathaté tehdt, hogy a sorozat torléddst pontjat a

D.2.25. definfciétél eltérfen kell definidlnunk, azonban
igy. hogy azon sorozatokra, amelyeknek végtelen elemszamd
valés ponthalmazok feleltetheték meg, ne kapjunk a torlédast
pontra a D.2.25. definiciétdl eltérd értelmezést.
D.4.6.Definficid {SOROZAT TORLODASI PONTJA)

A 't valdés szémot az {an}njesorozat torlédast pont janak
nevezziik, ha a t szidm tetszéleges Ue(t} kirnyezetében az a

sorozatnak végtelen sok eleme van.

Ha a valés szédmok kiterjesztett rendszerében értelmezzitk a
sorozat torlddasi pont jat, figyelembe kell venniink a D.4.2.
definfcié megjegyzésében a +m i1l -w kdrnyezetének
értelmezését, s igy az aldbbi definiciét mondhat juk ki:

A teR "szédmot", amely lehet 4w i1l. -» is, az {an}nfo
sorozat torldédasi pontjdnak nevezzitk, ha Y ¥XeR esetén az
Ux(t) kérnyezetben az a sorozatnak végtelen sok éléme van.

Megjegyzés:

Gondolja végig, hogyan kell megfogalmazni a valds
szémegyenes ponthalmazainak torléddsi pontjéra adott D.2Z2.25.
definiciét, ha a valdés szdmok kiterjesztett rendszerében
gondolkodva a +w ill. a -« "szdmokat" is torldéddsi pontnak
kivanjuk tekinteni!

T.4.7.Tétel

Konvergens sorozatnak egyetlen torlédédsi peontja van, és ez a
sorozat {véges) hatarértéke. (Nem bizonyit juk.}

Ha ugyanezt =a tételt a wvalds szdamok kiterjesziett
rendszerében mondjuk ki, az 4allitds az aldbbi:

Ha egy sorozatnak van {véges vagy végtelen} hatdrértéke,
akkor ezen sorozatnak egyetlen torléddsi pontja van, és ez a
sorozat (véges vagy végtelen) hatdrértéke.

43



D.4.7.Definicié  (LIMSUP ES LIMINF)
Legyen az {ah}n:o sorozat torlédasi pontjainak halmaza FCR.
a.) A T halmaz legkisebb fels§ korlatjat nevezzik az a

sorozat "limes superior“-janak.

Jeldlése: limsup a  vagy 1in a_ .
b.} A T halmaz legnagyobb alsé korlatjat nevezziik az a
sorozat "limes inferiocr"-jdnak.
Jelolése: liminf a vagy 1im a
Tehdt 1limsup ah=sup T és liminf ah=1nf T

Megjegyzés: .
Ha a T halmaz elemei, tehat az a sorozat torlédasi

pontjal kizbtt van legnagyobb (legyen ez tf), i11. legkisebb
(legyen ez ta) , akkor tr=1imsup a és t;=11m1nf a.
R™-ban mindig 3 ¢, t_

T.4.8.Tétel
Legyen glyman=A € R. (tehst A lehet véges vagy +w vagy -)
Ekkor 1lim a = Iim a = A

A tételt nem bizonyit juk.
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A tovabbiakban monoten sorozatok hatarértékével fogunk
foglalkozni. A monoton sorozatok definiciéjat - racionslis
szamsorozatra ~ a D.2.10. definicidban mir megadtuk, ebb&l
értelemszertien ktvetkezik a valés szamsorozatok
monotonitédsdnak definiciéja:

D.4.8.Definiclé  (MONOTON SOROZAT)

Az a sorozat monoton ndvekv8, ha ¥ n>n esetén a = a
n 1 2 nil n2

A bn sorozat monoton csbkken#, ha V r11>x12 esetén bn = bn2
Szigord monotonitds esetén a sorozat elemei kdzbtt az

egyenlfiség nincs megengedve.

T.4.8.Tétel (MONOTON SOROZATOK HATARERTEKE)

Ha a cn sorozal monoton, akkor van hatarértéke, és ez =a

hatarérték

a.) véges, ha a sorozat korlatos

b.) +w , ha a sorozat felillr§l nem korldtos

c.}) =-w , ha a sorozat alulrésl nem korlétos .

Bizonyitas: ©

a.) Mivel a <, sorozat korlatos, ezért a {cn}n_ohalmaz
korldtos valés szamhalmaznak a T.2.3. tétel szerint van

legnagyobb als6é korlatja, jeldlje ezt A, és legkisebb
felsd korlatja, Jjeldlje ezt F .

Ha a sorozat monoton ndvekvd, akkor A=c1 és lli:)rtmc:nﬂ:'.
mivel F a legkisebb fels§ korlat, igy V¥V &>0 -hoz 3 N{g)
dgy, hogy cme)>F—s => ha n>N(e), akkor cn>F—e .

Ha a sorozat monoton csékkend, akkor F=C1 és !llzi_g!mcn=A,
mivel A a legnagyobb alsé korlat, igy V >0 -hoz I Nie)
dgy, hogy cmc)<A+c => ha n>N{eg), akkor cn<A+i: .

b.) Mivel a sorozat fellllrél nem korlsatos,
1.} csak monoton ndvekv8§ lehet, hiszen monoton csdkkens
sorozatnak az elsf eleme felsd korldt ja.

2.} ¥ FKeR esetén 3 N(K} dgy, hogy cmmﬁ( 5 a

monoton ndvekedés miatt ekkor V¥V ndN(K) esetén cn>K .

ez pedig a D.4.3./1. definicidé értelmében azt jelenti,
hogy lim c = +w .
n—>w n
c.) Mivel a sorozat alulrél nem korlatos,
1.} csak monoton cstkkens lehet, hiszen monoton nbvekvd
sorozatnak az elsd eleme alsé korlatja.
2.) ¥ KeR esetén 3 N{K) dgy, hogy cx(x)<K ; a
monoton csbkkenés miatt ekkor V¥ n>N(K) esetén cn<K .

eszerint pedig l1‘£r>nmcn= -
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A most kivetkezd tételek sorozatok véges hatérértékének
kigzdnitdsdhoz adnak segitséget, J6liehet kézliltik
barmelyiket lehet dltaldnositani bizonyos végtelen
hatdrértékek kiszamitasdhoz, ugyanolyan értelemben, mint
shogyan azt a valés szdmok kiterjesztett rendszerében =

mifveleteknél tettilk.
T.4.10.Tétel{ek)  (SOROZATOK HATARERTEKENEK KISZAMITASA)
Legyen ;lx.l.’fma:‘k és ,l‘yguwb:B » ahol A,B végesek.

Ekkor:
1.) 1lim {a +b }=A+B
n—>»® n n

2.) V¥ AeR esetén lim (A‘b }=A‘B ~=> lim (a -b )=A-B
n=—>ou n >0 n n
3.) lim (a ‘b } =A-B
D~ n n
4.) Ha B#0 és b #0 akkor 1lim i/b =1/B
n n=—>& n
kivetkezmény: lim a /b =A/B
n—>w n 13
8.) Ha B=0 és b >0 akkor lim 1/b = +w
n n~>0 n

6.) Ha A=B é&s a.r.Sbn » valamint cn olyan sorozat,hogy
a Sc sb akkor lim c =A
n n n n—>m n
A tételek kizlil példaként o 3.) pont bizonyitdsat mutatjuk

be, a t8bbl bizonyitdsa ls hasonléan tSrténik.
|A-B-a b {=|A:B-a -B+a -B-a -b |5|B]-]A-a |#fa |- |B-b |—=0
n n n n n n n n n

Megjegyzés: a tétel 5. pontjit szemliéletes allitaga miatt
"rendSr elv'-ként is szokis emliteni, mivel az a és a bn

sorozatok "kdzrefogldk" és “"megukkalviszik" a e sorozatot.

Az kbvetkez§ két tétel a “"rendSr elvet" a kbzépiskoldbsl

Jol ismert geometrial sorozatra vonatkoztatott
Usszehasonlitéssal alkalmazza.

A kGzéplskolal tanulmanyokbsl ismertnek tételezziik fel,
hogy az an=ao"q“ geometrial sorozatra tel jesiil:
n—
ha |[qi<1. a?;kcr leignmao q =0 .
ha g>1 és ao>0 akkor ll'ir;amao-q= #o
ha g>1 és a<0 akkor lima 'q"= -w

n—>w 0
ha g<-1 és a.Dan akkor 1lim a -q“ nem létezik

n—r®% n
éS llm a 'q- = +m
I I
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T.4.11.Tétel  (HANYADOSKRITERIUM SOROZATOKRA)
Legyen a olyan sorozat, amelyre a:o » legyen tovébba
lim jJa /a2 | = &
n—> n+l n
a.) Ha £<1 ekkor lim a =0 ; b.) Ha &1 akkor lim |a |= +n
N> n n—>0 n

Megjegyzés: ha £=1 akkor ezen tétel alapjén az a.n sorozat
hatdarértékét nem tudjuk kiszdamitani. (Esetleg nem is létezik)

pl.: a=n ; &1 ;3 lima =+
n n—>w n
b =1/n ; =1 ; lmb=20
n n—>u n -

c=n-{-1}" &1 ; limec nem létezik
n n—>un

Bizonyitdés:
2.) Mivel i1 3 geR gy hogy &q<l tel jesiil.
Ekkor 3 noelN dgy hogy ha nzno akkor !amifanl(q

Tehat

Iano-i-i/anoi < q = ia'ncuvll < !an0|'q2
Iano+2/ano+1| <q = la 1< Iz 1-q
k
< = < .
lan()+k/a'n()‘|-k—‘1E q Ea'nt!w-kl Ea'nC)I 4
melyb8l addéddan, mivel x
0< lan0+k| < lanoi.q — 0
a rendér elvet alkalmazva &im la i =0
—»0  nO+k
tehat lima= 0
n-->m n

b.} HMivel &1 3 qeR dgy hogy 1<q<? teljestl.
Ekkor 3 noelN dgy, hogy ha n>no akkor Ianﬂ/ani >q.

Tehdt

> — > .
Ianuol/anul q Ianml I lan!)} q

ill. az a.) rész bizonyitdsahoz hasonléan
la_ 1> la_[-g°
nO+k " no _
Mivel pedig llllxglmla.nul-‘:; = +m , adédik, hogy

ll‘im |a | = 4@ tehdt iim |la | = +o
—2 0% nO+k n—>m n

Megjegyzés: A tétel alkalmazdsdval kdnnyen belathat juk,
hogy az aldbbi sorozatok a felsorolésuk sorrend jében “egyre
gyorsabban" tartanak a végtelenbe, azaz barmelyiklk =z
“utdna felsorolt" sorozattal osztva zérushoz, az "elftte
felsorolt" sorozattal osztva végtelenbe. tart.

a=n'"; b=100"; c=n! ; 4 =n"

n n n n
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T.4.12.Tétel  (GYOKKRITERIUM SOROZATCKRA)

Legyen a  olyan sorozat, amelyre }‘y;zw"\/ Iaul =1,

a.) Ha &1 akkor lima =0 ; b.) Ha &1 akkor 1im la t=
n—>0 n n->»0 n

Megjegyzés: Ha &1 akkor ezen tétel alapjén az a.nsoroza.t

hatdrértékét nem tudjuk kiszémitani. {Esetleg nem is 1létezik)

A hdnyadoskritériumnal megadott a=n ; b=i/n ; cn=(-1)“-n

sorozatokra a gySkkritériumot alkalmazva, a T.4.14. tétel
segiiségével belathaid, hogy mindegylk sorozatnil &=1 ,

Bizonyitas:

a.) Mivel &1 3 qeR gy, hogy &qg<1 tel jesiil,

Ekkor 3 noel gy, hogy ha nzno akkor “\/_{'éj < g => Ian|<q“.
Mivel O < ianl < qn és lim ¢'= 0, a renddr elvet alkalmazva
adédik, hogy %}_I%Eanl =0 => 'llllrgnwa: 0.

b.) Mivel &1 3 qeR dgy, hogy 1<q<t tel jestil.

Ekkor 3 noelN tigy, hogy ha nzno akkor "\/ITHI' > q = Ian|>q".
Mivel }‘_i_lgxmqn= +o , adédik, hogy }‘glmlanf = 4w, ’

Meg jegyzés:
A gybkkritérium “erdsebb” , mint a hényadoskritérium, azaz
van olyan sorozat, amelynek konvergencidja a

hédnyadoskritériummal nem mutathats meg, a gySkkritériummal
azonban igen. Ha egy sorozat a hanyadoskritérium szerint
konvergensenek adédik, akkor ezen sorozat a gySkkritérium
szerint Is konvergens.

Az aldbblakban példdt adunk olyan sorozatra, amelynek
konvergencidja a hdnyadoskritériummal nem dénthetd el, =a
gybkkritériummal azenban igen:

Legyen a, = 1,2°"717VER"1 2, = 1/227+V2n

Ezen sorozatra lim a /a =0 (= 1ip 1/2'*Y3® *Ven-1
n—>6¢ 2n 2n-1 n—>wm

és lim a /a_ = +m {= lim 21”/2‘“ *Vensl
2n+1 2n n—>a

tehat %ygxmanﬂ/an nem létezik, azonban a gydkkritériumet
alkalmazva a sorozat konvergencisja lathaté:

Ln VE = 172 (= up?/ 12"

n—>»o n
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A most k8vetkez8 tételt néhdny “nevezetes" sorozat
hatéarértékének kiszdmitdsahoz ill. a hatdrérték 1étezésének
a vizsgdlatdhoz fogjuk alkalmazni.

T.4.13.Tétel  (BERNOULLI EGYENLOTLENSEG) _

Legyen neN és x>-1 ; xeR . Ekkor (1+#x)"z i+n+x .

Bizonyitds: (teljes indukcid)

a.) n=0 esetén (1+x)%= 1 = 140-x

b.) Tegyiik fel, hogy n=k esetén (1+x)*z 1+k-x tel Jesiil.
Belat juk, hogy ekkor az egyenlétlenség n=k+l esetére is

“la 14(k+1)x .

(14x)*2 1+k-x 7/ -(1+%) mely kifejezés pozitiv

(1+x)

Mivel pedig k-x°z 0 => (i+x)

teljesiil, azaz (1+x)

= 1+k-x+x+k~x2 = 1+(k+1)-x+k-x2

“1p 1e(k+1)-x
T.4.14.Tétel  (NEVEZETES SOROZATOK HATARFRTEKE)
1.} Legyen a>0 ; aeR . Fkkor rllygm"\/-',é'_ =1 .

n
2.} Legyen a = vvn . Ekkor },i’;‘ma; 1

Kovetkezmény: lim "V'n = 1

Bizonyitss:
1.) =a.) Legyen a>i1 . Ekkor "V a = 1+e_ ahol € >0

Alkalmazva a Bernoulli egyenlétlenséget, adédik:
a=(1+en)“2 l4nce => (a-1)/n 2 >0

Mivel pedig lll_i_:;am(a—l)/n = 0 , a rendér elvet alkalmazva
adédik, hogy lime =0 => lin "Va = lip (1+g) = 1

n—>

b.) Legyen O<a<l . Ekkor b=1/a>1 => lim "Vb =1 .

EbbS1 adddik: e 1Y T6 = lim 1/ "V = 1
n—>03 n—> n=>u
2.) Mivel an=“\/f‘n_ = 1, tehdt a=l+c  alakba {rhats,
ahol 8n= 0. Alkalmazva a Bernoulll egyenl&tlenséget:
v¥n= (1+en)"2 1+n-sn => {(Vn -1y/n=z € =0
Mivel pedig lim (vn-1)/n = 0 , a rendsr elvet

alkalmazva adédik, hogy ,i,i‘i‘we,f 0 => %lgawan=%£:}m{1+en)=1
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T.4.15.Tétel  {AZ "e" SZAMOT DEFINIALO SOROZATPAR)

Az an={1+1/n) ; bn=(1+1/n)n“ sorczatpar szabdlyos

raclondlis sorozatpir, azaz a.nSbn H a.n monoton ndvekvé ,

bn monoton cstkkens, V neM®  esetén a, bne @ , tovabba
%igw(bn-an) =

Bizonyités:

1.) Az, hogy (an:an racionills sorozatpar, kdvetkezik

abbél, hogy a raciondlis sZuémok halmaza testet alkot.

2.) lp (b-a) = ln (141/n)" [1+1/n ~1] = lin.a -1/n = 0
mivel ,1‘3?3@,1/“ =0, és a blzonyftds 3. 111. 4. pontjaban
ldeni fozjuk, hogy az a sorozat korlatos.

3.) a nonoton ndvekvd, azaz aza

n-1

an=(1+1/n] =((mrim)® ;A -(1+1/(n~1) =(n/(n-1))"?
azaz bizonyitands, hogy: n+1 n Pl -1 "
TRy ()T )

adédik: ( n—-;—i} z D;—l ; Alkalmazva a baloldalra a

Bernoulll egyenlétlenséget:

no- 14" 2 n-1
{ } =t (-0 ) = 1-1/m =T
n'z n

EzZzel beldattuk az a sorozat monoton nBvekvd voltat, és
ezzel egylitt azt, hogy mind az an , mind a bn sorozatok
aluirdl korldtosak. (alsé korlat mindkettére a, mivel az
a<b b #&llitas b=a «{1#1/n) miatt trivialis,

4.) b monoton csokkems azaz bn " zb

L

n+l_ n+t . - n_ n

b =(1+1/n) =((n+1)/n) n_1--(‘.1+1/{n-1_)) ={n/(n-1})
azaz_ bizonyitands, hogy:

n n+1 n &
(=% ) (= /(e

adédik: 2

( : ) 213-%1— ; Alkalmazva = baloldalra a
n -1
2 n

Bernoulli egyenlStlenséget: n . n+i
[——-—} =1+n 2140/ = —

n -1 n -1
Ezzel beldttuk, hogy a 1:»n sorozat monoton csotkkens, és ezzel
egylitt azt, hogy a és bn felsS korlatja b1
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D.4.9.Definiclé {AZ "e" SZAM)

Az a,n=(1+1/n)n 3 bn:=(1+1/n}nu szabdlyos racionilis

sorozatpar &ltal megadott valés szémot e szdmnak nevezziik.
e = 2,7182818....

Meg jegyzés:
Az x>0 valdés szdm e alapd logaritmusdnak Jeldlése: 1n{x},
a “logarithmus naturalis”, természetes logaritmus

rdviditéseként. Ha az exponencidlis fliggvény emlitésekor mgs
meglegyzést a fiiggvényhez nem fiiznek, Altaldban az e alapd
exponencidlis fliggvényt értik alatta. JelSlésében gyakran
haszndlatos az exp(x) .

T.4.16.Tétel
Legyen z tetszéleges olyan nullsorozat, amelyre zn¢ o .
Exkor lim (1+z )Y*" = e

n—>w n

A tételt nem bizonyit juk.
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4,2.Numerikus végtelen sorck

B.440.Definicié (A NUMERIKUS VEGTELEN SOR)

Legyven adott az a sorozat, és legyen Sn az aldbbl sorozat:

n
S=a - ; S=a+a ; S=a +a+ta_ ; ...5=a+ +...+a=£a
10y B S TRy 3 Sg5R YRR, n o1 og n Lk

Amennyiben =az Sn sorozatnak létezik a hatdrértéke, ezen

[}
hatarértékkel értelmezziik a Zak= 'lly;zwsn “végtelen Ssszeget".
k=1

Ezen s =kzxak = :1;}-'% s“ végtelen ﬁsszejget nevezzitk
numerikus végtelen sornak, az Sn sorozat elemeit pedig =z S
numerikus végtelen sor részletdsszegeinek. Az Sn sorozatot

a részletdsszegek sorozatanak nevezziik.

Meglegyzés: ©

A Zak "végtelen Osszeget" akkor is numerikus
k=1

végtelen sornak nevezzitk, ha a ,llj_;;zmsn hatérérték nem
létezik, vagy nem véges. Ekkor a numerikus végtelen sort
divergensnek mondjuk. Ha az S = lliir;amsn hatérérték létezik
és véges, a numerikus végielen sort konvergensnek mondjuk.

A numerikus végtelen sort rbviden E a, vagy E a is
Jeltlhetl.

T.4.17.Tétel

A Zan numerikus végtelen sor konvergencidjinak sziikséges
feltétele, hogyhf rlly)nm a = 0 tel jesitl Jon.

Bizonyités: .
A T.4.86. Cauchy konvergenciatétel szerint, ha a ll‘_i_glmS:S

hatdréiték véges, ekkor V £>0 -hoz 3 N(e) dgy, hogy -
ha m>n>N(e) akkor |[S - Sl<e. '

Legyen m=n+1, ekkor ISm-Sn!=ISml—Sn1=|a“ui(e —_— tl‘j._:;nma:l)

Kévetkezmény: Ha :l.yfma: 0., vagy nem létezik, akkor 2
[ 2 numertkus végtelen sor divergens.
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Most példat mutatunk be olyan numerikus végtelen sorra,
amelynél a konvergencia %igaman=0 szlikséges feltétele

teljesiil, s a sor mégis divergens.
T.4.18. Tétel (A HARMONIKUS SOR DIVERGENCIAJA)

A Z%- harmonikus sor divergens.

Bizonyitas:
Mivel a T.4.6. Cauchy konvergenciamtétel a '1‘1%555 véges

hatérérték létezésének szikséges és elégséges feltétele,
elegend8 belatnunk a harmonikus sor divergencid jahoz, hogy

az Sn= ):-;— sorozat a Cauchy konvergenciatétel feltételelt
k=1
nem tel jesiti:
Legyen m=2-n , ekkor
=|S -§ =1 4+ 1 LRSS S
;Sm—sn!—ISZn snl n+l * n+2 MRER n+n >n 2*'n 2

azaz ISZH-Snl > 1/2, tehdt pl. £=0,1 és m=2n
esetére nincs olyan nel , amelyre [Sm-Snl<e tel jesiil.

D.4.11.Definicié  (ABSZOLUT ES FELTETELES KONVERGENCIA)

A Z a numerikus végtelen sort abszolut konvergensnek

nevezzilk, ha a Z Iant numerikus végtelen sor konvergens.
Ha a z an sor konvergens és a [ Iani' sor divergens, a

z a sort feltételesen konvergensnek mond juk.

T.4.19.Tétel

Ha a z a sor abszolut konvergens, akkor konvergens is.

Blzonyitas:
‘Mivel a Za“ sor abszolut konvergens, V e>0 -~hoz 3 N{e)
» L2
dgy, hogy hanm>n>N{c) akkor lsm—sn1=|amE+|_an+2£+..+laml<e,
ahol Sn= Ziakl .
k=1
Ebb§l adéddan:

i8S -8 I=la _+a
m n n+i

+...4+a |sla |+la [+...+]a |<e
n+2 m n+l n+2 [
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D.4.14.Definfcié  (POZITIV TAGU SOR)

A ): a.n sort pozitiv tagd sornak nevezziik, ha an>0 minden n-re

Megjegyzés: Mivel a pozitiv tagdl sorock esetén a
részletbsszegek sorozata monoton n8vekvl, a T.4.9. tétel

értelmében egy pozitiv tagd sor vagy konvergens (ha a
részletdsszegek sorozata korlétos), vagy S=ix (ha a
részletdsszegek sorozata nem korlétos).

T.4.20.Tétel  (MAJORALAS, MINORALAS PCZ. TAGU SOROKRA)

Legyenek E 8 ili, I bn pozitiv tagd sorok, melyekre
ansbn tel jesll minden n-re.

a.) Ha ) a = +»w akkor } b= +x ; Ugy mondjuk, hogy
a z bn sort a ): a divergens sorral minoraltuk.

b.} Ha z bn konvergens, akkor [ a 1s konvergens. Ugy

mond juk, hogy ): a sort a ): bn konvergens sorral majoraltuk.

A tételt nem Dblzonyitjuk, mivel 4llitdsa rendkivil
szemléletes, Felhivjuk azonban a figyelmet arra, hogy
konvergens sorral minoraini, 11l. divergens sorral majordlni
a konvergencia vlzsgdlata szempont jabsl nenm nyijt semmilyen
eredményt,

Itt Jegyezzik meg azt 1is, hogy a majorilast §11. a
minordldst gyakran csupdn egy elére megadott n=no index(
tagtél kezdddfen végezzilk. Ezt megtehetjik, mivel a
numerikus sor konvergencidjit ill. divergenciiJit véges sok

tag elhagydsa nem vdltoztatja meg. (A sorésszeget azonban
igent)

A most kbvetkezd ket tétel a geometriai sorral valé
majordldst 1l1l. mlnordldst teszi kinnyen kezelhet&vé.

T.4.21.Tétel  (HANYADOSKRITERIUM SOROKRA)

Legyen a E a  sor olyan, hogy an# 0, tovadbba létezik a
lim la /a2 | = ¢ hatarérték .
n=»8 n+ n

a.) Ha &1 akkor a z a sor abszolut konvergens.

b.} Ha &1 akkor a ): a sor divergens.

Megjegyzés: Ha =1 akkor ezen tétel alapjdn a sor
konvergencidja il1l. divergenciidja nem dbntheté el.
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Példa: a=1/n ; itt &1, és ):an divergens.
bn=1/[n-[n+1)l= 1/n -1/(n+1)} ; itt is &1, de most
S =(1-1/2)+(1/2-1/3)+ +(1/(n-1)-1/n)+(1/n-1/{n+1) }=1-1/(n+1)
ezért lim S =lim (1-1/(n+1))= 1

Bizonyitéds:
a.) Ha &1 akkor a ): la | sor a T.4.11. tétel szerint

valamely n=no -tél kezd&dfen konvergens geometriai sorral
majordlhaté, tehat a Z & sor abszolut Kkonvergens, igy
konvergens is.

b.] Ha &1 akkor a T.4.11. tétel szerint lim Ia | =+
tehdt a }: a sor nem tellesiti a konver-gencia T 4.17.
tételben megadott lliygmwan-o szllkséges feltételét.

»

T.4.22.T¢étel {GYUKKRITERIUM SOROKRA)
Legyen a z a  sor olyan, hogy 2 ’lllglm"\/_lf[" = 2

hatiarérték létezik.

a.) Ha &1 akkor a ): 2 sor abszolut konvergens.

b.} Ha &1 akkor a Z a_ sor divergens.

Meg jegyzés: Ha &1 akkor ezen tétel alapjén a z L
sor konvergencidja il1l. divergenciija nem dénthet6 el.

Példa: A T.4.21. tételnél megadott z 1/m 111, Z 1/[n* {n+1)]
sorokndl mindkét sorra =1, s mégis, az elss divergens, a
masodik konvergens.

A tétel bilzonyitdsa a T.4.21. tétel bizonyitassnak alapJjan
gyakorlé feladatként végzends el. Utmutatds: a majordlashoz
111. minordlashoz hasznilja a T.4.12. tételt! (Gyskkritérium
sorozatokra}

D.4.13.Definicid  (ALTERNALO SOR)
Legyen adott az a.n>0 pozitiv tagi sorozat.

[+
Az S=a -a +a -a +... = z {-1)"1.a_ sort alternslé sornak
1 2 3 1 =1 n.
nevezzik,

T.4.23.Tétel (LEIBNIZ TETEL)

Legyen az S= E (—1)"-3.“ alternilé sor olyan, hogy az a
sorozat monoton cstkkenfen tart nulldhoz. Ekkor a sor
konvergens, és tS-SnI s .Ianﬂl
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Bizonyitas: .

Vizsgdljuk meg az Si'ss’ss""'sza-t"" paratlan indext
részlisszegeXk sorozatat:
Sl=a i Ss=a -a_+g, =Si-(ah-ah) = St 3 oe..

1 12 3
Sa:+ 1=Sau- 1'( Be, 1) E Sza-z; azaz =a  péaratlan

index{i részletsszegek sorozats. monoton cstdkkens, tovabbi
alulrél korldtos, mivel minden n-re igaz, hogy 52n+1 z Sz.

Tehdt 8 paratlan Index( részletbsszegek sorozata a T.4.9.
tétel értelmében konvergens. ’

Hesonlé meggondoléds alapjin beldthats, hogy az 52'54""Szn’
paros incdex( részlet8sszegek sorozata monoton ndvekvl, é&s

felllr8l korlétos ( S an 5 1). tehdt szintén konvergens.

Mivel pedig %ggm(smui-smg= iigm a, .~ 0, adédik, hogy az

S numerikus végtelen sor konvergens, tovabba mivel

%m = § = '52“+1 tehat az S sordsszegnek a

részletdsszeggel valé kbzelitésekor sz kGzelités hibdja az
elsé elhagyott tag abszolutértékével becsiithetd.

Megjegyzés:
A Leibniz tétel az alternilé sorok konvergencis janak
elégséges feltétele. Tudunk példit adn! olyan alternils

sorra, amely a Leibniz tétel feltételeit nem tel jesity
maradéktalanul, s mégis konvergens.

Pl.: S=1/2 -~ 1/3 + 1/8 - 1/8 + 1/8 - 1/27 + /16 - 1/81 +.,

- - n - n
azaz a, (1/3)" ; B {172}

Itt lathatéan as>a4, és tovdbbra is a2“+1>aén, ha n=2,

azaz az a sorozat nem monoton csBkkenve tart O-hoz.
Kénnyen beldthaté azonban, hogy S abszolut konvergens:
) la ) =¥ (1/2"+1’/'3“) < 2§ 12" = 1/(1-1/2)= 2

S abszolut konvergencisjabél adédséan pedig T.4.18. tétel
szerint S konvergens is .

Blzonyitds nélkill megemlitjiik, de fontos:
Egy abszolut konvergens sor tetszélegesen dtrendezhets absz.
konvergencid jinak és sordsszegének megvaliozdsa nélkil. igy

az elfbbi példa S sordsszege ki is szamithats az aldbbiak
szerint: .

S = Z 172" - z 1/3%=1/[2: (1-1/2)] - 1/{3-(1-1/3) |=1-1/2=1/2

Az dtrendezés nem abszolut konvergens soroknil megvaltoz-
tathat fa a sordsszeget.
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4.3. Feladatok a 4. fejezet anyagihoz

F.4.1. Szémitsa ki az aldbbl sorozatok hatérértékét, és
adja meg Nle) kiiszbindexet €=0,01 esetént

n+2 n+i n®+2n+1 1

] — ;i b= ] ¢ ———=— : dg=

n 2n-1 ® j-3n° ®  Bn?4 ® Yol
F.4.2. Az aldbbi, végtelenbe tarté sorozatokndl adja meg
azt a legkisebb K szdmot, amelyre, ha n>K , an>10000

tel jesiil!
2

. n . = L. =
a=—3 ; bn 1,001 e logzn
F.4.3'"?  Szamitsa ki az alabbi hatdrértékeket:
' 372 2 n 8
a. } lli_i—g;m n tn+ i H b.) ']il_;)nm_.!}ﬂ__
v 1+n2 + 2-Y n3+2 ns + 1
3
c.) lim ; d) Hm (Vo - vV on#l )
n—>w n n—>0
i+n
e.) lim(n2+n-n} ;o £.) lim ( n?+ nl*l . n)
n—>u n-~>0

F.4.4. Bizonyitsa a T.4.18. itételt z >0 esetre!

F.4.5'"" Szanmitsa ki a T.4.16. tétel alkalmazésaval az alabbi
hatérértékeket:

2
avn
;e p (YRt

2n
a.) 1i 3n+l1 ( n +3 lin
vn +2

; b.) 1im

m e
n—>w*+ 3n-1 n—>0

F.4.6. Mutassa meg, hogy az a sorozat monoton névekvé és

korlatost 1

g 1
& nrl Tzt T

n

.

F.4.7. Mutassa meg, hogy az alabbl sorozat monoton cstkkend
és korlatos. Adja meg hatarértékét.

x=1,8 ; x =x/2+ 1/% ha n>0
1] ntl n n

F.4.8. Mutassa meg, hogy az aldbbi sorozat monoton nidvekvs
és korldtos. Adja meg a hatarértékét!

a1= V2 ;o a =V 2+an ha n=1

n+l
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F.4.9'") Szamftsa ki az alabbl hatsrértékeket:

2.) Um "Vo%+2n+3 : b.) lim ™V 100n%+ n3/2
n—>u n—

el

B, .0 100 n
e) 1o, 25 ) g B e 1ip 129
n 4 +5 n 100!\ n—y H
n! a"-nt
f.) lim, i g) lim ——— ahol a=2 ; i1l a=3
F.4.10'") Az aldbbi sorokrél déntse el, hogy konvergens,

vagy divergens!

n 100
a.)):—i- ;b.)z—i- ;::.)E-——————---“"’*,n ;d.)zi!—
‘,—n- zn nt n
2%.n1 21 1
e} }=— ; f)}— ; g3 ¥V —
{ " nZ:zlg n Z n2
F.4.11!") Az 214bbi alterndls sorokrél déntse el, hogy

konvergens-e, abszolut konvergens-e. Konvergencia esetén
becslil Je IS—SmoE érickét,

a.) Zsin(n-nlz) . b.) z(-l)" s e) [ [%)"ﬂ

"t g "
DR

-] .
F.4.12. Rendezze &t az S = Z (—1)"-%— sort Wgy, hogy =
n=1
sordsszeg 3-S5/2 legyen!
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5. Flggvények hatdrértéke, folytonossdga,
differencidlhatésdga

Ebben a fejezetben olyan fliggvényekkel fogunk
foglalkozni,amelyeknek mind az értelmezési tartomdnya, mind

pedig az értékkészlete a valés szimok halmazanak egy-egy
részhalmaza.

Jelblések:
Jeldlje az értelmezési tartomdny és az értékkészlet elemei
kizdttl flggvénykapcsolatot f , ekkor az értelmezési

tartomdny szokdésos Jeldlése Dr a8z értékkészleté Rf .

Legyven az értelmezési tartomdny tetsz8leges eleme az x
valés szédm, ekkor az értékkészlet hozzdarendelt elemének
szokdsos jelblése f£(x]}.

Magat a figgvényl szokds az  x+->f(x) hozzarendeléssel
Jeldini, de ugyanlgy szokdsos az xr>y=f(x) Jeldlés, vagy
réviden y=f(x) .

Fentieket flgyelembevéve érdemes visszalapozni a valds
szamsorozatokat definialé D.4.1. definfcidhoz, hiszen mar
itt is taldlkoztunk a fliggvényfogalommal.

Magdt =a flggvényfogalmat nem definidljuk, megjegyezzik
azonban, hogy a filggvénykapesolat az értelmezési tartoméany
minden egyes eleméhez hozzérendeli az értékkészlet egy (és

csak egy) elemét . )
Igy pl. flggvény az y=f‘{x)=x2 hozzérendelés, itt D*_:!R és
R= [0;w) ; de nem tekinthets fliggvénynek az  y*+x°=25
8sszefliggéssel megadott x>y hozzdrendelés, mivel itt
pl. az x=3 szdmhoz nind az y=+4, mind az y=-4 valéds
szamokat hozzarendeltiik.

D.5.1.Definicié (AZ USSZETETT FUGGVENY)

Legyenek f és g fliggvények olyanck, hogy Rchg,ekkor

értelmezhet jitk V xel'.!f esetén az xX—>f{x)r-gff(x}] hozza-

rendelést, amelyet gef Usszetett fliggvénynek neveziink.

D.5.2.Befinicté  (KOLCSUNUSEN EGYERTELM{ LEKEPEZES)

Legyen y=Ff(x) olyan fliggvény, amelyre az értelmezési
tartomdnydnak tetsz8leges a#b elemel esectén f{a)#f(b)
tel jestil. Ekkor az f{x) figgvény értelmezési tartominya és
értékkészlete kizdtt kdlesbnbsen egyérielmd leképezést ad

meg, £és az f fUggvenyt egy-egy értelmét flggvénynek
nevezzik.
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D.5.3.Definicié (INVERZ FUVGGVENY)

legyen az y=f{x) egy-egy ertelmd figgvény. Azon g
fliggvényt, amelynek értelmezési tartominya nq=at és
értékkészlete R.‘J=D.r 85 Bz y=f{x}eaf szamhoz a g{y)=xeDr
szdmot rendeli V¥ yeRf esetén, az f figgvény Iinverzének
nevezzitk, jeldlése: g=f~! .

Példa:  f{x)=2" ; D=R ; R =(0; +w)
-1 = . -1=R = * . g =]
f (x)-l:gzx ; Df 1 Rr {0; +0) Rf 1 Df R
tovabbd V y=2 eDf—z esetén logzy=log22x=x tel jesill,
azaz £ '[f(x)l=x 111. f [£ (y)=y

D.5.4.Definfcié  {MONOTON FUGGVENY)
Legyenek xi.xae(a;b) , melyekre X <x, teljesiil, egyébként
tetszblegesek.

Az f£(x) fuggvény az {(a;b) intervallumon )
monoton ndvekvd, ha f(xilsf(x }

szigorian monoton ndvekvé, ha f{x1)<f{x—)

monoton csBkkend, ha f(xi)!f(x )

s 1gordan monoton cstkkend, ha f{xl)>f(x )

NN NN

5.1. Hatdrériéx, folytonossag
D.5.5.DefInicic  (FUGGVENY HATARERTEKE)
Legyen adott f fliggvény, xoem‘ ;  legyen tovabbi {xn}
tetszfleges olyan sorozat, amelyre tel jesliinek az alabbliak:
a.) %3§? X =X, €5 X # X b.) {xn):=1< Df .

Ha minden ilyen X sorozatra %5§h f(xn)= AeR telj-sil,
A-t az f figgvény X, -beli hatdrértékének nevezzilk.

Jeldlésben: iiyxuf(x)=h
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D.5.6.Definfcié  (VEGES HELYEN VEIT VEGES HATARERTEX)
Legyen adott az f flggvény, valamint az xoeR—szém, amely Dr
egy torlédési pontja.

Az £ figgvény X, ~bell hatédrériéke az AeR szdm, azaz
;igxof{x}=A pontosan akkor, ha V £>0 -hoz 3 3{¢) tugy, hogy

ha xeDf és 0<1x—x0|<6 akkor [f{x)}-Al<e

Szavakkal kifejezve (kissé pontatlanul): az f figgvény X,
pontbeli hatarértéke az A szdm pontosan akkor, ha amennyiben
x az X ~hoz "eléggé" kozel wvan, akkor f(x) =az A-hoz
tetsz8legesen kizel van.

Vegyilkk 4észre, hogy ahhoz, hogy a flggvenyhatdrérték
definicidjat a D.B.8. definicidhoz hasonléan
egyenlétlienségekkel adjuk meg (és nem sorozatokkal, mint a
D.5.5.definfciéban) . dsszesen kilenc esetet kell
megklilonbbztetniink, nevezetesen az alédbbi tédbldazatban

dsszefoglaltak szerint:

vs Jelentése: x (vagy A) véges (eR)

Pééﬁ:;ssuk meg, hogy lim sin x _ 1 ‘
' *=>0 X ’
Az abrabsl lathaté, hogy:
AB=sin x ; AD=x ; CD=tg x B \x
9. abra

Ha x>0 az aldabbi egyenléilenségek tel jesililnek:

sin x b4 1
sinxsx=stg s —m =138 ——— 85 —
8 cos X sin x cos X
sin x

Mivel pedig iigbcos Xx =1 => lin

x—>0

=1

Az x<0 esetel ldssa be gyakorld feladatként!
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D.5.7.Definicié (BAL-~ ES JOBBOLDALI HATARERTEK)
Legyen adott az f figgvény, valamint xBeR .

Baloldall hatérérték:
Legyen % olyan sorozat, amelyre tel jestil:
-3
L) X< X, ;I;E“u X=X ; {xn}n_ chb
Ha minden ilyen X sorozat esetén ,I'gamf(xn)#;b tel Jesiil,
Ab-t a2z [ fliggvény baloldall hatdrértékének nevezziik.
Jeltlésben: lim £(x)=A, ; ( A eR')
x=>x,
Jobboldali hatérérték:
Legyen X olyan sorozat, amelyre tel jesli:

©
> . = -
v xn xo ? %l;amxn xo * {xn}n=! < Df

Ha minden ilyen x smorozat esetén lim f{x }=A - tel jestil
n n—> n J

Aj-t az f filggvény jobboldali hatdrértékének nevezzilk.

Jelblésben: lim £(x)=A ; ( A eR")
x-—>x0 4 J

T.5.1.Tétel

lim f(x) = A
K>3
Jimflx) = A c— és °
] Lim £(x) = A
x—>x°

A tételt nem bizonyitjuk, mivel beldatssa a hatdrérték

valamint a Jobb- és baloldall hatéarérték definiciséibél
trividlis.

T.5.2.Tétel

L J
Legyen igza-f[x)-ﬁ eR és %i:)raag{x)ﬂs eR  (aek )

Exkor
1.} lim [f{x)+g{x)] = A+B
K—>a

2.) iggﬂh'g(x) = AB V AeR esetén
kbvetkezmény: ’Itlgzalf[x)-g(xli = A-B
3.) ,l‘lgaa[f{x}-g(x)] = A'B
4.) Ba B#0 akkor }‘}_r;xallg(x) = 1/B
kbvetkezmény: ,l‘_i_gxaftx)/g{x) = A/B
A tétel kivetkezik a sorozatokndl kimondott T.4.10.tételbsl.
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Meglegyzés: A T.5.2. tétel néhany &llitdsa érvényes

A, B=to esetén is: gyakorlatilag azok, amelyekkel
kaocsolatban logikusan gondolkozva kétség nem meriil fel.

T.5.3.Tétel (USSZETETT FUGGVENY HATARERTEXKE)
Legyenck adottak f és g flggvények, valamint a,A € R
Legyen tovabbd }tj._glaf(xkﬁt . 68 létezzen a-nak olyan Ua(a.)
krnyezete, hogy x ¢ Ua(a}:.{a} esetén fx)=A .
Legyen tovabba ’l'_i_gt‘g(y]=8 R .
Ekkor ilghg[f{x)} =B,

Bizonyitds:

Tekintslink tetszéleges olyan X sorozatot;, amelyre rl‘it;lmx:a.

tovabba x# a és {x}%c D teljestilnek. Ezen x
n n n=1 T n

sorozatok dltal definidlt Vv yn=i'(xn) sorozatra tel Jesiil,
hogy %lgzwyn= A és ynaﬂA » ha n elég nagy, azaz X € Ua(_a}.
Ezért %l@m g(yn) =B .

D.5.8.Definfcié  (FUGGVENY FOLYTONOSSAGA PONTBAN)

Legyen adott az £ fliggvény és a e D o tel jesiil jon tovabba
lim £(x} = £(a) .
X—>a

Ekkor az f{x) fliggvényt az a pontban folytonosnak nevezziik.

Meg jegyzés: Vegyllk észre, hogy az f fliggvény a =-beli
folytonossdga hdrom feltétel teljesiilését Jelenti:
1.) f-nek a-ban van hatarértéke.
2.) f-nek a-ban van helyettesitésl értéke.
3.) a-ban f hatdrértéke és helyettesitési értéke egyenld
egymassal.

D.5.8.Definicié  (BAL~ ES JOBBOLDALI FOLYTONOSSAG)

Az f flggvényt az a.eE!r pontban balrél folytonosnak
nevezziik, ha lim £(x) = f(a} ; Jobbrél folytonosnak

X—>a
nevezzilkk, ha lim 1,f(:-c) = f(a) .

X~>a

D.5.10.Definfcié  (FOLYTONOSSAG NYILT INTERVALLUMON)

Az f fiuggvényt az {(a;b) nyilt intervallumon folytonosnak
nevezzilk, ha V xe(a;b} pontban f folytonos.
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D.5.11.Definicié  (FOLYTONOSSAG ZART INTERVALLUMON)

Az f flggvényt sz [a;bl zart irtervallumon folytonosnak
nevezzllk, ha f folylonos az (a;b) nyilt intervallumon,
tovdbbd £ az a pontban Jobbrél, a b pontban balrél
folytonos,

T.5.4.Tétel

Az f figgvény az a pontban pontosan akkor folytonos, ha
f az wa-ban jobbrél is, balrsl is folytonos.

A tétel bizonyit#ésa gyakorlé feladat.

Jeldlés: A tovdbbiakban <a:b> Jelolést fogunk alkalmazni,
ha az emlitett <a;b> intervallum az (a;b) . (a;b] , [a;b) ,
illetve [a;b] intervallumok barmelyike lehet.

T.5.5.Tétel

legyenek § és g az <a; b> intervallumon folytonos -
fliggvények. Ekkor az <a;b> intervallumon:
1.) f+g 1is folytonos flggvény
2.} A'g is folyteonos fliggvény V AeR esetén
kévetkezmény: f-g is folytonos fliggvény
3.} f‘g 1is folytonos fliggvény
4.} ha =xe<a;b> esetén g{x)=0 akkor i/g is folytonos
filiggvény =—> f/g is folytonos filggvény

A tételt nem bizonyit juk.

T.5.6.Tétel (OSSZETETT FUGGVENY FOLYTONDSSAGA)

Legyen f fiiggvény folytoros az xoeDf pontban, valamint
g figgvény folytonos az yb=f{xo)ebq pontban.

Ekkor a gof Osszetett figgvény is felytonos xo-ban.

A tételt nem bizonyit juk.
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T.5.7.Tétel  (INVERZ FUGGVENY FOLYTONOSSACA)

Legyen f figgvény szlgordan monoton ¢s folytonos
: D£=<a; b>-n.

Ekkor
1.} R£=<u;ﬁ> is intervallum,

2.) az f figgvényhez létezlk f ' inverz flggvény.
3.) az £! inverz flggvény ugyanolyan értelemben

szigordan monoton az <u;B8> intervallumon, mint shogyan az
f flggvény az <a;b> intervallumon.

4.) az £t inverz fliggvény folytonos az <u;B>

intervallumon.

A tételt nem bizonyit juk.
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5.2. Zért intervallumon folytonos figgvények tulajdonsdgal

T.5.8.Tétel  (BOLZANO TETEL)

Legyen £ az {a;bl =zart intervallumon folytonos figgvény,
amelyre f(al)<0 és f({b)>0 . :

Ekkor 3 £e(a;b) gy, hogy f£{€)=0 .

Bizonyités:

Mivel f az a pontban Jjobbrsl, a b pontban pedig
bair6él folytonos, 3 {[a1;bi] zdrt intervallum, amelyre
a1, b1€@ , valamint f£(a1)<0 é&és f£(b1)>0 .

Tekintsiik azon szabdlyos racionalis sorozatpart, amelyet
az f[ai;b1]  intervallum lépésenkénti felezésével kapunk az

aldbblak szerint, feltéve, hogy f{mk)=#0 egyetlen keN'
esetén sem:

mie={ak+bx} /2
tovdbba, ha f(mk)>0 akkor bikst)=mk &és a(ks1)=ak ;
ha f{mk}<C akkor bix+1}=bk &s alk+1)=mk

Ezen szabdlyos racionalis sorozatpar egyetlen £cR szdmot
hatdroz meg, amelyre llci_;nmak = %i{;\wbk = £ .

Az ax sorozat dltal meghatdrozott f(ax) sorozatra: f{ax)<0,
A Dbk sorozat dltal meghatédrozott f{bk) sorozatra: f(bk)>0,
melyb#l kévetkezéen !lt_i_gamf(ak)sa és ll(_@_r;wfﬁbk}ao .

Tekintve, hogy llg}_l;’imf(ak)=%ll;ﬂwf{bk)=f{5) => f{g)=0 .
Ha 3 keN' Ugy, hogy f{mx}=0, akker E£=mx .

Kévetkezmény:

Zart intervallumon folytonos filggvény “nem hagy ki értéket",
azaz f{a) és f(b) kdzétt minden értéket felvesz.

T.5.8.Tétel

Legyen f az [a;b] z4rt intervallumon folytonos fliggvény.
Ekkor f =2z {a;b]l intervallumon korlsitos.

Bizonyitas: {indirekt)

Tegylik fel, hogy f az [a;bl-n pl. feliliir6l nem korlitos,

azaz VY neN szdmhoz 3 xns[a;b] gy, hogy f(xn)>n .

Mivel az xn sorozat korlatos, a T.2.9.(Bolzanc-Weierstrass)

tétel szerint van konvergens részsorozata.

Legyen ezen xnk konvergens sorozat hatérér-téke:n‘lcy;lmxn:ceEa;b}
Ekkor ni'y)nmf(xnkkf(c) » ez pedig ellentmondas, mive‘l

f[xnk)>m -b61 kivetkezSen nii:)nﬁf(xnkh ter

(Hasonléan lathat juk be azt is, hogy f az [a;bl-n alulrél
korléatos)
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T.5.10.Tétel (WEIERSTRASS TETEL)
Legyen f az [a;b] =z&rt intervallumon folytonos filiggvény.
Ekkor 3 xle[a;b] melyre f{x1)= xefggbf(x)

és 3 xze[a;b] melyre f€xé)= xe%a;bg(X)

Bizonyitas:

A bizonyitdst csupdn a supremum esetére mutatjuk be, mivel
az infimum bizonyitdsa analég médon vihet§ végig.
Jeldles: M= sup £{x) (MeR létezik T.2.3. szerint)

Mivel M supremum, V neN' szamhoz 3 X dgy, hogy f{xn)>M - %
Mivel az xn sorozat korldtos, 3 konvergens x;k részgorozata,
amelyre n&igmxnk= cela; bl !
it £ - 1 f g0 L
nk—>0 nk~ nk—>w nk

Mivel pedig M supremum => f(clsM => f{{(c)=M.
Megjegyzés: Ha az M=XEPE;£$X) fliggvényérték (pl. mint fent),
akkor az f fiiggvény [a;b] intervallumon felvett maximumdnak
nevezziik. Hasonléan, ha az m=xé?£;£§x} érték fiiggvényérték,

akkor az f figgvény [a;bl-n felvett minimumanak nevezziik.

5.3. Differencidlhatésdag
D.5.12.Definicid (KULONBSEGI HANYADOS)

Legyen f az <a;b> Intervallumon értelmezett filggvény,
legyen tovabba xl,xze <a;b> és x1$x2
f(xl)-f(xz}
X ~X
1 T2
pontokhoz tartozé kiilonbségi hdnyadosdnak nevezziik.

Az hdnyadost az f fiiggvény X, és X,

A klilonbségi hanyados mésik elnevezése differenciahdnyados.
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D.5.13.Definicié  (DIFFERENCIALHANYADGS)

Legyen f az <a;b> intervallumon értelmezett fiiggvény,
legyen tovébba xo, x°+h € <a;b> és h=0

f{x°+h)-f(xo)

A },_1_1;10 ———p——  hatdrértéket, amennylben létezik
és véges, az f flggvény X, pontbeli differehcidlhdnyadoséanak,
vagy derivdlt jdnak nevezzilk.

'f(xo+h)-f(xa) s [

. _ _faf
Jellése: lip—2 2 =f (x) = “d—;_]x-x

Megjegyzés:

Mint ahogyan az a rajzon l4thaté,

T x]
flxgrhl- fixgl geometriailag a differenciahényados

az f figgvény (xc;f(xo} } 1lletve
(x,#hif{x +h} ) koordindtdkkal

10. dbra megadott pontjain dthaladé szeld
irdnytangense. Azon egyenest, amely 4thalad az [xo;f(xol}
ponten, és iranytangense f°' {_xo), az f figgvénygbrbe
(xo;f(xo}) koordindtdji pontjdhoz  hizott érint§jének
nevez'zﬁk.

Fx Koo h N~

Ezen érinté egyenes egyenlete: y = f(x0}+f (xo)"(x—xo)'

Példa:
1.) Hatdrozzuk meg az f(x)=ln x fliggvény derivdltjit:

- In{x+h)-1n x _ B ) VR
(in %) = E;.i_’;‘.'o - &K = 11\1:;10 1n[[1+ x ] =

1 hx/h 1 % _
% ln{ }glc[l-l-:-{-] }—;{-clne—

b R
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2.) Hatdrozzuk meg az f(x)=sin x flggvény derivaltjat:

' sin{x+h}-sin x _ ,. sinx'cos h - cosx'sin h - sinx
(sin x) = pimg h = iin h
ﬂim[smx.c_os_h;l”osx.w]”osx
—~>0 h h
sin h cos h -1 _
mivel %igb 5 = 1 és %igb————ﬁ———— =0

D.5. 14,Definicié ( DIFFERENCIALHATGOSAG)

Legyen f az ({a;b} intervallumon értelmezett filggvény.
Az f fiiggvényt az xe(a;b) pontban differencldlhaténak
nevezzitk, ha az f fiiggvénynek az x pontban létezik f£’(x)
differencldlhdnyadosa.

Az £ figgvényt az {a;b} nyflt intervallumon
differencidlhaténak nevezzik, ha Vv  xel(a;b) pontban
differencidlhats.

D.5.15.Definfcié  (JOBB- ES BALOLDALI DERIVALHATOSAG)

Legyen f az (a;b) intervallumon értelmezett fiiggvény,
legyen tovabba x,xth € (a;b)} és h>0 .

Az f fluggvényt az x pontban Jjobbrél derivdlhaténak
nevezzilk, ha létezik és véges a

1im TORIZE0K) 0y navarertek.
h=>0 h +

Az f filiggvényt az X pontban balrél derivdlhaténak
nevezziik, ha létezik és véges a :

1 EOTRIPON) o0y patarértér.
h—0 ~-h -

Az f:(x) 111.  £(x) értékeket az f fliggvény x pontbeli
Jobb- il11. baloldali derivaltjdnak nevezziik.

D.5.18.Definicié

Legyen f az [a;b} intervallumon értelmezett fiiggvény.
Az f figgvényt az [a;b] =zart intervallumon derivalhatoénak
nevezzilk, ha f differencidlhaté az (a;b) nyilt intervallumon
tovdbbd f Jobbrél derivalhaté az a  pontban és balrél
derivdlhaté a b pontban.
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T.5.11.Tétel

Az f flggvény sz x pontban pontosan akkor derivalhaté,
ha f az x-ben Jobbrél is, balrél is derivdlhaté, valamint

f;(x) = £'(x} ; =azaz x pontban f Jobb- ¢és baloldall
derivalt ja! egyenléek.

A tétel bizonyitdsa gyakorlé feladat.

T.5.12.Tétel  (DIFFERENCIALHATO FUGGVENY FOLYTONOS)

Legyen f flggvény az =a pontban differencldlhaté. Ekkor
f az a pontban folytonos.

Bizonyités:
Mivel f az a-ban derivalhaté, 3 ;gifb‘:‘—::(—al = AeR
Ekkor 3 Uata} dgy, hogy V ers(a}\{a} esetén
£)28) | ¢ jalrt —> osiea-2a) [<(1AI41) - [x-al

Mivel pedig lim Ix-al=0 => lim |f{x)-f(a)|=0 —> 1 £(x)=f(a)

T.5.13.Tétel (DIFFERENCIALASI SZABALYOX)

Legyenek f és g az =a pontban differencidlhaté
fliggvéayek. Ekkor:

1.} f+g 1is derivdlhaté a-ban, és if‘(x}+g(x)]; = (a)+g’ (a)

=a

2.) ?-g 1is derivdlhaté a-ban V¥ AeR esetén; és
[x-glx) I'_=x-g'(a)

cvetkezmény: [f(x)-gix) ];=a=f’ {(a)-g'(a)

3.) 1-g is derivdlhaté a-ban, és
Ef‘(XJ'g(x)}; =f'(a).gla) + g’ (a) f(a)

=
4.) a gla)*D akkor 1/g is derivalhaté a-~ban, és

1 ] g [f(x)]' - £'(2)-gla)-g’ (a)-f(a)
[E{E) x=a lgla)]? g9, .. [g(a)]?

T0



Bizonyités:
Csak & 3. pontban felirt, szorzatra vonatkozé derivdliasi
szabdlyt bizonyitjuk, a tébbl szabdly bilzonylitdsa gyakorlé
feladat.
. f{a+h) -glath)-fla)-gla) _
EF(x) g(x)]xa = ‘llgno h g2 =

im f(a+h) -gla+h)~f(a)-glath)+f(a)-glath)-f(a)-gla) -
=30 h

o

_ f{a+h)-f(a) | glat+h)-gla) | _
= %15% {}———1;—————— g{a+h) + —_— f(a)} =

= £’ (a)-gla) + g’ (a) -f(a)

Példa a 4.pontban leirt, hidnyados derivdlasl szabdlydra:

(tg x}°= sin x ’= cos®x + sin®x -1
g cos X

2 2
cos X cos X

T.5.14.Tétel  {LANCSZABALY)

Ha a g fliggvény differencidlhaté az X, pontban, és az
f fliggvény differencidlhaté az y0=g(xo) pontban, akkor az
fog Usszetett figgvény differencidlhats az xo pontban, és

{fog) (xo) = f (yu)-g (xo)
Bizonyitas:
a.) Tegyilk fel, hogy g’{xo)#() , ekkor 3 U(xo) ugy, hogy

ha x € U(xo}\{xo} akkor g(x}-g(xo)aeo .

Tehat flglx)1-flglx )] g(x)-g(x )
(fea)’(x)) = My, oty X
fly)-fly,) glx)-glx )
T }'giyow—ﬁ:—- : }‘_1_'3,(0—“;(‘:;‘;‘—' = ly,)g (x)

b.) Ha g’ (xo)=0. akkor azon X € U(xc)\(xo} pontokra,

amelyekre gix )=g(xol, flgix )l-f[g(xo)]
n az ; — kiil8nbségt
n o hanyados
értéke zérus.
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Azon x e U(xa}\{xo} pontokra pedig, amelyekre g(xk)ﬂfg(xu}
alkalmazhaték az =a.) pont lépései, melyekb8l kdvetkezen

£lglx ) -flale)]  glx)-glx,)

lim . 0
x %, g(xk) g(xo} X "X,
g(xk)-g{xa) : f(yk)-f(ya}
mivel lgx —w = 0 és 111;1 ———————— = véges
% "% "o Y% Y Y

Példa:
1.) {cos x)}'= [sinlx+n/2)]'= cos(x+n/2)} + (x+u/2)'=

= cos(x+n/2) « 1 = -sin x

2.) (2%) = ("% = ™2 (x.In2) =2% In2

T.5.15.Tétel (INVERZ FUGGVENY DERIVALTJA)

Legyen az y=f{x) az [a;b] intervallumon érteimezett
szigordan mcnotg;h folytonos filggvény. {Ekkor a T.5.7. tétel
értelmében 3 £ ° inverz fiiggvény.)

Ha az X € {a;b) pontban 3 £* és ¢ (xo)ae 0,
akkor az y°=£‘(xo] pontban 3 (£')' &s
b T : — »
(£ Eya) = 1/f (xo}
Bizonyftés: "
Mivel az f fliggvény létezik, V xo+h € {a;b) ponthoz

az y°+k = f‘(xo+h) egy-epy értelmlfen meghatdrozott, és
x +h = f_i{ya-!-k) . Ezzel:

-1 -1
f {yo+k) f [yg) xﬂ+h - X,

Ytk -y, f(xo+h} - f(xo)

Mivel pedig £ és £ folytonos figgvények é&s

differencldihaté, adddik:

-1
£ (y +k)-fl{y )
=1,, - 0 o _ h - 1
(£ (y,) = limg X = A% TR R F(R))

£ (xo)

12



MegjJegyzés:

Az inverz flggvény derivaltjédnak meghatdrozésdhoz gyakran
a léncszabdlyt haszndl Jdk az aldbbiak szerint:

Jeldlie az £ flggvény inverzét u=f'i(xJ, ekkor :
flu) = £ [£1x)] = x
Alkalmazva a lancszabalyt, adédik:

f'{u) -uw =1 => u = 1/f(u)

Példa:
y=arctgx => tgy=x ==>1/coszy sy =1
2
tehat Vo coszy = cos' y 1 1

¥

coszy + sinzy 1+ tgzy 1+ x2

5.4. Feladatok az 5. fejJezet anyagdhoz

F.5.18"7 Az filx)=e*/2 &5 g(x)=e*/2 flggvények rajzat

felhasznalva rajzolja 1le az  alébbi, hiperbolikus
fliggvényeknek nevezett fliggvények gbrbéit:

a.) shx = (e e ¥)/2 i b.) chx= {5 e¥)/2
K_ -x x -X
c.) thx= sh x - € e . d.) cth x = ch x - et e
ch x % -% sh x x -x
e+ e e - e

F.5.2. Igazolja az aldbbl azonossdgokat:

a.) ch®x - sh® x = 1 ; b.} ch®x + sh’x = ch 2%
c.) 2+ shx + ¢ch x = sh 2x
F.5.3'*'Hat4rozza meg a hiperbolikus figgvények derivaltjat!

F.5.4. A hiperbolikus fliggvények gbrbéjét haszndlva.
rajzolja meg az inverz hiperbolikus fliggvények gorbéjét!
Allapitsa meg az inverz  hiperbolikus figgvények
értelmezési tartominydt és értékkészletét!

F.5.5" Fejezze ki az inverz hiperbollkus fiiggvényeket a
logaritmusfliggvény segitségévell

F.5.86. Képezze az inverz  hiperbolikus fiiggvények
derivaltJjat:

a.) az inverz fiiggvény derivdlisi szabdlya szarint
b.) lancszabdllyal, az F.5.5. feladat eredményelbsl.
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F.8.7.
x2+3x
a.) 3 vl b.
2
X -3x+2
} 5-1-132 x-2 '

x-i&n [ V¥ x + X

i. 5 )lim arctg =7
x=>1*

x-sinax
1.} ly;.'lm —_—
¥ 1-x

Bx-1
* x-1
O'S liﬁm( X )

F.G.8. Az aldbbl flggvényeket wvizsgdlja a folytonosség
szempont jabé1: '
a.) sin(x-3) b.} 2
f{x)={ e e ha x#3 . f(x)={ b ha xs0
5 ha x=3 3+x ha x>0
(*) 2 ("
c.) X ;x 2 ha x=£2 d.) sin 3x ha x=0
f{x)= x -4 H f(x)={ tg 5x
1 ha x=2 _
0 ha x=-2 2/3 ha x=0
e.) sin(1/%) ha x=20 £.) x-sin{i/%) ha x=0
fx)= ; f(x)=
c ha x=0 0 ha x=0
" (%) _
g.) x+1 ha xe@ h.) ‘,—-—-—Ei-}f-———-—-—-——x va_ ha x#0
fx)= ; f(x)=
2x ha xeR\& b ha x=0

; M

Szémitsa ki az alabbi filggvényhatdrértékeket:

2
x+2 X +5x+1
) #e -1 ¢ c.) ,1‘_1_5” 3
x =1
) |x! " 1/x
SRR St B
/ 2
] h.} 1lim Lextx 1
X=>0 X
JS lim_ arctg ——1— S’lim arctgi—l—
x—éi
sin x sin x
Ve T n) M T
2 2%
* X +1 x+1
! p.s };E{‘m( xz-l ) i 4 S x—)m[ ®=1
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F.5.8. Az alabbl deriviltakat képezze

a
differencidlhényados definfciéja alapjén:

a.) (x*)' ; b)) (WX ) ; c.) =

; d.) {cos x)’
F.5.10. Az alédbbi fliggvényeket vizsgilja meg a folytonossag

és a differencidlhatésdg szempont jabél:
3

a.} X ha xel@ b.) x-sin(1/%}) ha x=20
fi{x)= : fix)=
3x-2 ha xeR\D ) ha »x=0

c.) £(x)= x°+ sin{1/x) ha x#0
c ha x=0

F.5.11'") Az y=f(x) fuggvényrsl tudjuk, hogy kielégiti az
sin y + x-y2+ 2%-cos y + x° =3 fliggvényegyenletet.
Irja fel a fliggvény érintdjének az egyenletét a Pc=(xo; ¥ )=(1;0)
pontban! Szémitsa ki kiézelit8leg y értékét az x£=0,9 pontban!
Hasznalja a kizelitd szamitdshoz az érinté egyenletétd

F.5.12. Igazolja, hogy a xl;gi fix}) = A (xo,A e R ) fligg-
0

vényhatirértékre adott D.5.5. 111, D.5.86.
ekvivalensek!

definicick
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IB.A differencidlhdnyados alkalmazdsa a flggvények meneténea
lvizsgalatéral

6. 1.Fliggvények lokdlis széis8értéke. Kdzépértéktételek.
Figgvények monotonitdsi intervallumai

D.6.1.Definicié Az x, € Dr pont. az f{x) flgegvény lokdlis
maximumhelye pontosan akkor, ha 3 U(xo) gy, hogy
¥ x € U(xal esetén F(x) = f(xol tel jestil.
Ho V x # X, esetén £{x) < f(xo) is teljeslil, a lokdlls
maximumhelyet szigord lokdlis maximumhelynek nevezzilk.
D.8.2.Definlcié Az X, € D’ pont az f(x) fuggvény lokalils
minimumhelye pontosan akkor, ha 3 U(xo) gy, hogy
YV x € U(xo) esetén f(x} = f‘(xa) tel jesiil. _
Ha V x # x esetén f(x) > i‘{xo) is teljeslil, a lok4lis
ninimumhelyet szigord lokalis minimumhelynek nevezziik.
D.6.3. Definicié Az X, € Df pontot az f{x) flggvény lokalis
szélsfértékhelyének, . vagy masnéven lok4alls
extrémumpont jdnak nevezziik pontosan akkor, ha X, az f
fluggvénynek vagy lokalls maximumhelye, vagy lokdlis
ninimumhelye. Az f(xo) fllggvényérték neve:
lokdlls szélsdérték, masnéven lokalis extrémum.
T.6.1. Tétel

Ha az x, € Dr pont az f(x) filiggvény lokdlis
extrémunhelye és 3 f° (xol akkor f’[xol =0

(A flggvény xo-hoz hdzott érintfje vizszintes)

Bizonyités:

a.} X, lokdlis maximumhely: f(x°+h) - f(xo} s 0 ekkor

f{xo-rhl - f(xo)
Y =0 ha h <0 és
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f{xo#h) - f[xoi
=0 ha h>»0
N .

f(xo+h) - f(be .o
h

f(x +h) - f(x )
g "~ 50 lim_

azaz lim*
hao h ho

=0

K8vetkezésképpen f’{xb) = %i@ f(xo*h} - f(xﬂ)
h
b./ X, lokdlis minimumhely: f(xh+h) - f(xo} 20

f{xo+h} -~ f(xﬁ)
ekkor =0 hah<?9
h

f(xo+h} - f(xc)
és z0 ha h>0
h

f(x°+h) - f(xol <o

f(x_+h) - f(x)
2 - =0 lim_

azaz lim*
heo h hao h
Kivetkezésképpen
f(xo+h) - f(xo)
f’(xo} = 1im =0
h
= 0 ebhbél nem

hao

A tétel nem megfordithats, tehdt ha f'(xa)
kovetkezik, hogy %, lokélis szélsSértékhely

pl. az f(x} = x° fligevény esetén _ )
£°(x) = 3 = 0 ha x = 0 és e pontban a

fluggvénynek nincs lokdlis szélséértékhelye



A most kdvetkez§ T.6.2, T.6.3. és T.8.4. tételek, Rolle,
Lagrange és Cauchy kizépértéktételel d.n. egzisztenciatéte-
lek. Ez azt Jelentl, hogy a tételek &llitdsaban szerepl$
pontok létezését - egzisztencidJat - garantil jak.

T.6.2.Tétel (ROLLE TETELE)

Legyen f az [a;b] zért intervallumon folytcnos, és az
(e;b} nyflt intervallumon derivalhaté fiiggvény.
Legyen tovédbba f(a) = f{b) .

Ekkor 3 X, € {a;b) vgy, hogy f* {xB} =90

Bizonyités:
Mivel az [a;bl =zért Intervallumon folytonos, a
T.5.10. Weierstrap tétel értelmében felveszi [a;bl-n

suprémunidt és infimumat,

Ha nindkettét az intervallum széls§ pontJain veszi fel,
akkor V x € [a;b] esetén £{x) = f{a) = £(b) » £ (x) =0 .

Ha a supremum és Infimum kbzlll legaldbb az egylket belsd
pontban veszl fel, akkor ezen X, € (a;b) belst pont egyben
lokdlls extrémumhely, tehat T.6.1. értelmében £’ {xo) =0 .

T.6.3. Tétel (LAGRANGE TETELE)

Legyen £ az [a;b] =zart intervallumon folytonos és
az (a;b) nyilt intervallumon derivalhatd flggvény.
Ekkor 3 X, € {a;b) dgy, hogy

_ £(b)} - f(a)
Flxg) = ——5—

Bizonyités :

Tekintstik a g{x) = £(x) - f(b):f;a) (x -

5 a) fliggvényt.

Fzen g fliggvény kielégitl a Rolle tétel feltételeit,

nivel ga) = £(a) és g(b) = £(v) ~ ERIFLR) gy,
= £(a) = gla)

tehdt 3 x e (a;b) dgy, hogy g’{xol =0 .
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EbbS1 mivel g’(x) = £ (x ) - Libi=f(a)
1} [¢]
b~a
adédik, hogy £’ (x ) = £(b)-fla)
b-a
T.8.4. Tétel (CAUCHY TETELE)
Legyenek adottak az [a;b] intervallumon f és £

folytonos fiiggvények , melyek az (a;b) intervallumon
derivdlhaték, tovdbbad g’{x} #+ 0 ha x € (a:b)
Ekkor 3 X, € (a;b) gy, hogy

f’{xo} f{b} - f(a)

g‘(xG) glb) - gia)

Bizonyitas:
Legyen ¢(x) = f{x) + & g(x) , ahol A konstans értékét dugy
vélaszt juk, hogy ¢l(a) = p(b) tel jesiil jon:
pla)= f{a} + A gla) = £{b) + A g{b) = @(b)

£{b) - f£{a)
ekkor A = —

g{b} - gla)
és a p figgvény teljesitl =a Rolle téie]l feltételeit.
A ilyen megvdlasztdsa mindig lehetséges, mivel g'{x) = 0
feltételb8l adédéan gla) = g(b) = g(b) - gla) # 0
Alkalmazzuk @(x) figgvényre a Rolle tételt.
£fi{b) - f(a)
'ix)=Mx) —m g'(x) =0
0 °  g(b) - gla) °
melyb&l kivetkezik

f’(xo) fib) ~ f{a)

g'(x,} g(b) - gla)
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T.6.5., Tétel
legyen f flggvény az {a;b] intervallumon derivalhaté,
és legyen £'(x} =0 Vv x e [a;b] esetén.
Ekkor f{x} = konstans
Bizonyités: legyen x € {a;bl] egyébként tetszéleges

A Lagrange tétel szerint f—:‘x—l:—:‘—(—a}= £ (xo) ahol xoe(a.;x}

nivel pedig f’(xo} =0 = F(x)=f(a)

A kivetkezd tétel a kizépértékiételeknek egy gyakorlatl
alkalmazasst teszi lehetfvé, nevezetesen bizonyos "“0/0"
n L] n

" " # u "
ill. :‘—; és ebb8l kBvetkezfen a 0w o° : 1%
t{pusd hatarertékek kiszémitdsat,

T.8.8. Tétel [L’'HOSPITAL SZABALY)
Feltételek:

{1} vagy lim f(x} =0 ¢és ’1‘1:2 glx) =0
vagy Lin |[f(x)] = @ és lim |g(x)] = =
(2} £ ¢és g differencidlhatéd filggvények az a egy

redukdlt {a-t nem tartalmazé) kdrnyezetében, tovdbba az
a ezep redukdlt kbrnyezetében g’'(x) = 0

- wh mw e e wm e e wm mm e e e e we e e e

‘ f{x) _
Ekkor 3 ,}Eil'aﬂ EG?T = A
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Bizonyitas: A tételt csak a (—0)- alakra bizonyitjuk,
véges "a* esetére.

Ekkor f ¢és g folytonosan kiterjeszthetfk a -ra

f(a) = g(a) = 0 értékaddssal, s igy alkalmazhaté =
Cauchy kdzépériéktétel:

£{x) _ . Flx)-£(a) £(8) _ .. £ (e _
’1‘_1’1;1 elxy = 1334 g(x)—glay = 1im g (&) ~ éi {3 A
Cauchy
Megjegyzés:
fix)

1.) A tétel feltételei az lim hatarérték

Xy gfxs
létezéséhez elégséges feltételt adnak, de nem szilkséges
feltételt. Az alébbiakban példit adunk arra az esetre,

. £’ (x) f{x)
amikor ,1‘_1’:;1 Fae3) hatdrtérték ~nem létezik, ,1‘_1’1;1 2=

azonban igen.

pl.  £(x) = x.(2 + cos x) ; lim £(x) =

2

(x) =1+ x ; lim g(x) =
g ) o g
o e g KOPL
-2 + cos x
fix x(2+ cos s s
lim{)=lim-(-————x—)- lim-————-—-o
x40 giX X0 2 x-pw,' e
1 +x 1 ’
N Z 4+ X ! .
\x ¥

. ——— somon

lip £(x) -1in 2 + cos %- x sin x lim{ +cos 39 fsin :-E\]

w30 g (x) .

mwely limes
nem 1étezik



2.) A tétel akkor is alkalmazhaté, ha egyoldali (bal vagy
Jobboldall) hatdrérték kiszdmitdsa a cél, a fiiggvények
egyikének wvagy mindketté jiik értelmezési tartominydnak
hatarpontjan s a feltételek i{gy csak “egyoldali"
kiérnyezeiben értelmezheték.

1

11m+x In x =Iim+ Inlx = lim+ :%— = llm+ “-x=0
x40 x>0 - x50 —_ %0
X <2

A flggvények monotonitdsdnak definicisjat mér az elézé ,
5. feJezetben megadtuk (D.5.4.Definicié) Most azt fogjuk

vizsgalnl, milyen kapcsolat van a fiiggvény derivaltja és
monotonitdsa kézott.

T.6.7.Tétel N
Legyen f az [a;b] intervallumon differencidlhaté
a.) teljesiiljén YV x € [a;bl esetén az f£'{x) > 0
egyenlétlenség. '
Ekkor f a2z [a;b] intervallumon szigordan monoton
nivekvé.
b.) teljesiiljon ¥ x ¢ [a;b] esetén az f£'(x) < O
egyenlétlenség,
Ekkor f az f{a;bl intervallumon szigoridan moncton
cstkkend.
Bizonyitas:
Legyen x1<x2 » egyébként X, X, € [a;b] tetszdlegesen
vilasztott pontok.
a.3 Lagrange tételét alkalmazva adédik
f(le - f(xll = £’ (&) (xa - %) ahol £e¢ (x5x,)
mivel pedig x‘2 - x1 > 0 és a tételiink feltételei
szerint £’ (£) > 0 adédik: f(xz) > f(xl)
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b.) Lagrange tételét alkalmazva adédik:

f(le - f(xi) = £'{£) (x2 - xi} ahol £ ¢ {xl;xz)

nivel pedig X, ~ X > 0 és a tételiink b feltétele

szerint £’ (£) < 0 adédik f(xa) < f(xi}
MegJegyzés: A tétel megforditdsa nem igaz. Abbsl, hogy egy
differencidlhaté figgvény az [a;b] intervallumon pl.
szigordan monoton n#vekv, nem kivetkezik, hogy derivalt ja
pozitiv.

pl. Flx) = x° szigordan monoton ndvekvs teljes

értelmezési tartoményan..de £{0) = 0.

kivetkez6 tételben differencidlhaté fliggvény szigord
monotonitésdnak sziikséges és elégséges feliételst ad juk
meg.

.6.8. Tétel

Legyen f az [a;b] intervallumon differencizlhaté
figgvény.
f szigordan monoton ndvekv§ [a;bl-n pontosan akker, ha
¥ x € [a;b] esetén £'(x) = 0 és nincs olyan
<o;8> < {a;b] részintervallum, shol V % e <a; B> esetén
f'{x} =0
Hasonléképpen adhatjuk meg a szigordan monoton csBkkenés
szilkséges és elégséges feltételét.
A tételt nem bizonyit juk.
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6.2. Magasabb rendll deriviltak. Taylor tétele

Az elfz6 fejezet D.8.13.definiciéjdban megadtuk az <a;b>
intervallumen értelmezett f figgvény x, € <a;b>
pontbell derivédltjanak értelmezését. Néhdny példdban
ldttuk, hogy a derivdldssal maz f flgpgvényhez egy misik
flggvényt rendellink hozzad, anmelyet az f figgvény
derivalt flggvényének, vagy réviden derivdlt janak
neveziink.

Pl. az £(x) = x* + 6x° + 6x + 3 flggvény

derivaitja:  £'(x) = 4x° + 10x + 6

Ezen f’(x) flggvény szintén derivalhatsé, fgy megadhat juk

£ derivaltjat: (£')"(x) = 12¢° + 10

Az {f')'{x]} |JelBlése f£"(x) és az f figgvény misodik
derivalt janak nevezziik, Ezen el jarast folytatva
megadhat juk a harmadik, negyedik stb. derivaltakat is.

o) =2ax s 200 =28 f M0 =0

Az f figgvény £’ derividltja esetén szokds az els6rendi
derivalt elnevezést hasznalni,

A kordbbiakban, az érintfegysnes értelmezésekor példat
lattunk arra, hogyan ftudjuk a derivdlhaté £  fiiggvényt
els6fokd polinommal - az érintfegyenessel - kizeliteni
dgy, hogy egy X, pontban a kifzelitend8 f figgvény és a
kdzelits polinom helyettesitési értéke és elss
derivdlt jédnak értéke megegyezzen, azaz f fliggvényt a
kfzelit§ polinom az elsfrendl derivaltig, masképpen mondva
elsé rendben kézelitse.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogyan lehet egy n-szer

derivalhatéd figgvényhez n-edrendben kSzelits, n-ed foki
polinomot taldlni.
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Legyen a pont, amelyben kézeliteni kivanjuk az £
figgvényt X, 8z n-ed fokd pelinom pedig

= - - 2 - r
p (x) =a + a(x - x) +al(x X)L a (x %1,

n

' Hatdrozzuk meg {ak} egylitthatékat az n-edrendben valé

k=0
ktzelités Teltételeibsl:
() _ ol _
P, (xo)—f (xo) k= 0,1,..., n
k=0 pn(xo} =8 = f(xa)
- 4 = = »
k=1 pn(xa) 3 f(:‘c))
£ (xo)
k=2 P, (xo) =2a2=f (xo)#a2= 5
f)v:{xo)
k=3 P, (xo) =3-2a_ = f {xo) = =
() () £ (%)
k=n P (xo} =n!an = f (xo) »a = -—

.8.4.Definicié (A TAYLOR POLINOM)

legyen f fliggvény az x, pont egy U(XO) kirnyezetében
n-szer derivAlhaté. Ezen U(xo) kiérnyezeten értelmezett
’ in)
£ (x) f"(x ) £ 7 (x)
(x~x) + % (x-x )zf . YV
1! © 21 9 n! 0

legfel jebb n-edfokd polinomot az f fiiggvény xo pont kériili
n-edfokd Tayloer polinomjdnak nevezziik.
“JelBlése: T (x) réviden Tn(x).

n,f,x
1]

p“(x} = f(xu)+

Amennyiben x°=0, a Taylor polinom elnevezése Mac - Laurin

polinonm.
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T.6.9. Tétel (TAYLOR TETELE)

Legyen £ fliggvény az X, pont egy U(xo} kdrnyezetében
{n+1)-szer derivdlhatd. Ekkor V¥ ¥ e U(xc} esetén

fix) =T (x}+ R {x)
%5 n

nf, £,
ahol 9
{n+l}
£ (§) n+l
R (%) = ————lf {x - % )
nfyx, (h + 1)! 0 és £ az X ¢€s X,

pontok k&zstt van

A R {x) flggvény elnevezése:
n.f—.xo

a 'I‘ﬂ . x(:1:) Taylor polinom Lagrange féle maradéktagja.
LR o

A tételt nem bizonyit juk.

T.6.10.Tétel {A LEGJOBB HELYI! MEGKUZELITES TETELE)
Legyen f az X, pont egy U(xo) kérnyezetében n-szer
derivdlhaté, és legyen qn(x) tetsz8leges, legfeljebd

n-edfokd polinom, melyre qn{x) = T (%)

n,f,x
o
Ekkor 3 V (xo) c U(xo) kirnyezete %, pontnak
Ugy, hogy ha x € Vix )

‘akkor [f{x) ~ Tn'f’xo(x}] s | £fx) - q (x)]

A tételt nem bizonyit juk.

T.6.11.Tétel

-Legyen az f fuggvény az x pont Ulx ) kbrnyezetében '
n-szer folytonosan derivdlhaté {nz2), valamint
’ = pH - = pin-t} =

legyen f (xﬁ) = f_(xo) « .. =fF (xo) o

¢s  £™ix) =0
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Ekkor

(1) Ha n péaratlan, akkor xo—ban f-nek nincs lokilis
extrémuma .,

(2) Ha 1n pdros, akkor xo-ban f-nek_ lokdlis extrémuma
van, éspedig ha f(") (xD} > 0 lokalis minimuma,

ha £'™ (x) <0 lokdlis maximuma.
Bizony{tas: '
Mivel £ (xo) = f"(xol =, . .= f‘"'”{xﬁ} = 0, az
X, kbrili  (n-1)-edfokd Taylor polindmja Tm__”{xl=f(xa
£ )
és ennek maradéktagla : R {x) = —=22 (x—x )"
{n-1) nl ]

f{n}(E) n
tehat fix)} = f(xo] 4 —— (x—xol i kivetkezésképpen
nt

{n}
£(x) - flx)= L (&) (o yn
[+] nt 0_

Mivel £‘™

kzel van

U{xol-ban folytonos, ha x az x -hoz elegendéen
{“)(EJ el6jele megegyezik f("’(xa) el&jelével.
(1) Ha teh&t n pératlan, (x -x,)" eléjelet valt X,
pontban, ezért fix) - f(xn) is el6jelet valt xo-ban, ezért
f-nek X,~hoz tetszéleges kdzel lesznek f(on—néI kisebb és
nagyobb fiiggvényértékei is.

(2) Ha n pdros, (x -xo)" = 0 tehat f{x) - f(xﬁ) az x,

pontban nem valt elsjelet, £™(£) eljele (mely f‘“’(xc)
eléjelével egyezik) hatdrozza meg az f{xy - f(xo}
killonbség elbjelét. Ha tehat f‘“’(xoj > 0 adédik
fix) - f(xo) >0 = f(x} > f{xoi = % minimumhely.

Ha pedig f‘“’(xo} < 0 adédik

f{x} - f{xo) <0 = fix) < f(xo) = X, maximumhely.
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6.3. Flggvénygbrbék alakja; konvexitsds, konkavitads

Csax differencidlhaté flggvények esetén foglalkozunk =
fliggvénygirbe alakjdnak vizsgalatéval.

D.6.5.Definiclé

Legyen f az I intevallumon differencidlhaté fliggvény
f-et az [a;bl c I szakaszon alulr$l Konvexnek nevezzilk, ha
v X, € [a;b] esetén f-nek X, ponthoz tartozé érintéje a
figgvénygbrbe alatt halad.

Tehat tetszéleges XX € {a;b] ¢és ® #x  esetén
f(xi) > f(xc) + f’{xe} (xi— x,) teljestil.

D.6.6.Definlcié

Legyen f az I intervallumen differencidlhaté fliggvény.
Az [a;bl ¢ I szakaszon f-et alulrél konkdvnak nevezziik, ha
v X, € [a;b] esetén f-nek az X, ponthoz tartozé érintéje a
fliggvénygbrbe f£518tt halad.

Tehat tetszéleges xb,xie [a;b] ¢s x;=x1 esetén
f(xl) < f(xo) + f’(xb} (xl— xol tel jesiil,

T.6.12.Tétel
(1) Az § differenclalhaté fiiggvény az [a;b] szakaszon
pontosan akkor alulrél konvex, ha £f' az [a;b] szakaszon
szigordan monoton né.
(2) Az ¢ differencidlhaté fﬁggvény az [a;b] szakaszon
pontosan akkor alulrél konkdv, ha £ az [a;b]l szakaszon
szigordan monoton cstkken.

Bizonyitas: Csak a (2) esetet bizonyitjuk, (1)
hizonyitdsdt az olvaséra bizzuk.
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a.) Tegyiik fel, hogy f az [a;bl-n alulrél konkav, ekkor
v X, € [a;b] és X, ‘e [2;b] esetén tel jesiiinek az
alédbbiak: f(xll < f(le +f (xz)-{x1 - xa)

111. f{xa) < f(xl) + f’(xllo{xz - xt)

adédik:  £{x J+£(x,)< £x J+f(x J+{x -x £ ()£ (x )]

azaz 0 < (xi-xa)[f'(xz) - (xx)}
ebb8l, ha X >x,=20< £ (xz} - f’(x'l) =» £ (xIJ < £ (le

* - » + L]
ill., ha X, <%, 20>fF (xz} f (xi) > f (xi) >t {xz)
azaz f' szig. monoton csbkken.

b.) Tegyllk fel, hogy f' az {a;bl-n szigordan monoton
csitikken.
ekkor Y x, € [a;b] és X, € [2;b] esetén telesiil
ha » < X, = £ (xi) > f’(le.
A Lagrange kizépértéktétel szerint
f(xz) = fx )+ £'(£) (:-:2 - x§) ahol x < £ < %,
(tehat £’ (£) < £ (xil)
mivel £'(§) < 7 (xl}
Fx,) = £lx )+ £7(€) (x, - X, )< flx )+ £7(x) (x, - x)
azaz f alulrél konkdv
Kévetkezmény
Ha f(x) kétszer differencidlhaté [a;bl-n és az [a:b]
intervallumnak nincs olyan részintervalluma, ahol £"(x} = 0
tel jesiilnek az aldbbiak (a T.6.8. tételt alkalmazva f'-re}
1. f pontosan akkor alulrél konvex fa;bl-n, ha
¥ x € [a;b] esetén ©°(%) =2 0
2. f pontosan akkor alulrél konkav [a;bl-p, ha
V x € [a;b] esetén f*(x) =0
Csak a 2. esetet bizonyftjuk:
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. ’ P
2a.) tfh. £(x) s 0 » % “‘*h;l £0%) ¢ g na h elég kiesi

legyen h > 0 2 %+ h> x

tehat
’ R f’ szig. mon. csbkk.
= £7{xh) < £ (x) } igy £ alulrél konkav

legyen h < 0 =2 x+h<x
=f'(x + h) > £ (x)

2b. tegyllk fel, hogy { alulrsl konkdv:
ekkor T.B.12. Tétel szerint £’ az [a;bl-n szig. mon.
cstkken:

h > 0 esetén £ (x+h) <€ (x) = f—ﬂi_‘f_‘i) <0

h < O esetén £’ (x+h) >£’ (x) = fl-{i‘f_’%l‘ﬂ <0

£'{x+h) - £7({x) _
o =

tehat £"(x) = Ai% 0

D.6.7.Definicié
2z xo € Df pontot az f differencidihats figgvény inflexids

pont janak nevezziik. pontosan akkor, ha az X, pont alulrét

konvex szakaszt alulrél konkdv szakasztél valaszt el.
PL. £(x) = 3 § £'(x) = 6x 3 £"(x)<0 ha x< 0; £"(x)>0 ha x>0 »

=0 infl. pont

£(x) = x>0 $tt £(0) nem létezik!
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T.6.13.Tétel
Ha X, inflexlds pontja f-nek

} =%, lok. extrémuma f'-nek
és ' folytonos xo—ban

x
2

Bizonyitds: legyen X, < L <
tovabbi [xi;xol-on f konkav és {xo; le-en f konvex.
Ekkor [x*;xo]-on f' szig. mon. csbdkken = f’(x‘) > (f’(xo))_
és [xo;le-en £’ szig. mon. né = (f (xo))+ <f {le
A folytonossag miatt (£’ (xa])_ = (£ [xc})+= ' (xo)
igy X, <X, <X
£ (xo) minimum
f (xi) > f (xo} < i‘(le
mnin

Kovetkezmény: Ha f’ is diffhaté xo-ban,_ azaz 3 f“(xo)
akkor a diffhaté fgv-ek 1lok.

T.6.1. Tétel miatt f'"(xo) =0

Megjegyzés:

extrémumdra vonatkozd

A tétel 4llitdsdt szemléliesse az i‘{x)=x3 111,
a g(x}=x5/3 figgvényeken €s derivilt jaikon.
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T.6.14. Tétel
legyen az f flggvény az X, pont U(xo) kérnyezetében

(2k+1)-szer folytonosan differencidlhaté (k>0, k € H).
Legyen tovébbi f’(xe} = i‘“(xu) = ...=f(2k’(x°) =0

és i‘_ﬂ“”{xn) =0

Exkor xo-ban f-nek inflexids pontja van.
Bizonyités:

Mivel k > 0, 2kl = 3 és £ (x) = 0, Ulx)
kSrnyezetnek  nines olyan xo—t. tartalmazé («: B)
részintervalluma, ahol f"{xol = 0. Elegend§ tehat a
T.6.12.Tétel kdvetkezményének alkalmazdsdhoz beldtnunk,
hogy £"(x) az (xo} pontban el8jelet v4lt. frjuk ehhez f£6l
gix) = £"(x) figgvény ¥, pont kérdll (2k-2)~edfokd Taylor

111

f X
_ pu G -
solinomjat. T(Zk-Z).g,(xg) = f{x ) + " (x xo} ...
f‘Zk’(x )
ot —— % x-x)*%=g0
(2k-2)1 0
f(2k+1)(E) 2oy
és maradéktagja: R{Zk-—a] ) ]{x) = e ({x - x)
19 (2k-1)!
Melyb6l adddéan
fwhntg ) (2k+1}
glx) =f"{x} = —m (x - x }
{(Zk-1)t

(2k+1) {2x+1)

Mivel f (xo) 20 és f xo-ban folytonos, ha

elegendGen kizel van x az xo-hoz, fizsuu{

£) ¢és

pl2k+t) (xo} eléjele megegyezik.

Tekintetbevéve, hogy [x-xo)‘aﬂ) az X, pontban eléjelet

vilt, adédik, hogy az X, pontban f“(x) is el8jelet vilt, igy
az xo pont f flggvény alulrél konvex és alulrél konkdv
szakaszat vAdlasztja el egymdstsl, tehdt inflexids pont.
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6.4. Tel Jes figgvényvizsgilat
Ebben a részben egy példén szemléltet jiik a 6. fejezetben
leirtak alkalmazdsst egy fliggvény részletes vizsgadlatdban,
s Usszefoglaljuk egyben a teljes figgvényvizsgdlat

szempont jait. A megvizsgdlandé fiiggvény: {F{x) = 1§ =

1.) Ertelmezési'tartomAny. limesek, zérushelyek:
Df = (0;1) v (1;e) ; f(x) =0

X = . X = - . X =
lim Thx_ O lm in % @ lim Inx %
x O x 1 x 1

X 1 _
i px=lingp=e -
®x o ® o

2.) Monotonitasi intervallumok, szélsSértékhelyek:

1
1Inx -3~ X 10:1]{1]1;elele;w
£ (x) = > X - 1n Rl —fo] "+
In"x 1In"x £ ¥ ¥ lef a
f'(x) =0 halnx-1=03x=e min
3.) Konvexitds, konkdvitds, inflexids pontok:
i 2 1
f”(x): ;1]‘!){ 2in % ;(1!1)( 1) _ 2 - 1n x
ln4 X x‘lnax
, x [0;1{1]1;e%[e?  [e?:w
f"{Xx)=0 ha x=e '} - + 0 -
fIn I P
infl.

(4) A fuggvénygbrbe rajza, értékkészlet

N g

Rf= {-2;0) v [e;»)

L3

min

!
I
[ infl.
I
|
i

I\
\| 1 & et x
|

11. dbra
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6.5. Feladatok a 6. fejezet anyagshoz

F.B.1. Az aldbbi flggvényekr8l sllapitsa meg, felveszik-e
supremumukat 1il.infimumukat a megadott intervaliumon. Ha

igen, hatérozza meg a minimum 111. maximum helyét é&s
értékét!

a.) f{x)

H 0<x<1

L L

b.) f(x)
X Jelentése: “egészrésze"(x) pl. 1,2 =1

it

- % ; 0=x=<3

1

2
1 +x

c.) f£(x)

; 0sx<w

d) fix)=x*+3x; -2sxs1

3
\’xz H 23x=1

e.) fix)

(*)

F.6.2. Konstans felszind hengerek kb6zll hatdrozza meg a

maximdlis térfogatd henger =alapkirének sugardt és

magassagat!
F‘.t‘:?.:if.l Az "a" oldald négyzetbe haromsztget irunk tgy, hogy
a hédromszdg A és B csilcsa a négyzet egymis mellettl ket
csd¢sdn, a  harmadik, C & négyzet szemkdzti
oldaldn helyezkedik el. Hatdrozza meg az igy rajzolhaté
maximidlis és minimdlis keriiletdi hdromszég AC és AB
oldaldnak hosszitt

F.6.4'"" szamitsa ki 1'Hospital szabily segitségével az
aldbbi hatéarértékeket

tgx-1 X 1 1
a.) lim 208 b.} lim ——— c.) lim[——-— - --—-]
XML xp@ g 2 x+1{ln x x-1
2 -2
a) ip BRI oy i stn 0", £ 14n¥t 12213
0 (1ex)P-14x xe 8 3x®-1
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F.6.B. ©f(x) = ln x + 2 - x
a.) Van-e f(x) figgvénynek gybke az [e'z;e'i] 111.[e;e2]

intervallumokon ]
b.) Van-e f{x)-nek wvizszintes érint8je az [e'z; ea]
inteérvallumdn? Ha igen, irja fel egyenletét!

F.6.8!") Irja fel az £(x) = tg(x) flggvény x = 7 pont kérult
masodfokd Taylor polinomJat!

F.B.7. Irja fel az alabbl figgvények n-edfokd Mac Laurin
polinomJat és az ehhez tartozé Lagrange féle maradéktagot.
A polinom segitségével szamitsa ki1 kézelitéleg f(x)
értékét és becsill je meg a kézelités hibajJat!

a.l f(ix) =e*; n=3; x1=0.6

b.) f(x) =sinx; n=4 x = 0.3

c.) f(x) =chx; n=2; x1=0.1
a)'” ) =14 3 n=85 x =1

e. )_”! f{x) = InV %}:— ;: n=8; ixi = 0.8

Melyik szdm logaritmusat kdzelitjik a d.) és e.)
feladatokban? '

F.6.8. Hatdrozza meg n egész szamot gy, hogy az aldbbl
figgvények n-edfokli Mac Laurin pollinomja az adott x;
pontban az f(x‘} figgvényértéket a megadott H
pontossdggal kizelitset

a.) f{x) = cos x x, = 0.3 H = 0.0001
3

b)) p(x) = Vix x =0.2 H=0.00001

c.) f(x) = " x = =0.1 H = 0.001
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F.5.8. Végezzen teljes flggvényvizsgdlatot az alédbb
megadotit fiiggvényekret

a.) fi{x} = x+ 59—:-
X
b.) £x) = 5%
c.) fix) =xe
d.) £(x) = %% 1n x
e. )“’ £lx) = x°
£ f{x) = arc tg :‘-?t—i
g.} £(x) = In(1+x°)
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[ 7. A hatdrozatian integrdl l

7.1 A hatdrozatlan integral alaptulajdonségal

D.7.1. Definiclé

Legyenek F ¢és f az {(a;b} intervallumon értelmezett
fiiggvények. Az F fliggvény a  filggvény hatérozatlan
integrdalja (primitiv filiggvénye) az {a;b} intervallumon
pontosan akkor, ha V¥V x € (a;b) esetén F'(x) = f(x)
tel Jesiil.

A hatdrozatlan integril jeldlésére

If(x) dx = F(x) hasznélatos.

A hatdrozatlan integralt zart [a;bl intervallumra is
definidlihat juk, ekkor az intervallum végpontjaira az
aldbbiak kell, hogy teljesiiljenek:

1im Fla + h) - F(a} _ £(a) 111. 1im F(b + h) - F{b)

hso' h ha0" h

=f(b)

A késtbbiekben (T.8.8. Tétel} majd bizonyitani fogjuk,
hogy minden zart intervallumen folytonos fiiggvénynek
létezik az adott intervallumon primitiv figgvénye.

T.7.1.Tétel Ha az <a;b> nyilt vagy zart interallumon az f(x)
fliggvénynek F(x) hatédrozatlan integrdlja, akkor itt
tetsz8leges c € R esetén G{x} = Fix}) + ¢ 1is
hatdrozatlan integrdlja f -nek.

Bizonyitds: mivel If(x) dx = F(x} = F'{x) = £f(x)
tovata & (x) = F'(x) + ¢ = F(x) » [£0x) dx = G(x).

Kovetkezmény: Ha az f(x) fliggvénynek az <a;b.> intervallumon
Fix} és G{x} primitiv fliggvényei, akkor
F{x} - G{x) = konstans.
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T.7.2.Tétel (A HATAROZATLA_N INTEGRAL TULAJDONSAGAT)
Legyenek f és f az <a;b> intervailumon értelmezett

olyan ftiggvények melyeknek 1éteznek az adott intervallumon
hatdrozatlan integraljal:

EXELTREER Ifa(x)dx
Ekkor tetsz6leges c € R c € R valés szémok esetén 1létezik az

f{cifl(x) +c £, (x))dx hatarozatlan integral, és

I(cifltx) * czfz(x))dx = cljfitx)dx + czj'faixidx .

Bizonyitds: legyen F, (x) = J‘fi(x)dx és Fz(x}f.[fztx}dx
ekkor a D.7.1. definfcié szerint V x ¢ <a;b> esetén
teljesilnek: F)(x) = f (X & F00 = £,(x)

A derivalasi szabélyok szer-int Yc . R és c € R esetén
ekkor [c °F, {(x) + ¢, F (x)) létezik és

[cF(x)+cF(x)} —cF(x}+thx) e £, (x) + cf (x).

T.7.3.Tétel

n+l

"
J‘xndx={n.-—_—+ 1 ha n # -1

In {x] han=-1
Iex dx = e* H Iaxdx =

; In a

Ishxdxéchx : Ichxdx:shx
[Fax=tx 0 [“lax=ethx
ch™x sh™x
J‘sin X dx = -¢05 X : Icos X dx = sin x
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’

_I—I,.-;dx=tgx s J"ié dx = ctg x
cCoOS X . “sin™x .

I :12 dx = arctg x ;o dx = arc sin x
1+x V1-x?

J.—i-- dx = arch x : 1 dx = arsh x
an‘._'x ‘ Tvx%41

- A tétel biionyitésa a derivdlasti szabé;lyokkal térténik,

7.2. Pa.rc'lalis integrdlas
T.7.4. Tétel (PARCIALIS INTEGRALAS)

Legyenek ulx) és v{x) fliggvények az <a;b) intervallumon
‘differencidlhaték, tovabba létezzen Iu'(x)w(x) dax
hatdrozatlan integrdl. Ekkor  létézik fu(x}-v' (x)dx
hatérozatlan integral és
Juta v xax = uto v = fur vty ax

Bizonyjitds:

Iu{x)-v'{x)dx létezik, ha van olyan F(x) fgv. amelyre
F'{x)= u{x) v’ (x)

Tekintsiik az F(x)= u(x)"-ﬂr(x) - Ju'{x)-v{x}'dx fliggvényt
F' (%)= u' (x)+v(x) + v’ (x)-ulx) - u' (x)evix) = ulx)ev’(x)

Ezzel példéul belathats, hogy j'ln X dx = x-ln ¥ = x

Legyen ugyanis u(x) = In{x} = u'(x) =
és v'(x) =1 2 vix) =
Ekkorfl-lhxdx=x1nx-J.é-xdx=x In x = x

1
X
X
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7.3. Integridlds helyettesitéssel
T.7.5.Tétel {INTEGRALAS HELYETTESITESSEL)
A.) Tegylk fel, hogy az <a;b> intervallumon 1étezik
F(x) = If(x} dx integril
tovdbba az x = ¢(t) flggvény az <;B8> intervallumon
értelmezett differencldlhatéd fliggvény, amelyre
V t e <a;B> esetén % = p(t) e <a;b> tel jesiil.

Ekkor az <uw;B8> Intervallumon létezik az J?[¢{t11~p’{t) dt

integrél ¢s jbiw(t)l-w’(t} dat = J}(x)dx = F(x) |x=¢tt,

Bizonyitas: Mivel F(x) = Flp{t)] &s Qgéﬁl = f{x)
a ldncszabalyt alkalmazva adédlik:

d Flp{t)} _ dF . de _
S " & I = flp(t)]l-¢’ (L}

x=p(t)

B. }JTegylik fel, hogy az <u«;B> intervallumon értelmezett

= ¢(t) differencidlhaté fliggvény az <o;B> intervallumot
<a;b> -re leképezd szigordan monoton filggvény, tovébba
@' (t)#0 ha t e <a;B> (E feltételek biztositjak t = ¢ (x)
inverz fiiggvény létezését és differencidlhatésdgat <a;b>
minden pontJjaban}.
Tegyilkk fel tovdbba, hogy létezik <o;B> -n
G(t) = [£lp(t)]-¢’ (t) dt integral.
Ekkor az <a;b> intervallumon létezik az J}{x} dx integril

¢s [rex) dx = [elo()]op () at = O] I
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Bizonyités: Mivel G(t) = Gl '(x)] és 52 = f£lp(t)]-¢’ (t)

a léncszabilyt és az inverz fliggvény derivaldsi tételst
alkalmazva addédik :

Gl 0] _ g_c_l L de i
& G
t=p (x}
=tle(t)]-p' ()] » L
_iv'Zt) -
t=p (x)  b=p i

tovabba £le(t)1],_ -1, = £lele™ (x))] = £(x)

melyb&l adéddan

dGle t(x)]

= . : . 1 =
. = £{x) [¢ (t) m] N f{x)

t=p (%)

A helyettesitéses integral kétféle alkalmezdssra ldthatunk
példdt az aldbblakban:
A.)} Mivel .I %- dgz = 1In !x] tetszéleges, a zérust nem
tartalmazé <a;b> intervallumon, tovébba az x = cos t flggveény
mindeniitt differencidlhaté, és ha

t e -g : g] =+ x € (0;1] mely (0;1] intervallum a zérust

nenm tartalmazza, adédik:

Itgtdt=~f_zi:tdt=-J§dx=ln [x] = 1n Jcos t]

% =cos t

Hasonléan adédik jig t dt = Injcos t]| tetsz6leges,

T T
[— 5 + km; 5 + kn] ; Ke Z esetén.
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B.) Mivel [vVi-sinZt cos t dat = Icoszt at = J'l—""—gsgi'-dt =

=%+—sin2t

tetszﬂlegés <u; B> 1nterval 1umon ahol cos tz O

tovdbbd az x = gln ¢ fuggvény a [— g:-é—]int;ervalluhton

szigordan monoton né, valamint a [— =i E] intervdilumon

2’2

(sint)’ =cos t » 0 és az x = sin t flggvény a [—-g g— ]

intervallumot (-1;1) intervailumra képezi le, adédlic_:

V xe (~1:1) esetén

J.\f xzdx .[\/l-sint-costdt-%+san2t=

x=sin t 4 t=ar?=€l:i x

o % arc sin x + 2 sln(z}rcsin :}'ccs(arcsin x) -
= % [arcsln X ¥ x Vla-x? }

Hegjegyzés: A}z ,f 1-x% dx = %— [a.rcsin x + x Vi-x*

hatdrozatlan integral a zart [-1;1] intervallumon 1is
létezik, mivel a T.7.5.Tétel B. része kiterjeszthets

£(x) [= Vi-x® ] folytonoss&ga mellett olyan
<o; B)[ [g 2]]interva11umr-a. is, melynek véges sok pontjaban

@' [t){=cos t) zérus.
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7.4 Racionsis tortfiiggvények integraldsa
Miel6tt tetszfleges raciondlis tortfiiggvény integralassval
foglalkezndnk, vlzsgéljunk meg hérom speciilis esetet és
ezek dltaldnositasat.

dx

W r

1. Specidlls eset: J‘ 1

TS In|3x+8] + ¢

Altalsnositésa: [-—t_ dx = S lnjax + b] + ¢ (a * 0)
ax+b

Ll

2.S5pecidlis eset: 1 1
I—-——-————z- dx = 5 arctg{2x - 1) + ¢
1+(2x-1)

Altaldnositésa: a nevez6ben levd ax® + bx + ¢ mAsodfokd
polinomnak nincs valés gytke (D = b2~ 4ac < Q)

1 4a 1 '
—g——— dx = ) 2 dx =
ax“+bx+e 4ac-b [ Sax+b } .

2 arctggzx__:_b_. + C

v 4a.c--b2 v 41'=3.c‘-b2

3.Specidlis eset:

J_L_ dx:%fde:
1

+(2x-1)2 4x%-4x+2
= % 1n(1+(2x—1)2')+J—1{%‘—2dx
1+(2x~1)
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Altaldnositdsa :
b
Ab— — —
}?j“‘“=%P7i—"“=
ax +bx+c ax +bx+c

=1—ln (ax2+bx+c) A S dx
2a 2a 2
ax +hx+c

Az el&bblekbSl kivetkezik, hogy ha egy raciondlis
tortfiggvényt fel tudunk bontani els8fokd nevezdji és
nulladfokd sz&mldléjd, tovabba valés gybkkel m&r nem
rendelkezé mésodfokd nevez§jd és legfeljebb elséfoki
szamldleJi résztértekre, akkor a raciondlis tortfiggvény
primitiv figgvényét fel tudjuk irni. Ennyire azonban nem

egyszertf a tdrtek felbontdsa, nézzik erre az aldbbi
példat:

J(1+x2?1x-3~2(x-3)(x+2)+<x+z)21+(x+z)2{(x—33(1+x2)—(x-3)1 s
(x+2)%(14x%)%(x-3)

=le-i. +_1_.+1 + 1 dx
{x+2) x+2 x-3  14x° (1+x2)?

Tehdt 14thatd, a nevezében szerepelhet az {ax+b) elfsfoku
kifejezés 1-nél nagyobdb egészkitevls hatvanya is, s

hasonlé a helyzet az a32+bx+c masodfokd, tovabba mér nem
bonthaté kifejezéssel.
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T.7.6. Tétel (RESZTURTEKRE BONTAS)
Legyenek P(x) és Q{x) olyan valés egylitthatés polinomok,
amelyeknek kbzbs gytktik nincs (relativ prim polinomok},
tovabbd legyen P{x)} fokszama Q(x) fokszémianadl kisebb,
Legyen tovébbd a Q{x) poli'nom gytktényezfs alakja:

nr 4 nc k
b ]

Q) =ag, x-x)'w l[xz) (xE)]

n
ahol {xi}'a Q{x} polinom valés gydkeinek halmaza, X,
1=t

gybk multipllicitése k j

n
{zj;ij}': a Q({x) polinom komplex konjugilt gySkpérjainak
=1

halmaza, z5 EJ gybkpar multiplicitdsa kj .
Ekkor figyelembevéve, hogy

(x —zj)-(x—ij) = x® - 2Re Z %+ ]z}{2 valés egylitthatés

poelinom

g%—i—%- raclondlis tértfiggvény részisrtekre bonthaté az

aldbblak szerint:

nr kl nc k].
P(x}= Z au . g b“x-n—f:J£
1§39 L 2_ 2,1
o xi) e (x“-2Re z, x + ]zj] )
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Kévetkezmény:

r kl n k :
J'P(x) dx J Z 212 +Z Z X Cjt
%) b Lx-x % ( 2-zne z %+ Jz %)

1 17 y=1 E=1

, b 'x+C .
Médszer 1 - ] Integrdldsara:

(xz-?Re'zJ-x + ]z“lzll

(1+x%)? (1+x%)2

.Jiadx-J-x xzadx?‘[ 1de+l la-l‘[ 12
I+x {1+x°) 14y 2 1+x 2 14x%

us=x  vo=

- 2 2
Specialis eset: J—-—i—— dx = Jlﬂ:_-x_ dx =

melyb8l adédik

1 _1l1 1
J‘_—E"'a' dx = - z J 7 9
(1+%%) 2 |i+x i+x

hasonléan bemutathaté barmely n > i n € R esetén:

1 1 1 i 1
—_———dx =+ —_— 1 - dx
I(sz)" 2(n-1) (14x%)"? [ 2(n~t) ] ,[(uxz}“"
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7,8. Raciondlis tdrtflggvények integrdldsira vezets
helyettesitések

Jeldlés: Jelblje Rif(t),glt)) azt a tértfiuggvényt, amely
x =f(t) ; y = g{t) helyettegitéssel

Pix,y) raciondlis tértfiggvényt ad meg.
ROLY) = Glx.y)~ (P és Q kétvaltozés polinomok)

E--3
1.7.7. Tétel ,, IR [“v/x .V x ] dx integral, ahol

n és m pozitiv egészek, és legkisebdb Kkidzis

%
tébbszérssiik k, a t = v/; helyettesitéssel racionalizalhatés,

Bizonyités: legyen n

S

k
és m= .
t

n k £1 F4 m rk_ 82 &
SR/l B/l LI S i ol LR

valamint x = t% ezért g—’é T

A helyettesités! tétel B. részét alkalmazva adédik

e &
Ia [\n/: :7;] dx = J'R (et k¥t at = J'R'(t)dt

3
Pé1da: 1l dx = | =1 &t = {8 gt =
Jr-s 3{" t3+t2 L+l
x + »

8
t=1/x=ox-t8 dax

-]

o [ - L Wl
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T.7.8.Tétel Az IR(ex)dx integrdl a2 t = e* helyettesitéssel
racionalizdlhats.

Blzonyitéds: Mivel t = e"s x=1nt = g._’: = .:_
X 1 .
J'a(e ) dax = _[R(t) Fdt = ja {t) at
Példa:
e* t 1 1 x
Iu dx = -é———dt=j———-—z dt = In [e—l] + C
e**-1 t-1t %1 v or 1

T.7.8.Tétel: Az jk(sh x.ch x)dx integrdl a t = e*
helyettesitéssl raclionalizilhaté.

Bizonyitds: mivel sh x = %(ex -e*)éschx = % (e + ™)
adédik:
* o ox Al 1
IR(sh %, ch x)dx = fa (e¥}dx = IR (t)gds
Példa:
et e [
e + ¥ e?* 4+ 1

dt

-x+ In(e®+1) + 2 arctg e+ C

[ .2
t+it1dt=lzz+z_l
J ) t%1 ot
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T.7.10.Tétel: Az J. R {sin x, cos x) dx integrdl a t = tg g
helyettesftéssel raclonalizdlhaté .

Bizonyités:
Zslngcosg 21:.3%E 2t
sin x = = rai
2 x 2 X X 2
cos” 5 + sin 3 1+ tg 5 1+t
X % 2 X
cos x= cos 3~ sin 5 - 1 -tg z - 1-~t
X 2 X 2 % 2
cos é--i-sini 1+tg§ A 4

n

-~ 2 E ]
Jﬁ(sin X, cos x) dx = Jﬁ th , 1t 22 at = Jﬁ (t)dt
142 1et? | 14t

Példa:
2
22:2 + i tz + 1 ,
[sinx+cosx+ ldx=I1+t 1+t2 2dx‘=
sin x cos x 2t i-t 1+t
1+t®  14t®

' 2 2
=J2.—___t+1 t +l+t dt = J'_._.___.__.z dt = J-E + ._2_.. dt =
t {1-t%) t(i~t) t 1-t

t:g5 2
=1n[ 2}4‘0

1—tg’2-‘
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T.7.11.Tétel

Az IR(x, vax®sbxtc ) dx - integral Kkét egymasuténi

helyettesitéssel racionalizélhaté, mely helyettesitések

a D= b° - dac valamint az a el6Jelét6l figgenck.
Bizonyités:

2
a.)a>0 ésD>0 : ekkor ax+bx+c= a[[x+ L4 ] - -'L]

22/ 4a®

&z els6 helyettesités tehdt ch t = 35 x + B
v
mellyel

J'R[x. ax®+bx+e ]dx J'R (sh t ,ch t)dt

igy a misodik helyettes{tés: u = e*

b.) a <065 D >0 : ekkor ax’+bxtc = -a Dz S
4a 2a
az els6 helyettesités tehat :

0N

sint = ax + b

meliyel

In[x, fx®sbyec ]dx fn (sin t ,cos t)dt

fgy a masodlk helyettesités: u=tg

nfer
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2 b )2 -D
c./a>0 és D < 0: ekkor ax +bxtc= a[[x-l- = ] +—

2a 122
az elsé helyettesités tehst: shg=28%+Db
mellyel . vD

fa[x. ax+bx+e ]dx Ia (ch t ,sh t}dt

igy a misodik helyettesités: u=et,

d./ a<0 és D < 0: ekkor ax2+bx+c <0

tehéat R[x.\/ax2+bx+c ] értelmezés! tartomdnya az iires
halmaz ,
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7.6 Feladatok a 7. fe Jezet anyagihoz

F.7.1. a.]‘.) *2sin2xdx b.)(.’ Isinx e2¥dx

e.) Iﬁrctg % dx d.) ix Imx dx

8 1 ax
F.7.2. a.) I(sln %) cos X dx b.) I in X X
(") 1 2%
c.) e X d.} dx
[x in Ixz + 3

F.7.3. &) J/a® ax b.) [vk®-4 dx

c.)‘.’f x-%° dx d.) I x+x°> dx

1
F.7.4. B.) —E__—_ dx
x“+Bx+86

c. )(“ ]'—?l;— dx
x“(x"+1)

F.7.5. [——1——- ax
VR V5

x
F.7.6. a.) [ €  ax
2%
e -1
F.7.7. a.) Iéin x+ cos X +1
sin x cos X
F.7.7. a.

) ] 1 dx
b4 sz-l
S Iﬁxz-i

.S

dx

d

) I 21 dx
x“(x+1)

3 2 -
e ]i_:‘_%i‘_:_z.“_l ax
(x-13{x"+1)

o) F}z_zs._i x
ch X

X d.) I 1 dx
cos X

b. )} I 1 dx
V[——?;

X Vi-X
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lS. A hatérozott integrai

8.1 A Riemann féle hatérozoit integral definiciéja és
alaptulajdonsagat '

E fejezetben olyan fiiggvényekkel fogunk foglalkozni,
amelyek “girbéje” egy véges oldalhosszisdgi téglalapba
foglalhaté, tehat véges, zart intervallumon értelmezett
korléatos fliggvényre fogjuk megadni =a Riemann féle
haté&rozott integrél definicisjat.

D.8.1.Definfcié{k} ( AZ [a;b] INTERVALLUM FELOSZTASA ES
ANNAK FINOMSAGA}
Legyen adott =az [a;bl korlsdtos, =zé&rt intervallum,

k

tovdbba legyen adott az {xl} C.la; bl szigortdan
1=0

k
mon. novekv8 szamsorozat. Ez az {xi} szamsorozat az
1=0

[a;b] intervallum egy felosztdsat képezi, ha a=xX_ és b=xk
tel jesiil. Ekkor ugyanis

a = x, < X, ... X x = b teljesll.

L
Jelél je ezen felosztast & = {xi} .
1=0

A 3 felosztds finomsdga ¢(8) = max (% -% )= max Ax

1= 5% P IP

D.8.2.Definicié {A SZABALYOS BEGSZTASSOROZAT)
.1 “
Legyen adott az [4;b] intervallum egy {sn}
n=1

beosztdssorozata.

A Sn beosztassorozatot szabdlyos beoszidssorozatnak
nevezzilk pontosan a:kkor. ha !1‘_13 ptsn} = ( azaz a beosztédsok
finomsdgdb6l képezett sorozat nullsorozat.
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B RN . et L St e A

D.8.3.Definicié (AZ INTEGRALXBZELITO USSZEG)
Legyen adott az [a;bl intervallum egy szabilyos

0 k ]
beosztdssorozatp: {an} = {{x:n} :}} tovdbbid legyen f az
n=1 1 n=1

[a;b] intervallugpn értelmezett koridtos figgvény :
1:

A Enf‘(ﬁz"}} Ax";’ 8sszeget, ahol E":’ € [x“l'i1 ,x(’:) )
1=1 1=1,2,. .k

nevezzllk az f figgvény [a;b] intervallumon vett (egy)

integralkdzel{t8 Bsszegének.

Az lintegrdlkOzelitf dsszeg Jelblése:

k
n 3 8,

(n} {n} n, .{n} {n) (n} s Dgoind
);:(g! yax" eA RN g, ""'E“n =AME™)

Geometrial Jjelentése az aldbbi Abran szemléltethetd:

Y

i f{x)

|1 | l I

Bl an

! | | | | l |

i | | . | | | |

o | ! | |
Ll Ll L1 g -
Xoca & X oo Xy & "i""‘kn_,fknxk;b X

12. sbra
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D.8.4. Definfcié (RIEMANN INTEGRALHATGSAG)
Az f£{x) fa:b] intervalluron értelmezett korlitos

figgvényt az [a;bl-n Riemann- integralhaténak nevezziik
pontosan akkor,

ha az [a;b]l intervallum minden an szabdlyos
beosztdssorozata esetén az

8 c
Af"{g‘“') integralkizelitd 8sszegek sorozata a €(“’

pontok kivdlaszidsdtdl flggetieniil konvergal.
b

Jelblésben: 3 Ji'(x)dx ax, 111,

Példa:
Riemann - integrdlhaté-e a [0;1] intervallumon az aldbbi

figgvény: fix) = {0 ha x € [0;1] N @
1 haxe [0;1) noO

Tekintsilk azt a an beosztdssorozatot; amit tgy kapunk,
hogy 6n a {0;1] intervallum n egyenlf részre vals

: n
beosztasat Jelenti : & : {%}
’ =0

{n)_ 1
Ekkor A:-(l A

{n}
a./ vilasszuk a § € [x‘-'_‘.’; sci"’]értékeket Ugy. hogy
{n} (n)

legyen Ei=x!=ﬁeo 1=1,2,..n
n

8 i
ekkor A "= E i‘[—]-
£ n

i=1 1=1

2
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{n) (™ _(n)
b./ Legyen § e [xl'_‘1 ; xi"] \a

8 n
L -
ekkor A‘_—ZO 5 0
i=1

Fentiekb8l ldthaté, hogy ha példdul 51,63, 68, . .52“1,...

beosztésok esetén g{"’ értékeket racionilis szémoknak

3
vélaszt juk, akkor Ar2k+1{§(2ku)) = 1 , ha pedig

-(n)

ha pedig 62,5‘,..,6 ;

"y .heosztdsck esetén irracionilis

2

5
szémoknak valasztjuk, akkor Arzk(Ewk)) =0

Az integrdalkizelit8 UOGsszegek sorozata tehdt az alsdbbi

lesz: 1, 0, 1, 0,..., amely ldathatéan nem konvergens,
azaz  1im A "(€™) nem létezik,
B £ =
1
i11. If(x) dx nem létezik
)
i11. f a {0;1] -en nem R-integrilhaté.

.8.1.Tétel
Ha az [a;b] intervallumon értelmezett f£{x) figgvény
Riemann integrédlhaté [a;bl-n, akkor az integrdlkdzelitd

Gsszegeinek sorozatai ugyanazon I szdmhoz konvergidlnak.
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Bizonyitdas:

Legyenek Sn és 6; az [a;b] intervallum szabalyos
beosztéssorozatal.

Mivel f [a;b] -n Riemann integrilhaté, ezért léteznek

B, .in) =
e Eig Ar () =1 véges
a’
n,.(n}), = I' hatarértékek
g A."E™)

Mivel 6n és an' az {a;b] szabdlyos beosztdssorozatal,

a & = 61,61,52.62... is az [a;b]l szabilyos

beosztassorozata, tehdt létezik

3
lin A "(£'™) = I" veges hatarértékek.

]
n)

3 (
Mivel az Af“(g ) integralkdzelit§ dsszegek sorozatanak

3

3 ]

n, -{n} n,in)
az Af (€ i11. Af (5 ) integrdlkézel it6 Gsszegek

sorozata részsorozata, adédik, hogy
I=1" 111, I’=I" =» I =1

D.8.5.Definicié (A HATAROZOTT INTEGRAL)
Az [a;bl intervallumon értelmezett korldtos f fliggvény

{a;bl] - n vett Riemann integrdl jdnak nevezziik az f
flggvény [a;b] -n vett integralkszelits dsszegeinek =a
hatarértékét.

b x_
Ji‘(x)dx = lim lrf?mi"i lim Aa“(sm)
n 17771 he e 2

axh
" naw Ny =1
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1
1.Példa J'x dx kiszémitasa :
0

" _f. 12 n1
legyen an = {H}‘so {0. Rt 1}

1
ekkor Ax‘ = o

tovdbbid legyen £!= x, = %', i= 1,2,..,n

ekkor
Arg =§ L1 =§ Lol (12 me BRAD)
€ =P h i=1 n® n2 8nz
tovabba
sn n{n+i) 1
lim A (§)=113 == =
S "re on 2
b
2. Példa: Mutassa meg, hogy Ix ax = L (b%-a%) .
. 2
a 11
n b-a b-a _
A*(g) =Z[a*—ﬁ—l} T =
=1
2 .
= g{b-a) + (b-:] . n{n;l} =5 [b—a)-[a' + % (b~a)]=
i n

=% (b-a) (b+a)

D:8.6.Definfcié (EGYENLETES FOLYTONOSSAG)
Az £{x} <g;b> intervallmon értelmezett flggvényt
<e;b>-n egyenletesen folytonosnak nevezziik, ha
Y €>0-hoz 3 &(e) >0 dgy, hogy ha
€ <a;b> é&s ]xl—le < &
akkor [i‘(xl) - f{x.z)l <e.

Xgr ¥y
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Példa: legyen f{x} = éez a flggvény [%. 1] -on

egyenletesen folytonos, de (0,1)-en, bar folytonos, nem
egyenletesen folytonos .

a.} VizsgalJuk f{x} -et [l;l ]- on, azaz X,.X, € [l; 1] ekkor

2 1 2
N F ! [%,-%, Ix,x, | _
]f(xi) - f(xa}l = lx- ;2 %, TT 4 [xz-xil
22

Ha tehit e > O -hoz tekintjuik & = E -et  akkor

[xz-xI] < §le) = %esetén ji‘(xi)-f(xz)[ < 4]"{"‘;' < 4-% =g

tel Jesiil.
b.) Vizsgdljuk f(x)-et (0;1)-en, azaz X%, € (0;115 mivel

Ix,x, |
*1%s

nen adhatunk meg az egész intervallumra “univerzdlls" §-t

[f{xl}-f{xz}l = és a nevez§ alsé hatdra zérus,

egyetlen e-hoz sen.

T.8.2.Tétel
Véges, zart intervallumon folytonos f fliggvény eme
intervallumon egyenletesen folytonos.
A tételt nem bizonyftjuk. '
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T.8.3.Tétel {FOLYTONOS FUGGVENY RIEMANN-INTEGRALHATG)
Legyen f{x) figgvény az l[a;b] intervallumon folytonos.
Ekkor f(x) az [a;b] -n Riemann-integr&lhaté.
A blzonyitashoz vezessiik be az alabbi Jeldléseket:
legyen 3 egy beosztdsa az [a:;b] intervallumnak.

x
Ezen § beosztdshoz {3 = {xi} )
1=0

legyen M = z’a‘lgile_l;xl{(x) {11, m = r)s‘xé?xfl‘fngx]

1

5 & s &
tovabba S_ = L‘fiﬁxi és s, = ;-T‘Ax‘

[}

(teljestil: sf = 57}

o

1.segédtétel Legyen 6n az [a;b] intervalllum egy szabdlyos
beosztdssorozata (lim ¢(3 ) = 0)
Nyt n

ekkor lim [5‘5“ - gin ] =0
N £ £ .

da_ 3n

Bizonyitds: Ahhoz, hogy beléssuk, Sf s, tetszdleges

pozitiv e-nal kisebb, tekintsiik a szabalyos
beosztéssorozatr egy olyan elemét, amelynek finomséga
¢(5n) clyan kics. . pozitiv szém, hogy ha [€ - q| < w(&n)

akkor |f(£) - )] = --b—i_:—a teljesiil, mivel f folytonos,

igy egyenletesen is folytonos {a;b}-n.
Ekkor '

k
Sn_ _&n_ {n} (n) (n} e ¢ _ oY o
S Sf‘fi[“s m ]‘3", ~<5:a[1‘}’;;“5-—a“° 3) = ¢
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2.Segédtétel

Legyen 8 $s &' az [a;blj intervallum két tetszéleges
beosztasa.

3 3’
Ekkor s, = Sf

Bizonyitds: Jeldl je a" az [a;b] intervallum azon

klI
beosztdsat, amelynek osztépontjal azon {%i pontok,
i=0

amelyek a @& és 3' beosztédsok valamelyikének
osztépont jai. Ezen &" beosztds a & 111, &' beosztdsok
"finomitasa", mivel ¢{3") = min {p(8},pla'))

8

5 6“ 6!
Ezért st sr =

ill.Sf —Sf . Mivel pedig s i11. S definicié jabsi

kovetkezfen adédik: sf = Si >
tehdt
6 6!! 5“ 6'
if_s srs S‘_ s Sf

A tétel bizonyitasa
1. Beldtjuk, hogy barmely [a;b] intervallumon érteimezett

szabdlyos ﬁn beosztéssorozat esetén an konvergens.,

Sn 8n -

Jeldlje S ==~ hatdrértékét 1im S I.
f -3 £

A rovidség kedvéért Jelsl Jik an- t Sn-vel,

és san—t s -vel .
£ n

Mivel 1im (S - s ) =0, tehdt V ¢ > 0 ~hoz 3 N(e) gy,

> n n
hogy ha n > N{e)} : S“ =S <e;
legyen p,g € N tovdbba p,q > N(e)
ekkor a 2.segédtétel miatt s =S &g s 8§ |

P q q p
Ebb§l: Sq < Sp
s -8 = ~S58 =~
-qu -5, * 5, q sp a “p %

azaz € =S5 -~ S Sg 5 S -5 o 0 azaz S konvergens.
P g P q n
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2. 1im S = I -b¥l pedig adédik:
ne® n
a./s8s=8 +8 -8 o I
n n n n

Mivel S > 1 és (s-§) —» 0
n n n

én én
b./ s, = Af (§) = Sn = Af (£) » 1

mivel s> I & S I
n n

tehdt a zart [2;b] intervallumon folytonos f(x) fliggvény
az [a;bl-n Riemann integralhaté.

T.8.4.Tétel (A HATAROZOTT INTEGRAL TULAJDONSAGAI)

A. Legyenek fl(x} és fz(x} az [a;b] intervallumon

Riemann- integralhaté fliggvények, azaz
b

b
3 J%i{x) dx és 3 J%zfx) dx

a a
Exkor fi(x) + fz(x) is Riemann-integralhaté [a;bB‘n,é5

b b b
j%l(x)+f2(x)dx=J}l(x)+Jf2(x),
a

a a

A tétel  Dbizonyitasa kBvetkezik a Riemann integrdl
definicis jibsl

B. Legyen £i{x) az [a;b] intervallumeon
Riemann~integrélhaté fiiggvény, és legyen A € R
tetszbleges valés szam.

Ekkor A-f(x) is Riemann integrilhaté la;bl-n, és
b b

Jﬁ-f(x)dx = A-Jf{x)dx.

a

R tétel bizonyitdsa kbvetkezik a Riemann integrédl
definicid jabsl.

C. Legyen f(x) az [a;bl intervallumon Riemann-integralhaté
fuggvény, és legyen [o;B] c [a;bl, ekkor f£i{x) az [o;B]
intervallumon is Riemann-integralhaté

A tételt nem bizonyit juk
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Kévetkezmény: Ha fx) az f{a;b] intervallumon
Rlemann—intqgraihaté fuggvény, és c e (a:b), akkor f£(x)
Riemann-integrialhaté az [ajcl 111. (e;b] intervallumokon
is, tovabbi
b c b
If(x)dx =J'f{x)dx + If(x)dx :

a

a [

c b b
Hasonléan ha ajf(x)dx és aj'f(x)dx 5 3 If(x}dx
a -] a
D. Legyen £(x) az {a;b] intervallumon

Riemann-integralhatéd fiiggvény, és legyen ¥ x ela:b] esetén

f(x) =20
b

Ekkor J}{x)dx z0.

A tétel Dbizonyitdsa kdvetkezik a Riemann integral
definicid jabol.

E. Legyenek fI{x) és fa(x} az [a;b] intervallumon
Riemann-integralhaté fiiggvények, teljesiil jon tovabba
¥ x € [a;b] esetén f1(X) = f2(X)'

b b
Ekkor Ifl(x} dx = Ifzfx) dx
a a

A tétel az A, B és D tulajdonsdgokbsl kdvetkezik

F. Legyen f(x) az [a;b] intervallumon
Riemann-integralhaté flggvény. Ekkor az [a:b] ~-n | f[x)[
is Riemann-integrilhaté, tovabba tel jeskil

b

Jf{x)dx

b
OIS
2
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A tétel az abszolutérték definicidjabsél, tovabba B
tulajdonsdghoé! ¢z C  kbverkezményéblil kbvetkezik.
Figyelem, ez ¢ i<iel nem megfodithaté:

l haxe
ellenpélda f{x) = {;

1

Ezen fliggvényre I[f{x)}dx létezik, de jf(x)dx nem!
0 o

1 ha x € R\Q

Legyenek fl(x} és f2(x) az [a;bl] intervallumon
Riemann-integrdlhaté fliggvények. Ekkor Bz [a;b]
intervallumon az fi(x}-fz[x) fliggvény 1is Riemann
integrdalhato.

Figyelem, a szorzat Iintegrilhatésdgdbél a tényezék
integrdlhatésédga nem kivetkezik!

.8.7. Definicid

Legyen f(x} az {a;bl intervallumon Riemann-integrilhaté

figgvény.
a b
Ekkor [flx)dx deft - [rix)ax
b a

.8.5.Tétel
A D.8.6. definicis segitségével =a T.8.4/C tételt
tetszéleges a,b,cc 3 B] valés szamokra kiterjeszthet jik.
Azaz, ha f(x) az [«;8] intervallumon Riemann
integrdlhats filggvény ¢s a,b,c € [a;8] egyébként
tetszfleges szdmok , akkor

b b

Jf(x)dx = }f(x)dx + Ir[x)dx,
a a

=4

124




T.8.6.Tétel (AZ INTEGRALSZAMITAS XUZEPERTEKTETELE)

Legyen £{x}) Bz {a;bl intervallumon
Riemann-integralhaté, legyen tovabba

n = Lofix), ¢ M= gwREG)-

Ekkor létezik olyan u € [m;M] szdm, amelyre
b
p-{b-a) = If{x)ax .

a
Bizonyitds: A Riemann integrdl definicidja értelimében

b
me(b-a) s [fGx)dx = M- (b-a)

a
b b

1 g
ebbl :  m s g If{x)dx sH=— = If{x) dx

a

Mely p szém az f fgv? fa;bl-n vett inlegréalkibzepe .
Ha f(x) az {a;b] intervallumon foiytonos is, akkor
3 £ e [a;b] gy, hogy n = £(£),
mivel Bolzano tétele szerint (T.5.8.} folytonos fliggvény
"nem hagy ki" értéket.

D.8.8. Definicié {AZ INTEGRAL MINT A FELSO HATAR FUGGVENYE)
Legyen f(x) az [a;b] intervallumon Riemann integralhato
fiiggvény, legyen tovdbba adott o« € {a;bl (a régzitett!).
Ekkor a T 8.4/C tétel ¢és a D.8.7. definicld értelmében

R X
V. s [a;b] esetén 13 I f{t)dt intepral.

[3 8
tsen integral az [#;0] intervalivion cirluinevetd

x

¢(x) = If{t)dt Poggvenl delin ..

o
amely g{x) fiiggvény neve: az integr<l mint a fels8 hatar
Tiggvénye, vagy integrilfiggvény.



T.8.7.Tétel (AZ INTEGRALFUGCVENY FOLYTONGS)

Legyen f(x) az {a;b) intervallumon Riemann
X

integralhato figevény, o,x € [a;b] és o(x) = [r(t)at,

o
a D.8.8. definlciéd szerinti "integral, mint a fels§ hatdr

figgvénye".

Allitds: = o{x)} flggvény az [a:bl-n folytonos.

Bizonyitéds: legyen X € {a;bl , egyébként tetszéleges;
beldt Juk, hogy ;lgé:»’;?o"’(x} = p(xo}. azaz %—%’3?“1-"0(’(0”:0'

Jel6ljlk x-et x = X, * h -val,
ekkor
x +h x
o
If(x)dx - |f{x)dx
o

«

x_+h

= J'?-(x}dx

fo(x) - olx 3] =

o

a T.8.4/c. tétel szerlpt.

X _+h x°+h
A T.B.4/F tétel szerint | [rxiax.| = [ 1rGo fax
xu . xo

Mivel pedig f{x) az [a;b] -n korldtes, |[f(x)] is

korlatos, tehat |f(x)| s M = sup [f(x)];

x€iaib]
adédik tehit:

xooh
I]f(x) Jax
x

mivel pedig h » 0, adédik: [o(x) - o(x )| ~0

lotx) ~ olx))] = S M |x+ h-x | =M [n]
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T.8.8.Tétel (FOLYTONOS INTEGRANDUS INTEGRALFUGGVENYE
DIFFERENCIALHATO)
Legyen f(x) az [a;b] intervallumon folytonos figgvény
{teh4at T.8.3. értelmében Riemann integridlhats)
Ekkor  £(x) " D.8.8.  szerint  definialt  plx)
integrdlfiggvénye differencidlhaté az [a;b] intervaliumon.
Bizonyitas:
Legyen x, € {a;b] egyébként tetsz8leges.

p(xo-rh) - p(xﬂ}
Belat juk, hogy ;‘_1’13 létezik és véges.
h

D.8.7. ¢és D.8.8B. definicidk valamint T.8.4/¢ ¢és T.8.8.
tételek szerint

A _+h
o
elx+h) - olx )= _[f(x)dx = £(£) b ahol £ € (x,x +hiha h>0
x, £e (x0+h,xo)ha h<0,

Fentiekb8l adédéan
elxgth) - olx,) £(€). n
h

(x°+h+x°}

pp — = g T = o)

Kovetkezmény Ha f(x) az {[a;b) intervallumon folytonos
figgvény, akkor f(x) D.8.8. szerint definidit p{x)
integralfiiggvénye egyben f(x) primitiv fliggvénye az
[a;bl~n, mivel V¥ X, € [a;b] esetén q;’(xol= t‘{xo) .

T.8.8.Tétel (NEWIOR - LEIBNIZ TETEL)
Ha £(x} az [a;bl Intervallumon Riemann-integrialhatd és

[a;bl-n létezik f{x) primitiv riggvénye, F{x), akkor
b

If(x]dx = F(b) - Fla) .

Bizonyitds:

-]
K
m] "
Legyen an = {xi } az [a;bl egy szabalyos
=0 beosztédssorozata:
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Ekkor:

F(b)-F(a)= F(b) - F[x:“’ ]+F[x;“’ ]-. .—F[xi"’]+zr[xi“‘]—?£a)=
n-1

n-1
*n kn o ]
L tnif_ ]} s [={n) {n)_ {R) {n}_, n,in)
= F[:-cl ] F["sq]] XF [Ex ]Ax’ —): £ [&i ]ﬁ;xi A(ET)

1=1 1=1 1=1 )
Lagrange tétel és a D.7.1.definicid szerint

3

melyb8l adsdéan 1im A_™£'"))= 1im [F(b} - F(a)] = F{b) -F(a)
naes £ = na%

Mivel pedig £(x) az {a;bl] -n Riemann integralhatd,

an {n) L
1im A [g ] = Jeeoax

a

b
b
Tehdt If‘(x)dx = F(b) - F(a) = [F{x)]
a
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Példdk arra vonatkozéan, amikor a Newton-Leibniz tétel
nem alkalmazhato :
A. f(x) flggvénynek az [a;b] intervallumon van primitiv
b
fliggvénye, de If(x)dx nem létezik:

a

Chax=290
i‘(x)={ 1

1 2
2x sin =" x €08 % ha x#0
X x

Ez az f(x) figgvény V¥V x € R esetén deriviltja az

0 haxs=20
Fi{x) = { 1 flggvénynek,
x sin < ha x=0

®

tehit If(x)dx = F{x)+C tetsz8leges [a:b) intervallumon

_ 1 _ 2 1
Mivel pedig ,lc_i’zg flx) = ’I‘_i'rg(Zx sin —xz %°0s 2

vizsgdlatakor megéllapithat juk, hogy a %-cos ~
x
fliggvény a O kornyezetédben nem korldtos, adédik, hogy

f(x) fuggvény a 0-t tartalmazeé [a;b] intervallumon

nem Rlemann integrédlhats.
2

pl. If(x)dx nem létezik
-1

B. fix) flggvény az [a; b} intervallumon
Riemann integrdlhats, de ezen intervallumon primitiv
fliggvénye nem létezik.

L J

O ha xe [0;IIND vagy x=0
fix) = { 1/q ha x = g € (0;1] és p,q relativ primek.

Ezen fliggvény minden irracionalis pontban és a nulldban

folytonos, a t&bbi raclonalis pontban nem folytonos.
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Szakadasi pontjainak szamossdga miatt az itt nem targyalt
Darboux tétel szerint nem létezik olyan  F  fiiggvény,
amelyre F'({x) = f(x) teljestil a [0,1} intervallumban.

Tehat f£(x) figgvénynek a [0;1} interevallumon primitiv

figgvénye nem létezik.
1

Vizsgdl juk most If(x)dx Riemann integral létezését.

(n)
Legyen an = {:fti }“ a [0;1) intervallum tetszfleges
1=0

szabdlyos beosztéssorozata.

{n)
Ha £ e [x"" ‘“’]\a akkor £(£™) = 0

1-1" "y
fgy A “g"™) =0 ¢s lin A "&"™) =o,

(n} (n} _{(n) (n) 1
Ha E [xi ¥ ] n @& akkor f{E = —m

q
L
Ekkor tetszélegesen nagy N € N szdmhoz megadhaté egy

olyan'n, € N szém, hogy amennylben Ax:“’s szIT'akkor

azon részintervallumeok szama (m},

amelyeken max %— > ;I . msno; ezen részintervallumokon
p (n) (n) 1
T{E[‘lﬂ'xl ] pedig 1 s 1 teljesiil .

gy a 3 szabélyos beosztassorozatndl, ha p(&n} s Ni

nG
k k
akkor [f(&‘“’) ax, = {f{&‘“’)mc + Pree™yan s o 1--— oL [
1l 1.1 i=1
11 ==
q H q K =1
ez Sn_ db ez Skn -

b1

0
ad6dik: A g s ¢ §= ?ﬁ» 0. Tehat ff(x)dx

"
©

0
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T.8.10. Tétel {PARCIALIS INTEGRALAS)

Legyenek u{x) és vix) az [a;b] intervallumon
d!ffere;lcié.lhaté figgvények, legyenek tovdbba u’ (x}
és v'(x) az [a;bl-n Riemann integrilhaté flggvények. Ekkor

b b
léteznek |u(x)-v'(x)dx és Iu’(x}-v(x)dx integraloek,

a a

b
b
tovabba Julx)-v' {x)dx = [u(x}-v{x)] - J-u'(x)-v(x)dx

a
Bizonyit;s: Tekintsikk az F(x) = u(x;'v(x) flggvényt az
[2;b] intervallumon. F{x) differenciilhatd, és
F'{x) = v (x)-vi{x) + ul{x) v’ (x) ¥ x e [a;b] esetén.
Mivel u’ és v' Riemann integrdlhaté flggvények, u és v
pedig differencidlhatésiguk miatt folytonosak = R integrdl-

b b
haték, tehat 3 I u” {xX)-vix)dx és 3 J‘ ulx)-v* {x}dx melybsl
a a

b

kévetkez6en 3 IF' {x)dx, és alkalmazva =a T.8B.9.

a

Newton-Leibniz tételt, addédik:

b
b b
[P Gax = [F(x)] = [u(x)-v(x)]

a

Mivel pedig F*'(x) = u'(x}-v{x) + u(x)-v'(x) , adédik:

, P b
[u[:-f) v(x]] = Iu’(x) vix}dx + _[u(x) v’ (x)dx .
a a a
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Példa: uf{x) = arcsin x vix) = x

1

w(x) = viix) =1

1-x
E példaban u'{x) =a [0;1] intervallumon nem Riemann
integralhaté mivel (0;1)-en nem korldtos, ennek ellenére
1

Il-arcsln % parcidlis integrdldassal kiszdmithats, mivel
(1]

{x+arcsin x + v1-x%)’ = arcsin x

1
i 1
adédik Iarcsin x = [xearcsin x ] + [ 1-x? ] =0
o o o

A

T.8.11. Tétel (INTEGRALAS HELYEITESITESSEL)

Legyen f{x) az [a;b]) intervallumon <folytonos
fiiggvény, tovabba az x= ¢(t) az [a;B8] intervallumon
szigordan monoton, folytonosan differencldlhaté
fliggvény, amelyre ¢'(t) = 0 ha t ¢ [«;8], és amely ¢
fliggvény az [a;B] intervallumot az {a;b] intervallumra
képezi le, dgy, hogy a = pla) és b = (B}

b B
Ekkor 1éteznek If(x)dx és If[go(t)]go'(t)dt integralok,
a &
b B
tovabba If(x)dx = If[w(t)]go’ it)dt
a o

b

Bizonyitas: If{x)dx és If[go(t)]go'(t)dt létezése
&

@
kiivetkezik az integrandusck folytonossagdbél.A  két

integrdl egyenlésége pedig addédlk a  hatirozatian
Integrialra vonatkozé T.7.5. tételbdl.
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/e 1 nw/k 1 1
Példa gat = S dt =
o (sint + cos t} o (tg t+1)7 cos®t
i
x=g(t) =tgt =Jl1 dx=[_'.'l]1=l
(x+1)? Xl 2
°
Ugyanezen helyettesitést nem alkalmazhat juk a[g;g]

intervallumon, mivel az x = ¢(t} = tg(t) figgvény a t = g-
pontban nincs értelmezve.

Erre az Intervallumra alkalmazhaté

ax=g(t) = ctg t helyettesités:

ns2 ns2
1 1 1
[ [t
wis“‘ t+cos t) n/;“ﬂ:tg t)® sin"t
. Y 0
x=¢p({t) =ctg t =J-____2_dx=[li_x]=%
2 {1+ x) 1
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8.2. A hatérozeoti integrdl alkalmazdsal

D.8.9. Definlcié (GURBEK KOZTI TERULET)

Legyenek f(x) és g(x) =az [a;b]l intervallumon Riemann
integrdlhaté fliggvények és 1legyen f-nek és g-nek
figgvénygtrbé je.

b

Riemann Integral mérészdama a
Ekkor az Ilf{x} - g(x)}]| dx  két fuggvénygbrbe kozti
teriletnek.

D.8.10. Definicid (FORGASTEST TERFOGATA)

Legyen f(x} = O fiiggvény az [a;b] intervallumon Riemann
integrdlhaté, és legyen f-nek figgvénygtrbéje. Tekintsik
azt 8 forgistestet, amelyet gy kapunk, hogy az f£(x)
fUggvénygdrbének az [a;bl intervallum fd18ttl szakaszat
megforgat juk az x tengely koril;

y Legyen tovahba 6 = { (4 “az
=0
11x) [a.bl intervallum egy szabé.lyos

AT N beosztdssorozata, valamint
3t 4 :

SIS x : 2
\)‘5‘\/\,\ v‘“%n-[f(e""}] Bx
- fix) ! L 4 1

tn} {n} (&)
13. 4bra ahol £, € [x:-:"‘x ]

1=1,2,..,kn
Az {gy leirt forgdstest térfogata:

xn 2 bt 2
v la;b} = lin er:[r(eil]bx‘ == j[ﬂx)] .

Példa: fx) = tgix) ; [a;bl = [0;5]

4
/4 mf;m . n/c- nra
v, {0 1] ==n tg ® dx= "J's Il cos dx = nitg x—x10=
o cos x cos®x
= -
n (1 4)
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D.8.11. Definicié (GURBE IVHOSSZA)
Legyen f(x) fiiggvény az [a;b] intervallumon k_folytonosan

: {n}y n
differencidlhaté, legyen tovabba = {xl} 2z [a;b])
1=0

intervallum egy szabdlyos beosztés;orozata. tovabba

—

y (n} v/{ 2 . (n) {n) 42
‘ 5% Vaxtny [f(x )-£(x )] =
1 i 1-
4 .
t ! i i / L33 L
o b ox o ["25551’] bxy

{n) {n) {(n)
ghol El eExt_l; xl
l=1,2....kn
Az f(x) fUggvénygbrbe [a;b] Intervallum £815tti darab jénak
ivhosszas

14.4bra

% b '
. = j > 2 = . 2
S,la;b) = 1in Z;ll+[f ()1 Axi‘ Iv&+[f (x)1% dx

a
MegJegyzés:azon [a;bl~n értelmezett f£(x) differencidlhats

b
fuggvények gbrbéjét melyekre j¥&+[f'(x)12dx 1étezik,

rektifikalhats, vagy ivhosszal

rendelkezé
flggvénygtrbéknek nevezziik.
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Példa: Az f(x) =

In (sin x) figgvény | 5| intervallum
3’2

£518tt1 gbrbéjének ivhossza:

w2 n/z
S[g,g-] = I1/1+ [(in sin %)’ 1%dx - ‘,“cos *x — dx
sin b4

w3 nzs

tg m/4 1 .
I —%;- zadt=J.%-dt= [lnt] = 1n V3
£ 1+t 13
tg /B 1+t2 1
i
t =tg 32‘-

D.B.12. Definicié (FORGASTEST PALASTJANAK FELSZINE)
Legyen f(x) fiiggvény az [a;b] intervallumon folytonosan

k
legyen tovébba & = {x:“’}" az [a:b)
=0

intervallum egy szabdlyos beosztdssorozata, tovabbia

differencidlhaté,

¥
{n) {n)
f{x'" Wfix""}
fIx] -
K A 2 e (6 )12
AWHTERE ' 2 i
IAr IR i 1 B
IJ\W x ahol E(n) [ (n);x(n)]
T -1 1

i=12..,k
n
18. &bra

Az 4bra szerint megadott forgdstest paldst janek felszine

(n)
Ala;bl = lin [
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T.8.12. Tétel

A D.8.12. Definicié szerinti forgsstest palast janak
felszine

b
A la;b] = 2njf(x) 1+LF (%12 ax
a
Blzonyitds: Mivel £ [a;bl-n folytonos, a Bolzano tétel

{n} {n)
£lx, " )+e(x ™)

szerint 3 n'™Me [x{");xt”)] dgy, hogy F(3'™)=
' 1-17% 1 >
K K

n n
ezzel an f{n:n’] 1+{f* (Et’:))lz A;;:"’= Z Al
=1

=1

b k
n .
valamint 2w J'f(x) V1418 (%1% ax = lin 2n £(&Wis15° {F.:n)n%x:"-
a

1=1

Ezért: b
Ar{a;b] - anf(x) Vi+[£ (%) 1%dx=
o
kﬂ
{n) {n . {n),,2 {n)
1in 21;;:[“"‘ )£ (¢! i]¢1+{f (€717 afr
Mivel ¥V £ > O-hoz 3 adle) gy, hogy ha £,1 € [a;b]
esetén |€ - | < 5(e), akkor £Cg) - f(g)] <e {(*)

tovabba f* folytonossagsbsl ad6déan Vi+{f’ (k)12 kKorlatos, a

_ £ o Z, .. - .
X ;ETE?E! 1+{£’ (x)]" JelBléssel, ha 9(5n) < 8(e) adédik :

k x
Y 1]
27:{ [f‘(n‘n,——f(E(n))} 1+[f"(§(n}}32 axt™| s 2nek Z axt™
X3 1 | i 1 N

melybsl , mivel ):Ax:")= b-a , adédik:
b
A fa;bl - 2u_|'r(x) 1417 (x)1%ax = 0

a
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Megjegyzés:

A (*)  Jjeldléssel elldtott &1litésunk blzonyitands, a
Jegyzetben nem bizonyitott T.B.2. tétel Allitdsa (zart
intervallumon folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos. )

Példa: Az f(x) = chi{x) Flggvény [0:2] Intervallum fHl5tti
gbrbé jének az x tengely koriil térténs megforgatdsival nyert

forgistest palédstjanak felszine: -
2 2

Al0;2] = ZuJ'ch x V1+sh®x dx = ZnIchzx ax =

0 o

2% —~2x42 4 -4
2% -2% n |e e . Hje e
e +2"'e dx= é’ [—2— +2j(-'—2—] = .2.[.... ] — ]

LA
0

[~]
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8.3. Impro'pr'i us integralek

b
A 8.1, fejlezetben definldltuk az J'f(x)dx Riemann

integrdlt. A definicidban (D.8.5.) asiereplﬁ {a;b]
intervallum véges volt, az f{x) Tuggvény pedig ezen
intervallumon korlitos. = )

E fejezetben a hatdrozott fntegrdlt a hatdrértek
fogalminak felhaszndldsaval ki fogjuk terjeszteni bizonyos
nem véges intérvallumokra. 111. nem korlatos figpvényekre
is. Ezen kiterjesztéseket nevezzik majd improprius
Integriloknak.

D.8.13.Definicié (IMPROPRIUS INTEGRAL VECTELEN INTERVALLUMON)
Legyen az f{x) (korldtos) figgvény Riemann integralhaté
tetsz8leges fa;bl ¢ R véges intervallumon

a.) .Amennyiben létezik és véges g

b

ligxmff(x)dx hatdrérték, ezt nevezzitk. az f{x: flggvény

a
(~2;b] intervallumon vett improprius integral janak.
b

Jels1ésben ff(x)dx =11
a-

b
mff‘(x)dx .

-0 a
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b
b.}  Amennyiben létezik és véges a %13 fx)dx

a
hatdrérték, ezt nevezzitk az f(x) figgvény [a;w}

intervallumon vett improprius integril jdnak.
Jelélésben:

- b
J'f(x)dx = ln J'r(x)dx .
a a

c.) Legyen c € {a;b} egyébként tetszfleges szdm.

< o
Amennylben léteznek a Jf(x)dx és J}(x]dx improprius

-0 c

integrdlok, e két integrél dsszegét nevezzilkk az f(x)
fliggvény (-=;@) intervallumon vett improprius
integral janak.

Jeldléshen:

o c ] b

If{x)dx = If{x)dx + If(x)dx = ;igm}f(x)dx + lim If(x}dx

-0 -~ c

a L~}
Megjegyzés: a fentl integral értéke c~t61 nyilvénvaléan
figgetlen.
Példa:
-] b b
i _ 1 _ -1} _
[ g [es (]
1 1

140



2.) A  (-2;») intervallumon vett improprius integral
o
létezéschez nem elegends, ha a lim If(x)dx hatdrérték

bt ' 1

létezik.

Tekintstlik erre példaként az

% ha x ¢ (-1;1)
fx) = { flgavényt:
1ha xe (-1;1)

R

f(x)dx

5=
ga
"

* -1 1 o
1 1 -
&3@( I; dx + jﬁx + I % dx ]-
- -1 1

&3% [-In]—a[ + Inf-1] + 2 + 1nx - 1n1]= 2

Ezzel szemben, ha tekintjik pl.c=1 vdlasztdsival az
© o b
J‘f(x)dx = [etoax = 11n |
<

1 1

{ o=

dx = lim {(Inb - 1) =
baw

3

improprius integrélt, l4thaté, a vizsgalt hatarérték nem
o0
véges, igy Jf(x)dx nem létezik (divergens) tehat

<
o

If(x)dx improprius integral is divergens.

-~
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8.14. Definicié (NEM KORLATOS FGV. IMPROPRIUS INTEGRALJA)

a.) Legyen f(x) figevény Riemann Iintegrilhaté (ezért
korldtos) az [a;b] intervallum minden [ate; b} {e>0)
részintervallumdban, de nem korlétos az [a;b]

b
intervallumon. Ha 1létezik és véges a li-’J. £(x)dx
. £40
. asE
hatdrérték,ezt  nevezzilk az f(x) fuggvény [a;b]

intervallumon vett improprius integrdl janak.

b b
Jellésben: J'f(x}dx = lim, J'f(x)c‘:x .
a0

- aetl

b.) Legyen f(x) figgvény Riemann integrilhaté (ezért
korldtos) az f{a;b]l intervallum minden [a;b-c] (e>0)
részintemli;méban. de nem korlitos az - [a;bl
intervallumon.

b-€
Ha létezik és véges a lim Ii‘(x)dx hatdrérték, ezt

C-Pﬂ
a

nevezziikk az fx) friigevény {a:b] intervallumon vett
improprius integraljinak.
Jeldlésben: ® b-¢

J'r(x)dx = zi: If(x)dx .

c.} Legyen ¢ € (a;b) és f({x) figgvény Riemann

inteprdlhaté (ezért korlstos) az [a:b] intervallum minden

Ia;c-e‘l v [ﬂczzbl részhalmazin, de nem korlatos az [a:b]
€

intervalluson. Ha (egymastsl figgetlendl) léteznek _[f(x)dx

a
]

és If(x)dx improprius integralok, e két integral Ssszegét:

[
nevezzzik az fi{x) fGggvény {a;b] intervallumon vett
improprius Integral Janak.
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Ez utébbi 1mproprius integral jeldlése :
b b e-g,

If(x)dx = Jf(x)dx + I?(x)dx lim If(x}dx + lim If(x)dx

€ -70 e -»0
a a c b3 a 2 c+82

Példa:
/4 n/4

1.} I 1 2 12 = lin J}(x)dx 1 ! 12 dx =
°(1+ctgx} sin“x es0” (1+ctgx}” sinx

177
lim, {-———— ! ] = 1im+[% -1 ] =1
ero “{1i+ctgx) Je €ro l+ctg ¢

2.) Az [a;b] intervallumon vett improprius Integral

létezéséhez nem elegend§, ha 2 c € (a;b) pontot tartalmazé
intervallumon korldtos f(x) filggvény esetén a

[T o4 b
lim, [Iﬁ‘(x)dx + If'(x)dx ] hatdrérték létezik.
£+0

c+E

Tekintslik erre példaként az aldbbi flggvényt:

,1( ha x e [-1;2]1\{0}
£{x) {

0 ha x

o

=

£ 2
lim [ I i dx + I % dx ] = 1im*[ln|-c[ - In]-1} + in2 - 1n c] = 1n |

£+0 . - €40

Ezzel szemben, ha tekintjik pl. az

2 2

[ 5ax= I% = lm Unz-lIne) =

o
1mproprius integralt, ldthaté, hogy a vizsgdlt hatdrtérték

2

nem véges, igy J f(x) dx nem létezik (divergens) tehat

o)
2

If(x)dx improprius integrdal is divergens.
-1
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8.4. Feladatok a 8. fejezet anyagdhoz

F.8.1.a.) dx "’J"”z

1+x VR(14x% )

- 2
c.)“’r I Jx-4|dx d.) J'véﬂx[ dx

2 ) 1/2

F.8.2. a.)® [(Z*3 4 b.) J'sm"x ! dx
mfx +3x+1 9 -'\fi—xz
4 . >3
c.) _[vés-xa dx a.)' " J' Vaix? dx
-3 Q

F.8.3. Ha.téjrozza meg az aldbbl girbék ivhosszdt:

(*) - 2 .
a.} fix} = in{1-x"); 05 x=1/2
b.) ) =V 1sx=9L
3
_x_.1
c.) f{X)—§+2_x : 1sxs=s2

F.B.4. Hatdrozza meg az aldbbl forgdstestek térfogatat:

) -_1 ; B
a. ) fi{x) = rrrar il \;'x[o_':i ],
b)) £0) = —1 . e=x=e?
¥X In x _
c.) f(x) = x cos x V[Q;E];
x{ '2
d.) f{x) = sh x : v [0;1]

F.8.5. Hatdrozza meg az alabbi forgastestek felszinét:

a.) f{x) = ch x : FX[O;II;
b.) £(x) = va-x2 i F[0:3);
c.)’(” filx) = x° 3 Fx[1;21;
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F.8.6. BSzémitsa ki az aldbbl integrdlokat:

2 1
3 2 .
a.) I 1 ax : b. )" 2x-e® dx
x R
e-1 - J
1 o
2 2v3
-
{*) 2-cos X (%) 4
c.) T dx H d.) —dx
j 1 + cos x ] x2 (x%42)
[\ 2
~-1/3 } Vasz
. sin X + cos X . (2] 1
e.) J'sinx-(cosx-l) dx ; f.) J 2 2dx
%oV 1-x

-2 1/2

F.8.7, Szamitsa ki az aldbbl improprius integrdlokat,
1éteznek:

2 2 2
1 1 o
d.} J 1 dx ; e.} J 1 dx ; f.) [ 1 ax
XV x vV x =
O [+ -1
® o
g.) Jx- X dx ; h) ' Jx2~ e dx
4] -0

1+ x
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F.8.8'") Az aldbbi improprius integralokrél 4llapitsa meg,
hogy konvergens,vagy divergens:

[--] . w0 3

2
sin"x In x 1
a.) dx ; b.) J-————dx 5 c.) I———-—dx
J :-z2 x2+ i 5’x + ax

0 2 -1
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[ 9. Fﬂggvénysoroi l

8.1. Alapfogalmak

D.9.1.Definicis  (FUGGVENYSOR)

Legyenek az fl(x}. fz{x). crre fn(x). ... flggvények
valamennyien értelmezve az <a;b> intervallumon.

Ezen fﬂggvényekkel v X € <a;b> szémhoz hozzérendelhethnk

egy Si(x )=X.f (x }  numerikus végtelen sort Tekintstik azon
n=1
x,€ <a;b> pontokat, amelyekben ez a numerikus végtelen sor

konvergens. Ezen pontokra az el&bblekben - megadott
hozzérendeléssel egy Si(x) figgvényt definidltunk, amely
o
S(x)=[ fn(x) végtelen Usszeget nevezink flggvénysornak.
n=1

Hegjegyzés:
Mivel az S(x)=£ fn(x) végtelen Usszeget formdlisan az

<aib> intervallum azon pontjaira is felirhatjuk, ahol a
megfeleld numerikus végtelen sor “divergens, az <a;b>
intervallumon értelmezett f:(X)' fz{x}. . fn(x}. P
fUggvényekkel a teljes <a;b> intervallumon definidltuk az
s{x) fuggvénysort. Ezt a flggvénysort konvergensnek mond juk
azon X € <a;b> pontokban, ahol =a Z i‘“(x) numerikus
végtelen sor Kkonvergens, és divergensnek mondjuk azon
Xe<a;b> pontokban, ahol 2 E fn(x) numerikus végtelen. sor
divergens. A konvergenciapontokban ., értelmezett S(x)
flggvényt a Z fn(x} fliggvénysor hatarfiiggvényének nevezziik,

P&ldaként tekintsitk az S(x)=z X fﬁggvénysort. Ezen
flggvénysort V xeR valds szém esetén felirhatjuk, azonban
csupdn xe(-1;1) esetén lesz konvergens. Hatarfliggvénye itt

S(x) = x/(1-x)
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. infelé
. o
adott az <a;b> intervallumon az S{x) = fk(x)

k=1
figgvénsor.

n
Az Sn(x} = ): fk(x) <a; b> intervallumon értelimezett
k=1

fiiggvények sorozatat az S(x) fiiggvénysor részletdsszegeinek
nevezzitk.

D.8.3.Definicié (EGYENLETES KONVERGENCIA)
Legyen adott az <a;b> intervallumon a Xi‘k(x} fliggvénysor,

a figgvénysor hatarfiggvénye, S(x), tovébba
részletdsszegeinek sorozata, Sn(x) . ‘

A fuggvénysor <a;b>-n egyenletesen konvergil az S(x)
hatérflggvényhez, ha V >0 -hoz 3 N(e) gy, hogy ha
n>N{e) , akkor V xe<a;b> esetén ISn{x) - S(x}l < e .

Az egyenletes konvergencia Jeldlése: Efk(x_)' =3 S{x) .

Példa:
Legyen

£ (x)=x i £ 00=x2-% ;i T (x)=x~x% ; ... ; £ ()=x"x""; ..
1 2 - a3 n ;

ekkor S (x) = X", s az igy megadott ): f, (x) figgvénysor
egyenletesen konvergdl az S{x)=0 hatdrfiiggvényhez pl. a
{0;0,8] intervallumon, a konvergencia azonban nem egyenletes
a [0;1) intervallumon, vagy =& [0;1] intervallumon, mely
ut6bbi intervallumon a hatérfiggvény is mds, nevezetesen az

0 ha Osx<1
S{x)= figgvény .

1 fla x=1
T.9.1.Tétel
Legyenek az f:[x), fz(x). vy fn{x). ... Flggvények =az
[a-P] zért intervailumon folytonosak, tovabba konvergaljon
egyenletesen {a;bl-n a ):fn(x) fiiggvénysor az S(x)

hatarfiggvényhez. Ekkor az S(x) hatarfiiggvény az f[a;b]
intervallumon folytonos.

A tételt nem blzr~ gitjuk.
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T.8.2. Tétel

Ha az £ (x), £,{x), ..., £ (x),.... fuggvények az [a;b]
intervallumon differencislhaték,.és [a;bl-n az S(x)= £ _(x)
figgvénysor konvergens, tovabbd a h(x)= Z f:‘(x) derivalt
sor egyenletesen konvergens , akkor S(x) az [a;bl~n
derivalhaté, és

S (x)=hi{x) azaz (frx) = £
A tételt nem bizonyftjuk.

T.9.3. Tétel

Ha az fi(x]. i‘ztx). cens i‘n{x). +«. flggvények az [a;b)
intervallumon Riemann-integrdlhaték, és a Z fn(_x)
figgvénysor [a:bl-n egyenletesen konvergdl az S(x)

hatdrfiiggvényhez, akker [a;bl-n S(x) is Riemann-integralhaté
b b

és jscx) dx = [jfﬂ(x) dx .
a a

A tételt nem bizonyit juk.

9.2.  Hatvinysorok

D.S8.4.Definicld (HATVANYSOR)

W - . _ n
Legyen X R , {an}Fo c R és __fn(x)-an {x xo) .
g o n ’
A -):fn(x) = z an-{x—xol figgvénysort az X, kife jtési
n=0 n=0
helyhez tartozé hatvanysornak nevezziik.

Meglegyzés: ’
A hatvénysor fenti definicidja kiterjeszthetd komplex x, Xy

iil. an esetére is.
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T.9.4.Tétel  (CAUCHY-HADAMARD, HATVANYSOROK. KONVERGENCIASUGARA)
Hinden 'Z én-{x-xo)"'hatvénysorhoz létezik egy reﬁ. nemnegativ.
“valés" szdm dgy, hogy lx-xoi<r esetén a hatvinysor konvergens
és Ix-x°§>r~esetén a hatvénysor divergens, tovébba

|

Ez az r a hatvdnysor konvergenciasugara. Valds hatvanysor

esetén az ( x- r ; x+ r ) intervallum a hat#énysof.
konvergenciaintervalluma.

.A tételt nem bizonyit juk.

8 tw» O
’“'I I"I
|

fT“T telR\{O}
JT‘!'

Megjegyzés: )
Vegyltk észre, hogy a Cauchy- Hadamard tétel az ix—xoi=r
esetre nem mond semmit a konvergenciarsél  ill. a

divergenclidrdl. Ilyen eselekre killdn konvergenciavizsgdlat
szitkséges.

Kovetkezmény:
Konvergencizaintervallumin bellil minden hatvénysor abszolut

konvergens.

T.8.5.Tétel

Minden hatvénysor egyenletesen konvergens
konvergenciainterval lumdnak tetszéleges véges, zart
részinterval lumdban.

Nem bizonyit juk.

‘KBvetkezmény:
1.} A hatvanysor hatdrfiiggvénye a konvergenciaintervallum
belsejében folytonos fliggvény. (T.8.1. tétel)

2.) A hatvénysor konvergenciaintervallumianak belsejében
tagonként differencidlhatd és integrdalhats. (T7.8.2. 111.
T7.9.3. tételek, + T.9.8.tétel}
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T.9.6.Tétel

Minden hatvénysor derivdltsorinak konvergenciasugara
egyenld az eredeti hatvanysor konvergenciasugaraval.

Bizonyitas:

. 0 o
- s fomr}? ' = em o fare n-1 _
S(x) = E a - (x %) => 8" (x} [ n-a - {x x ) =

n=0 . n=1 .
= ):b “(x=x )", ( b=(n+1}-a )
n [+ n n+l
n=0 .
és
Iim "o+l -Ta__ T = lin "Vl - Tim "VIa___ T = ITn "V[a ]
n+i N> n+1 n

D.9.5.Definfcié  (TAYLOR SOR)

legyen az f flggvény az X, pont egy U(xo} kérnyezetében
tetsz8legesen sokszor differenciglhats.

{n)
w f (xo) n
a T(x) = z —_— (x—xa} hatvanysort nevezziik az

n!
n=0
f figgvény X, pont k&riill Taylor sordnak.

Az xb=0 pont koriilli Taylor sor elnevezése: Mac Laurin sor.

T.9.7.Tétel

Legyen T(x) az f figgvény X, bpont kériili Taylor
sora, R a Taylor sor konvergenclasugara, Tn(x} az [
fliggvény X, pont kiriili n-edfokd Taylor polinomja és rn(x}
a Taylor polinom maradéktagja.

Ha {x—x°i<R akkor az rn(x} fliggvénysorozat konvergdl
egy r(x) hatérfiiggvényhez.

Bizonyitas: : .
Mivel a hatvanysor a T.9.4. tétel értelmében

konvergenciaintervalluma belsejében konvergens, €s I;(x] a
konvergens hatvénysor n~-ik részletlsszege, ezérti
T (x) — Ti(x) V¥ xe (x“R 3 X +R) esetén,
A T.6.9. Taylor tétel értelmében pedig. f(x}=Tn(x)+rn(x) .
EbbSl adédéan lim r (x) = £(x) - im T (x} = £(x}-T(x) = r(x)

Kovetkezmény:
r{x}=0 akkor és gsek akkor teljestil, ha £{x)}=T(x%) .
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T.9.8.Tétel  (HATVANYSOROK UNICITASI TETELE)
Legyen adoti a [an-(x-xu}" hatvanysor, amelynek (a;b.}
konvergenciaintervallumdn a hatarfiggvénye f£{x} .
Ekkor az adott hatvadnysor az Xy kifejtési hely korili
hatvanysorok kézill az egyetlen, amelyre az (m;b) -n
£(x) = ¥ a (x-x)" teljestl .
A tételit nem bizonyit juk.

Kévetkezmény:
Ha az f flggvény az <a;b> intervallumon akédrhianyszor

differencidlhats, és f{x) = }:an-(x-xo}n, akkor
. (n}) } s n
a = f [xo) / nl, azaz a Z a {x xo]

hatvdnysor az f fliggvény %y pont k&riili Taylor sora.

Példa: - 2 1 8
Ha [xI<1 akkor 1/(1+x") = 1-x"+x ~x +...., a geometriai

sorrél tanultakbél adéddan. )
Alkalmazva a T.9.8. tétel tagonkénti integrdlhatédsagra

vonatkozdé kBvetkezményét, wvalamint a 7T.9.8. unicitasi

tételt, megkapjuk az f(x)=arctg x fliggvény Mac Laurin sordt:

arctgx=x——g—-+%-——-+—~...

8.3. Komplex szamok exponencidlis alakja

A T.6.8. Taylor tétel értelmében az e* exponencidlis
figgvény az alabbi alakban irhaté fel:

x X © % x" ok, 1
e =ltgrtarrart o Yt e
eE- i
Mivel V xeR esetén ,l‘i';‘m"n(") = },E’l‘w‘mﬂ‘a‘“ =0

a T.8.7. tétel szerint adédik, hogy az e” fiiggvény egyenld
Mac Laurin sordval:

0
= X _ X
e—1+1|+2—!+..,+n—+! ...-;n-—!
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Vegyilk most figyelembe a D.9.4. definiciénsl megadott
meg jegyzést, amely szerint a hatvanysorok kiterjeszthetsk a
komplex valtozés esetre is:

Legyen zeC tetszSleges komplex szém. Definidlja az e
komplex vdltozés exponencidlis fiiggvényt az

n
z = Z _ET komplex v&ltozés hatvanysor.

2
zan_ n_ xza

-1 2n

= (-1)" x
legyen z=i-x =
z‘anﬂ:im\ﬂ 2n+l ={- 1)n 2n+1

+i
ezzel
ix Xz X‘ xs
e=[1-—§!—+4! 6— )fi(x~—,+5—!-—...)=
= cos X + i sin x

A komplex szdmok =z = r-{cos ¢ + i-sin ¢} trigonometrikus
alak jat figyelembevéve, adédik:

z =r-{cos ¢ + i-sin ¢} = r-e'?

amely z = r-e'? d.n Euler féle alak a komplex szamok

exponencidlis alakja.
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9.4. Fourler sorok

Ebben az alfejezetben olyan fliggvénysorokkal ismerkediink
meg, amelyek részletdsszegeivel bizonyos periodikus
flggvényeket tudunk 361 kizelitent.

D.9.86.Definicié

Legyen az f flggvény a [~2 ; ¢ ] intervallumon

Rlemann-integrdalhats fliggvény, tovdbbd periodikus, és
peridédura 22 .

Legyen tovibba

1 ¢ nnx
a T e - J‘f(x)-cos[————] dx ; ( n=0,1,2, ... )
n £ ) [
1 £ nx
b = T . f f(x)-sin E'E—'] dx H { n=1.2—,3, I
n -t
az
a [-:]

5 +nzl{ an cos[ f.] + bn sin 7 } fliggvénysort

az f fliggvény Fourier sordnak nevezzik.

D.8.7.Definicié

Az £ figgvényt az [a:b] intervallumon szakaszonként
folytonosnak nevezziik, ha f az (a;b] intervallumon az
intervallum véges sok pont jdnak kivételével folytonos, és
ezen véges sok szakadasi pentban f-nek véges jobb~ és
baloldali hatdrértéke van.

T.8.9.Tét:1

Legyen f 28 szerint periodikus figgvény, tovabba
legyenek £ és £ a f-8;¢ 1 intervallumon szakaszonként

folytonos figgvények.
Ekkor az f fiiggvény Fourier sora v xDeLR pontban

konvergil az

-—%— . { Iim{_ f{x) + lim_ f(x) } értékhez .

H=> X x>
g
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T.9.10.Tétel

legyen f 2¢ szerint periodikus, peridédus-intervalluman
Riemann-integralhaté fiiggvény, melynek Fourier sora:

a
—52 + I { ah'cos(nnx/t) * bn-sin{nnx/t))'

a.) Ha f pdros fliggvény, akkor Fourler soriban V bn=0 .
b.) Ha f paratlan fliggvény, akkor Fourier sordban V an=0 .

Bizonyitas:
A bizonyitashoz haszndljuk fel azt a geometriailag ksnnyen

szemléltethetd segédiételt, amely szerint, ha g paratlan
filggvény, akkor az origéra szimmetrikus [-£;¢ ]

intervallumon vett Riemann-integrdlja zérus: y
2 o £
-1 -

Jglx) du = f g{x) dx + [ glx) dx =
-£ -2 o o 1 X

& £
= [ -g{x) dx + [ g{x)de=0
0 o

16. dbra

a.} Mivel f pdros figgvény, és sin{nux/8) paratian, a
g{x) = f(x)-sin(nnx/¢) flggvény is pdratlan —=> bn= 0 .
b.) Mivel f paratlan fiiggvény, és cos{nux/f) pdros, a
gi{x) = f(x)-cos(nnx/L} flggvény is p;:iratlan == a“='0 .

9.5. Feladatok a 9. fejezet anyagdhoz

F.9.1'" Legyen fl(x)=x : fn(x)-—-x“-.-xn"1 ha n>1
' _ _ {0 ha -1<x<1
¢s S(x) = yroa = { 1 ha el

Legyen tovabba £=0,0001 .
Adja meg azon Nxo(c] értékét, amelyre iS{xo}-Sn(xc)Rc

ha >N (e} a.) x=0,9 ; b.) x=-0,8 esetén.
*0 o] [+
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F.8.2. AdJa meg az alabbi hatvénysorok konvergenciasugarst
i1l. konvergenciaintervallumat:

a.) 1+ %2+ %74 +x/8+ ... = ):x“/z"
b 1 - w3 4 ax® - P27 ¢ 185 - 5535 ¢ 4% ~ .
e.) 2+ 2(x1) + 3x-10% + 2%(x-1)° + B (x-12)* + ...

(*) 2

d.) 1-x+x - %% e® -,

F.89.3. IrjJa fel az aldbbi fiiggvények Mac Laurin sorat:

8.) 2+sin x +cos x ; b.) 1-sin’x
c.} 1/(1+x) és in{1l+x)
d.)(.) 1V 1-x% &s arcsin x

F.9.4f-) Az aldbbi komplex szdmokat {rja fel exponencldlis
alakban:

21= 1+ z= 1~V 3 -1 z= -21

F.9.5. Irja fel az alabbi fliggvények Fourler sorit:
a.} fx)}=x+i ha xe{-mn)] és F{x+2n)=F{x)

b,}‘.’ f(x)=x ha xel(-m;n] és f{x+2n)=f{x)

c.)  f(x}=x* ha xe(-mnl és fx+2n)=f(x)

Ix} ha x e [-n/2:n/2]

d.} f(x)= { és f(x+2nr)=f(x)
0 ha xe (-m;-n/2)U(n/2;n}
0 ha x ¢ (-m;0)

e.} flx)= { és fix+2n)=f{x)
2 ha x & [O;n}

F.Q.GS.} Irja fel az alabbi figgvény Fourier sorat, majd

adJa meg azon numerikus sor &sszegét, amelyet az x=n/2
helyettesitéssel kap.

f{x}=1-x ha =xe(~m;n] és f(x+2n)=F(x)
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{10. A linearis algebra alapjal

10. 1. Determinansok

D.10.1.Definicié  (MASODRENDU DETERMINANS)

Legyenek =adottak a,b,c,d tetszbleges {valds vagy
komplex) szamok

A D'®= |22 9gf a.d - bec  kifejezést, amelynek értékét

a definldld egyenl&ség szerint szdmitjuk ki, mdsodrendd
determindnsnak nevezziik.

A masodrend(i determindnsnak 2 sora és 2 oszlopa van,
elemel az a,b,c,d szdmok .

A masodrendli determindns jel8lése, célszerlien, hogy az
elemek Jeltléséb8l mindjart a sor ill. az oszlop szerinti
elhelyezkedésilk is leolvashaté legyen:

Meg jegyzés:

1.) Definialhatunk elsérendd determingnst is: D''=la l=a
Figyelem! Itt Eaui nem abszolutértéket jeldl!
2.) A masodrendi determindnshoz hasonléan felirhatunk (ez

még nem definicié!) tetszSleges n-edrendd ( n>2 )

determindnst is:

{
200 B2 0 B A felirdsbél latszik,
NC 8ot P22 7 Pon hogy D'™’-ven

n db sor és n db oszlop van.

a_ a_...a
nl n2 nn
3.) D(“) tetszéleges a.lj eleméhez egyértelmlen definidljuk
D:‘J"” (n-1)-edrend(i - determininst, tugy hogy D'™-bsl

elhagyjuk 1i-edik sordat és j-edik oszlopat.
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Az n-edrendd determinanst teljes indukcidval definidl juk,
azaz felhaszndlJuk a masodrendi determinans D.10.1.
definiciéjat, majd az (n-1)-edrendd determinsns segitségével
definidl juk az n-edrend( determingnst m>2 esetére,

D.10.2.Definfcié  (N-EDRENDU DETERMINANS i N>2)

egyene adottak
Legyenek az 3,08 2B B BBy e,

, 2
B B e (sszesen n° db) wvalés vagy komplex szamok.

a" aiz ven ain
A a_ a a ul
21 22 7' -
pt™. | 2n | def Xa C DI, gy14s
. 1} 1}
a . - =1
nl nZ nn

kife jezést,

amelynek értéke a definialé egyenlfség szerint szamithatd
ki, n-edrendii determiniansnak nevezziik,

Heg jegyzés:
az A”= (-1t D:';-U kifejezést az 2, -elemhez
tartozé algebral adjunggltnak nevez=ziik.
(n}_
Ezzel a jeldléssel: D™= Za - A
1) 1}
i=1
Példa:
851 B2 2ga
%22 Ban %21 P23 21 S22
8. a_a = . . +a_ .
21 z2 23 1 la_a iz la_ & 13 ja__ a
az a3 31 "33 31 32

a _ a_a
31 32 33
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T.10.1.Tétel{ek) (A DETERMINANSOK TULAJDONSAGAI)

1.) . A determinédns értéke nem vdltozik, ha elemeit 2
determindns f64tléjdra Litkrbzzllk, azaz a determindnst
transzponé.ljuk. (Nem bizonyitjuk.)

| |2
-1 5 3 S8
Kovetkezmény: a determindns soraira kimondott tételek a

determinéns oszlopalra is érvényesek. (Es forditva, amit
az oszlopokra kimondunk, a sorokra is igaz.)}

Pl.: = 10-(-3) =

2.) Ha a determindns két sordt (vagy két oszlopdt)
fBlcserél jikk, a determindns értéke (-1)-gyel szorzédik.
{Nem bizonyitjuk.)

I N 1 - RN GRS BT

Kdvetkezmény: ha egy determininsban két, elemenként rendre
megegyezd sor {vagy oszlop) van, a determindns értéke zérus.

3.) A determindns tetsz&leges sora (vagy oszlopa) szerint
kifejthetd. (Nem bizonyitjuk.)

1=
4.) “Ferde kifejtés" tétele:
n

Ha izk akkor Za”‘ A =0 . (k=1,2, ,(i-1},(1+1),..,n)

k}
J=t
a_a_a
P 11 12 13
izonyitésa =3 esetén: D= a_ a_a
Bizony o 21 2z Yus
231 B3 Pag
legyen i=1 és k=2:
3 a_a a
):a-A - —a | 22 OW|en 1o T Ti2)
L, 15 "2 LI IR 1z | . 13, a
i= 32 33 31 a3 31 32
a_a_=a
11 12 13
=(-1)-| a_ a_m&a = 0 , mert két egyenld sora van.

i1 12 13
a,
a31 a32 33

5.} Ha egy determindns tetszbleges sorat ({vagy oszlopat)

megszorozzuk A. valés vagy komplex szdmmal, a determinans
értéke A-szorosara vdltozik.
A Dbizonyitast - végezze el gyakorlé feladatként pl.
harmadrendd determinans esetén ugy, hogy =& determindnst
aszerint a sora {vagy oszlopa) szerint fejti ki, amelyik
sort (vagy oszlopot) a A szdmral szorozta.

159



6.} Ha egy determindns valamelyik sordban {vagy oszlopdban)
alld elemek mindegyike kéttagl osszeg, =2 determindns
felirhaté két determindns $sszegeként az aldbbiak szerint:

2 a vee R a ces @ a cee @
11 i2 in 11 in 11 in

(a11+bil)(ai2+bi2)"(aln+bin) i TEREE aln * b11 T bln

. a . .
a a Tenn a nl nn ni nn
ni n2 nn

A blzonyitashoz fejtse ki a baloldalon 4116 determindnst
i-edik sora szerint!

7.} Ha egy determindns tetszfleges sordhoz (vagy
oszlopdhoz) egy mdsik sordnak (vagy oszlopanak} A-szorosat
hozzdad juk, a determinans értéke nem valtozik.

A Dbilzonyitdshoz végezze el az aldbbi determindns
felbontdsat két determindns Osszegére, majd alkalmazza az
5.pontban mondottakat, i1l. a 2. pont kdvetkezményét.

a a a
11 12 13
p*¥= {a_+x-a Ya +xa ){a +x:a )
- 21 11" a2 12’ “Ten 13
a a 2
31 32 , 33
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10.2. Matrixok

D.10.3.Definicid {MATRIX)

Egy k-n-es tipusit mdtrixon k-n db. valés vagy komplex
szém k sorban és n oszlopban vald elrendezését ért jik.
Jeltlés:

a_. a_ ....a
11 T1z2 in

a_ ....a
21 22 2n

. a } -
{ i1 k*n :

veen @

k1 Ske ka

D.10.4.Definicid

Egy matrix négyzetes, ha sorainak és oszlopainak szdma
egyenld. Minden négyzetes matrixhoz képezheté egy
determindns, a matrix determinansa az aldbbiak szerint:

a a .. a a _2a ves B
11 12 in 11 12 in
a a2 P a a vee A
21 22 2n (n} 21 22
A= 3 det A =D™= 20
a 2 PR - a a eea B
ni n2 nn ni ‘n2 nn

Az n-n-es tipusd métrix determindnsa n-edrendi.

D.10.5.Definicié (MATRIX ALDETERMINANSA)

Egy A matrix aldetermindnsdn értjlk annak az A
négyzetes matrixnak a determindnsat, amely A’ matrixot az
A matrixbél hoztunk létre gy, hogy az A matrixbél
sorokat és/vagy oszlopokat hagytunk el.

Meg jegyzés:

Aldetermindnsa minden matrixnak tébb is van, determinansa
azonban csak 2 négyzetes matrixoknak van, &5 minden
négyzetes médtrixnak egyetlen determindnsa van.

D.10.6.Definicié  {MATRIX RANGJA)

Az A matrix rangszédman vagy rangldn értjlik az A
#atrixbél képezhetd legmagasabb rendd, nem zérus. &rtéki
aldetermindns rendjét.

Az A mdtrix rangjdnak jeldlése: rang{A)

Meg jegyzés:
Ha k=n és A k-'n-es tipusi matrix, akkor rang{A)sk .
Egy mitrix rangja egyértelmiien meghatirozhaté.
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D.10.7.Definicié  (MATRIXOK EGYENLOSEGE)

Az A={a11) és B=(bijl k'n-es tipusd matrixok pontosan
akkor egyenlfek, ha V 1 és V j esetén a.u=blJ tel jesiil.

D. 10.8.Definfci6(k) (MATRIXMUVELETEK)

1.) Usszeadas: dof
= = . £
Legyen A (aljik_n és B (btj}k'n i A+B (a11+ bij]k_n
Meg jegyzés:
Csak azonos tipusi mdtrixok adhaték oGssze. A matrixok
dsszeaddsa kommutat{v és asszociativ.

2.) Szorzéds szédmmal:
Legyen A=(a1})k-n és A valés vagy komplex szam.

AtA = (x-a )
it} k*n
Megjegyzés:
Ha k=n, akkor a n-n-es tipusd A ill A-A matrixoknak létezik

a determindnsa, és det{A-A) = A"-det A teljesiil.

3.) Matrixok szorzésa:

Csak olyan két mitrix szorozhaté Sssze, amelyeknél teljesiil,
hogy az elsf tényezdként szerepls matrix oszlopainak széma
egyenid a méasodik tényez8ként szerepl8 matrix sorainak
szémdval. EbbS]l kivetkezfien a mdtrixok szorzésa nem
kommutativ mlivelet.

Legyenek adottak A={a )} és B=f(b ] matrixok.
i k'n ij'n's

n
Szorzatuk (A+B}=C ={c ) hol a, b
k's 1}

a c =
k's 1 gk Yy

A métrixok szorzdsdnil az asszociativitds és az Ssszeaddsnak
a szorzasra vonatkozé disztributivitdsa tel jesiil.

D.10.9.Befinicié  {EGYSEGMATRIX)

Az E:(eljiwtl négyzetes mdirix az n-n-es egységmitrix,

ha minden f6atlébell eleme I és minden £&atlén kiviili eleme

1 ha i=j

zérus, azaz eij={ 0 ha i%j

Pi.:

[= R R
[= R I =]

a 3-3-as egységmatrix: E5= [

=00
[N——
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D. 10.10.Definfcié €R£GULARIS ILL. SZINGULARIS MATRIX)

Az' A négyzetes matrix reguléaris ha det A O
szingulédris, ha det A =0 .

¥

D.10.11.Definfcié  (INVERZ MATRIX)

Az A ¢és B n-'n-es tipusid négyzetes mitrixok egymés
inverzei, ha A-B = B-A = En.

T.10.2.Tétel (AZ INVERZ MATRIX EGYERTELMUSEGE)

Legyen A n-n-es tipusdi nem szinguldris {regularis)
négyzetes mdtrix. EkKor wvan inverze, és egyetlen inverze
van.

Az A matrix inverzének jeldlése: A,
A tételt nem bizonyitjuk.

Megjegyzés: szinguldris matrixnak 111, nem négyzetes
matrixnak nincs inverzet

10.3. Linedris egyenletrendszerek

D.10. 12. Pefinicid {LINEARIS EGYENLETRENDSZER)
Legyen adott az _Q:(au) k-n-es tipusd matrix, tovabbis a

o= (b ) = (b) k-l-es tipusi d.n. oszlopmatrix vagy
masnéven oszlopvektor,
¢s legyenek ismeretlenek az x = (x1}) = (xj} n-l-es

tipusi oszlopvektor elemei.

Az ﬁ-§ = b mdtrixegyenlettel meghatdrozott

a *xXx+a ‘x+ ....+a *®x=bh
11 71 1z T2 in 'n
egyenletrendszert
a, b B _X bt a, 'xn= b2
n s
linedris egyenletrendszernek
nevezzik.
a *Xx+a *x+ ....+a 'x=b 2
k1 1 x2 ‘2 kn nhk

Az itt felirt linedris egyenletrendszer k db egyenletbd}
all, és n db ismeretlent tartalmaz.

Azt az X oszlopvektort, vagyis azt az (xz,xz,...,xn}
tsszetartozé szam n-est, amelyre ﬁ-ﬁ = b teljestil, az

adott linedris egyenletrendszer megoldasinak nevezziik,
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D.10.13.Definicié

Két linedris egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha
megoldédsaik azonosak.
Meglegyzés:
Ekvivalens dtalakitdsok a linedris egyenletrendszeren:
- egyenletek felcserélése
- egy vagy Lbbb egyenlet konstansszorosdnak hozziaddsa
az egyenletrendszer valamely egyenletéhez
- egyenlet szorzdsa A#D sziammal

D.10.14.Definicié

Az © Ax = b linedris egyenletrendszert homogénnek
nevezzilk, ha a E oszlopvektor minden eleme zérus.

Ha egy lineéris egyenletrendszef nem homogén, akkor
inhomogénnek nevezziik.

T.10.3.Tétel
A homogén linedris egyenletrendszernek mindig van
megolddsa, azon X oszlopvektor, melynek minden eleme zérus.

Ezt a megolddst a homogén linedris egyenleirendszer
trivialis megoldésanak nevezziik.
D. 10, 15.Definicio

Legyenek adottak A = (au} k'n-es tipusi matrix ¢és
b = (b‘} k<l-es tipusit oszlopmatrix .

Az A'Xx = b  limedris egyen'.t b&vitett matrixanak
nevezzitk azt az éb k- (n+l1)-es tipusd matrixet, amelyet ugy
kapunk, hogy az ﬁ métirixhoz utolsé oszlopként hozzairjuk a
b oszlopvektort,

T.10.4.Tétel  (LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDHATOSAGA)

Az A-x = b linedris egyenletrendszernek pontosan akkor
van megeldasa, ha rang{A} = rang(Ab}.

Ha a linedris egyenietrendszerben szereplS ismeretlenek
szdma n , tovabbad rang(A} = rang(Ab) = r , akkor a
linedris egyenletrendszernek

- pontosan egy megoldasa van, ha n=r

- wvéglelen sok megolddsa van, n-r szabad paraméterrel,
ha n>r
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A tételt nem bizonyit juk.
Megjegyzés: vagy rang{A)=rang(Ab) vagy rang(Ab)=1+rang{A)

Bir a T.10.4. tételt nem bizonyitottuk, az aldbblakban
sszefoglalunk egy eljardast, a Gauss féle elimindclds
el Jarast, amely vildgossd  teszi a T.10.4. tétel
bizonyitasanak elvét,

A Gauss féle elimindcids el jdrdsnak az a célja, hogy az
eredeti A'x = b linedris egyenletrendszerbfl ekvivalens
atalakitdsi 1épésekkel olyan linedris egyenletrendszert
hozzunk létre, amelynek matrixaban a”= 0 ha 1>}, azaz a
matrix “"f&atloja” alatti elemek zérusok.

A Causs médszer lépései:

Legyen adott az aldbbi linearis egyenletrendszer:

a *Xx+a *X+,.,, ta ‘X =Tbh
11 71 12 2 in ' n 1
a X+ a X+ .... +3 x =b
21 71 22 "2 2n “n 2
a *Xx+a *'x+ ..., +a *x =b
k1 1 2 ‘2 kn n K

1.) Az egyenietrendszerben megkeressiik az els§ olyan

. €s
ezt az egyenletet felcseréljilk az elsS egyenlebtel., A

egyenletet, {legyen ez az i-edik} amelyikben auat 0

tovabbiakban értelemszerlien az egyenletrendszer egyiitthatoéit

is Atindexel jik, tehdt a sorcsere eldtti aU -k most a -K

lesznek, az a_ -k a -k, b -b6l b lesz, és b ~b6l b, .
13 i} t 1 1 i

Ezt az Matindexeld” 1épést ezutdn magdtdlértetéddének

tekint jlk, kiilén nem fogjuk emliteni.

2.) Az elss helyen 4116 egyenlet 2:\21/21.u ~gzeresét levonva
a masodlk egyenletb&l elimindljuk a mésodik egyenletbsl az
X, ismeretlent ; majd ezt a 1lépést a tEbbi egyenlettel is
elvégezzitkk, az elsd helyen a116 egyenlet an/a“ -szeresét

haszndlva az elimindcidhoz a j-edik egyenletnél.
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Eredmény:

a X+ a2 X+ ....+3a *Xx =b
11 "1 12 "2 in ‘n 1
a X+ ,,... +a ‘X =b
22 2 2n n 2
& X% .... +a *x =b
k2 ‘2 kn n k

3.} Az 4§, ekvivalens egyenletrendszer miscdik egyenletétél
kiindulva megkeressilkk az els§ olyan egyenletet (legyen ez az
m-edik}, amelyikben a #0 , ¢és ezt az egyenletet
felcserél jik a wmdsodikkal, najd elimindciét végzink a
mésodik helyen 4llé egyenlet ajz/a.m:g = szeresét haszndlva a
J-edik egyenleibsl az X, ismeretlen kikliszébBléséhez.

Az eljdrast mindaddig folytatjuk, amig az alabbi két eset
egyikéhez nem Jutunk:

a.) Az alabbi alakhoz jutunk, ahol r=n és r=k val:_m_int au¢0

a ‘Xx+a _x+t...+m X+ ,., +a ‘X =b
11 "t 12 "2 1r r in 'n 1
a X+ ... +a_'x+ .., +a ‘x =b

22 2 2r 71 Zn n 2

a ‘Xx+ ... +a *Xx =b

e r ™rn n P

A fenti egyenietrendszer egyiitthatél természetesen a
sorozatos &4t jelGlések kévetkeztében mar nem az eredeti a.”-k.

Ebben az esetben a 1linedris egyenletrendszernek van
megolddsa, éspedig, ha r=n , akkor egyetlen megold4s van, ha
pedig r<n , akkor az egyenletrendszernek végtelen sok
megolddsa van, amely végtelen sok megoldasbél gy adhatunk
meg egyet, hogy az utolsé egyenletben szereplé (n-r+1)
IsmeretlenbSi (n-r) ismeretlennck az értékét szabadon
megvdlaszt Juk, a fennmaradé egyet pedig ezen utolsé
egyenletb8l  kiszamitjuk. A tébbl egyenletbfl ezutsn
értelemszeren adédik a ttbbi ismeretlen szémitasa.

A médszerbSl pontosan lathaté, hogy mit Jelent a T.10.4.

tételben az egyetlen megoldds i1l. a végtelen sok megoldis
esetén az (n-r) szabad paraméter. -

b.) Az elimindcié soran valamelyik egyenlé_tben minden a

: ) 1]
egyiitthaté zérussa valik és b= 0 ": Ez ellentmondast
Jelent, tehat a linedris egyenleiren_q_l"szernek nincs\r
megoldasa. )
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Megjepyzés:
Nem tértink még ki arra az esetre, ha az elimindcidéban az

xp ismeretlen kiklsztbdléséhez az egvenletek kﬁzﬁtt lefalé
haladva hem taldlunk olyan ggyenletet, ahol aipa 0
Ilyenkor - az adott ismeretlent szabad paraméternek
tekinthet jik, amennylben az eéyenletrendszernek van
megolddsa . ’ '

-

A nmost kévetkezs ‘tétel arra az igen fontos esetre
vonatkozik, amikor az egyenletrendszer egyenleteinek és
ismeretleneinek a szama égyenlé.

T.10.5.Tétel - (CRAMER SZABALY)

Legven az Ax=b linesris égyenletrendszer A mitrixa
négyzetes matrix. .

A fentl linedris egyenletrendsernek pontosan akkor van
egyellen megoldédsa, ha az A matrix nem szinguldris tehit
det A .= O . Ez az egyetlen megoldds az aldbbiak szerint

Vszamithaté: % D:

s © @R ahol a Dl determindns tGgy
képezhets det A -b6é1, hogy
det A l-edik oszlopvektordnak a helyére a b oszlopvektort
helyettesit jik.

Bizonyitas:
1.) Tegyik fel, hogy. det A # 0 . Ekkor rang(A]=rang(Ab)=n.

tehdt az egyenletrendszernek a T.10.4. tétel szerint
egyetlen megolddsa van. ’

2.) Tegyillk fel, hogy az egyenletrendszernek egyetlen
" megoldésa van, ekkor o T.10.4. tétel szerint rang(A)=n
tehdt det A =0 .

Megjegyzés:

A tételnek a megoldds kiszamitdsdra vonatkozd részét nem
bizonyit juk, azonban® 2 ismeretlen esetére gyakorld
feladatként {rjak fel a megolddst a k&zépiskoldabsl J61
ismert egyenl$§ egylitthatok médszerével, majd vessék ezt
tssze a determindnsokré! tanultakkal,
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10.4. Vektorok

Ebben az alféjezetben a fizikai (haromdimenziés) - tér
vektoraival3 fogunk foglalkozni. A hér%pdimenziés tér
Jeldlése: R™ , a kétdimenzids téré (siké): R

D.10.18.Definicié  (VEKTOR)

Vektornak nevezzilk a tér adott hosszissagd, irdnyc és
irdanyitdsi szakaszainak Ysszességét. Ezen halmaz egy elemét
a vektor egy reprezentdnsédnsk nevezziik.

Az  {gy definl&lt wvekbior az 1.n. szabadvektor. A
szabadvektor kiinduldsi pontja tetszéleges, az egyes
reprezenténsok egymiasbavihetdk parhuzamos eltoldéssal.

A k6tott wvektor a szabadvektortsl annyiban kﬂiﬁnbﬁzik,
hogy kiindulési pontja régzitett. - :
A tovabbiakban a vektor szabadvektort fog Jelenteni.

1.) a nullvektort (hossza zérus, irdnya, iranyitdsa
tetsz8leges) .
2.} két veklor UOsszeaddsdra vonatkozé hiromszdg 1i1l.
: paralellogramma  mdédszert, . valamint a  vektorok -
Ssszeaddsara vonatkozé . = kommutativitast és
asszociativitsast.

3.)1 a vektorok szammal valé szorzdsst:
legyen 2aeR ¢és géﬁs.
a A-a vektor az a vektor, amelynek
~ hosszisaga: [x-al={A|-}jal
_”— iréaya megegyezik a iranyaval

- iranyitésa:
megegyezik a iranyitdsaval ha A>0

ellentétes a irédnyitdsdval ha A<0

a szammal valé szorzds tulajdonsdgai: A, pueR ; g,gema
) h.g: 2-}‘ : h-(p-g} = (A.n}.§
A-(§+§) =2Xa+Ab {(Atpg)-a = A-a + pra
4.} két vektor _parhuzamossagat :
all-b <= b=2aa vagy a=20

(a nulivektor tetszéleges vektorral parhuzamosnak - de
ugyanigy mer&legesnek is ~ tekinthetd)
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T.10.6. Tétel

a.) Legyenek adottak a2 és b tetszSleges nem parhuzamos
vektorok. Ezen vektorok dltal meghatdrozott sik tetsz&leges

v vektora eldallithaté v = A-a + u-b alakban ahol A és p
egyérielmlen meghatdrozott szamok.

b.) lLegyenek adottak a b és c tetszfleges, nem egy
sikban fekv8é wvektorok. Ekkor a tér tetszéleges v vektora
eldallithaté v = a«'a + B'b + y-c  alakban, ahol «,f8 és ¥
egyértelmiien meghatdrozott szamok. '

A tétel bizonyitdsa gyakorls feladat. {Az el8allithatésaghoz
haszndlja a paralellogramma médszert!)

D.10.17.Definicié (VEKTOROK LINEARIS KOMBINACIOJA)

Legyenek adottak az a,,8,,...,8 vektorck, és a A:'A

R |
2 n

=1
vektorok linedris kombinacié,jéqak nevezzik,

szémok. A b =2 ra +2A_ra+ ...+ A -a vektortaz {a} "
= 1 2 -2 n -n

D.10.18.Definicié - (LINEARIS FUGCETLENSE G)

Az 2,8, -...a vektorokbél #4116 halmazt linearisan
fuggetlennek nevezzilk pontosan akkor, ha a
C =2 3t A T A = (*)

telJesuIésébol kovetkezik hogy 7\ "?L .=An=0 .

Egyébként az {a} o halmazt llneér‘isan figgének nevezziik.

Megjegyzés: Egyetlen figgetlen vektorrendszer (halmaz) sem
tartalmazza a zérusvektort. )

T.10.7.Téte}

Az a, a,...,gn vektorok pontosan akkor linearisan
‘osszef‘uggok ha koéziilik valamelyik kifejezhetd a t&bbi

linedris kombinacis jalként.

Bizonyitas: .
a.) Tegylik fel, hogy 3 aJ a rendszerben, amely a t&bbi
vektorral kifejezhets: a -E A 2 = 0= -g.j-c- [i *a,,

1F}
tehdt ekkor- a vektorck linearis kombindcid jaként a

nullvektor is kifejezhetd.
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b.) Tegylk fel, hogy a nullvektor kifelezhets ‘az adott
vektorok 1inesris kombindciGjaként: Q = J A -3, és 3 A %0 .

Ekkor a =lzj(—hllajl-gl

Megjegyzés:
Ha egy vektorrendszer a nullvektort tartalmazza, akkor
csak linedrisan Gsszefiigg8 vektorrendszer lehet’

T. 10.8. Tétel

1.} Az egyenesen '3 egy linedrisan fiiggetlen rendszert

alkoté vektor, de barmely két vektor linedrisan sszefilggé
renszert alkot. -

2.} A sikban 3 két linedrisan figgetlen rendszert alkoid

vektor, de barmely hdrom vektor linedrisan Osszefiiggd
rendszert alkot.

3.} A térpen 32 hirom linedrisan fiiggetlen rendszert alkoté

vektor, de barmely négy vektor linedrisan ©sszeflggd
rendszert alkot.

Bizonyitas:

1.) Az egyenes barmely két vektora pirhuzamos egymassal.
2.) 3.} a T.10.6. tétel kivetkezménye. !

D.10.19.Definicié  (VEKTORTER DIMENZIGJA)

Egy vektorteret n dimenziésnak neveziink, ha létezik benne
n db linedrisan flggetlen rendszert alkoté vektor, de
barmely (n+1} db. vektor linedrisan Gsszefiggs.

Megjegyzés: a vektortér pontos definiciéjat még nem adiuk
meg, egyelére csupdn szemlélet alapjdn foglalkozunk az
egyenessel, sikkal, fizikal térrel, mint rendre 1, 2, i11.3
dimenzi6és vektorterekkel.
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D. 10.20.Definicié { VEKTOROK KCORDINATAS ALAKJA)

' Legyenek adottak az i,k egységnyi hossziségd, térbeli
vektorok, amelyek egymdsra paronként merdlegesek, és a k
vekior olyan irdnyitasd, hogy végpont jibsl "visszanédzve" az
'1 €és J vektorok dltal meghatdrozott sikra, az } vektort a j
vektorba 180°-n&l kisebb (Jelen esetben 890°-0s) pozitiv
irdnyt elforgatds viszi at. (Ekkor mz !, J,k vektorok - az
adott sorrendben ~ jobbsodrdsd rendszert alkotnak. )

Az igy megadott i, J,k vektorok nincsenek egy sikban, tehat
a T.10.6. tétel szerint egyértelmlien meghatdrozott linedris
kombindcid juk megadja a tér tetszdéleges v vektorat.

A v=xi+yj+zk=1(xy2) a v vektor koordinitas
alakja, @8z (x,¥,2Z) rendezett szdmhdrmast a vektor
koordinidtdinak nevezzilk.

Megjegyzés: Az (x,y,z) rendezett szamhdrmes fogalmat fogjuk
majd kiterjesztenli -~ rendezett szdm n-esként - ahhoz, hopy
az n dimenziés tér vektorait megadhassuk.

T.10.9.Tétel
1.) Az Psszeadas koordinitds alakban:
legven a=(a ,a ,a)és b= (b ,b,b)
- x Yy % - xX b4 z
Ekkor a+b=(a+b ; a+b ; a +b )
- - X x b4 Yy z z
2.} Skaldrral valé szorzas koordindtds alakban:

Legyen a = {ax.ay,az) és A eR

Ekkor Ara=( Ara ; Az ; A-a )
- x ¥y =

A tétel bizonyitdsa gyakorld feladat.

D.10.21.Definicis  (SKALARSZORZAT)

" Legyenek adottak az a és b vektorok, melyek
“abszolutértéke Jal és [b] , valamint az a vektort a b
vektorba forgaté szbg legyen ¢ . (F< g41€0%)

Az a és b vektorok skaldrszorzatanak nevezzik az

a'b = |aj-|bl- cos ¢ valdés szémot.
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T.10.10.Tétel - (A SKALARSZORZAT TULAJDONSAGAI)
Legyenek adottak a,b,ceR° és AeR .
1.} a'b=ba (kommutativitds) .
2.) a-(btc) =a'b +ac (disztributivitss)
3.) (A-a):b = A-(a'b)
I

4.} a-a =

5.) a1b <= ab=o0
A tulajdonsdgok beldtasa gyakorld feladat.

Meg jegyzés:
(a'b)'c # a-(b'c)  mivel a baloldalt vektor c~vel, a

Jobboldali pedig a-val parhuzamos!

T.iO.ll.Tétel (A SKALARSZ0RZAT KCORDINATAS ALAKJA)
Legyen a=(a ,a ,a ) ég b = (b ,b,b ).
- Xy =z - X y oz
Ekkor a‘b=a+b +a-b +a-b
- X = Yy oy z z

Bizonyitas:
A miveleti tulajdonsagok alapjdn :

ab=(a-i+a-j+a kl-(b-1+b ‘J+ b rk) =
- - x = b4 z - x " Yy z -

a b +i? +a -b -Jz +a b k®+(a b +a b )-i-g +
X x - y ¥ z z - X ¥ y % =
*(a-b +a-blick+(a-b +a-b ik =
X oz z x = = Yy z |z y ¥ =
=a ‘b +a-+b +a b
X X Yy ¥ z =z
mivel i"=j"=k"=1 ¢g I-j=i-k=j-k=0
Megjegyzés:
Az 1, ],k egységvektorok koordinatéas alakja:

1=10,00 ; j=(0,1,00 ; k = (0,0,1)

D.10.22. Befinicis (VEXTORIALIS SZORZAT)

Az a és b egymissal ¢ szbget bezdré vektorok
vektoridlis szorzata az a ¢ vektor amelynek
=~ hossza: J|e| = {al-|b}- sin ]
- liranya: merdleges az a és b vektorokra
- irédnyitasa: olyan, hogy az a , b , ¢ vektorok a

megadott sorrendben jobbsodrdsd rendszert alkotnak.

Az 3 és b vektorak vektori szorzatdnak Jelblése: a x« b
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T.10.12,.Tétel (A VEKTORI SZORZAT TULAJDONSAGAI)
Legyenek adottak a,b,c € R’ és A u eR .

1.) axb=-Dbxa {(antikommutativitas)

2.) (r-a) x {(gb) = (A+p)+(a x b) '

3.) ax(b+c) ={(axb) +{axec) (disztributivitas)

4.} axb=0 <= alb

A tételt nem bizonyitjuk, de az 1,2 és 4. tulajdonsdgokat
gyakorld feladatként ldssa be!

7.10.13.Tétel (A VEKTORI SZORZAT KOORDINATAS ALAKJA)
Llegyen a = (a,a,a} és b= [bx,by,bz} . Ekkor

%Xy =z
1 Jk
axb=|%%% =(ab-bali-(ab-bal)j+
- - yz yz = Xz X =
bxb.ybz +{ab-ba )k
X'y =y =
Bizonyités:
Mivel ix1=JxJj=%k=xk=0, tovabba
ixj=-jxl=k:Jxk=-kxj=1:kxl=-1xks=

a miiveleti tulajdonsagokbdl adédik:
" axb=f(a‘i+a-‘j+a-k)x(b-i+b-+j+b- k)=
- - X - b z - x - v z -

=(ab-bali-(ab-ba)j+ (ab-ba)lk
¥y yz =~ - Xz RZ XKy Xy =

D. 10.23.Definicis { VEGYESSZORZAT)

Az a , b és c vektorok vegyesszorzatidn az ar{b x c¢j
valds szamot ért jik,

T.10. 14. Tétel (A VEGYESSZORZAT KOORDINATAS ALAKJA)
Legyenek adottak a = (a,a,a) , b = (b,b,b} és
- X vy =z - Ry oz
c = {c,c ,c ) wvektorok. Ekkor
- X b4 z

a a a
x v determininssal
a(bxeg)=|b b, b, adhaté meg .
c cc
X b4 z

A tétel bizonyitdsa a skaldrszorzat, a vektoridlis szorzat

€s a determindnsok kiszdmitdsi szabilydval gyakorlé feladat.
Kovetkezmény:

a-{bxe] = b-(cxa) = ¢c-(axb) = -a-(cxb) = -b-(axc) = -c-(bxa)
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T. 10, 14.Tétel (AZ EGYENES VEKTOREGYENLETE)

Legyen az e térbeli egyenes egy adott pontja P°=(x°, yo, zo)_
és legyen az e egyenes parhuzamos a Vv = (vx, vy,vz)
vektorral, Ekkor az e egyenes tetszdleges P={:'<.y,z)

pont jadhoz a Po pontbol hidzott vektor pérhuzamos a v
— .
vektorral. Az e egyenes vektoregyenlete tehdt: - POP =ty

Koordindtds alakban az egyenes egyenletrendszere:

XxX=x+v- 't ; =y+ vt =z + v i,
0 x Y=Y, y iz ¢ =z

T.10. 15.Tétel (A S{K EGYENLETE)

Legyen az S sik egy adott pontja Po=(x°,yé.zo) és légyen.
az S sik merSleges az p = [nx,ny.nz) vektorra. Ekkor az
S sik tetszfleges P=(x,y,z} pontjdhoz a Pd pontbd}

hidzott vektor merfleges az n  vektorra. Az S sik
-
egyenlete tehat: PoP *nhn=0.

Koordinitds alakban a sik egyenlete:
n (x—xe) +n (y-yn) +n- {z-zo) =0

T.10.16.Tétel (A VEKTOROK ES A LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK}

Legyenek adottak az a = (a .2 .8, ) : 2= (a ,a ,2,) ]
2= (axs’aza'aasl é¢s b = (bx'bz'ba) vektorpk, és az

alabbl linedris egyenletrendszer:

& *X +a ‘X +a -« =b
11 1 12 "2 i3 xa 1
a "X t+ta X +a X =b *
21 1 22 T2 23 "3 2 =)

By ¥y By Xy Y e b
Ezen 1linedris egyenletrendszernek pontosan akkor van -
megolddsa, ha a b vektor elfallithaté az a
vektorok linearis kombindciéjaként.

a
1"-2"-3

Az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van pontosan akker,

ha az 2,2,,2, vektorok halmaza linearisan f‘-ﬂggetlen.
A tétel bizonyitasa gyakorlié feladat.

{ a {(*) 1in. egyenletrendszer X 0Bt xR+ X B, = b
alakba irhaltét)
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10.5. Feladatok a 10. fejezet anyagahoz

{*)

F.10.1. Szamitsa ki az alabbi determindnsok értékét:
a.) 1 2 10 b. ) i 1 1

-1 1 2 a b c

01 1 a® p? %

F.10.2. Mutassa meg, hogy az alabbi determindns zérus:

b+c at+c b+a
a b [
1 i 1

F.10.3. Szamitsa ki =z értékét, ha:

a.) 1 2 =z b.)f‘) z" 1 5
g 1 1 = -186 0 ¢} 2 = 2+81
z 1 0 1 -4 z

F.10.4. Adottak az A, B, C mnatrixok:

1 2 0

0 1 -2 o 2 1 -2
A= 1 0 3 B=- 1 -1 C =

2 10 t -3

g 2 10

Adja meg az alabbi mitrixokat, ha létezneki

A‘B ; AC ; BC ; BA; CA ; CB

;. A-B-C

N N R D T

.
3

F.10.5'"7 Adja meg x azon értékeit melyekre az alabbi

matrix invertialhats!

x 1 1
A= 1 1 1
1 1 x.
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F.lO.Bf.} Oldja meg az aldbbi linedris egyenleirendszereket:

a.) x4+ 2y +5z2=-9 b.) 3x~- y+2z= §
X- y+3z= 2 x+2y- z= 3T
3x -8By - z=25 dx + y + 3z = 12
c.} X-2y + z = -1
-8k + y+2z= 3
-4x ~ y+ 3z = A 1.) A=2 ; 2.) A=B
d.) R 2xa -x = 3
~x, * 2x2 - X, hx = 1
X, + 4x2 + 3x3 - X, = 0

F.10.7'"! AdJa meg az a és b valés szamokat gy, hogy az

alabbi linedris egyenletrendszernek

a.) ne legyen megoldésa b.) wvégtelen sok megoldasa
legyen ; c.) egyetlen megoldasa legyen . .
a‘'x + 2y - 2z = 2
X+ y- z=b
X -8y +2z =0

F.10.8'")  Irja fel az alabbi sikok egyenleteit:

a.) S1 tartalmazza a P1=(1.2,0) P2=(0,1,0) P3=(1,i,1]
pontokat.

b.} S2 merﬁieges az n = (1,3,-2) vektorra és tartalmazza
a P0=(-1,5,S) pontot.

c.) 53 tartalmazza az e, és e, egyeneseket

‘e X = 1+2t e, XxX= 3-2x
y =3t ¥y = 2-3A
z=5 z =0
F.IO.QS') Irja fel az al4dbbi egyeﬁesek egyenletrendszerét:

a.) e, Athalad a P1=(2’0'3) és P2=[1.-1,5) pontokon.
b.} e, dthalad az origén és merfleges a 2x + y - z = 3

sikra.

c.) e, dthalad a P0=(1,5.8) ponton és pérhuzamos a
v={0,1,7) wvektorral.
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F.10.10. Hatdrozza meg az S : 2x + 3y -~ z = B egyenletl

sik és az e : x =2 + 2t
y =8+t egyenes tavolsagit!
z=2+7t

F.10.11. Hatdrozza meg az Si: X~-2y + 22 =3 és

Sz: -X + 2y - 2z = 5 sikok tAvolsagat?

F.10.12. Hatdrozza meg a P6={1,3.-2] pont tédvolsigit az

e: X =4
y=3+t egyenest&lt
z =1+ 5t
F.IO.ISS.) Hatarozza meg az e és e, egyenesek tdvolssigat
és szogét! e x =1+ 2t e : X =3+ 2u
1 2
y=2-1¢ y = 2u
z=1+ 3t z = -1

F.10.14. Hatdrozza meg az Sl: Zx + y -2z +5 =0 és az

52: x —y +6z - 3 =0 sikok metszésvonaldnak

irdnyvektorat és egy pont jat!

F.10.18!"?  Tikrézze a P,=(1,3,0) pontot az S: x +y =5
sikrat
F.10.18. Tikrozze az e egyenest az S : X + 2y -~ z = 3
i ] . =
sikra! e: x=1+2t Hatdrozza méeg e és S
y =1+ 3t . .
z = -t szbgelt!
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Figgelék

A {*)-gal Jeldlt feladatokhoz tartozé eredmények

F.2.5. supa =20 H inf A = -1
sup B=23 H infB=-0w¢gR
sup € = 1+V3 ; inf € = V3

F.2.8. A : nem nyilt,nem z4rt, korlatos
B-: zért, nem nyilt, korlatos
€ : zirt, nem nyilt, korlatos
D : zart, nem ny{it, korlatos

F.2.10. R nyflt: ¥ reR esetén pl. (r-i;r+1} c &
Razért : torl R=Rc R .
2 nyfit: nincs pontja
pz2irt : torl v =pc e

F.2.11. ¢.}) xe ( -2 ) u { J0 }
J) xe( ~x(-3- v57)/ ¥ o (-3+V§'1/2 « )
1.} xe(3;4) v 4.7 }

F.3.2. z, = 9/26 - i-19/26 ; z, = 3+ 31

F.2.5. a.} z, 5=(-3 13 )2 ; p(z)=(z-1)-(zz+3z+3)
b.)z =131 ; z =1-5
c.) z, = -3+41 z, = ~3-41

4.) z, = 1 z, = i z, = -1 ; z, = o
plz) = (2-1)-(z+1)-(2%1)
)z, =21 i z, = (132 ; z = (-1-1-¥3 )2

plz) = (zz+4)-(zz+z+1) ‘
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F.4.3. a.) w ; b.l o ; ¢)0 ;
. )0 ; ed 172 ; f)e ;

F.4.5 a.)e"a' : b)em-, c.) e

F.4.8.a)1t ; b)1 ; ¢)0 ; d)0 ; e)0 ;
£.) 0 ; g.) ha a=2 akkor 0 , ha a=3 akkor +w .

F.4.10. a.) div ; b.) konv ; ¢.) konv ; d.) konv
e.) konv ; f.) div ; g:) konv :

F.4.11., a.) absz. konv. ; IS-Smo'l < 17101}
b.) felt. konv. R |§-slw[ <-1_/1(:02
c.? absz, kénv. I IS—SmGI_ < 1/1
d.) absz. konv.. ; - }S-Smo; < 10
~e.) felt, konv. §  [s-5 | ¢ 1/2

F.5.1

- \ et
. tha -:‘?:a ) . ihx « S0
——— s e b e -'—..'...—..’p——.-—-..—.- 2

- -
4 x
T e e g o i _--—-\——-_‘ir--————-——
17. &bra
F.5.3. {sh x)" = ¢h x ; {ch %}’ = sh x
(th x)* = l . f(cth x)* = —1
ch™x ’ shzx

178



F.5.5.

F.5.7.

F.B.8.

F.5.11.

F.6.2.

F.8.3.

F.g6.4.

F.6.6.

F.6.7.

F.g6.8.

arsh x = In( x+vVxZ+1 ) i arch x = In{ x*vx°-1 )

- l 1+x . _ I x+1
arth x = In = ; arcth x = In =i
d. ) 1 i e.dpemd ; f£.) 1
iymn2 ; §.) -nr2 7 k.) nsg g
0.) % p.) 1 :oq.) et

€.} X = 2-ben nem tehet§ folytonoss4,
X =-2-ben f(-2)=3/4 értékadassal folytonos.
d.} % = O-ban £{0) =3/5 é&rtékadassal folytonos.
g.) x = 1-ben folytonos, masutt nem.
h.) Ha a # 0, b = 1/(2V2) esetén felytonos.
Erinté egyenlete: y=-8-({x~1) ; y(0,9) & 0,5

A= 2ram + 2ran i V maximilis, ha m/r = 2 azaz
r = A. és m= 24 ‘
J 1514 J 3n

Maximdlis a keriilet, ha AC=a és AB=a-vZ2
vagy AC=a'vZ &s AB=a .
Minimdlis a keriilet, ha AC=AB=a-v§/2 .

a.}) 172 ; b.) = ;o c.) 12
d.) -1/m ; (m=0) ioe.l 1l 5 f£.) 1/3
T () =1+ 2:(x-n/4) + 2-(x-n/4)?

d) T = x - x*2 + x%73 - ¥4 + ¥5/5
In2e1-1/2+1/3 - 174+ 1/5 ; |H| < 1/6

e.) T (x} = x + X3 + x5
In2=0,6+06/3+0,6/5 ; [u|<o0,67a48
- 173y 173y 2 1/3y . n

T O =1+ ()% + (L=« ...« [ )

x= 0.2 : n=6 esetén |H| < 107
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F.6.9. e.) fix} = x°

y fx)s x*
1/e
- 1
1, 3 [( e) ”]
‘%i‘
Ve X 18. &bra
£.) fi(x) = arc tg X1
- *~1
v} i
5 | fixparcig f(-_‘-z-
= T
\ l
-1\ ;1 X
X X x "
2 i R=("—2—;-4-]U(E,
I
19. Abra
F.7.1. a.) cos 2x - (174 -~ x°/2) + x/2 - sin 2x + C
B.) 1/5 - e - (2-sinx-cosx )} + C
F.7.2. c.) In i x] + C
F.7.3. ¢.) /2 - aresin (x-1) + (x-1)-¥ 1-(x-1)® +C
F.7.4. c.) ~-1/x - arctg x + C
d.) x + Injx-1] + In(x%+1) - arctg x + C
F.7.7. c.) V¥*- 1 - 2-arctg{ x (2) v x*- 1 }+c
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F.B.1..

F.8.2.

F.8.3.

T 8.4,

F.8.5.°

F.8.6.

F.B.T.

F.8.8.

F.9.1,

F.9.2.

F.8.3.

F.9.4.

F.8.5.

F.9.6.

B.) 20V - 1) +' w6 ; ) 5
a) 2viT = 2 5 d.) 2 (1921114317 + 2 In(10vD))

a.}) In3 - 3.2

‘a.) =

c.) (14572 . 16°2).q, 27

bhle-1 ; c.) -2

d)Y (1 -V35-nn12)Yrs2 5 £.)43 - 1208

b.) divergens : c.) 1/1n 2
h.) 2 . 1) In V3
a.) konvergens ; b.) konvergens ; c.) konvergens

a.) és b.) . Nm(e) = =-4/1g0,9 = 87
b.)r=2 I ={2; 2)
d)lr=1 i I ={-1, 1)
p 2 . 4 [
: i . 2y o 2on _ ®x . 3x 15x
d.) = —Efn}(x] R R e+ i
v i-x n=0
2n+l 3 S
- 829 o e Y - X 3x
arcsinx—}('n]{z AEXY ettt
z 5y . e ;2 =2 -1/ ; = .12
1 - 2 3
T 2 kel '
b.) £(x) =¥ g D" sin kx
=
e 2 k
f(x)=1+{ E-(—ll-sinkx
k= .
1t -2(1-1/3+1/5 - 1/7 + ... )

»
=l‘l
~
n
—
[}
£
"o

1 - 1/3 + 1/8 - 1/7 + ...
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F.10.1. a,) D=-8 ; b)) D= (b-a):({c-a)-{¢-b)

F.10.3. b.) zZ, = (41)V272  ;  z = - (1+1)-V3/2

F.10.8.

x € B\{1)

F.10.6. a.} x =2 ; y=-3 ; z=-1

" b.)x=1 ; y=2 ; z=2

c.) A=2 : 1xw ; A=5 : nincs megoldds -
d.) nincs megoldas

F.10.7. a.) nincs megoldds, ha a=2 és b=l
b.) 1lxe megoldas, ha a=2 és b=1
c.) egyetlen megoldds van, ha a € B\{2}

. F.16.8, a.) S x~y-z+t = O
b.) S,: x+143:(y-5)-2-{2-6) = 0O
¢.) 83: -15:(x-1}+10y-2-{z-5) = O

F.10.8. a.) e: x=1-t ; y=-1-t ; z=5+2t
b.) e2: x=2t ; y=st 3 2z=-%

c.) e, %=1 i y=5+t  ; z=8+Tt

F.10.13 d =2-¥3 ; cos ¢ = 1/V38

F.10.15. Po’ = (5;7;0)
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