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Eldszd

Ez a kitet az elsd abbél a négykotetes feladatgyiteménybsl, melvet a Kozle-
kedésmérnski Kar Matematika Tanszékének oktatéi készitenek Szdsz Gabor Mate-
matika FII-TTT cimif tanksnyvéhez. A kotet tizenhdrom fejezetének cimei — az elsé
fejezet kivételével — megegyeznek a tankényv els§ kotetében 16vé fejezetcimekkel.
A fejezetek sorszamozatlan alfejezetekre oszlanak. Minden alfejezet tipogrifiailag
is clkitloniils ehnéleti ssszefoglaléval kezd6dik; ez tartalmazza a felhasznalands is-
wmeretek legfontosabb elemeit: definicidkat, tételeket, esetleg szdmitdsi technikikat,
modszereket, melyek azonos;: dja egy betiivel kezd8dik {ezek jelentése: B definicid,
T tétel, P példa, J jelolés, M megjegyzés), majd a fejezet sorszdma, végiil a fejezeten
beliili sajat sorszam kovetkezik. Példani:

T 3.2 Ezitt a harmadik fejezet elméleti bevezetSjének kettes sorszami tétele.

Az clméleti bevezeid utin kivetkeznek a feladatok; ezek csak a fejezeten belitli

sorszamnikat viselik. Azonos fejezethd] vals hivatkozdsnal ez a sorszdam (pl.: 56.),

mas fejezethil vald hivatkozasnal a fejezet és a feladat sorszdma egyiitt szerepel

(pL: 7.56.). A feladat sorszamanak felsd indexében szerepelhet egy jel, melvet az

alabhi peldakban magyardznuk:

51! Ez az 51. feladat, megalddsat fontosnak tartjnk.

52% Ehhez a feladhoz részletes dtmutats tartozik a megnldasoknal.

53} Ez a feladat a nehezebbek kizé tartozik.

54% Ehhez a feladathoz kalkuldtor hasznalata sziikséges.

55° Ehhez a feladathoz programozhatd szaémols- vagy szamitégép haszndlata
sziikséges.

A végercdinényt, néhdny kivétellel, minden feladatnal kozoljitk. Az dbrdknak nincs

sajat sorszanmk, de minthogy kivzvetlentil a feladat mellett szerepelnek, a szévegbél

mindig egyérielmit, hogy melyikhez tartosnak.

A kbtet szerzéi kbszonetet mondanak Szdsz Gabornak rendkiviil gondos lektori
munkdjaért és hasznos javaslataiért.

A feladatgyfijtemény szivegét a ma'EX, rajzait az AUTOCAD programesomaggal
szerkesziettitk. Bz kounyebbé teszi egy javitott kiadds elkészitését. Ezért kériink
minden olvasét, hogy a megtaldlt hibakat, javitasi dtleteiket juttassdk el a Kozle-
kedésmérnoki Kar Matemaiika Tanszékére.

Budapest, 1992, majus 20.
A szerkeszid



1. fejezet

Bevezetés

Algebrai feladatok

J 1.1 A szamok gyakran hasznilt halmazaira a kévetkezs jelaléseket vezetjtk be: N a2
nemnegativ egész szamok, N* a pozitiv egész szamok, Z az egész szamok, Q a racionalis
szamok, R a valés szamok és R a pozitiv valés szamok halmaza.

n
412 Azaytaz+---+ay dsszegrea Y p_; ay vagy a Z ay jelslést hasznaljuk (kiejtés:
k=1
szumma k = 1-t8l n-ig a; ).

D 1.3  Vezessitk be az 1.2...n szorzatra az n! (kiejtés: n faktorislis) jelslést. Legyen tovibhia
¢'=il=1

D 1.4 legyenck a,b € Z, a # 0. Az, hogy e osztéja b-nek, azt jelenti, hogy van olyan
r € Z, hogy ac = b. Jelslése: alb.

Feladatok

Legyen a.b € R és n € N*. Bizonyitsuk be a kovetkez§ azonossagokat:

10 @ — b =(a—-b)(a" T+ a2+ - g abt ),

7z, a?n—} + pér—1 (a + b)(a2n—2 . a?n—Sb + asn=4p2 L ab?n—ii + b?n—-i!),
3. (12" _ b?n — (a + b)(GZn—l = a2n—25 +a2n—3b‘2 _ ab‘ln—-'.’ . b2n-—])'

4"  Mutassuk meg, hogy ha a + b+ ¢ =0 (a,b,¢ € R), akkor ¢* + 4" 4+ ¢* = 3abe.

Oljuk meg a kévetkezd egyenleteket a valés szamok halmazan:

5. lzl==z+1, 6. [2x + 3] = 2?, 7. |sinz| =sinx + 2,
-1 -1
8. |sinzf=sinz+3, 9. |igz]=tgz+2V3, 10. ‘i 1’:%;«;,

115 [2246z+6] = |o® +424-9]4(22—3|, 12° |2% — 22 — 6] =l — 4] — |2 + 2],
13. zV% = /27,

Oldjuk meg a kivetkezs egyenl6ilenségeket a valés szamok halmazan:

3x+5 2r+3 3r -2
. 15. <5, 16. 1<« < 4,
43:—7<0 r—3 — dr+5

1-1
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1. Bevezetés — Algebrai feladatok

b —2 .
7. — = 18 |3z — 9> z+6
1 |2$+1|<3, Bz —-Tl<1, 19° |z| < |z + 6|,
20. |z +2]+ |z -2 <12, 21. Jz -3| <z < [z + 3|,

T T

22. 1 - |z~ 1 23, =

lo+1] - |z =1l <1, >

20+1 z+5 3z + 72— 4
24. === g5r = T 0 =

c—4 “z31 #3123 -
26. |2—2%>3, 27. |z(1 - z)] < 0,05,
28, |22 —Ta +12| > 2% — Tz + 12, 29, |2% - 5z| > |z%| — |5x],
30> V3—-2x—2%>z+2, 31, V2—z-+z>1

Oldjuk meg valés z ismeretlenre az aldbbi egyismeretlenes egyenlStlenségrendsze-
reket:

32> 4< (26 +3)*% <9, 33. (a—1z>2e ar<a+l

Abrazoljuk a derékszogll koordinita-rendszerben azoknak az (z,y) pontoknak a
halmazét, amelyek koordinatéira a kovetkez8 egyenletek, illetve egyeniStlenségek
teljesiiljenek:

347 fyl < =), 85. fyl<le+2],
36¢ 2|+ |yl £2. 37° |z| + lyl =1,
38. |zf-Ql=1, 390 |z +yl=lel+ Iyl

40. |z —y| = |z| - |y,

Oldjuk meg a kévetkezd kétismeretlenes egyenlStlenségrendszereket a valés szdm-
parok halmazan:

41, z—-y—-2<0 42, 3z -y-—2<0
3c—y—-8>0, br—4y +6 <0,
43. r—y—2<0 44. 4 +y—-2=0
3z -3y +10 <0, x—2y—14 < 0,
45. z-5y+T7<0 46. 3z - Ty+13=0
r—y—1<0 20 +5y—-1>0
r—2y+4>0 b —2y - 17 < 0,
47. y? — 4z <0 48, 2527 +9y% ~225 <0
2y —2020 <2, 9y? — 16z% — 144 > 0.

Bizonyitsuk be az aldbbi egyenlGilenségeket. Ahol lehet, dllapitsuk meg, hogy mi-
lyen feltételek mellett 4ll fenn az egyenldség:

49¢ |z +y| <zl +ly| (2,y € R) (hdromszdg-egyenlbtlenség, 1. még 125.),

505 o+ b* > 2]ab| (a,b€R), 512 la—b| > |la] - |bll (a,b€R),
1 2 |al
52. |——i< — hal|bl< — b
a—b!ﬂar < (abeR),
1 2242
53 a4+ —>2 € R, 54, ————=>2 € R),
e+ = (a ) JELL {z )
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1. Bevezetés — Algebrai feladatok

2

1
55, —— < =
1424 —2

(z € R),

b
56 +—5 < Vab< % (a,b € RY) (a harmonikus, a mértani és a szam-
"L )
tani kizép kozotti dsszefiiggés; 1. még a 128, feladatot!)
57" Bizonyitsuk be, hogy ha a,b > 0 és a > B>0 (a,b,a,pB € R), akkor

(a + )7 < (of + b")fl’.

Az aldbbi feladatokban értelmezziik a (nem tires) S halmazon a megadott » vagy

o mifveleteket. Vizsgaljuk meg, hogy a halmaz zirt-e ezekre a miiveletekre nézve,

azaz a mifveletek eredménye mindig benne van-e a halmazban? Ha igen, akkor a

miiveletek komimutativak-e, aszociativak-e? Ahol két mitveletet is megadiunk, ott

disztributiv-e valamelyik miivelet a masikra nézve?

58. S=R, z*y=y, =z,yeR,

59. S=R, z*y=max(z,y), z,y €R,

60. S a pératlan szamok halmaza, « a szémok tsszeaddsa,

61. S a paros szdmok halmaza, + a szdmok Gsszeaddsa,

62. S a pératlan szdmok halmaza, * a szdmok $zorzéasa,

63° S=R, zoy=z+2y, a,y€ R,

647 S=R, zoy=azr+by+ ¢, &,¥ €R, ahol q,b,c adott valés szamok,

65. S={a+b0/2;0,b¢ Z}, a % és a o miivelet a valds szdmok halmazan értel-
mezett bsszeadds és szorzés,

66. S = {a+ b3 a,b € Z}, a % és a o miivelet a valés szémok halmazan értel-
mezett dsszeadds és szorzds,

67" S=R, a*b=a+b-1, gob=qa+b—ab {a,b €R).

Szdmitsuk ki az alabbi 8sszegeket:

5 1
68° > (2k+1), 690 > k%,
k=0 k=-3
5 5
70, S (-1)(2k +1), 71 Y (1),
k=0 k=0
20 4 b
72, > .m, 73> > ksin —.
k=7 k=1 2
frjuk fel a szumma jel alkalmazdsaval a kévetkezd ssszegeket:
1 1 1 1
T4 1+2+22 423424 752 ”Hi_iJ’Z"S’
T6. 15424435+ +(n? 1), TT. ap + a1z + agz® + - + apz®,

782 agx™ + a1z 4 apqz + an, T9. &® —atb + P8 — a20% 4 bt — 15,

Melyek igazak az aldbbi gsszeftiggések koztil minden a1,82,..., 05, b1, 02,..., b, és
¢ valés szamra?
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1. Bevezelés — Algebrai feladatok

n n n n n
80! Y(ax+b) =Y ar+d b, 81 S cgy=c¥ a,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n n " n n n
82. Zakbk = (Z G,k) (Z bk), 83} (Z (Lk) (Z bk) ZZZ(Libj.
k=1 k=1 k=1 k=} k=1 i=1j=1
84. Irjuk fel az z-ben masodfokd Thei(arz+b;)? figgvény diszkriminansat, ahol
ar, b € R,
857 (Cauchy-Bunyakovszkij egyenlstlenség) Az €l6z6 feladat eredményét fel-
haszndlva bizonyitsuk be az alabbi egyenl&tlenséget, ahol ap, b, € R:

(£) <(£4) (£9)

86. Bizonyitsuk be, hogy tetsz&leges a és b valés szdmra:
(a® + 1)t + b%) > (a® + 5%)%

87. Bizonyitsuk be, hogy tetsz8leges «,b és z valés szamra:

—ya? + b <acosz + bsinz < /a2 + 12,

Szamitsuk ki a kivetkezd dsszegeket:

0 n

88. > (-3), 89. > ¢ (n>m);c konstans,
k=0 k=m
(11 2 (1 1

0. T o1. -,

? é(k k-{—l)’ ! &Z:%(kz (k—l)z)'

927 > (ay — app1)s
k=1
n 1 ) 1 1 1

93. — [ Utmutatds :-—-— = - — —_
:L‘;k(k—kl)’ ( mutatis 1) k+1)’

"
94 Y sinkr (Utmutatas: szorozzunk 2sin 5-vel),
k=}

n n
95, Z Zakl: aholayy =0, hak #lésay =1, hak =1,
k=1i=1

n n n n
96. Z ZCLH, ha ayy =k, 97. Z Zakg, haay =k — L
k=1i=] k=1i=1
Egyszeriisitsitk a kovetkezd kifejezéseket:
10t 100 1! (n+3)
98, — e — —, 99, ——— >2
T TR T o2 =2
n}(2n + 1) - k)2 !
1008 @2+ D) (nenNb), 101, BRIt 1) (n, k€ Nk < n).

T {n - 1)(2n + 3)! nl{n + k)!
1027 Bizonyitsuk be, hogy ha kim és ki(m + n), ahol k,m,n € Z és k # 0, akkor
kin. Igaz-e az allitds megforditdsa?
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1, Bevezetés — Teljes indukei

Teljes indukcié

D 1.5 A teljes indukcio a direkt bizonyitss egyik fontos tipusa. Jelsljon A(n} olyan &liftast,
amely az n egész szamtdl figg. A bizonyitas két 1épésbal all. Elgszar megmutatjuk, hogy van
olyan ng egész szam, hogy az A(ng) allitss igaz. Azutdn feltessziik, hogy valamely n egész
szémra A(n) igaz, s ennek alapjén bebizonyftjuk, hogy A(r+1) is igaz. Ezekbs! mar kdvetkezik,
hogy A(n) igaz minden n > ng esetben.

Feladatok

Teljes indukciéval bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd allitasok igazak, ha az n pozitiv
egész szam nagyobb vagy egyenld valamely ng pozitiv egész szdmndl {adjuk meg
a legkisebb ilyen ng-t):

103!1+2+3+...+n=”(L2__+1), 104143454+ (2n—1) =,
n
10532k2=12+22+32+_”+nz=EMIL(_M,
k=1
n 2_1
106. Z(%—1)2=12+32+52+---+(2n—1)2=n*—(4n3 =,
k=1

n
: - 1
1072 (- =12 - 22 3 () e = () IE(_T%_)!
k=1

n(n? — 1)(3n + 2) L 1 . n
12 » 109, kz::] 4k -3} 4k +1)  4dn+ 1

119.(1—3)(1—3)... P _nt?
4 9 (n+1)2 2n+ 2

111, 3 bk 4 1) = M0 D042
k=1

108, 3 (k- 1)k =
k=

3 A

n
¢
112, Y k(b + 1)k +2).. (k+t—1)=mFD (ot
= t4+1
n 1 2 n
113. Zk?':(fw) . 114, Y k(R = (n+ 1)}l -1,
k=1 2 k=1
135 2n-1 1 LI | 13
1182~ .—.—... < , 1162 —_ > —,
2 6 2n Van + 1 isntk 24
11 1
72yVn <14+ —+ -4+ —= < 2/,
vn N ARV +\/E vn
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1. Bevezetés — Teljes indukeié

o1 1.1 ..
U8 <1+5+3++5m—g

() _ -
(n?)z <

121.*\/2 V24 +V2=2cos 27:-—1- (a bal oldalon n darab gyékiel van),

10%+E —9n — 1
122¥34-33+.--4+33...3 = -————-——-———;{2———9 {a bal oldalon n tagi 8sszeg van).
1237 Egy sikbeli tartomdnyt n darab egyenessel részekre osztunk. Mutassuk meg,
hogy az igy kapott "térkép” két szinnel szinezhetd gy, hogy a kozos oldallal

rendelkez& részek kiilonbszd szindiek legyenek (1. bal oldali 4bral.

<n, 11923" > 2" 4 Tn,

120.

e

2

Y IR

124 Egy orszdgban igy épitenck autopalyskat, hogy mindegyik autdpalya egye-
nes, egyik keresztezddésben sem talalkozik ketténél t&bb it, és minden keresz-
tez6désben az egyik it a masik fBlott halad. Mutassuk meg, hogy barmely
ilyen tthalézatban elérhetd az, hogy wninden dton felvaltva alul majd feliil
haladjunk 4t a keresztez&désen. {Utmutatés: Hasznalhatjuk az €lézd feladat
eredményét és a jobb oldali dbrdt.)

125! Mutassuk meg, hogy ha a1,0z,...,a, € R, akkor

lay + ag + -+ + ap| <larl 4 jazf+ - + aal,

és az cgyenl@ség akkor és csak akkor teljesiil, ha a1, az,. .., an szdmok kizsti
nincsenek kiilonbszs elGjeliek. (1. a 49. feladatot!)
126 Mutassuk meg, hogy ha z},22,...,7, € R* és 2129 ... 2, =1, akkor
xy + &3 + -+ + 2y > n, és az egyenlfség pontosan akkor teljesiil, ha
Ty =y = _..= Ty = 1. .

127. Bizonyitsuk be, hogy ha z1,22,..., 7, € RY, akkor I + ik 4.+ 2>
&9 r3 1

128 Bizonyitsuk be, hogy ha z1,z2,...,2, € RT, akkor
¥ +zp 4+ Ty
2 Yrize.. T,
n
azaz pozitiv szdmok mértani kézepe nem nagyobb a szdmtiani kbzepiiknél,
egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha 2y =202 = ... = 2.
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1. Bevezetés — Teljes indukeis

129. Igazoljuk, hogy z1,%2,..., 2 € R esetén najzy... 12, < zf +2f 4 2l
. 1
130. Bizonyitsuk be az n! < (n +

n
) {n > 2) egyenl6tlenséget.

Igazoljuk az aldbbi oszthatésigokat (n € N*):

131°8[5" +2.8""1 41, 132°6|n(2n? —3n +1), 133°133[117+! + 1220~1,

1347 Bizonyitsuk be, hogy minden 1-nél nagyobb pozitiv egész. szam sorrendis! el-
tekintve egyértelmfien bonthats fel primszdmok szorzatéra {a szdmelmaélet
alaptétele).

Keressitk meg a hibat a kovetkezd bizonyitasokban:

135. Bebizonyitjuk, hogy minden egész szam egyenls. Ehhez megmutatjuk, hogy
minden egész szam egyenlS a rikovetkezd egész szdémmal. Tegyiik fel, hogy
az éllitds igaz az n egész szamra, azaz n = n + 1. Adjunk 1-et az egyenlet
mindkét oldaldhoz, ekkor azt kapjuk, hogy n+1=n+2, tehit a tulajdonsig
sroklédik.

136" Bebizonyitjuk, hogy a sik minden pontja egy egyenesen van. Ehhez megmu-
tatjuk, hogy véges sok pont a sikon mindig egy egyenesen van. Az 4llitss
n = 2 esetén igaz, hiszen barmely két pont egy egyenesen van. Tegyiik fel,
hogy barmely n pont egy egyenesen van. Bizonyitjuk, hogy akkor barmely
n-+1 pont is egy egyenesen van. Ha ugyanis nem volna, az azt Jelentené, hogy
van a sikon n olyan pont, amelyek egy egyenesen vannak, és egy (n + 1)-edik
pont, amely nincs ezen az egyenesen. Ekkor elhagyva az egy egyenesen lévs
n pont valamelyikét, ezzel a ponttal olyan n pontot kapnank, amelyek mér
nincsenek egy egyenesen, ez pedig ellentmond az indukciés feltevésnek.
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2. fejezet

Halmazelmélet

D 2.1 Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlSnek, ha elemeik ugyanazok. A
halmazt, melynek nincs eleme, lires halmaznak nevezziik. Jele: §.

D 2.2 Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezzik (A C B), ha az A minden
eleme B-nek is eleme. A valddi része B-nek (A C B), ha AC B, de A4 # B.

T 2.3 A halmazok ksz5tti tartalmazasra teljesii! a kbvetkezé harom tulajdonsig:
Reflexivitdés: minden A-ra A C A.

Antiszimmetriaz: ha AC B é B C A, akkor A = B.

Tranzitivitds: ha AC B és B C C, akkor A C C.

D 2.4 Halmazmiiveletek: Az A és B halmaz AN B metszetén (kdzds részén) azoknak az
elemeknek a halmazat értjiik, amelyek mindkét halmazban benne vannak; AU B egyesitettjén
{uni6jan) azoknak a halmazat, amelyek a két halmaz kizi legatabb az egyikben benne vannak.
Az A és B halmaz A — B killinbsépén értjitk az A 8sszes olyan elemeinek halmazat, amelyek
nincsenek benne H-ben; A S B szimmetrikus killdnbségén azoknak a halmazat, amelyek
a két halmaz kézill pontosan az egyikben vannak benne; A x B szorzatdn az (a,b) alake
rendezett paroknak a halmazdt, ahol e € A, b € B. A H halmaz valamely A részhalmazanak
H-ra vonatkozé komplementerén a /1 — A halmazt értjitk. Jele Ap. Halmazokrdl mindig
csalc mint egy adott alaphalmaz részhalmazairdl beszéliink, még ha ezt az alaphalmazt nem
is nevezziik meg. llyenkor az alaphalmazra vonatkozé komplementert egyszeriien A jelsli.

T 2.5  C tulajdonsagai: Tetszsleges A, B, C halmazokra igazak az alabbiak:
-ha AC B, akker ANCCBNCé AUCC BUC,

-ANBCACAUB és ANBCBCAUB;

-ha ACH, akkor AN B =A,és AUB=51.

T 2.6 Barmely A, B, C halmazra fennsllnak az alsbbi azonossagok:

Asszociativitas: {(ANBYNC=An(BNC), (AUBYUC = AU(BUC);
Kommutativitdss ANB=PBn4d, AUB=BUA;

tdempotencia: AnAdA=A, AUuA=A4;

Elnyelési tulajdonsdgok: AN(AUB)=A, AU(AN B} = A;

Disztributivitas: AN{BUC)= (ANBU{ANC), Au(BnC)=(AuB)n(AuC).

D 2.7 Egy H halmaz &sszes részhalmazainak halmazat a H halmaz hatvanyhalmazinak
nevezziik. Jele: P(H). (Megjegyzés: Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza, igy az
tires halmaz minden halmaz hatvinyhalmazanak eleme.)

T 2.8 Ha A és B olyan halmazok, melyekre A, B C H teljesiil, akkor A— B = A0 By.
T 2.9 De Morgan-képletek: barmely A, B halmazra: AN B = AUB & AU DB = AnBE.
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2. Halmazelmélel — Feladatok

Feladatok

Mik az elemei az aldbbi halmazoknak?

1
3
5.
7
9

{xeNt; 2lr és100 <2 <1000}, 2. {2 €Z; 3|z é [z < 100},

{keNt; 2 =3k +1}, 4. {z€R; z*+2z4+1=0},
{z € R; 2*-2=0}, 6. {reZ;z-2=0}

{x €R; 22 4+1=0}, 8. {z€R;sin’z+costa =1},
{z € R; 2lgz =lga?}, 10. {z €R; lgz=lg(—2)}.

Az (z,7), illetve az (24, yn } szdmparokat az ry koordinitasik pontjainak tekintve,
milyen geometriai alakzatokat alkotnak az aldbbi halmazok?

11.
13.
13.
16.
17?
18.
19,
20.
21%
22.
23,

24.

25.

26.

{(z,y) e R®; 2?2 +y? =1}, 12. {(z.y) € R?; 2® +4* <1},
{(z.y) € R*; a2y =yz}, 14. {(z,9) e R*; o] <y <1},
{(z.y) eR?; 2P +y? -2z -4y =4},

{(z,y) e R 2% 4y =4 & y >0},

{(z.y) €ER?; 0<y<4, 0<z<6 é 3z+4y <22},

f(z,y)€R?; 0<2<2, & 0<y<z+2},

{(za,yn); MENY, 7, =277 é5 y, =0},

{(Zn,yn); neENT, z, =1 & y, = =1

{($,y); T :tza Y= 3t2? te R}:

{(zy); ==1, y=37, -1<t<2},

{(z,y); T =cost, y=sint, 0<t<2nr}.

Az els§ éviolyamos hallgatok kézidl jelsljik M-mel a masodik tanksroseket,
F-fel a fitikat, A-val az angolul, N-nel a németiil tudé (nyelvvizsgival ren-
delkez&) didkokat. Az el@bbi halmazok segitségével (a D 2.4-ben defimialt
halmazmiiveleteket felhasznalva) fejezziik ki a kovetkezd halmazokat:

a} A mésodik tanksrés fink. b} Az angolul és németitl tudok.

c} Az angolul vagy németiil tudék. d} Az angolul vagy németiil tudé fiik.
e} A vagy angolul vagy németiil tudék. ) A mésodik tankéros lanyok.

g} A németiil tuds lanyok. h) A németiil nem tuds, mésodik tankorss 14-
nyok.

Legyen M = {m,2m,3m,...} és N = {n,2n,3n,...}, ahol m é n adott
pozitiv egész szamok.

a} Milyen m és n esetén valédi része az M halmaz az N halmaznak?

b) Milyen m és n esetén része az M az N-nek?

c) Képezziik a két halmaz kozds részét és egyesitését!

A kbvetkezd egyenlSség jobb oldaldt egészitstik ki a megfelel§ halmazniiveleti
jellel 4gy, hogy fennélljon az egyenléség:

{z; ze{d-B)U(B-A)}=A B.
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2. Halmazelmélet — Feladatok

27>

28°

292

30>

317

327

332

342

357
36°

Déntsiik el, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak.
Valaszunkat igazoljuk!

a) Minden A, B halmazpdrra A — B=(AUB)~B=4—-{ANB).

b) Minden A habmazra A C 4.

c¢) Minden A halmazra § C A.

d) Van olyan A halmaz, hogy A C 0.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A, B és C halmazok esetén
A-BCC(C & ACBUC

ekvivalens allitdsok (vagyis barmelyik teljesiilése esetén a mésik is fenndll).
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges L és M halmazok esetén az aldbbi 4, B, C
dllitdsok ekvivalensek:

A: LCM,

B: LnM =1L

C: LuUM=M.
Legyen A, B és C harom halmaz. Fejezziik ki a

D:=A—(A—(B—(B-C))

halmaszt az A, B, C halmazokkal, valamint a metszés és egyesités jelével!
Ennek alapjan déntsiik el, mivel egyenld D a kivetkezd esetekben:

a) Az A, B és C halmazok paronként kozés elem nélkiiliek (diszjunktak).
b} Pontosan két diszjunkt halmaz van kdzottik.

¢) Nincs kozsttiik diszjunkt halmazpdr.

A kovetkez8 egyenléség igaz-e tetszéleges K, L és M halmazokra:
(MUKYNL=(MUL)NK.

Ha igaz, akkor bizonyitsuk be, ha nem, akkor adjunk meg harom olyan hal-
mazt, melyekre nem teljesiil az el8bbi egyenldség.
Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi allitdsok tetszfileges K, L és A halmazok
esetén teljesiiinek:

a) (KUL)-LCKHK, by(XNL)y-LCM.
Bizouyitsuk be, hogy az 4, B, C halmazokra (AUB)NC = AU(BnNC)
akkor és csak akkor teljestil, ha A C C.
Igazoljuk, hogy az A és B halmazokra A — B = B — A akkor és csak akkor
teljesiil, ha A = B.
Mely A, B halmazpirokra igaz az, hogy A — B = An B?
Mely A, B halmazpérokra igaz az, hogy A — B = AU B?

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi feladatokban adott dsszefiiggések tetszéleges K, L
és M halmazok esetén teljesiilnek! Abrazoljuk Venn-diagrammokkal az egyenlSség
mindkét oldaldn 4116 kifejezéseket.

37r
38!

K—~(K~—Ly=L~(L-K),
K —(L—M)=(K-LYU(KnM),
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2. Halmazelmélet — Feladatok

39. (KNL)—-(K-M)=KnLnM,

40. (K~L)-M=(K-M)—(L~-M),

417 K =(KUL)n(KUL), 427 K=(KnLU({Knl),

43" K=(KnLnM)UKNLNMU(KNITnM)U(KnIn),

44! (K——L)U(L~M)U(M—K}U(KﬂLﬂM}=KULUM,

45, (KUL)N(LUM)N{(KUM) = (KNLYU(LNMYU(KNM).

46> Mutassuk meg, hogy az A és B halmazokra 4 - B = A pontosan akkor
teljesil, ha B — A = B.

47> Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A, B és C halmazok esetén

AeBC(ABC)U(BeC).

48> Bizonyitsuk be, hogy A© B = AU B akkor és csak akkor teljestil, ha 4 és B
diszjunkt halmazok!

Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B halmazokra fennsllnak az alabbi azonossigok:

497 (AnB)e(ANB)= A0 B, 50, (AUBYN(AUuB)=A0B.

517 Bizonyitsuk be, hogy a K, L, M és N halmazokra az aldbbi egyenldségek
ekvivalensek, azaz vagy mindkettd fennall, vagy egyik sem:

KoeoL=MaN KoM=LoN.

Adott A és B halmazokhoz hatirozzuk meg az Gsszes olyan X halmazt, amelyre
az aldbbi egyenlet teljestil:

52° A—(B-X)=4A, 53" (A-X)UB=X,
54" (A-X)N(B-X)=A4, 55° (ANX)UB =X,
567 (ANB)UX =BUX, 57 A-X=X_A.

58. .Irjuk fel 2 H = {a,b,¢} halmaz hatvinyhalmaz4t!

59 Adjuk meg a P(P(P(@))) halmaz elemeit!

Igazoljuk, hogy barmely A és B halnaz esetén

607 P(ANB)=P(A)N P(B), 617 P{(A)UP(B)C P(AU B),

62> P(AU B) = P(A)U P(B) akkor és csak akkor, ha B C 4 vagy A C B.

Az aldbbi feladatokban 1év6 halmazok mindegyikének véges sok eleme van. J elolje

{M| az M halmaz elemeinek szamat! Bizonyitsuk be az aldbbi allitasok helyességét:

683. [A|<IB[,ha AC B, 64, JAUB|<|4{+|B|,

65. |AN B| < min{|4|,|B|}, 66. |AUB|=|A[+|B|-}{AnNnB],

677 JAUBUC|=|Al+|B|+|C|~ |[ANB|-1ANC|-|BNCli+|ANBNC|,
4

68. [MIUALUAUAl=Y [A4]-2l4din4|+ 3 |AinAjn 4
i=1 i#j #fAkA

- |A1 NAaN Az A,

69. Egy 33 {6s tankorben hdromféle idegen nyelvet tudnak: 20 didk tud angolul,

16 németiil és 6 francidul, 5 didk tud pontosan két nyelven és 2 didk tud
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2. Halmazelmélet — Feladatok

70.

71!
T2

73.

74.

75.

mindhérom nyelven beszélni. Hanyan nem tudnak egy idegen nyelvet sem, és
hanyan tudnak pontosan egy idegen nyelven beszdlni?

Egy faluban 1000 haz van, Ezek koziil 250-ben van autd, 900-ban hit&szek-
rény, 950-ben televizié és 990-ben radié. Legaldbb hany hizban van mind a
négy eszkoz?

Hény eleme van egy n elemid A, halmaz hatvanyhalmazinak?

Mutassuk meg, hogy nincs olyan A halmaz, amelyhez létezne A és P(A)
elemei kozott kolesénosen egyértelmd megleleltetés. (Utmutatds: tegyiik fel,
hogy van egy ilyen kilcstndsen egyértelmii ¢ : A — P{A) leképezés, és
vizsgaljuk meg az X := {y € 4; y ¢ ¢{(y)} halmazt.)

Legyen A = {z € R;1 <z <5} ésB={yecR;3<y <4} Az (z,9)
szémpdirokat a stk pontjainak tekintve abrdzoljuk az A x B halmazt!
Legyen A = {a}, B = {z,y}, C = {1,2,3}. Soroljuk fel az 4 x B x C, az
A3 és a B® halmazok elemeit!

Az m elemi{ A halmaz és az n elemii B halmaz metszete egy & elemi halmaz.
Hiny eleme van az alabbi halmazoknak?

a) Ax B, b)(ANB)?, ¢) (AUB)?, d) (A\B)?, e) (A0 B), ) Ax Bx A.



3. fejezet
Matematikai logika

Logikai mfiveletek, kvantorok

D 3.1 A P és Q elemi itéletekre vonatkozs logikai alapméveleteket {konjunkcia (A), disz-
junkcié (V), implikacio (=), ekvivalencia (), negdcié (-)) tablazatos definicisi:
P Q| PAQ | PVvQ | P=2Q | Pog | £ P
1

11 1 1 1 1 0
1 0 0 1 ] 0 ¢ 1
g 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

D 3.2 Két logikai kifejezést akkor és csak akker tekintiink azonosan egyenlinek, ha logikai
értékiik a benniik szerepls logikai valtozek barmely értékére azonos. Az azonossag jele =.
133 AVzP(2)ésadzP(z) jelolések kiejtése: ,minden z-re (igaz, hogy) P(z)" és ,van
olyan z, hogy P(z)". AV ill. a 3 jel neve univerzalis il. egzisztencislis kvantor.

T 3.4  Azonossagok:

(1) (PAQYAR=PA{QAR) (PVQIVR=PV{(QVER) asszociativitas
(2) PAQ=QAP Pv@Q=@QvP kommutativitds
(3) PAP=P Pv p=pP idempotencia
(4) (PAQYVQ=Q (PVQ)AQ=Q elnyelés
(5) PAMQAVR=(PAQ)V(PAR) PV(QAR=(PVQ)A(PVR) disztributivitas
(6) PAl=P  PAO=0 Pvi=l PvO=P

(7} PA-P=0 Pv-P=] -{-P)= P

{(8) (P AQ)=-PV-§ ~{(PVv@)=-PA-Q De Morgan-azonossigok
(9} P=0=-PvQ (P = Q)=PA-Q

(10) P=@=-Q =P kontrapozicié
{11) Po@=s(P=Q)0 Q= P) Peg@s(PA)v(-PAr-Q)

{12} =VzP(z)=3z-P(z) -3z P(z)=Vz-P{z) kvantoros itéletek tagadisa

P 3.5 Bebizonyitiuk a P = Q = ~ PV (} azonossdgot (T 3.4 {8)) a D 3.1 segitségével. A
tablazat kitdltésének lépéseit itt kiilon tablizatokban adjuk meg: 1) az értékpirok beirasa, 2)
a P értékének kiszamitasa, 3) mindkét oldal kiszamitasa,

P=2Q=-PVvQ P2Q=-PvQ P=Q=-PvQ
11 1 1 i 1 61 1 T11 0111
1 0 1 0 1 0 o1 0 100 0100
0 1 0 1 0 1 10 1 011 1011
0 0 0 0 0 0 10 O 010 1010
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3. Matematikai logika — Logikai miiveletek, kvantorok

Feladatok

Az aldbbi feladatokban P igaz, ¢} hamis, R hamis és S igaz logikai ériékd itéletet
jeltl, Hatdrozzuk meg a kovetkezd Gsszetett itéletek logikai értékét:

1
4.
7.
9.
112
13!

14.

187

(PAQ)AR, 2. {(PAQ)VR, 3. (PVQ)VR,
(@QAP)VS, 5 @A(PVYS), 6. R=(QV-P),
P=(P=25) 8. P=(RVS),

(PVR)s{QvS), 10. (RA-S) & (@VS),
Se(P=(-PVvY39), 12, (QAS)e (P=(Rv-S8)).

Az implikacié Ha P, akkor 7 (P = ()} itéletét irjuk le t6bh modon, pél-

daul az alabbi kifejezések felhasznéildsival: implikilja”, ,maga utdn vonja”,
wSeitkséges feltétele”, elégséges feltétele”, ,csak akkor”, ... .

Ha egy n szdimd logikai valtozét tartalmazod kifejezés logikai értékét meg akar-
juk hatdrozni a viltozék minden lehetséges értéke mellett, akkor hény esetet
kell megvizsgalni? Ma4s széval: a P 3.5 példa szerint elkészitett tabldzatnak a
vizszintes vonal alatt hany sora van, ha a logikai valtozdk szdma n?

A p, ¢ és 7 logikai viltozékbdl képezziik a kovetkezd két logikai kifejezést:
pA{gVr) és (pAg)Vr. Azonosan egyenlSk-e ezek a kifejezések?

Igazoljuk a kivetkezd azonossigokat tdblazattal és/vagy a T 3.4 tételbeli azonos-
sagok felhasznalasaval:

162
177
197
21.
23.
25,
27.
28.
29°
30.
31.

=(p = q) = p A ~g, (implikicié tagaddsa, T 3.4 (8)),

PAg, 18. pV{(~pAg)=pVy,
peg=(pAgV(-pAg), 20. ~(peg=(pEVyAl-pVyg),
(pVa)=-p=yg, 22. ~{pAg)=p= —q,
(p=qVig=p =1, 24. pA(p=g)=¢=1,
[FpA(p=g)]=p=1, 26. (pAg)=>p=p=>(pVq),
“llpA V(P A ={(pVa)A-(pAg), '

eAlp=@)=q=[~eA(p= )= n
{phghr)=>s=p=[g=(r=3),
{(p=qVi@=p=-r=>{(p=>9q),

S{pAg VY= p) S g=(pVeVr)A(pV gV ) A(SpV g).

Allitsuk ¢l az alabbi ftéleteket a logikai miveletek és tovabb mér nem bonthaté
elemi itéletck segitségével, majd ahol lehet, azonossigok alkalmazisival hozzuk
egyszeribb alakra:

32.
33.
347
35.

oMarta nem sz&ke.”

oNem igaz, hogy Matyds nem elég virtudz.”

HLsik az es8, de meleg van, bar a nap is elbijt, és ag 1d8 is késére jar.”
,Eva vagy Pista ott volt.”
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3. Matematikai logike — Logikai milveletek, kvantorek

36. ,Ha a hegy nem megy Mohamedhez, Mohamed wmegy a hegyhez.”

37. ,Elmegyfink kirdndulni, ha nem esik az es6, és a szél sem faj.”

38. ,Kizart, hogy se matekbdl, se fizikibdl ne menjek 4t elsére.” .

39. ,Ha a szemtant megbizhatd, és az ujjlenyomatok a tettestsl szarmaznak,
akkor téved ag irdsszakérts.”

40. ,Szivirvany csak akkor van, ha esik az esd, a Nap is stit, de nincs dél.”
A d68lt betiis mondatak mindegyike tekinthetd két elemi itdlet logikai fiiggvényének.
Irjuk fel e figgvények logikai értékeit tablazat segitségével! (Vigydzzunk, a *vagy’'
sz6t a hétksznapi heszgddben tobbféle drtelemben is hasznaljuk.)
41. Az n egész szdm vagy pdros, vagy pdratlan, -
42. — Megyiink ma kirdndulni és strandolni?
- Vagy kirdndulni megyiink, vagy strandolni,
43. - Melyik sllomas ktivetkesik?
~ Vagy Ecser, vagy Magléd,

A kvetkezd feladatokban P(z), (=), R(z), H(z) jelentse a kovetkezs, z-14] filggds,
S(z,y) pedig az z, y viltozéktd] fiiged itéleteket, ahol  és y pozitiv egész szdmok:
T(z): = primszdm; P(z):  paros szam; S{z,y): = osztéja y-nak,

M:i az aldbbi itéletek logikai értéke:

44. T(D), 45. T(2) A P(2), 46, IzT(z),

47. Yy 3z S(z,y), 48. JzT(z) A P(z)), 49, VzT(z),

50. Vy(S(2,y)) = P(y)), 51, Jdedy(S(z,¥) = y < z),

52. VaVy(S(z,y) =z <), B3* Az (S(6,z) = T(z)).

Jelsljon x egy tetsz8leges négysziget, Tekintstik a kovetkezs ftéleteket:

p(z): az = négyszog hirnégysziig

q(x): az = négyszog téglalap; :

7(z): az T négyszog szemkdzti szogeinek Ssszege 180°;

s(z): az  négyszbg 4tléi felezik egymast,

- Fogalmazzuk meg a kévetkezs daszetett ftéleteket, majd hatdrozzuk meg azok lo-

gikai értékét:

54. Vz[p(z) = g(z})], 58. Valg(z) = p(z)], 56. Vaz[p(z) & g¢(2)],

57. VYz[p(z) & r{z)), 88. Yz[g(z) = s(z)], 59, Vz[-s(z) = ~¢(z)],

60. Vz(p(z) A —g(z)) = s(z)].

frjuk fel logikai mfiveletek és kvantorok segitaégéve] az aldbbi itéleteket, majd

fogalmazzuk meg mipdegyik tagadasat o T 3.4 (12) azonossag felhasznalissval:

617 ,Minden ajtén vap kilines.”

62 ,Nem mind molndr, ki szekeredt fog héua al4.” (kézmondis)

63. ,Ki nem szdlt, esak bégetett,/ az kapatt dicséretet.” (Wedres Sandor)

64° ,Minden pozitiv ¢ szémhoa van olyan § pozitfv szam, hogy barmely z valés
szdmra, ha |z — a| < 6, akkor |f(z) ~ f(a)] <e&.”

65. ,Mindig fdzom, ha fij a szél,”
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3. Matematikai logika — Logikai mifveletek .kapcsala!.a a halmasmifveletekkel

Logikai miiveletek kapcsolata a halmazmtveletekkel

M 3.6 Halmazokhoz természetes médon hozzarendelhettnk logikai Réleteket. Legyen H az
alaphalmaz és legyen abban P egy halmaz, Valamely z & H slemve p(2) logikai értéke iegyéh
|gaz ha z € P, és hamis, ha « ¢ P, azaz p(«) legyeli maga 8z z € P itélet.

A —p(z) negacié halmazelméleti megfelelgje a P halmaz H-ra vonatkozé komp!ementere
Definicié szerint a p{a) és g(x) logikai értékekre a pi{2) A g(x) konjunkeis akkor és csak akkor
igaz, ha p(z) igaz, és g{a) is igaz. Ugyanakkor, valamely z dologra z € P 1) akkor és csak
akkor teljesiil, ha x. € P és z € Q. Ezek alapjan mondhatjuk, hogy a p(z) A g(z) konjunkcié
halmazelméleti megfelelsje a PN Q, és forditva. Ebhez hazonlsan kapjuk, hogy a diszjunkcié
halmazelméleti megfelelje a halmazok egyesitése. E megfeleltetéseket képletekkel is felirva:

(z € P) = ~(a € P) = —p(x),
(xe PNnQ}=(2x€ P)A(z € Q) =p(z)Aglz),
(e PUQ)={rc P)V(ze Q)=p(z)Vq(z)

Forditva, egy p(x} logikai itélethez hozzarendethetiink egy P halmazt a kévetkezd mdédon:
legyen H azon z dolgok halmaza, amelyekre p igaz vagy hamis értéket vesz fel; és legyen P
a H azon x elemeinek halmaza, amelyekre p(z) igaz. lyen médon minden logikai kifejezés
atirhaté halmazelméleti formuldra, és igy dbrézolhaté Venn-diagrammal. Példdul, ha p(n) az
az itélet, hogy ,az n szdm péros”, akkor H-nak valaszthatjuk az egész szdmok halmazat,
és ekkor 2 p(n) itéletnek megfelels P halmaz a paros szamok halmaza, vagyis a p(n) itélet
megegyezik az n € P itélettel. Az 1-gyel jelslt azonosan igaz itélet halmazelméleti megfeleiSje
a I alaphalmaz, a 0-val jelélt azonosan hamis itéleté pedig az {ires halmaz.

Feladatok

Irjuk fel és abrazoljuk Venn-diagrammokkal az alabbi logikai kifejezések halma-
zelméleti megfeleldit, ha a p(x), g(z) és r(z) {téleteknek a P, @ és R halmazok
felelnek meg.

66 p(z) = g(z), 67. ple) & ¢(2),

68. p(a) V ~(a(z) A r(2)) = p(@) V ~g(e) V ~r(z),

69. p(z) vV (g(z) Ar(z)) = (p(z) V a(z)) A (pz) V (),

70, p(z} = 0= -p(z),

7L {(p(x) V q(z)) A (p() V ~g(2))] V [(-p(2) V o(=)) A (mp(z) V ~q(2))] = 1.

Ha a p(z) és q(z) (x € H)itéleteknek a P és @ halmazok felelnek meg, akkor milyen
halmazok koeti Osszefliggések, illetve relaciék felelnek meg az alabbi kvantoros
kifejezéseknek:

72. Vzp(z), 73. Vz-p(z), T4. dzp(z),

75. Vz(p{z) & g(z)), 787 Yz {p(z) = ¢{z)), 77. -3z (plz) A g{x)).
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3. Matematikai logika — Logikai dramkérsk

Melyek azonossigok az aldbbi egyenldségek kouziil:

78. Ve (p(e) A qfe)) = (Yo p()) A (Va ¢(z)),

9. Ve (p(z}V ¢(z)) = (Y= p(a)) V (Vz g(z)).

A kovetkez§ feladatokban megadott halmazelméleti azonossagokat logikai miivele-
tek és azonossigak segitségével igazoljuk:

807 (PUQIN(PURN(QUR)=(PNQIU(PNRIU(QNR).

81. P-(QNR)y=(P-Q)U(P-R).

82, (PUQIN{PUn{Pu@)n{Pug)=4.

83. (PNQ)a(Pn@)=PaqQ.

84. PUQUR=(P-Q)U(Q-R)U(R-P)U(PNENR).

85" Tudjuk, hogy (p = ¢} V (¢ = p) =1 (L 25. feladat). Hogyan lehet, hogy az
alabbi dllitds mégsem azonosan igaz: ,ha esik az es8, akkor fiij a szél, vagy
ha fij a szél, akkor esik az es8.”

867 Kontrapozici6 alkalmazésaval igazoljuk, hogy ha n és m olyan pozitiv egészek,
hogy n +m > 49, akkor n > 25, vagy m > 25.

87, A hét mely napjain igaz és mely napjain hamis az aldbbi két allitds:

(1} ,Ha ma kedd van, akkor holnap szerda®,
{2} ,,Ha ma kedd van, akkor holnap szombat”!

Az A = B és B = A allitast egymas megforditasainak nevezziik. frjuk fel az alabbi

matematikai allitdsok megforditdsat, és dontsiik el mindegyikrél, igaz-e vagy nem:

88. ,Ha egy természetes szdm oszthatd ab-vel, akkor oszthaté a-val is és b-vel
is".

89. ,Ha két négyszdg egybevigs, akkor megfelel§ oldalaik egyenlék egymassal”.

90. ,Ha egy hdromszog derékszogii, akkor két oldal négyzetdsszege egyenls a
harmadik négyzetével”.

Logikai Aramkoérsk

M 3.7 Az A,B,C,... betik jeléljenek kétpotusu kapcsolokat. Legyenek a, b, c,. .. rendre az

eldbbi kapcsolokhoz rendelt logikai valtozok a kivetkezd megallapodassal: az a logikai valtozs

értéke igaz, ha az A kapcsolé be van kapcsolva, azaz képes az dram vezetésére, és hamis, ha
nincs bekapesolva, azaz nem képes az dram vezetésére. Az 4 kapcsol6t a hozza tartozs logikai

értékkel a kiivetkezd mddon jelshjiik: a
F————>
Hasonléan definialjuk a b, ¢, ... logikai viltozékat is. Az u,—a, b, ~8, ¢, ~¢, . . . jeli kapcsolokbal

soros és parhuzamos kapcsoldssal sszekapcsolt aramkort logikai, vagy kapesold aramkarnek
nevezzlik. Ha t8bb kapcsold is o jeld, akkor ezek mindig azonos allastak, mig egy a és egy
-¢ jeld mindig ellenkezs allasa. Az a,b,c,... viltozékat tartalmazé itélet akkor tartozik az
A, B,C,... kapcsolékbol ali6 aramkérhoz, ha az itélet pontosan akkor igaz, amikor az dramksr
vezeti az dramot.

3-5



3. Matematikai logika — Logikai aramksrok

Feladatok

91" Milyen logikai itélet felel meg az A és B kapcsol6k soros illetve parhuzamos
kapcsoldsdval kapott dramkérsknek?

a
N SR
a b
——o—— o M ) L

Az alabbi logikai kifejezésekhez milyen aramkorsk tartoznak:

92. a= b, 93. e &b,
94. aAbdAcA-{aAD), 95. [(e=Ad=e)]=(a=c)
Irjuk fel az alabbi két kapcsolé dramkorhoz tartozé logikai kifejezéseket, hozzuk

egyszeriibb alakra, és ennek alapjan rajzoljuk fel az eredetivel ekvivalens, de egy-
szertibb kapcesold aramkért:

86, 97.
z
Y z T
o0 Y z
x Yy z © Y
= ] 2z =
Ozr WY z U
U
L &

98. Készitsiink kapcsolé aramkort egy négyszemélyes szavazdgépre, mely a ,,tébb-
ség dont” elvét koveti, — azaz vezeti az dramot, ha legaldbb hirom kapcsolé
be van kapcsolva, — dontetlen esetén pedig egy kitiintetett {elndki) kapcsols
illasanak megfelelfen mitkodik.
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4. fejezet

Vektoralgebra

Vektorok dsszeaddsa, kivondsa és szammal szorzasa

T4.1

T4.2

(Haromsz8gegyentStlenség) Minden a, b vektorparra
la+b| < |a| + [b].

(Paraletogrammaszabaly) Ha az a és b vektor killonbszs allast, akkor a két vekior

bsszegét megadja az a és b vektorral, mint olfdalakkal szerkesztett paralelogrammanak az az
atlovektora, amely az ésszeadandsk kdzos kezdGpontjabdl indul ki,

Feladatok

1.

7P

Adott az a, b nem kollinearis vektorpar. Szerkesszitk meg a kovetkezd vek-
torokat:

a)c=a-2b; b)d=2a+3b; c)e=av2-by3; d)f=a/5-2b

Legyen m = a+ b és n = a — b. Fejezzitk ki az a és b vektorral a kévetkezs

vektorokat:

a) 3m — 3n; b} 4m + 4n; c) 2m - in; d}Sm—l—“‘é—in.

Legyen m = 2a + b és n = a + 2b. Fejesziik ki az m és n vektorral a

kovetkez§ vektorokat:

a) 3a — 4b; b) Ba + 2b; ¢) —a+5b;  d) 2a—+3b.

Legyen a szabélyos A1 A3 A3A4 A5 Ag hatszog koré irt kor kozéppontia 0. Fe-

R . —— . —— ———

jezzitk ki az A;Aip (1 = 1,2,3,4,5), AsA; oldalvektorokat az OA; = a és

— — — —

OAg = b vektorokkal, és szamitsuk ki az O4; + OAs + - -+ + O Ag Osszeget!

Tekintsitk az ABCD tetraédert. Hatarozzuk meg a kivetkezd Ssszegeket:
e T e e

a) BU+CD+ DA; b} AB + BC - D(C + DA.

Legyen 41, Ag,-- -, Ap n szédmi (nem sziikségképpen kitlonbs28) pont. Egyet-

— — ——
len vektorral adjuk meg az A1Ay + AsA; + - + Ay 1 A, Ssszeget:
Bizonyitsuk be, hogy az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor lehetnek egy

{esetleg szakasszd, vagy ponttéd elfajul) hiromszog oldalvektorai, ha vagy
a+ b+ c =0, vagy ha valamelyikiik elgallithaté a masik kett§ osszegeként!
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4. Vektoralgebra — Vektorok osszeadasa, kivondsa és szdmrnal szorzdsa

8.

9.

10.

11.

12,

13.

14?

15.

167

17?

18.

19,

Legyen a és b két, nem kollinedris vektor. Blzonyxtsuk be, hogy van olyan
hiromszog, melynek oldalvektorai: a, }, (a—b), 2a - —b

Legyen a és b két nem kollinedris vektor. Bizonyxtsuk be hogy nincs olyan
héromszog, amelynek oldalvektorai a 2a, i{a+b), i(a — b) vektorok!
Legyen a (5 0) tetsz&leges vektor. Irjuk fel azokat az egységvektorokat, ame-
lyek a-val egyezd dllistak!

Az a (# 0) és b (# 0) vektorok merSlegesek egymadsra. Irjuk fel azt az
egységvektort, amely komplanaris az adott vektorokkal, és felezi azok szogét!
Igazoljuk, hogy ha a és b egyillast vektorok, akkor a kévetkezd egyenlségek
koziil legalsbb az egyik igaz: |alb + |bja=10; |alb —|bla=0

Az alabbi feladatokban az a és b vektoroknak milyen feltételt kell kielégiteni,

hogy teljesiiljén a leirt kikdtés?

a)la+b|>|a-b|], b)latbl<la-b}, ¢ §a+bl fa — b,

d) la+b| = la| ~|b], e)la—b[=|a]+ b}, ) |—',;| |b§ (a#0,b#0),

g) Az a + b vektor felezze az a és b vektorok szogét.

Az Ay Ay A3 Aq As szabélyos Stszog koré irt kir kbzéppontja legyen az O pont.
— — — ey —_

Igazoljuk, hogy OA; + OAs + OAy + OAs + OAs = 0.

Az A1 AaAsdy ... A, An szabdlyos n-szdg koré irt kor kdzéppontja legyen

—— P —

az O pont. Igazoljuk, hogy OA4; + OAda+ -+ OAp1 + 62" =0.

Egy héromszég oldalainak felez8pontjai adva vannak. A felezSpontoknak a

haromszisg sikjaban felvett valamely O pontra vonatkozd helyvektorai se-

gitségével fejezziik ki a hdromszog egyik csicsanak helyvektordt, és ezt az

osszefiiggést felhasznalva szerkessziik meg a haromszoget!

Az el&z6 feladatban leirt médon dolgozzunk ki eljirdst sikszog szerkesztésére,
ha ismerjiik oldalainak felezépontjait!

Egy paratlan oldalszamu siksokszoghen ismerjiik az oldalak felez8pontjait. A
16. feladatban leirt médon adjunk meg eljardst a sokszog megszerkesztésére!

Legyen az ABC hiromszég két oldalvektora AB=cés AC =b. Fejezziik
ki b-vel és c-vel a haromszdg stlyvonalvektorait!

A tovibbiakban kitdzétt bizonyitasokat vektoralgebrai médszerekkel végezziik el.

20.

21,

22.

23.

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszdg stlyvonalaival, mint oldalakkal,
szerkeszthetd haromszog!

Igazoljuk, hogy a hiromszég silyvonalaival szerkesztett hiromszog stlyvo-
nalai az eredeti haromszoghoz hasonlé haromszoget hataroznak meg!

Legyen AjAsA3zAdg egy siknégyszog. Jelolje Fi az AjAy, Fr az AyAs, F3 az
As Ay és Fy az AgA; oldal felez8pontjét. Bizonyitsuk be, hogy az Fy 2 F3Fy
négyszig paralelogrammal

Legyen A, B, C és D a tér négy pontja. Jelolje K az AD szakasz, L pedig a
BC szakasz felezépontjit. Bizonyitsuk be, hogy KL = %(Zﬁ + 55') .
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4. Vektoralgebra — Vektorok linedris kombindcigja, linearis figgetlensége; vektor koordinitai

242

25%

26.

27.

28?2

290

30

31

327

33°

34°

A P pont az AB szakaszt {H’] : II-’E[ = m : n ardnyban osztja. Legyen O

3 - . = 3 ’ =
a tér tetsz8leges pontja. Fejezzitk ki az OP vektort az OA = a és OB = b
vektorok segitségével!
Igazoljuk, hogy a héromszsg stlyvonalai egy pontban, harmadolva metszik
egymast!
Legyen O a tér tetszéleges pontja. Irjuk fel az ABC hiromszig § stlypont-
jdba mutaté OS vekiort az OA, OB, és OC vektorokkal kifejezve!
Az ABC héromszog AB =cés AC = b oldalvektoraival fejezziik ki az S

stlypontba mutats 4s . BS &s cs vektorokat, és szamitsuk ki ezek Gsszegét!

Igazoljuk, hogy az S pont akkor és csak akkor sitlyponija az ABC hirom-
— —

szognek, ha AS + BS + CS =0.

Legyen ABC és A1 B, C) egy sik két haromszige. Stlypontjaikat jelslje rendre

— — — -—

S, illetve . Bizonyitsuk be, hogy AA; + BB + CCy = 355;.

Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy két (nem sziikségképpen

ugyanabban a sikban fekvd) haromszég sdlypontja kozos legyen!

Igazoljuk, hogy a tetraéder sdlyvonalai egy ponton mennek 4, és negyedelve

metszik egymaist!

Igazoljuk, hogy ha ABCD és A, B,C Dy két, tetszSleges térbeli helyzeti

paralelogramma, akkor az AA,, BB, CC) és DD, szakaszok felezGpontjai

szintén egy paralelogramma csticsail

Adva van az ABCD paralelogramma. A tér tetszSleges O pontjinak a tiker-

képe az A pontra legyen Oy, ennek tikorképe a D-re pedig Os. Tiikrozzik az

O pontot a B csticsra is, majd ezt a tiikorképet a C-re. Az fgy kapott tiikos-

képek legyenek rendre O3 és 0. Bizonyitsuk be, hogy Oz és Q4 egybeesik!

Legyen A, B, C és D a tér négy pontja, és O egy tetszdleges pont. Tikrozzik

az O pontot az A ponton, majd ezt az O tiiksrképet a D-n. A mésodszo-

11 titkorkép legyen Oj. Tiikrozziik az O pontot a B ponton is, majd ezt a

tikdrképet a C-n. Az igy kapott tiikorképek legyenek rendre O3 és Q4. Bi-

zonyitsuk be, hogy az 4, B, C és D pontok akkor és csak akkor csficsai egy

paralelogrammanak, ha O és Oy egybeeesik!

Vektorok linedris kombinécigja, linearis fiiggetlensége; vektor

koordinatai

D 4.3 Valamely b vektorrsl akkor mondjuk, hogy eldallithaté az ay, as,..., a, vektorok
linedris kombindciéjaként, ha talslhatsk olyan k1, ka2, ..., kr valés szémok, hogy b = kja; +
+kfgag + -t kray .

D 4.4 Az {aj,as,...,a,} vektorrendszert linearisan fiiggetlennek nevezziik, ha a kia; +
+kgag + -+ kray = 0 egyenldség csak a by = kg = ... = &, = 0 értékekkel tefjestil.
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4. Vektoralgebra — Vekiorok linedris kombindcidja, linedris filggetlensége; vektor koordinatai

T 4.5 Két vektor akkor és csak akkor egyezd 4llasa, ha legalabb egyikilk a masik szamszo-
rosa, mégpedig, ha a és b egyezs dllasiak és b # 6, akkor van olyan k € R, hogy a = kb.

T 4.6 Ha két vektor nem kollinedris, akkor a velitk komplanaris barmely vektor elgillithats
a két vektor linearis kombindcicjaként, és ez az elgéllitas egyértelmd.

T 4.7  Harom vektor akkor és csak akkor komplandris, ha van kézottik olyan, amelyik a
masik kettének linearis kombinaciéja.

T 4.8 Harom, nem komplandris vektor linedris kombinacidjaként a tér barmely vektora els-
allithaté, és ez az elGallitas egyértelmd.

T 4.9 Haaz {aj, as, ...,a,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, akkor barmely

piar+paz + ...+ pray = qra; b qeag + o+ grar
egyenlség csak lgy teljesiithet, hogy p1 = 1. po = go, ..., Pr = ¢ -

T 4.10 Legalabb két vektorbél allé rendszer akkor és csak akkor linedrisan fliggetlen, ha a
rendszer egyetfen eleme sem 3llithaté el5 a tabbiek linedris kombinacidjaként.

D 4.11 Vegyiik fei, kdzos kezdSponttal, a paronként egymasra merdleges, egységnyi hosszd-
sagil i, j, k katstt vektorokat gy, hogy ebben a sorrendben jobbrendszert alkossanak. A T 4.8
tétel értelmében a tér barmely v vektordhoz megadhaté egyetien olyan a, b, ¢ valds szamhar-
mas, hogy v = al + bj + ck. Az a, b, ¢ szamokat a v vektor ({i, }, k} alapvekior-rendszerre
vonatkoza) koordinatdinak nevezzitk. Azt, hogy 4, b, ¢ a v koordinatai, igy jeloliik:

a
v=[a,bc] vagy v= [b] .

c

T 4.12 Ha a = {ay, ag, a3}, b = [b1, by, b3} és k adott sz&m, akkor

a+b=[a;+by, ap+ by, a3 +b3] és  ka = [kay, kas, kasz).
Az a és b vektor akkor és csak akkor egyenls, ha a; = by, a9 = bg, a3 = bs.
Megjegyzés: A vektor koardinatai fiiggnek az alapvektorok megvilasztasatol. Az elgbbi (és a
késgbb felirand6) minden koordinatds egyenldség természetesen tigy értends, hogy az egyen-
i6ségben szereplé vektorok koordinatai ugyanarra az alapvektor-rendszerre vonatkoznak.

Feladatok

357 Tegyiik fel, hogy az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Legyen
v=pla+pb+pc é w=qga+@ebtge
az a, b, ¢ vektorok két olyan linedris kombindciéja, ahol ¢; # 0, q2 # 0,
g3 # 0. Bizonyitsuk be, hogy v és w akkor és csak akkor kollinedris (egyez&
2114 ot ! Pz D3
allasd), ha — = —= = —~,
S @2 43

36. Az alabbifeladatokban megadott v és w vektorok az o és f paraméterek mely

értékeinél kollinedrisak, ha az {a, b, ¢} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen?
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4. Vektoralgebra — Vektorak linedris kombinaci6ja, linedris filggetlensége; vektor koordinatai

a) v=2a+3b, w=4a+ ab,
b) v=a+4b, w=2a+ 8b + ac,
¢} v=2a+tab+tc, w=4a + 2ab + 2c,

d) v=-2a+b+t+ac, w=aa+b-c,
e} v=a-tab4 fc, w=3a+pb+e¢,
f} v=5a+ab 4 3c, w=a+fb+ec,
g} v=caa+fb+2¢c, w=fa+ab+c,
h) v=aa+2ab+e¢, w=pa+4ab+2c,
i) v=a+ab+ec, w=Ffa+ 2b + fc,
j) v=3a-3ab+f8c, w=a-—ab-—c.
37> Legyen az {a, b, ¢} vektorrendszer linerisan fiiggetlen. Dontsiik el, hogy az
{r, s, t} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen-e. Allitdsainkat igazoljuk!
a) r=3a+2b+c,s=5a—-3b-2c, t=0,

by r=a+b+c,s=-2a-2b-2, t=2a—5b+c,
¢c) r=a+b+ec,s=b+tc, t=a+c,

d)y r=¢,s=a-b-c,t=a-b+c,

e) r=3a—b—-c,s=2a+b+2c, t=a-2b- 3¢,
fy r=a,s=a+b,t=a+b+c¢,

g) r=a+b+te,s=—a+c,t=a-b+c,

b)) r=2a+4+b+¢,s=3a+2b+ec,t=a+b.

38. Az ébrin egy ABCDA|BCi1D; pa-
ralelepipedont adtunk meg. A F pont
az BCC1 By lap kézéppontjat, a H a
BDy testdtld Dy-hez kizelebbi negye-
deld pontjit és a K pont a C1.Dq € fe-
lez8pontjat jeloli. A koordinstaival a-

—_ —_—
dott AB =a = [4,2,-3], AD =b =
—

[5,6,—2] és AA; = c = [1,4, 3] vek-
torok linedris kombinacidjaként adjuk
meg, és ezt felhaszndlva koordinataik-
kal is irjuk fel, a kévetkezd vektorokat:
AC, AD,, AF, AH, AR, FH, HE.

39. Az ABCD tetraéder A csiicsabdl kiindulé harom élvektor AB =b= [4,3,-2],
A=c= [2,-1,35], AD=d = [6,4,9]. Allitsuk el§ a B csiicsbél kiindulé
hérom élvektor linedris kombinacigjaként az ACD lap Sp silypontjiba, il-
letve a tetraéder S silypontjiba mutats EE'; , Hletve BS vektort. frjuk fel
ezeket a vektorokat koordinitas alakban is!

40> Legyen O a tér adott pontja. Vegyiik fel az 4, B és C pontokat gy, hogy azok
egy egyenesre illeszkedjenek, és az A ne essék egybe a B ponttal. A kévetkezs
feladatokban, a koordinatdikkal adott a = OA és b = OB vektorok linedris

kombinéciéjaként allitsuk el& a ¢ = OC vektort a megadott feltétel mellett,
Szémitsuk ki a ¢ vektor koordinatait is!
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4, Vektoralgebra — Vektorok linearis kombinacija, linedris filggetlensége; vektor koordinatai

41.

42.

43.

44?

45.

46.

a)a=1[3,4,2, b=[1,5,7] é |AB| : |BC| =3 : 2,
b) a=[4,3,-2], b=[2,2,4] é [AB] : |BC|=2:1,
— —
c}a=1{-3,2,5}, b=[0,4,1] és |AB| : |[BC}=3:1,
—_— —_—
d) a = [a1,a9,a3], b=[by,b,b3] és |[AB| : |BC|=m : n.
Az ABC haromszbghben az AB, a BC és a CA oldal felez8&pontjat jelsljiik
rendre D-vel, E-vel és F-fel. Legyen O a tér tetsz8leges pontja és S a harom-
szbg silypontja. Adva vannak a d = 0D = 4,3,-2], e = OF = (2,1,-3]
é f = O——F;‘ = (3,2, —7] vektorok. Allitsuk el§ a d, e és f vektorok linedris
—_— — — —
kombinacidjaként az &a = QA, b = OB, ¢ = OC és s = (OS vektorokat!
Szamitsuk ki a koordinatakat is !
Az ABCD tetradderben az ABC, az ABD és az AC D lap stlypontjat jeloljitk
rendre Si-gyel, So-vel és Sz-mal. Az s, = E§1 = {3,1,4], s = A_.S'g =
{2,2,-2} és 53 = ;:'175"3 = [1,3,4] vektorok linedris kombinicidjaként allitsuk
el a tetradder S silypontjdba mutatéd A_§ , a BCD lap 5y silypontjiba
— _ — — — ——3F ——3
mutatd ASy vektort, valamint az AB, AC, AD, BC, BD és C D élvektorokat!
Szamitsuk ki a koordinatéikat is!
Az alabbi feladatokban szerepls a, b, ¢ és v vektorokat (az {i,j,k} alapvektor-
rendszerre vonatkoztatott) koordinataikkal adtuk meg. Fejezziik ki a v vek-
tort az a, b és ¢ vektorok linedris kombindcidjaként, ha lehetséges!
a) a={1,1,0, b=[1,-1,0.. c=[1,1,-1}, v=[3,5,7],
b) a =1{1,0,0}, b=[0,1,0}, ¢=[,1,0, v=][2,1,3],
¢) a=1{1,0,0}, b=[1,1,1}, ¢=1[0,0,1], v=[3,1,-2].
Legyenek a, b és ¢ kozds kezd8ponts komplanaris vektorok, de a és b ne
legyen kollinedris. Bizonyitsuk be, hogy az a, b é ¢ vektorok végpontjai
akkor és csak akkor vannak egy egyenesen, ha a ¢ vektornak ¢ = aa + fb
alakd elfallitisiban az o és § konstansokra o + 3 = 1 teljesiil.
Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ és d vektorok kezdépontjai egybeesnek, tovibbd
a, b és ¢ nem komplandrisak. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢ és d vektorok
végpontjal akkor és csak akkor vannak egy sikon, ha a d vektornak 4 =
aa + Ab + vc alaki elGéillitdasaban az «, 3 és v konstansckraa + 3+ vy =1
teljestl.
Legyen a és b két, kézts kezdGponti, nem kollinearis vektor. Milyen esetben
felezi az a és b vektorral kozos kezdépontit a + b vektor az a és b vektorok
s20g6t7
Vektorok segitségével igazoljuk, hogy a hiromszég barmelyik belsd sztgének
felez& egyenese a szoggel szemben felvd oldalt a masik két oldal ardnyaban
osztja.
Az ABC héromszig AC oldalit a B csticsudl 16vE belsd szog felezd egyenese a

s ——p —
D pontban metszi, Allitsuk el§ a BD szogfelezd vekiort 2 BC' = aés BA=c
vektorok linedris kombinécidjaként!
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4. Vektoralgebra — Vektorok skalaris szorzata

497 Az ABC derékszogt haromszég AB atfogsjat a C csticsbdl kiindulé magas-
sdgvonal a D pontban metszi. A cD magassagvektort allitsuk €l6 a CH és
CA befogévektorok linedris kombinacisjaként! ’

50 Az ABCD paralelogramma B oldalanak felez6pontja az E, a CD oldalé az
F pont. Az AE és BF szakaszok metszéspontjat jeloljitk AM-mel. Allitsuk els

— —
az AM vektort az AB = a és AD = b vektorok linedris kombinaciéjaként!

Vektorok skaldris szorzata

D 4.13 Az a és b vektorok skalaris szorzatst ab-vel jelsljik, és azon a kévetkezd szamot
értjitk: ab := [a| - |b|cos(ab)/. Egy a vektor snmagaval képezett skalaris szorzatét az a
vektor négyzetének is nevezziik, és ennek megfelelsen a’-tel is jeléljok.

T 4.14 Haa=[a},a9,a3) és b = [by, by, b), akkor ab = a1b; + azby + azbs .
T 4.15 Tetszoleges a vektorra |a| = va?. Ha a = [a), a3, a3}, akkor |a| = vad +af +ak.

T 4.16  Két vektor skaldris szorzata pontosan akkor zérus, ha a két vektor merdleges egymas-
ra.

T 4.17 Ha e egységvektor, akkor az ea skalsris szorzat abszoldt érteke egyenld az a vektor e
irdnyaba esS merdleges vetiiletének hosszaval. Ha az ea szorzat nem zérus, akkor elgjele aszerint
pozitiv, illetve negativ, hogy az elGbbi vetilleti vektor iranya megegyezd, vagy ellentétes az e
iranyaval,

Feladatok

517 Az a és b vektorok szége I, abszolit érickiik: |a| = 3 és |b] = 4. Szamitsuk

ki az aldbbi feladatokban megadott skalaris szorzatok értékét!
a) ab. b) a?. ¢) h?. d) (a+b)°.
e) {a—b)?. f} (3a—2b}a+ 2b). g) (3a+ 2b)?.

52. Az a, b és ¢ vektorok abszoliit értéke rendre 3, 5 65 8. Az ads b meréleges
egymadsra, a ¢ vektor pedig mindkett&vel 120°-os sziget zar be. Szamitsuk ki
az aldbbi feladatokban megadott skalaris szorzatokat:

a) (3a — 2b)(b + 3c). b) (a+b+c)?. c} (a+2b —3c¢)?.

537 Tegyiik fel, hogy az e;, ey, e3 olyan egységvektorok, amelyekre ey ey tey = 0
teljestl. Szdmitsuk ki az ejey + €1e3 + egey dsszeg értékét!

54. Az a. b és c vektorok abszolidt értékei: |a| = 3, |b] = 1, |e| = 4, tovabba
a+b+c=0. Szdmitsuk ki az ab + ac + be osszeg értékét!

55. Az a, b, és ¢ vektorok paronkénti szége 60°, abszolnt értékeik: lal=4,|b[=2
és |c| = 6. Szamitsuk ki az a + b + ¢ vektor abszolit értékét!

56. Bizonyitsuk be a kivetkezd azonossagot: (a+ b} +{a—b)* = 2(a® + b?).
Mi ennek az azonossdgnak a geometriai jelentése?
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4. Vektoralgebra — Vektorok skaldris szorzata

57.

58.

592

60,
61°

62>

63.

647

65.

667

67’

68.

69.

70,

71,

72.

73°

Bizonyitsuk be, hogy tetsztleges a és b vektorokra —|a|-|b| < ab < |a| - |bl.
Milyen esetekben teljesiil az egyenlSség?

Az a+ ab és a — ab (b # 0} vekiorok az o paraméter mely értékeinél
merSlegesek egymaésra? '

Mutassuk ki, hogy az r = b — a(ab)/a® (a # 0) vektor mer&leges az a
vektorral

Mutassuk ki, hogy az r = b(ac) — c{ab) vektor merSleges az a vektorra!
Milyen feltételt kell az a és b vektoroknak kielégiteni ahhoz, hogy az a+ b
és a — b vektorok mer&legesek legyenek egymdésra?

Az a és b vektorok szége 30°. Abszoldt értékiik: |a] = /3 és |b| = 1. Sz4-
mitsuk ki az a + b és a — b vektorok szogét!

Legyen a és b két, a zérusvektortdl kitlonbozé vektor. Hatdrozzuk meg a két
vektor szdgének koszinuszit, ha

a)la+bl=la; b)la+b]=|a-bl.

Ha az a + 3b vektor merSleges a Ta — 5b vektorra, az a — 4b vektor pedig
mer6leges a 7a — 2b vektorra, akkor mekkora az a és b vektorok szdgének
koszinusza?

Legyen |a] = 2, |b| = 5 és a két vektor szoge 120°. A ¢ paraméter mely
értékeinél merélegesek egymadsra a ta + 17b és a 3a — b vektorok?

Mi jellemzi azokat az a, b (a # 0, b # 0) vektorparokat, amelyekre teljesiil
az, hogy az a-nak a b irdnyiba es§ merdleges vetiilete ugyanolyan hosszi,
mint a b-nek az a irdnydba es§ merSleges vetiilete?

—
Legyen O a tér adott pontja, e = OF egységvektor és k egy pozitiv konstans.

Hol helyezkednek el azok a X pontok, amelyekkel e - (—732 =k7

Szamitsuk ki 2 megadott vektorok hajlassziogének koszinuszat!

a) [3.1,3], [1,-2,2]. b)[2,3,—1], [-1.1,6]. <) [4,2,~3],3,6,8].

Milyen z szém esctén merSleges a b = [6,—-2,z] vektor az a = [2,-3,1]
vektorra?

A kovetkezs feladatokban megadott a és b vektorok valamelyik koordinétaja
egy t paraméterrel egyenl. A két vektor szége a t mely értékénél lesz az
adott « szog?

a) a::[l,t,l], b:[-—l,?,l}, o = £60°,
b) a= (L], b=[+1/21,41], a =45,
C) a:[t1132}1 b={0,—1,1], o= 90°.

Szamitsuk ki annak az x vektornak a koordindtsit, amely kollinedris az

a = [2,1, —1] vektorral és kielégiti az ax = 3 egyenletet!

Legyen a = {1,0,~1] és b = [1,1, —1]. Hatdrozzuk meg azokat az e egység-

vektorokat, amelyekre . ' )
cos(a,e); = 7 és cos(b,e}; = -\—i_g

Allitsuk el8 az a vektort két olyan vektor tsszegeként, amelyek koziil az egyik

parhuzamos a b vektorral, a mésik pedig mer6leges h-re! Szamitsuk ki e két

vektort, ha pl. a = [3,2,2] és b = {4,-2,2]!
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74.

75.

78.

7.

78.

79’

80!

81.

82.

83.

847
85.

867

87>

88.

89}

Adva vannak az a = [1,0,1], b = [1,2, 2] és ¢ = [~1, 2,1} vektorok. Mer&lege-
sen vetitsitk a ¢ vektort mind az a, mind a b vektor egyenesére. Hatdrozzuk
meg a két vetiiletvektor sszegét!

Az aldbbiakban megadott vektorparok kéziil melyik lehet rombusznak és me-
lyik lehet téglalapnak két szomszédos oldalvekiora?

a) a=[3,5,-4], b=[2,-10,—11],

b) a=[1,-10,-7], b=[2,5,-11],

¢} a=[3,1,-2], b=][2,1,1].

Szdmitsuk ki annak a 6 egységnyi hosszt x vektornak a koordinatait, amely
kollinedris a {2, —1, 2] vekiorral és tompaszoget zar be a [0,0, 1] vektorral!
Szémitsuk ki annak az x vektornak a koordinatéit, amely eleget tesz a ko-
vetkezs feltételeknek:

1.} x mer&leges az a = [1,1, -1} és i = [1, 0, 0] vektorokra;

2.) x abszoltt értéke 2;

3.) x hegyesszioget zar be a j = [0,1, 1] vektorral.

Szamitsuk ki az x vektor koordinatait, ha x merSleges a (2,3, —1] és 1, —2, 3]
vektorokra és lielégiti az x(2i — j + k) = —6 egyenletet!

Adva vannak az a = (7, 1,0}, b = [3, —4, 5] és ¢ = {4, 3, 5] vektorok. Szamit-
suk ki azon x egységvektorok koordinétait, melyek az a, b és ¢ vektorokkal
egyenld szoget zdrnak be! Hatdrozzuk meg e sz6gek koszinuszait is!

A v = [v1,v3] vekior mer&leges vetitletének hossza az a = [3,4] vektor egye-
nesén 1, a b = [1,1] vektorén /2. Szamitsuk ki v koordinatait!

A v vektor meréleges vetiiletének hossza az [1,~-1,1], [2,0,1], [3,1,2] vekto-
rok egyenesein rendre /3, /5, /6. Hatdrozzuk meg a v vektort!

Az e egységvektor merSleges vetiiletének hossza mind az [1,1,0], mind a

[0, 1,1} vektor egyenesén ﬁ . Hatdrozzuk meg az e vektort!

Az m vektor abszolit értéke /10 és m merleges mind az a = [—1,3.1],
mind a k = [0,0,1] vektorra. Hatarozzuk meg az m vektort!

Igazoljuk, hogy barmely ABC D tetraéderre EC@—}—EE%—EE& =0.
Az el6z8 feladat allitdsira tdmaszkodva igazoljuk, hogy ha egy tetraéder két
kitérd élparjanak két-két egyenese meréleges egymasra, akkor a harmadik
kitér élpir egyenesei is mer&legesek egymasra.

Vektoralgebrai médszerekkel bizonyitsuk be Thales tételét!

Igazoljuk, hogy a paralelepipedon testatléinak négyzetssszege egyenls az éle-
inek négyzetdsszegével!

Bizonyitsuk be, hogy ha a v vektor merSleges a nem komplandris a, b és ¢
vektorok mindegyikére, akkor v = 0.

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder magassigvonalai akkor és csak akkor tar-
talmaznak egy kozds pontot (magassagpontot), ha a tetraéder szemkozti &l-
vektorai merdlegesek egymaésra.
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4, Vektoralgebra — Vektorok vektori szorzdsa

Vektorok vektori szorzdsa

D 4.18 A haromdimenziés a és b vektorok vektori szorzatat igy jelsljik: a X b, és ezen azt
a vektort értjilk, amelynek

1.) abszoliit értéke: |a x b| := |a|[b|sin(a,b)/,

2.} alldsa a-ra és b-re merSleges,

3.) irénya pedig olyan, hogy a, b és a X b, ebben a sorrendben, jobbrendszert alkot.

T 4.19 Két vektor vektori szorzatanak abszolit értéke a két vektor sital meghatdrozott pa-
ralelogramma tertiletének mér8szamaval egyenis. Skaldris szorzatokkal kifejezve:

la x b| = /a2b? — (ab)?.

T 4.20 Két vektor vektori szorzata akkor és csak akkor zérusvektor, ha a két vektor egyezd
allasd.

T 421 Az a = [a1, a2,0a3] és b = [by, ba, b3] vektorok vektori szorzata determindnsokkal

i j ok
axb=31% @ i@ @3} o G {0 o,
b b3 | |6 bs by be b: b; b:

alakban irhaté fel.
T 4.22 Kifejiési tétel: Tetszbleges a, b, ¢ vektorokra a x {b X ¢} = (ac}b — (ab)c.

T 4.23 Tetszéleges a, b, ¢ vektorokra és k valds szamra
(1) bxa=—{axb)},
{(2) ax(b+c)=(axbi+(axec),
(3) {(b+c)xa =(bxa)+(cxa),
(4) k(axb) =kaxb=axkb.

Feladatok

90° Készitsiik el az 0, i, j és k vektorok vektori szorzatainak mivelettablajatl
91. Végezziik el az alébbi feladatokban kijelolt vektori szorzdsokat, majd hozzuk
egyszeriibb alakra az igy kepott kifejezéseket!
a} (a+b)x(a—Db), b) (a+b) x (a—2b),
c) (3a — b} x (b + 3a), dj(a+b-c¢c}x(a+b+c},
e)(a+2b)x (2a+b)+(a—2b)x(2a-b),
f) (a—2b+ ¢} x (3a+10b — Tc).
92. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét:
2) (ix )2, b)(2ix3), <) [(3i-5)xGx2P.
93. Ha az a és b vektorok altal meghatirozott paralelogramma tertilete T', akkor

mekkora a 2a+3b és a 4a—2b vektorok lial meghatarozott paralelogramma
T teriilete?
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4. Vektoralgebra — Vektorok vektori szorzdsa

947 Az a x ¢ = b x ¢ egyenldséghsl kovetkezik-e, hogy a =b ?

95> Bizonyitsuk be, hogy haa+b4c=10,akkoraxb=bxc=cx a.

962 Bizonyitsuk be, hogy ha a és b nem kollinesris vektorok, és v olyan vektor,
amellyel v xa=06s v x b= 0 teljesiil, akkor v = 0. '

97> Igazoljuk, hogy ha a, b és ¢ nem kollinedris vektorok és axb = bx¢ = ¢ x a,
akkora+b+c¢=0.

987 Bizonyitsuk be, hogy haaxb =¢xdésaxc=bx d,akkora—désbh—c¢
egyallasd vektorok.

997 Tegyiik fel, hogy az a, b és ¢ vektorok kezd6pontja kéz8s. Bizonyitsuk be,
hogy ha (ax b)+ (b x ¢)+(c x a) = 0, akkor az a, b, ¢ vektorok végpontjai
egy egyenesre illeszkednek.

1002 Bizonyitsuk be, hogy ha az a x b és ¢ x d vektorok kollinedrisak, de egyikiik
sem zérusvektor, akkor az a, b, ¢, d vektorok komplanarisak.

101, Ha az a vektor meréleges a b vektorra, akkor mivel egyenld az
ax {ax[ax(axb)]} szorzat?

102. Igazoljuk a kévetkezd azonossigokat:

a) ax(bxc)+bx{cxa)+ex(axb)=0,
b) ax[bx (e xd)]=(bd){ax c)- (bc)a xd).

103. Igazoljuk, hogy ha az a vektor mer&leges a b—c vektorra, de a nem merdleges
b-re, akkor az a x (b x ¢) és b — ¢ vektorok egyallasi vektorok!

1047 Lehet-e az a = [6,2,—3] és a b = [~3,6, —2] vektor egy kocka egyik csiicsd-
bdl kiindulé két élvektor? Ha lehet, akkor hatirozzuk meg az ugyanebbdl a
csticsbél kiinduls harmadik élvektort!

— ——

105. Az ABC hiromszigben |AB| = 8, IE—C-')| =4, |CA| = 6. Szamitsuk ki az

A8 x AC vektor abszolit értékét!

106. Az ABC hiromszdghen legyen AB = (2,-8,1] és AC = [1.4,6]. Szamitsuk
ki az A csticshoz tartozé m, magassig hossziisagat!
1077 Legyen e egységvektor, a egy tetszdleges vektor. Mi az |e x al szdm és az (e x

a) x e vektor geometriai jelentése? Ennek ismeretében adjunk 41j megoldést
a 73. feladatral

108> Adva van hiarom, kozos kezdGponti a = [1,1,0], b= [0,1.1] 8s ¢ = [1,2, 2]
vektor. Bontsuk fel a ¢ vektort két olyan vektor Osszegére, melyek kozil az
egyik az a és b sikjiban van, a masik e sikra merdleges!

109. Egy paralelogramma két, koz6s kezdépontbél kiinduls élvektora a = {3,—-1.1]
és b = {£,2,1]. Szdmitsuk ki a ¢ paraméter értékét, ha a paralelogramma
teriilete 3+/6 egység.

— — R

110. Adva van az ABC D négyszog harom oldalvektora: AB = [2,-3], BC = [6,2}

ésCD = (1.3). Szémitsuk ki az ABC'D négyszog teriletét!

1117 Adva van hdrom vektor: a = [2,-1], b = [1,1] és v = [7,1]. Szdmitsuk ki
annak a paralelogrammaénak a teriiletét, amelynek egyik 4tldja a v vektor ds
oldalai a-val, illetve b-vel parhuzamosak!
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112, Legyen 04 = {0,1,1], OB = i—1,1,21 és oC = {1,0,1]. Hatirozzuk meg az
ABCO tetraédernek az O csfcshoz tartozd magassagat!

113. Adott a{# 0) vekior esetén melyek azok a b(+# 0) vektorok, amelyekre
|a x b| = ab teljesiil?

Vektorok vegyes szorzata

0 4.24 Az a, b és c vektorok abe-vel jelsit vegyes szorzatan az (a x b)e szémot értjitk.

T 4.25 Az abc vegyes szorzat abszolit értéke annak a paralelogramma alapd hasabnak a
térfogatat adja, amelynek egy csicsdbdi kiinduié hdrom élvektora éppen az a, b és ¢ vektor.
Az abc elgjele aszerint pozitiv ill. negativ, hogy a harom vektor jobb- il balsodrasi vektorhar-
mas-e? Az abc értéke pontosan akkor 0, ha a harom vektor komplanaris.

T 4.26 Tetszdleges a, b, c vektorok vegyes szorzatara teljesiilnek a kbvetkezs osszeftiggések:
(1) abe=bca = eab = —bac = —ach = —cba,
(2) abe=a(bxc).

T 4.27 Az a = [a1,a2,a3), b = [b),bs,b3] &5 € = [c},e3, c3] vektorok vegyes szorzata a
kivetkezd harmadrend{i determianssal egyenls:

ay &z ag
abe=1|by by b3
€ €3 €3

Feladatok

114, Fejezziik ki a kovetkez8 vegyes szorzatokat az abe vegyes szorzattal:
a) ab{e + Aa + pc), ahol A és u adott valés szdmok,
b) atbb+ccta

2 2 2

115. Komplandrisak-e a 2a+3b, 3b—4c, 2a+ 5¢ vektorok, ha az a, b, ¢ vektorok
nem komplandrisak?

1186. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ vektorok kielégitik az (ax b)+ (b x ¢)+
{cxa)=0 feltetelt akkor kompianarlsak

117, Bizonyitsuk be, hogy barmely a, b, ¢ vektorhdrmas esetén |abc| < |a||bllc].
Milyen esetben teljestil az egyenléség?

118. Az a, b, c vektorok dltal meghatdrozott paralelepipedon térfogata V. Mennyi
azr = 2a+3b+4c,s =a—b+cési = 2a+4b —c vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon V' térfogata?

1197 Az a ={2,-1,2], b ={3,1,5] és ¢ = [, 2, —1] vektorok 4ltal meghatirozott
paralelepipedon tériogata « milyen értéke mellett lesz 10 egység?
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120. A kovetkez§ feladatokban megadott {a,b,c} vektorrendszer az o paraméter
mely értékeinél linearisan fiiggetlen, és mely értékeinél linedrisan fliggs?
a) a={0,2,3], b=[a,-1,2], ¢=[1,2,1],
b) a=[2,a,4], b=[0,0,0], c=[3,-1,2],
¢} a={a,1,2], b=[3,-1,0], e=[2,1,0],
d) a=[a,2,1], b=[0,0,2], ¢=[1,-1,3],
e) a=[a,5,1], b=[3,0,3], ¢=[1,0,1],
) a=[3,¢,0], b=(0,3,a], c=[1,0,~1].
121. Az a, b, c vektorhdrmas oly jobbrendszert alkot, amelynek elemei paronként
merSlegesek egymasra. Szamitsuk ki az abc vegyes szorzat értékét, ha
laj =4, |bj =2 és |¢| = 3.
— —_
122. Mekkora az ABCD tetraéder térfogata, ha AB = [2,-1,4], BC = [6,1, —4]
és OD = [1,1,2)?
— —
123. A 8 egység térfogatii ABC'D tetraéder két élvektora: AB = [3,2,1] és AC =
{1,0,1]. Hatdrozzuk meg az AD élvektort gy, hogy az egyillisi legyen a
d = {~1,2,1] vektorrall
124, Legyenek a 4 egység térfogati paralelepipedon, ABC DA, B,C Dy élvektorai
AB = i3,1,0] és AD = [2,0,1] (1. a 38. feladat melletti sbrat). Hatarozzuk
meg az ﬂl élvektort azzal a feltétellel, hogy az merSleges legyen az r =
(2,-4,1] és s = [1,1,2] vektorokra! Szémitsuk ki a paralelepipedonnak az
ABCD laphoz tartozd magassagat!
125%Legyen a, b, ¢ hdrom adott vektor és u, v, w hirom tetszdleges linearis
kombindcidjuk, azaz
u =uia+ ueb + uge,
v = yia+ veb 4+ v3c,
w = wia+ wab + wsc
dlljon fenn valamely wu;, v;, w;i (i = 1,2, 3} szdmokra. Bizonyitsuk be, hogy

U1 Ug X3
uvw = abe- vy U U3
Wy wy Wy

126> Legyen {a,b,c} és {u,v. w} a tér két linearisan fiiggetlen vektorrendszere.
Ismeretes, hogy ekkor u, v, w és a, b, ¢ kifejezhetdk

0 =ua+ usb + uzc a=au+av+aw,
v = via+ mb 4+ vc illetve b =bhu+ byv + byw,
w = wa + web + wze c=cu+ v+ czw

alakban, ahol u;, vi, wi, aj, bi, ¢; (i = 1,2,3) alkalmasan vilasztott valss
szdmok. Bizonyitsuk be, hogy
- a1 az ag Uy Uz us
61 62 b3 Y1 V3 V3 i = 1.
] cy €3 wy we w3 ;
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5. fejezet

Analitikus térgeometria

Kezd§ és végpontjuk koordinataival adott vektorok

D 5.1 A koordindta-rendszer O kezdSpontjibél a P pontba mutaié OP kststt vektort a P
pont helyvektordnak nevezziik.

T 5.2 A tér tetszbleges P pontjanak derékszégd koordinatai az 515 helyvektor koordinata-
ival megegyeznek. Azaz, ha P{z,y, ), akkor 0P =i+ vitzk (=1lz,9,7]).

T 5.3 Ha Pi(z1,3,21) és Pa{xq,y2, 72} koordinatsikkal adott pontok, akkor
PPy = (za—m)i+ (2 —y1di+ (22 — 1)k

Révidebben frva: F;}"; ={zg— 21,92 — 1,22 — #1] . A P| és P, pontok d( P, P;) tivolsiga
pedig a Py P, vektor hosszéval egyenls: d( Py, P,) = \/(912 —~ 212 4 (g — 91)% + (22 — 21)2.

Feladatok

1. Szamitsuk ki az A(1, -2, —3) pontbdl & B(2,-3,0), C(3,1,-9), letve
— —
D(—1,1,-12}) pontba mutaté AB, E és AD vektorok koordindtait!

2.  Szamitsuk ki az A(4,-2,—4), B(—4,12,6), C(12,—4,3), D{5,7,11) pontok-
nak az origétél mért tavolsigat!

3. Déntsiik el, hogy az aldbbiakban megadott ABC, DEF és GHK hiromszo-
gek kozott van-e egyenls szard: A(5,1,0), B(2,-1,3), C(-2,3,1};
D(3,-1,2), E(0,—4,2), F(-3,2,1); G(3,-3,5), H(2,-2,5}, K(2,-3,6).

47  Adjunk meg az z tengelyen olyan pontot, mely az A{—3,4,8) ponttél 12
egység tavolsdgra van!

8% Adjunk meg a z tengelyen olyan pontot, mely egyenld tdvolsigra van az
A(1,-3,7) és B(5,7,—5) pontoktsl!

6. Lehet-e A(3, 1,6}, B(—1,7,-2) és C(3,1,8) egy téglalap harom csiicsa?

7 Van-e tompaszige annak a hiromszognek, amelynek csticsai:

A(4,—1,4), B(0,7, -4), (3,1, ~2)?
51,



5. Analitikus térgeometria — Kezd§ és végpontjuk koordinitdival adott vektorok

87

9>

10°

11.

12.

132

14?

15?2

18>

178

187

192

20°

Szamitsuk ki a kovetkezd feladatokban adott ABC haromszog teriiletét, az
AB oldalhoz tartozé magasségot és az A csticsnal 16v8 sz6g tangensét!
a) A(5,4,1), B(1,6,2), C(3,3,2). :
b) A(5,7,1), B(3,6,-4), C(2,8,-1).
¢) A(6,1,5), B(4,1,4), C(3,0,3).
Az ABC hdromszbg cstiesai: A(3,2,5), B(3,2,-5), C{-5,0,3). Szamitsuk ki
& héromszdg stlyvonalainak hosszét!
Hatérozzuk meg annak a P pontnak a koordin4téit, amely az A{ay, as, as) és
B(by, bz, b3) pontokat 6sszekéits szakaszt AP PB=m:n ardnyban osztjal
Szémitsuk ki az A(4, —1,2) és B(~2,2,5) pontok &ltal meghatarozott szakasz
harmadolé pontjainak koordindtait!
A kovetkezd feladatokban a megadott A pontot tiikrozziik a B ponton. Sza-
mitsuk ki a tiikérkép koordinat4it!
a) A(3,4,—1), B(0,0,0). b) A(0,0,0), B(3,4, —1).
¢) A(-1,-2,-5), B(2,-1,3).  d) A(5,—1,2), B(0,—1,2).
Adva van az § egység teriiletdd ABC haromszog A(2, —1, 3) és B(5,2,4) csties-
pontja. Szémitsuk ki a C csiics koordinatait, ha a C pont

a) az z tengelyen; b) a z tengelyen
fekszik.
Adott az A(3,-1,0) és a B(2,2,1) pont. Ha a C(0,y,0) pont végigfut az y
tengelyen, akkor az ABC héromszog teriilete milyen értékek kozott valtozik?
Egy paralelogramma hirom csticsa: A(3,-1,2), B(1,2,—4) é C(-1, 1,2).
Szdmitsuk ki a negyedik csiics koordin4tait!
A kovetkezd feladatokban adott négy-négy pont egy sikban van-e?
a) A(2,-1,4), B(~1,0,3), C(3,—1,0), D(1,1,2).
b) A(1,2,3), B(3,1,6), C(0,3,4), D(1,3,8).
¢} A(1,-9,-12), B(2,~7,-13), C(0,—11,-11), D(3, -5, —14).
Egy tetraéder cstcspontjai: A(—2,0,2), B(2,0,-1), C(1,2,-1), D(2,1,-1).
Szamitsuk ki a tetraéder térfogatit, felszinét és az ABC laphoz tartozdé ma-
gassdgat!
Egy tetraéder cstcsai: A(2,—4,3), B(1, -4, 4}, C(-3,2,0) és D(2,0,u). Ho-
gyan kell megvalasztani a D pont u-val jelslt koordinatajat, hogy a tetraéder
térfogata 4 egység legyen?
Az A(1,0,w), B(2,-1,3}, C(2,0,v), D(1,1,-1) pontnégyes milyen u és v
értékekre lesz egysiki?
Az ABCD tetraéder harom csiicspontja: A(3,1,0), B(2,1,1) és C(-1,-1,1).
Melyek azok D(z,y,z) pontok, amelyekkel a tetraéder térfogata 10 egység?



5. Analitikus térgeometria — A sfk egyenletei

A sik egyenletei

D 5.4 Az adott Py ponton sthaladé S sik normalvektorinak neveziink minden olyan n
(n # 0) vektort, amely merdleges az S sikra.

T 5.5

Ha egy sik &tmegy a Pp(sq, 0, z0) ponton és merdleges a zérusvektortdl kildnboza

n = [A, B, C] vektorra, akkor egyenlete:

T56

alaki,

Alz —zo)+ By~ )+ Clz —20) = 0.

Minden sik egyenlete
Az 3+ By+Cz4+ D=0

és minden ilyen egyenlet stk egyenlete, ha A, B és € koziil legalabb az egyik zérustol

killénb6za.

Feladatok

21.

222

23?

24.

25,

26.

A kovetkezd feladatokban adva van egy A pont és egy n vektor. Irjuk fel
annak a siknak az egyenletét, amelynek egyik pontja az A pont és normal-
vektora az n vektor!

a) A(2,1,4), mn=][3,2,-4]. b) A(0,0,0), n = {1,2.4].
) A(7,2,-2), n=[2,0,3]. d) A(3,2,0), n=[0,-21].
¢) A(0,0,0), mn=[1,0,0]. f) A(0,0,0), n = [0,1,0}.
g) A(0,0,0), =n=1[0,0,1]. h) A(-1,2,6), n = [0,3,0L

Vizsgiljuk meg, hogy a hdarom pont egy egyenesbe esik-¢; ha nem, akkor irjuk
fel a megadott pontokon dthalads sik egyenletét!

a) P(0,-1,2), Q(2.-1,1), R{4,3,-2).

by P{1,0,0), Q(0.1,0), R{0,0,1).

¢} P{-3.0,4), 9(4,1,2), R{0,0,0).

d) P{4,0,-1), Q(5,0,2), R(-2,0,0).

e} P(-2,3,1), §(0,5,2), R{-4,1,0).

Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy az A(1,5,2)
ponton és parhuzamos a 7r — y + 3z + 2 = 0 egyenletd sikkal!

Hatdrozzuk meg az & + 2y — 3z + 6 = 0 egyenletd siknak a koordinéta-
tengelvekkel alkotoit metszéspontjait!

igazoljuk, hogy a 22+y—2—2 =0, 2—3y+2+41 =0, 2+y+2z—3 = 0 egyenletd
sikoknak egyetlen kézds pontjuk van. Ezen a kiizos ponton 4t fektessiink olyan
sikot, amely parhuzamos az = + y + 2z = 0 egyenletii sikkal!

Mutassuk ki, hogyazz —y—2=0,3r -y ~2+2=046s

4r —y — z + 4 = 0 egyenleti SIkoknak nincs k6z6s pontjuk!
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B, Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozd helyzetgeometriai feladatok

27" Normaélvektorok segitségével mutassuk ki, hogy az z+y+2z = 6,2x—y+2z = 3
és x + 2y — z = 2 egyenletd sikoknak pontosan egy kozos pontjuk van.
28. Szémitsuk ki a kitvetkezd sikok 4ltal hatarolt tetraéder térfogatat:

z+y+z—1=0, r—y—1=0, z—z—1=90, z—2=0

29. Mi az egyenlete anmak a siknak, amely thalad az A{-2,3,1) és B(4,2,-1)
pontokon és mer&lzges a 3z — y + z — 3 = 0 egyenletd stkra?

30. [Irjuk fel annak a stknak az egyenletét, amely merSleges a —z+2y+32—-2=10
és 2z —y — z + 1 = 0 egyenletl sikokra és dtmegy a P(4,1,2) ponton!

31. Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az A(1,-3,0) és B(3,7, —4)
pontokat dsszekots szakaszt felezi és mer6leges ral

32> Adott az A(1,3,5), B(2,5,3) és C(4,7,5) pont. Irjuk fel annak a siknak az
egyenletét, amely athalad az A ponton és mersleges az ABC héromszog A
csitcsdndl 16vE a) bels szbg; b) kiilss sz6g felezd egyenesére!

33" Egy hdromszog hirom estcsa: A(1,1,1), B(5,1,4) és €(3,3,2). Irjuk fel an-
nak a siknak az egyenletét, amely athalad az A ponton és merSleges az 4
csticshoz tartozd magassdgvonalral

Egyenesekre és sikokra vonatkoz6 helyzetgeometriai feladatok

D 5.7 Az adott P ponton sthaladé e egyenes iranyvektaranak neveziink minden olyan v
(v # 0} vektort, amely parhuzamos az e egyenessel,

T 5.8 Haa Py pont egy egyenes egyik pontja, irdnyvektora pedig v = [u, 5, ¢}, akkor az
egyenes paraméteres egyenletrendszere

T =22y +at
¥y=yot+bt
z=zy+ct,

ahol a ¢ paraméter az dsszes valds szamon végigfut.

T 5.8 Haa Py(zg,y0,20) ponton dtmend és v = [n, b, c] iranyvektorl egyenes egyik ten-
gelysikkal sem parhuzamos (2 # 0, b £ 0, ¢ # 0), akkor egyenletrendszere

T-xp Y- Z-2x
1 = = .
(1) a b ¢
Ha a, b, c kézil az egyik (pl. ¢) 0, de a masik kettd nem, akkor az egyenes egyenletrendszere
Ha a, b, ¢ k&ziil ket 0 (pl. b és c) egy pedig nem, akkor az egyenes egyenletrendszere:
(3) ¥Y=%, zZ=2.

Az (1), {2), és {3) egyenletrendszereket az egyenes paramétermentes egyenletrendszereinek ne-
vezzitk. Megallapodunk abban, hogy az ,egyenes egyenletrendszere” kifejezésen (jelzs nélkiil)
mindig ezt a paramétermentes egyenletrendszert értjiik.

5-4



5. Aunalitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatkozd helyzetgeometriai feladatok

Feladatok

341> A kﬁvetkezf)' harom egyenes kdzﬁl kettd )araméteres, egy edi araméter-
mentes egyenleﬁrendszerrel van megadva:

=—14+3 =21 0 5
e {y=2-1 ., f:du=4 ,  g: ;z:y—-lz gz
z=3+2t z=1+2¢

Hatdrozzuk meg mindharom egyenes iranyvektordt és dontsiik i, hogy az
A(2,1,5) és B(—1,4,7) pontok koézill melyik van rajta az egyes egyeneseken!

35. Irjuk fel a kovetkezs, paraméteres egyenletrendszerrel megadott egyenesek
paramétermentes egyenletrendszerét:

r=5+2t x=2-1 z=1t—5
e: y=—1 , f: y=2 s g: y=3
z=1-1t¢ z=—=14+3¢ z=4.

36. [rjuk fel a kvetkezd, paramétermentes egyenletrendszerrel megadott egyene-
seknek azt a paraméteres egyenletrendszerét, amelynél a £ = § paraméterér-
tékhez a megadott xq, illetve ¥y koordinataji Py pont tartozik!

e—1 y+1 =z _ . _ y—1 _
a) T =T =1 zp = 16. b} =3, 3 =2z Y =39
¢y y=4, z=-3; z="T

37% A kdvetkezs feladatokban egy-egy egyenest kiilénboz8 meghatdrozé adataival
adtunk meg. Trjuk fel az egyenesek paraméteres és paramétermentes egyen-
letrendszereit!

a) Atmegy az A(—2,5,1) ponton, és parhuzamos az a = [~1,2, 3] vektorral.

b) Atmegy a P(3,1,2) és a Q(—1,1,3) ponton.

c¢) Parhuzamos a k = {0,0,1] vektorral, és dtmegy az A(5,1,4) ponton.

d) MerSleges az a = [~2,3,1] és a b = [2,0,1] vektorra, és dtmegy az
A(8, -3,4) ponton.

e) Parhmzamosa 3z +y—2+1 =06s nz 2 + y + z = 0 egyenletii sikkal, és
metszi az yz tengelysikot a P{0,4,1) pontban.

38. A kovetkezd feladatokban szereplS egyenesek, illetve sikok az o paraméter
mely ériékénél (értékeinél) elégitik ki a leirt kiovetelményt?
z+2 y z—1 zr—3 y—-1 z-
a) Az =g = és az = =
2 3 4 @ 4 2
egyenesek meré&legesek egymaésra.
z—1 y-—12

egyenletrendszerd

z

b) Az > T = egyenletrendszerii egyenes és az » + 3y — 202 =0
egyenﬂatfi sik parhuzamos egymdssal.

c)Azz = 1+at,y = -2, z = 1 egyenletrendszerit egyenes metszi a

2z + ay + z + 1 = 0 egyenletd sikot.
5-5
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39.

40,

41.

42,

43.

44,

45.

46,

47?2

d) Az A(2,4,-1) és a B(a, & + 6,3) ponton stmend egyenes merGleges a
3z + 5y + £z = 0 egyenletd sikra.

Hatérozzuk meg a P(—2,1,0) pontra és az e : z =t + 2, y=3t z =2

egyenletrendszeri egyenesre illeszkedd sik egyenletét! '

Hatdrozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(3,0,1)
ponton és parhuzamos az alabbi egyencsekkel:

z=1-2¢t 2
e: y=2+1 és f: Tj =y=—z
7= -2t -

frjuk fel az 2 —3y+2z+2 = 0 és 2z —3y— 244 = 0 egyenletil sikok metszésvo-
nalénak paraméteres egyenletrendszerét, az r, y, = koordinatak valamelyikét
vélasztva paraméterként. Ennek alapjan irjuk fel 2 metszésvonal paraméter-
mentes egyenletrendszerdt is!

A kovetkez§ feladatokban egy-egy sik és egy-egy egyenes van megadva. Hata-
rozzuk meg az egyenes és a sik kizos pontjat, illetve pontjait {(ha van ilyen)!

=31
a) 2z +y+3z—-3=0, y=2—1
z=3—-1.

-1
by 83z —y—~2:-2=0, =2y+3=1z-3.
) 242y —z4+2=0, $+2=y_3=%l_

r=1
d) Sx —~y+32~-3=0, y=05+3t
z=1-+1t.

frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely parhuzamos az
t-y—42-5=0 ésaz Zx+y—-2z-4=0

egyenletd sikok metszésvonaldval és dtmegy az origén!

Egy hdromszog csiicsai: A(3,6,—7), B(-5,2,3) és C{4, -7,-2). Adjuk meg

a C csticson atmen§ silyvonal egyenletrendszerét!

Egy hdromszog csicsai: A(3, -1, -1), B(1,2,—7) és C(—2,8. —5). frjuk fel a

B csucshoz tartozéd {bels8) szog szoglelezdjének egyenletrendszerét!

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza az

egyenletrendszerii egyenest és mersleges a 2z —y + z = 0 egyenletdi sikra!

Allapitsuk meg az alibbi hat egyenesbél alkothaté egyenesparok kolesénss
B 2z g g

helyzetét! Ha metszSek, adjuk meg a metszéspontjukat! (Els6 lépésként vizs-

gdljuk meg az irdnyvektoraikat!)
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r=34+2 z=1-6t y=—1

e qy=—t Fisy=-3+2¢ g:yz+5 2-6
z=1—2¢ z =244 2 3
z=2t-3

hidy=—1 k. 22%_,qo-2F3 , zo8 yHl 241
z=3t+9 3 2 8 2 —4

Hatdrozzuk meg a A paraméter ériékét tgy, hogy az aldbbi két egyenes messe
egymast:

r=2t—-2 z=u-+3
48% e = -3t I y=4u+1l
z=4t+1 z=2u+A |
49, e: =l o, f 2B g,
r—3 y-—1 A
50. e: ‘L2 = y4 = z-{3— , F 1 az ¢, y vagy a z tengely valamelyike.

{ 224+ 3y—z+A=0

51, e:

32 -2y +2:—-6=0

52, Tiikrozziik az A(4, —3,5) pontot az £ — y + z — 9 = 0 egyenletd sikon! Sza-
mitsuk ki a tiikérkép koordinatait!

53. Tikrozziik az A(2,-1,3) pontot az x = 3¢, y =5t~ 7, z = 2t + 2 egyenlet-
rendszerd e egyenesen!

54. Tiikrozzitk az ¢ = 1 —2¢, y = 3+ 2¢, z = —4 — 9¢ egyenletrendszerd ¢
egyenest a 3z + vy — 2z = 0 egyenletd sikon!

55, Jelbljecaza+y—2+1=046s 2z —y + 2z —1 =0 egyenletd sikok metszés-
vonalat, f pedig az c-nek az x + 2y — z = 0 egyenletd sikra es§ merSleges
vetitletét. frjuk fel az f egyenes paraméteres egyenletrendszerét, az z-et vi-
lasztva paraméterként!

f: az z, y vagy a z tengely valamelyike.

567 Mi az egyenlete annak a siknak, amely pirhuzamos az =z = 2y = 3z egyen-
letrendszerti egyenessel, és dthalad az r +y+ 2 =0éa 22 —y+ 32 =0
egvenletid sikok metszésvonalin?

57. Bgy sikvdl tudjuk, hogy dtmegy a 3z —~y+2:4+9=06&azzx+2+3=10
egyenleti sikok metszésvonalan. Adjuk meg e sik egyenletét, ha
a) atmegy az A{4, -2, -3) ponton is; b} pérhuzamos az ¢ tengellyel;
¢} parhuzamos az y tengellyel; d} parhuzamos a z tengellyel;
e} parhuzamos az a = {2, -1, 2] vektorral.

frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét {ha van ilyen egyenes), amely
illeszkedik a P pontra és metszi az e és f egyeneseket:

587 P(0,0,0), e: z—d=-Hl=22 f. 2238 o9

X
—_— _
59. P(—4,-5,3), e: {y=-3-2¢t, f: 22 ¥y*l 1=z
2 3 5
Z
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60.

627

63.

64>

650

x = —245¢
P(1,1,4) e: m—:;l:—y:zgl,' fisy=1-3t ,
z2=-2+4t¢
r =244t
P(3,-2,1) e: ty=1—¢ , f:rez—-5=4—4dy=4dz—8.
<=1+t

Az §: z4+y+2=1egyenleiisik ésaze: y =1, z = —1 egyenlet-
rendszerii egyenes K kézds pontjan 4t vegyiink fel olyan f egyenest, amely
az S sikban fekszik és meréleges az e egyenesre. Irjuk fel az f paraméteres
egyenletrendszerét!
Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely dtmegy a
P(—1,2, -3) ponton, merSleges az a = [6, —2, —3] vektorra, és metszi az

' r—=1 y+1 3J-z

3 7 2 7 5

egyenletrendszerd egyenest!
Trjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét (ha van ilyen egyenes),
amely merdleges a 22 + 4y — z + 5 = 0 egyenleti sikra és metszi a kovetkezd
egyenletrendszer egyeneseket:

x z—2 y-1
g=v=s JigT ==
Igazoljuk, hogy az e ~y+z =0, 3x—y—2+2 = 0, de —y— 22+ A = 0 egyenleti
stkok paronként metszik egymdst és a metszésvonalak egyezd allasiak! Bzt
kvetfen hatdrozzuk meg a A paraméter ériékét figy, hogy a hdrom siknak
a) legyen kiz6s pontja; b) ne legven kézis pontja.

[

Egyenesekre és sikokra vonatozd tavolsig- és szégfeladatok

D 510 Az Az + By + Cz + D = 0 egyenlet(i sik normélegyentetén az

Am+By+C‘z+D_0
VALY BE 1 CT

egyenletet értjiik.

T 5.11 A Py(zo, yo, z0) pont tévolsiga az Az + By + Cz + D = § egyenletd S siktél:

|Azp + Byy + Czg + D]
WS = e o

T 5.12 A P pont tivolsdga az ¢ egyenestdl:

-
d(P,e) =

[
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonatozd tdvolsig- és szogfeladatok

ahol @ és R az e egyenes két tetszdleges killdnbdzd pontjat jeldli.

T 5.13 Legyen az a egyenes egy iranyvektora az a, a b egyenesé pedig a b vektor. Haaés b
nem egyezd allastiak, és ¢ olyan vektor, amely a két egyenes egy-egy pontjat kdti Bssze, akkor
a két egyenes tdvolsiga:

i{a x b)c|

dla,b) = ————.
(@) = ]

T 5.14 Ha az a egyenes egy irdnyvektora az a, a b egyenesé pedig a b vektor, akkor haj-
lasszogiik a kbvetkezs képlet segitségével szamithato ki:

a-b
cos{a, b = —— .
(@D = 1afie]
T 5.15 A v iranyvektorii ¢ egyenes és az n normalvektord .5 sik szbgét a kivetkezd képlet
alapjan szamithatjuk ki:
v-'n

sin(e, §)L = W .

Feladatok

66. Igazoljuk, hogy a kovetkezd két egyenes egymassal parhuzamos:

z=3+4
e: y=-1+41, f:x—0=4y—16 =4z~ 28.
z =24t

irjuk fel annak a g egyenesnek az egyenletrendszerét, amely az ¢ és f egyene-
sek sikjaban van, azok kozott halad, mindkettSvel parhuzamos és mindket-
161851 egyenid tavalsdgra van!

67" Adjuk meg azokat a pontokat, amelyek rajta vannak az

z—1 z+3
e: = —y=
2 =73
egyenesen és 2 egység tavolsigra vannak az z +2y + 2z +11 = 0 egyenletii

siktol!

68. Igazoljuk, hogy a2z —4y+2z—1=0,ésazz -2y +z—-1= 0 egyenletil
sikok egymassal parhuzamosak. Hatdrozzuk meg a két sik tavolsagat!

69. Mutassuk meg, hogy az

4 z=4—1 r=3+u
€ ‘1'3 -—-y—Z:%, f:ey=3+3¢ és g: y=6-3u
z=58+5 z = du

egyenletrendszeril egyenesek egy kozos K pontban metszik egymést, és ha-
tarozzuk meg a K pont koordinétait! Tovabba szamitsuk ki
a) az e, f és g egyenesek paronkénti szégének koszinuszét;
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5. Analitikus térgeometria — Egyenesekre és sikokra vonalozé tavolsag- és szigfeladatok

700

7Y

2%

737

747

75.

76>

77°

78.

b) az e és f egyeneseken 4tmend 51, az ¢ és g egyeneseken dtmend Sy, vala-

mint az f és g egyeneseken 4tmend Sy sik egy-egy normalvektorit;
c) az (81,82),, az (51,83), és az (52,53), tangensét;
d) az {e,83),, az (f, &2}y és az (g, 51) szogek szinuszat!
Van-e a t paraméternek olyan értéke, hogy az S': x+ty+2z—1 = 0 egyenleti
sik 60°-o0s szdget z4r be

a) az = tengellyel; b)azy tengellyel; c) a z tengellyel?

Ha van, akkor adjuk meg az 6sszes ilyen valés ¢ éridket!
frjuk fel azoknak a sikoknak az egyenleteit, amelyek dtmennek az & +y = 2
egyenletd sik P(1,1,v/2) és Q(0,2,v/2) pontjén, és az adott sikkal 45°-0s
szbget zarnak be.
Az e egyenesré] tudjuk, hogy benne van az z — 2y + 1 = 0 egyenletii sikban,
dthalad a P(2,1,4) ponton és az zy tengelysikkal 60°-0s sztget zar be. frjuk
fel az e egyenes egyenletrendszerét!
frjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletrendszereit, amelyek dtmennek
az origén, tovibba az z tengellyel és az y tengellyel 60°-os széiget zarnak he!
Vannak-e olyan egyenesck, melyek az

T=2+2t .
e: Sy=1 és f:—a::z;a,y:S
z=3+41

egyenletrendszerd egyenesek mindegyikével

a) 60°-0s, b) 45°-0s, c) 30°-os
szoget zarnak be? Ha vannak, akkor ezek kéziil adjuk meg mindazokat, ane-
lyek dtmennek a Py(3,4, 1) ponton.
Irjuk fel azoknak a sikoknak az egyenletét, amelyek dtmennck a P(1,1, 1)
ponton, pirhuzamosak az z + 2%y —z — 1 = 0, 22 — ¥+ z — 1 =0 stkok met-
szésvonaldval, és mindkét sikkal ngyanakkora széget zarnak be! Hatdrozzuk
meg ennck a szégnek a koszinuszat!

Szémitsuk ki minden olyan egyenesnck az egyenletrendszerét, amely 4thalad
az origén és a hdrom koordinitatengellyel egyenld szoget zar be! Hatarozzuk
meg ennek a szognek a koszinuszat!

Tekintsiik a kévetkezd hérom egyenest:

T =243 =2 —u
z—-3 y-35 .
e =3 =2, fiy=4-2t, é g: {y=—1+3u
z = —¢ z=—-34+2u.

frjuk fel minden olyan egyenesnek az egyenletrendszerét, amely dtmegy az
A(1,2, 1) ponton és egyenld szdget zar be az adott egyenesekkel! Szdmitsuk
ki a sz6g koszinuszat is!

Hatdrozzuk meg az 2 — 3y + 22 — 2= 0 és a 22 +y+ 3z -5 =0 egyenletii
stkok szogfelezd sikjainak egyenleteit!
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5. Analitikus térgcometria — Egyenesekre és sikokra vonatozs tavolsig- és szigfeladatok

79.

80.

81.

82.

&83.

84.

85.

Az e egyenes egyenletrendszere: T = —2+2¢, y =3+ 2, z = 14t Az egye-
nes A{—2,3,1) pontjabsl mérjiink fel egy € egységnyi szakaszt az egyenesre,
Szamitsuk ki a szakasz mésik végpontjdnak koordinatait!

Hatarozzuk meg a z tengelyen azt a pontot, amely egyenld tavolsigra van a
12z + 9y — 202 + 19 = 0 és 16z — 12y + 152 — 9 = 0 egyenletd sikoktél!

Adjunk meg a z tengelyen olyan pontot, amelynek az M{1,-2,0) ponttsl
mért tavolsiga egyenld a 3z — 2y + 62 — § = 0 egyenleti siktdl mért tivolsa-
gavall

Hatirozzuk meg az s +y+2z—2 =04és az v+ 2y — 2z — 1 = 0 egyenletd sikok
metszésvonaldn azt a pontot, amely egyenls tavol vanaz s +2y+ 2+ 1 =10
és az z + 2y + z — 3 = 0 egyenletid sikoktdl!

Hatdrozzuk meg az alabbiakban adott P pont tavolsagit az e egyenestsl!
z—1

a) P(-2,3,7); e 3 =2—y, 2=2,
r=1+2¢
b} P(—1,2,1); ee{y=12-1¢
z=3+3t,
9 -3 2

c) P(2,2,1); e 41‘:3;—;— =z+35,

d) P(3,1,2); e az A(D,2,1) és B(1,—1,3) ponton dthaladé egyenes,

e) P{—2,4,1); e: az A{—1,4,1) ponton &s az origén dthaladé egyenes.
Igazoljuk, hogy a kivetkezs feladatokban adott két-két egyenes kitérd, és
szamitsuk ki tdvolsdgukat!

r=4ft—35
a)e: v +4=8—-2y=—-2-1, f y=-—3+5
r=-—5t+4+5,
b) e 21:21 33y 5‘.46’ Framy=z,
x=>5+3t c=4—u
c)e y=1 ) fiiy=-3+u
z=4i+9 z=4—4u

Hatdrozzuk meg az aldhbi kitérd§ egyenespédrok tdvolsdgat és normdltransz-
verzalisuk egyenletrendszerét!
a)e: a=1-3t,y=—-4+4t,z2=1+¢t f: z2-4=-—-y—-2=—2z+2.

—4 44—
b)e: z=t+3,y=3t+22z=3, f::::-l—S:y——‘i—: 2”,
e 1 3 6
z— ¥+ z—
: =1+t : = = .
cJe: qu=1l+t , fr— 5 5
z=0
z—1

dye:

5 =2~y=2-1, f:2—-z=y—-38==z+1.
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5. Analitikus térgeometria — Vegyes feladatok

86.

872

882

89.

90°

Legyen H azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek egyenld tavolsdgra van-
nak a kovetkezd harom ponttél: Pi(2,2,1), Py(8,6,2), P5(6,3,5). Trjuk fel a
H geoinetriai alakzat egyenletét vagy egyenletrendszerét!
Vannak-e olyan sikok, amelyek az z = 1, ¥ =343t z = 4+ 4¢ egyenletrend-
szerfl ¢ egyenesre illeszkednek és egységuyi tévolsigra vannak a P(2,1,3)
ponttsl? Ha vannak, akkor adjuk meg egyenleteiket, és szamitsuk ki haj-
lasszogitk koszinuszat!
Egy héromszog csiicsai: Pi(1,1,1), Py(2,2,2), P3(—1,2,0). Hatdrozzuk meg
annak az S siknak az egyenletét, amely a kisvetkezd két feltételt teljesiti:
1} S illeszkedik az x tengelyre;
2) A héromsztg S-re esS merdleges vetiiletének teriilete az P; Py Py harom-
5z0g teriiletének fele!
Szémitsuk ki tovabb4 a hdromszog P| és P, cstiesainak S-t61 mért tévolsdgait!
Allapitsuk meg; hogy a ¢ paraméter mely értékeinél nem lesz kollinearis az
A(1,2,3), B(4,5,6), C(7,8, t) ponthdrmas, és minden ilyen t-re adjuk meg az
zH+y+2-7=0,20-3y~243=0ésx—y+z—-5=0 egyenletd sikok kézos
K pontjanak az ABC siktél mért tavolsdgat (a ¢ paraméter fiiggvényében)!
Vannak-e olyan egyenesck, amelyek dtmennek a P{-1,0,2) ponton, mersle-
gesek az o =10+ 3¢, y = -1 —6¢, z =T+ 2 egyenletrendszerdl egyenesre
és attsl T egység tavolsdgra vannak? Ha léteznek ityenek, akkor adjuk meg
egyenleirendszereiket!

Vegyes feladatok

91.

22.

923.

94.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely dtmegy a P{2,1,2)
ponton, parhuzamos az z + 2 = 5 egyenleti sikkal és metszi az z = 2 — ¢,
y = 2t, z = 3 egyenletrendszerti egyenest.

Az ABCD tetzéder térfogata 3 egység. Harom csiicsa: A(1,2,1), B(4,3,-3),
C(-1,2,-4). AD csiicsaz z =y = 2— 22 egyenletrendszerti egyenesen van.
Szamitsuk ki az ABC lap B csiicsanal lévs szdg koszinuszdt, valamint a D
cstics koordinatait!

Egy szabilyos haromszog egyik csticsa az A(1,1,1) pont. A B és a C csiicsa
Az T +y+z=146 2r —y — 2 = 0 egyenletd sikok metszésvonalan van.
Hatarozzuk meg a B és a C csties koordinatait!

Szamitsuk ki az ABCD tetraéder C és D cstcsainak koordindtait, ha a ks-
vetkezd feltételek mindegyike teljesiil:

a) az ABC lap az zy tengelystkon fekvs szabélyos hdromszog,

b) A(1,3v3,0), B(5,73,0),

¢} a tetraéder térfogata 28/+/3 egység, -

d) aDecstcsazaz =2,y =1, z =6 — 2 egyenletrendszerd egyenesen van.
Hény ilyen tetraéder van?
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5. Analitikus térgeometria — Vegyes feladatok

95, Adva van az e: —5 = g = egyenes és az 8: z + 3y — 2rz = 0 stk
ahol  paraméter. !

a) Allapitsuk meg az r értékét tigy, hogy az e egyenes parhuzamos legyen az
S sikkal, és ehhez az r-hez szamitsuk ki az e és § tavolsagat!
b) Alapitsuk meg az r értékét Ggy, hogy e meréleges legyen S-rel

96, Tiikrozziik az P(1,-1,3) pontot 2 @(—1,3,2) ponton, az z = — *2'1 = —z
egyenesen és a 2z — y + 3z — 2 = 0 egyenletil sikon. Szamitsuk ki a P pont
és a harom tiikérkép dltal meghatarozott stk tavolsagat!

97. Vegyikfelaz e: o =2+ 1, y = 2¢, 2 = t egyenletrendszerti egyenesen azt
az A, az f: 5—;& = 1%5 = 5?- egyenesen pedig azt a C pontot, amelynek
z-koordindtdja 2. Az e egyenesre az A pontbdl mérjiink fel egy 3 egység
hossziisigi AB, az f egyenesre pedig a C pontbdl egy 7 egység hosszisigt
C D szakaszt. Szamitsuk ki az igy kapott négy tetraéder térfogatas!

98> Létezik-e olyan szakasz, amelynek merSleges vetiilete

-1 2
z z 5= _31'_';'__ = —g— egyenletrendszerf{ egyenesen 2 egység,
y—1 1-2 y .
az x = = egyenletrendszerd egyenesen 3§ egység,

4
1—-2z 1 z+1

egyenletrendszerd egyenesen pedig 1 egység?
Ha létezik, akkor hatarozuk meg a hosszat!
99, Adjuk meg annak a stknak az egyenletét, amely merdleges az
l-z y-3 5-2z
4 2 4

egyenletrendszerii egyenesre, és a P(3,—1,1) ponttdl olyan tavolsigra van,
mint amennyi az adott egyenes és a P pont tavolsigal
100, Tekintsiik a kisvetkezd két egyenespért:

t=2+2t
e:qy=-~-1-4 , f: z-3=—-y—-2=2z-3; i
z=b+3t
z+5 r—1 z
rx—2=y—-2= h: =y—-1=-
g: z y 5 b 3 y—1 3

Mutassuk ki, hogy mind a két egyenespar kitérd! Messe az e, illetve f egye-
nest a normadltranszverzalisuk a E, illetve a F pontban. Hasonldan, legyen G,
illetve H a g, illetve a h egyenesek és normaltranszverzalisuk metszéspontja.
Szamitsuk ki az B, F, G és H pontok koordinatait és a két normaltranszver-
zalis szdgének koszinuszat!

101. Bontsuk fel a v = [10, 6, —8| vektort az

e =142t L, 3430
ly=t c, 1y 1tz ) 2
e: 1 3 , fr 2= i és g y = -5+ du
=373 z=—u



5. Analitikus térgeometria — Vegyes feladatok

egyenletrendszerf egyenesekkel parhuzamos 8sszetevékre, ha lehetséges.
1022 Adjuk meg azoknak a sikoknak az egyenleteit (ha léteznek ilyen sikok), ame-
lyek tartalmazzék a P(3, -2, —2) és Q(—2, 3, —2) pontokat, tovabbd az z = 0,

e

¥ = 0 és az z+y—1 = 0 egyenletd sikok dltal hatdrolt hasdbot egyenls oldald
haromszégben metszik!

103’ Igazoljuk, hogy az v +y—22~4=0,32—y—22-8=0,r—-3y+ 22+ 8 =0
egyenletd sikok péronkénti metszésvonalai parhuzamosak. Bizonyitsuk be,
hogy a harom sik 4ltal meghatarozott hasabbdl a P(1,1,1) ponton 4thala-
dé és az a = [1, —1,0] vektorral parhuzamos sikok mindegyike egyenl&szari
haromszéget metsz kil Vannak-e ezen sikok kézott olyanok, amelyek derék-
szogii hdromszoget metszenck ki? Ha léteznek ilyenek, akkor adjuk meg ezek
egyenleteit; ha nincsenek, akkor ezt mutassuk ki!

104, Léteznek-e olyan sikok, amelyek tartalmazzék a P(2,1,2) és (1, —1,0) pon-
tot, tovibbd az x +y = 0,y = 1 és az z — 2y = 0 sikok &ltal hatdrolt
hasabot derékszogil hiromszoghen metszik? Ha léteznek, akkor adjuk meg
ezek egyenleteit, ha nem, akkor ezt mutassuk ki

1057 Egy tetraéder cstesai: A(1,1,1), B(—1,1,1), C(1,-1,1) é D(1,1,-1). Ir
juk fel annak a siknak az egyenletét, amely parhuzamos a BC'D sikkal és a
tetraédert egyenls térfogatt részekre osztjal

108. Bizonyitsuk be, hogy az

z =1+ at T =x9 + asu
e:Sy=yi+bt & f: {y=ys+ bou
z =21+ cit z=z3+ cou

egyenletrendszeri egyenesek akkor és csak akkor egysikdak, ha

Tz—T] Y2—Y1 2z — 7
ay by ¢ =0.
az by e

107. Legyen az x = xg + at, y = yo + bt, 2 = 2 + ¢t egyenletrendszerd ¢ egyenes
olyan, amely nem meréleges az S: Az + By + Cz + D = 0 cgyenletd sikra.
Igazoljuk, hogy az e-t tartalmazé és az S-re mer8leges sik egyenlete:

T2 Y—Yp z— 2
1 b c
A B C

I
=

1087 Igazoljuk, hogy a tetraéder élfelezs mersleges sikjai egy ponton mennek &t!

1097 Két kitér§ egyenesen mozogjon egy-egy adott hosszisiga szakasz. Bizonyit-
suk be, hogy a két szakasz tetszSleges helyzeténdl a négy végpont Altal meg-
hatirozott tetraéder térfogata konstans!
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6. fejezet

Komplex szamok

A komplex szdm algebrai alakja

D 6.1 Komplex szdmnak neveziink minden clyan a + bi alaka kifejezést, amelyben a és &
vaibs szam, i pedig az &sszes valds szamtdl kiillsnbsz6 — képzetes egységnek nevezett —
szimbélum. Az a illetve b valdés szamot a z = a + bi komplex szdm valds részének illetve
képzetes részének hivjuk. leldlésitk: 2 = Rez, b = Im z. Az a + bi alakd kifejezés a komplex
szam algebrai alakja.

D 6.2 Algebrai alakban adott komplex szamok 8sszeadésat és szorzdsat a tobbtagii algeb-
rai kifejezések sszeadasi, ill. szorzési szabalya szerint végezziik, hozzatéve, hogy 2 1= ~1.

D 6.3 Az z = a + bt komplex szam konjugaitjan az a — bi komplex szamot értjiik. Jele: Z.
T 6.4 Tetszoleges 2z, 29 komplex szamokra z) ¥ 23 = 71 + 33, %122 = #1432,

D 6.5 Az = a+bi komplex szam abszoliit &rtékén a |z| = |a+bi] = Va? + b2 nemnegativ
valds szdmot értjiik.

T 6.6 Barmely z, z; és 29 komplex szamra érvényesek a kdvetkezd egyenlGségek: 2% =

|2]2, |z122] = |21]kz2|, és a haromszogegyenltlenség: |21 + 29| < |21] + |22|.
Feladatok
1> Abrazoljuk a Gauss-féle szdmsikon az
aldbbi komplex szdémockat és helyvek- Zg N z1
torukat: e

z21=3—1, z3=1+441, : :
23 =—2+32, 24=-2-3%. S gt
2*  Irjuk fel a mellékelt 4bran helyvekto- -3 IR
raikkal feltiintetett komplex szdmokat
algebrai alakban:
3.  Irjuk fel az alabbi komplex szdmok kon-
ugdltjat: 2y =24+ T, 29 =-3 -5z, 23 =5¢, z4 = —1, 25 = —9, zg =

Legyen n > 2 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy

4. zntzmt- otz =F1+T+ -+,

6-1



6. Komplex szamok — A komplex szdm algebrai alakja

5. A2 En =71%Z2...%a, 6. FZ(?)R.

Szamitsuk ki az alabbi két-két komplex szdm Osszegét és killonbségét:

7. 245, 4-3i, 8. 3-4i, -—5+2{, 9. 4-3i, -2
Szémitsuk ki az alabbi két-két komplex szam szorzatat:
10. 3-05¢, -4+, 11, 1-—-3:, -3, 12, 2454, 4- 34
Szémitsuk ki az aldbbi komplex szdmok hényadosat:
137 3+2i, 1-4, id. 55—z 1-24, 188 —5—2i, -3,
Hozzuk algebrai alakra az alabbi kifejezéseket: '
2 1 241

167 (I -9@+1) . (3 +4i)* 18. (=3 + i)’
19. —‘/—gj—i— 20. —1‘—— 21, - : - -

(1—i)(v3 i) (3 —2)(1 4 i) (1—a)(1—-20)(1+24)
22, Legyen z; =1 — 5i és 29 = 3 + 4. Szamitsuk ki a kévetkezdket:

z] F3) no 771y 2 2

23. Legyen 21 =141, z0 = 1 — 2i. Szémitsuk ki az alabbhi kifejezések értékét:
21 z1—1 9 12y 3

H—— — H-—, —.
g 29 29 129
Legyen 21 =244, 29 =32 és 23 = —-% + 3@1 Szamitsuk ki a kévetkezGket:
2z 42751t
24. 321 —dm]+ 275, 25, -3l 4ds -8, 26, |o2tA 0 i
2y — 29+ 3¢

Szamitsuk ki az aldbbi komplex szamok abszolitt értéléi:
(3+44)(2+4) 0% Vet + 4122y
(14 2:}(4 + 30)° Do {x—y)+ 270
297 Hatarozzuk meg azokat az « és y valés szdmokat, amelyekre fennall az aldbbi
egyenlfség: 3z + 20y — iz + 5y = 7 + 5.
Adjuk meg a kévetkezs, ry-sikbeli gorbék komplex valtozss egyenletét:

v,y € RY,

300 (-2;1) kbzépponti 4 sugard kor, 318 y=ma+b egyenletif egyrnus,
32. (-3;0) és (3;0) fokuszponti ellipszis, nagytengelyének hossza 10.

Adjuk meg a Gauss-féle szamsikon az alabbi feltételeket kielégitd pontok halmazat:

33. 1<z <2, 34, | =2, 358 [z —i] = |z +1],
36. |24+ <1, 37> 22 —4i| < 1, 38% |2 < |2+,
s9. |23 =4

z4+3

40* Bizonyitsuk be, hogy barmely kor vagy egyenes egyenlete a Gauss-féle szdam-
sikon felithat6 az% + bz + b7 + ¢ = 0 alakban, ahol a,c € R és b € C.
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6. Komplex szamok — Binomislis egyiitthaték binomidlis tétel

Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok halmazén:

41. 22 42=0, 428 22 -2z +2=0, 43. 2% -6z +13 =0,

44, z* 482 4+17=0, 45. ' -2?2-6=0, 48. $2+5+§2-={].
z

477 Oldjuk meg a |z| + z = 2 + { egyenletet!
Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a komplex szdmok halmazén:

48, iz] — iz = -2 49, z1+z5=2
221 + 29 = 1, 2 — 29 = 2,
50, z1+2z2=1+: 51. (1+dzn~(1—z=0
32y +ize = 2 — 34, (2+44)2 — (1 —28)2y =0,
52. (14201 422=1-2 53. 221 —tzm =-3+ 4
—iz1 — 1z = —2 4+ 31, 121 + 3z = —7 — 44,
54. iz + 22 =1-2 55, {142z —(24+t)zz=—-6—2¢
4z1 —iz9g = -1+ 31, —z1 + (2 — i)Zz =4 — 43,

56F Tegyiik fel, hogy a z komplex szdmra 22 + z + 1 = 0 teljesiil. Szamitsuk ki a
285 4 2785 Xifejezés értékét!

Binomialis egyiitthatok, binomislis tétel

D 6.7 legyen k és n két nemnegativ egész szam, melyekre k < n. Az {}) kifejezést az

n ! . e v . as et . "
(k) = W egyenidséggel definidljuk és binomialis egytitthatonak nevezziik.

n

T 6.8 Minden nemnegativ egész n-re és k = 0,1,...,n-re érvényes az ( n k) = (%
n—

szimmetriatdlajdunség, ésk=0,1,...,(n—1}reaz (: 1_ i) = (2) + (k 7_:_ 1) additiv

tulajdonsag.

T 6.9 (Binomiatis tétel) Egységelemes kommutativ gydrd tetszbleges (u, v) elempdrjara
és tetszSleges nemnegativ egész n szamra

(v+)" = i (:) uFyk,

k=0
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6. Komplex szdmok ' — Binomislis egytitthatok binomiélis tétel

Feladatok

Az aldbbiakban a hatvanyok binomidlis tétel szerinti kifejtésében k-adik tagon
(k = 0,1,...,n) azt a tagot értjiik, amelynek egyiitthatéia (:) Tovabba, ha n
péros, akkor az (el§bbi értelemben vett) rn/2-edik tagot a kifejezés kizépsi tagjinak
mondjuk:

o 18 .
57> Hatdrozzuk meg az (— - \/E) hatvany kifejtésének kozépsd tagjat.
z

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

. 2 12
Irjuk fel a (Z%E + 5\/5) hatviny kifejtésének negyedik tagjat!

2 12
A (2 Va2 + 5\/3) hatvany kifejtésének hanyadik tagjaban lesz az a kite-
vije 77

18
[ b )
A ( 3/% + ? hatvany kifejtésének hanyadik tagjaban lesz az a és a b
a
kitevSje egyenls egymdssal?

. 1 m
Irjuk fel a [ 9z — ————) kifejtésének 12. tagjit, ha a masodik tag binomislis
3z
egytitthatSia 105.
m
Az ($2 + E) kifejtésében a harmadik és a tizenkettedik tag binomialis
€

egyiitthatéja azonos. Irjuk fel azt a tagot, amelyben » nem szerepel.
m

1 .y
Az (x\/-:r? + ?) kifejtésében az egytitthatok osszege 128. frjuk fel a kifej-
x
tésnek azt a tagiat, amelyben z az 6tddik hatvinyon szerepel.

Hatdrozzuk meg az n kitevének azt az értékét, amelyre az (¢ + b)" kifejtésé-
ben a mésodik, harmadik és negyedik tag egytitthatdja egy szamtani sorozat
egymast kdvetd elemei.

Hatdrozzuk meg z értékét ugy, hogy az (a: + '8 ’”):J hatvany kifejtésében a
mésodik tag értéke 10% legyen.

6
Hatérozzuk meg z értékét tigy, hogy a [(\/:E) Fag + ’\‘7}—] kifejtéshen a har-
madik tag 200 legyen.

Igazoljuk az alabbi 6sszefiiggéseket, amelyekben n tetszSleges pozitiv egész, k pedig
olyan egész szdm, amelyre k < n:

o (o) 1) o) ()
# (o)) G) v ()
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69° 4221449999 = 100! — 1,

6. Komplex szamok -— Binomialis egyiitthaték binomialis tétel
1-
() le) ) o) <o
7 1
) L on—1
(0) + () (2)-1— (n+1)(n) (n+2)-2"7,
Qo)) el
2 4 n

v

T0:

71>

w () () () =01
o)+ (1) (37 r e (1) - (1)
)+ ()- (1)

(n-[—m«l) = (n+m),ham€N+
n n+4+1

T4r

+

+
k
T6. +

-+

T

)
o, 5+ "
-

7T

+
T
[
e
-+
T
[
S S
m.
Il
(]
i

78.

oyt
ro: ;) +(?)
(6) -

o

80* n) _ {0, ha n pératlan,

{(-=1)" (2;:1), ha n péros,

8n 8n 8n 8n n
(2)+(4)_(6)+...+(8n)_16.
A binomiilis téte] alkalmazdsdval végezziik el a kiovetkezd hatvanyozdsokat:

820 (-3+V3i)', 83, (2+2i),

84. (—1+1)7, ( +3‘/_)

*

81.



6. Komplex szdmok — A komplex szam trigonometriai alakja

A komplex szim trigonometriai alakja

Y
D 6.10 Vegyiink fel a sikban egy O kezdéponty
p félegyenest, és a stk minden egyes O-tél kitlon-

bszs P pontjahoz rendeljiik hozzd az (r, o) szdm-
part, ahol » = ]67’| (polustavalsag) és ¢ = iy --------
(p,(_)?‘)i (irdnyszég). Az O pontra r = 0, ¢
tetszdleges. Az igy definidlt koordingta rendszert 7
sikbeli polarkoordinata rendszernek nevezzisk, iT

a T

T 6.11 Deréksz6gi koordinata-rendszerben adott (x, y) pont (r,¢) poldrkoordinatait az

/ 51’5 .
r =zl + yz, cos = —\/;T—_i_—_?, Sk @ = "\/—;“2?—-?‘—?72_

egyenietek fethasznaldsival, a poldrkoordinata-rendszerben adott (7.4) pont (x,y) derékszogii
koordinatdit az

T =rCosw, Y=rsing
egyenletek felhasznildsaval szamitjuk ki. (Az = = () egyenletd geometriai alakzat egyenie-
tében az iranyszoget mindig radianban mérjik.)

D 6.12 Haaz = z+yi komplex szdmban z-et és y-t az el626 egyenletek szerint helyettesitjiik,
akkor a komplex szam z = r{cos + isin ) trigonometriai alakjat kapjuk.
T 6.13 Legyen 21 = 71(cosp; + isine; ) és 23 = rocos w2 + 1sin ). Ekkor
.. Zt ry o, Lo
7122 = 117z {cos(p1 + w2) + isin(so) + 1)), Pl = (cos(p1 — 2} + isiny — @)

ra

T 6.14 Tetszdleges komplex szémra és tetszdleges egész n-re

{r(cosp + ising))" = r*{cosnyp + isin i)
D 6.15 A z komplex szam komplex n-edik gybkeinazu” = z (u,2€ Cin e N*) egyenlet
osszes komplex u megolddsat értjiik.

T 6.16 Barmely, zérustd] kiilsnbsz6 komplex szimnak n darab kiilsnbszs komplex n-edik
gydke van, ha n pozitiv egész, és a z = r{cosy + ising) (r > 0) komplex szam sszes
kitlonb6z6 komplex n-edik gybkét megadja a kévetkezs képlet:

2k ke
\fy_: %(COSQO—I—R Tr+ZSiR¢+n2 T-) U{!:{),I,...,H—l},

ahol /7 a valds » szém valGs n-edik gysket jelenti. A 0 komplex szam egyetlen n-edik gytke
0.
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6. Komplex szamok — A komplex szam trigonometriai alakja

Feladatok

Szémitsuk ki az aldbbi z komplex szdmok val6s részét (Re z), képzetes részét (Im z),
abszolit értékét (r), és radidnban mért legkisebb nemnegativ argumentumat (g):

86. z=23, 87. z=—8, 88. z = —2,
1
89, z=1+1, 90. z=—-2-—i-‘é§, 91 z=2-2v3,

92, z =43 — 44

Alapitsuk meg, hogy a Gauss-féle szdmsik mely pontjai tesznek eleget az alabbi
egyenleteknek, ill. egyenlStlenségeknek (arg z a z egyik argumentumat jelenti):

937 Im(z +1) > 2, 94. Im(iz) 21, 95. Rez=1,
96. Re(2z) < 4, a7. % <argz < g—, 98" 0 < arg{(1+4)z] < 7.
frjuk 4t az alabbi komplex szdmokat trigonometriai alakba:
99. 3, 100. v/3 — 31, 1012 —4,
102. 5 + 54, 103. —6 + 6+/31, . 104, -3 — 3,
105° —i, 10622/3 ~ 2i.
Trjuk 4t algebrai alakba az aldbbi komplex szémokat:
10725 (cos% + isin ;—r), 108.3 (cos;—r-{—isin E),
109 ‘7(cosz+isi1£) i190 3(cos%£+is'nﬁ)

.2 3 nsh . 3 in =,
111.2 (cos:}g-{—isiu ~321), 112.2V3 (cos%r +i5in.%’r).

frjuk 4t az alabbi, polarkoordindtasan megadott gérhék egyenletét derékszigd ko-
ordinétss alakba. Allapitsuk meg a gorbe tipusit és meghatarozé adatait. A fela-
datokban a és b pozitiv konstansok.

113 r = q, 114 r = 2asinyg, 0< @ <,
T T 2 T T
115%r =2 , ——< =, 116°r = , (__ < ,_)
" (£ COS 2_£p<2 T cos g 2<t,.9 5]
1
117. v = ,a , O0<p<m, 11821 = —————,
sin 1+ cosyp
2 a2[)2
119, r* = 3 , 120, r = ———8,
a? sin® p + b2 cos? 1—coseyp
1 1
121.r = —"%?, 122. 7 = —_—, 123' o= _.*,6____’
cos® § I —sing 5 —~3cosyp
1

16
124.r = ——-, 125%r = ———— 126°r = (/a2 2.
! 1+%coscp " 3 —Hcosy d arcos <y
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6. Komplex szamok — A komplex szam trigonometriai alakja

Szémitsuk ki az aldbbi két-két komplex szam szorzatit:
1272 3(cos 75° +i5in 75°),  2(cos 305° + 1sin 305°),
128. 2v/2(cos 315° + isin 315°),  3{cos 175° + 7 sin 175°),
129°2(cos 30° + isin 30°), 1,

T .7 T,
130.2(cosz+zsm Z)’ 3(cos€+zsmg) .
frjuk fel a kévetkezd szamok trigonometrial alakjat:

131%cosy —isingp, 1327 —cosy + isinp, 133. —cos — isinp.
Az alabbi sokszigeknek komplex szémokkal megadjuk néhany esicsat. Hatdrozzuk
meg a sokszogek hidnyzé csicsait:
134%2; =14 44, 29 =5+ i csticspontt szabdlyos hdromszig,
135721 = ~4 +1i és 23 = 3 — 3¢ csiicsponti négyzet,
136. 21 = 0,22 =1 — 2i és z3 = 2 + 37 csticspontd paralelogramma,
137. 0 kézépponti és z; = cos Z— + ising csitcspontii szabélyos hatszog,
138. ¢ kbzéppontii és 21 = 3 — 4¢ csticsponti szabélyos otszdg.
Szamitsuk ki az alabbi 2y, z» komplex szamok a hinyadosat:
Z2
1397 2; = 2v/2(cos 225° 4 isin 2256°), 25 = 3(cos122° + 7sin 122°),
140. z; = 3{cos 75° +¢sin 75°), 23 = 4(cos 13° + isin 13°),
14122 = 3{cos45° 4 isin45°), 23 =3 —4/3,
142. 21 = cos0° +4sin0°, 29 = —4 +4+/3.
frjuk fel algebrai alakban az alabbi hatvanyokat:
) 1 1 \°® 7
143%(1 + )2, 144, { —= — —i] . 145, (/3 +1i) ,
(49 (V5 vs) (V3:+9)
18 -9
146. (1-iv3) ", 147. (1 —4)"3, 148* (-2v/3 + 21)

Szamitsuk ki az alabbi kifejezéseket trigonometriai alakkal és binomialis tétellel
széamolva:

4 6 5

149 (1 +V3i), 150. (1+14)* (1 \/§z) . 151 (V3 + i),
Hatdrozzuk meg az alabbi z komplex szdmok 8sszes komplex n-edik gyskét:
152. z=1, n=3, 153. z=~1, n=3, 154. 2 =1, n =4,
155z =1, n=8, 156. z = -8, n =3, 187. 2 =4, n=2,
158.2=-243%, n=35, 159.z2=-1, n=17T, 16002 = —2+42:i, n =23,
16122 =344i, n=2 162.z=_7424i, n=2
163" Mutassuk meg, hogy ha ¢, 2 tetsz8leges komplex szamok, akkor ¥/ehz = ¢ Ve,

ahol a gyskvonas a komplex gyskvonast jelenti. Specidlisan Vc2z = ez

6-8



6. Komplex szamok — Vegyes feladatok

1647 Bizonyitsuk be, hogy az az? + bz + ¢ = 0 egyenlet gydkeit megkaphatjuk a

~b + /b — dac
2a
formuldval, ha a gyskvonds a komplex négyzetgyskvondst jelenti.

Hatarozzuk meg az alabbi egyenlet gydkeit a komplex szdmok halmazédban. Ha a
diszkriminans nem valés, akkor hasznaljuk az elzd feladat eredményét:

165222 —2iz -5 =0, 166. 22 — (24 3)2 1+ 3 =0,
167. 22 + (5 — 2i)z + 5(1 — 1) = 0, 168. 2% 4 (1 - 2i)z ~ 2i = 0.
Vegyes feladatok

Bizonyitsuk be a {cosz + isinz)® kifejezés kétféle kiszamitasaval kovetkezs azo-
nossagokat:

169> cos 52 = 16 cos® z — 20 cos® = + 5cos 7,
170. sin bx

- =16cos’ 2 —12cos’z+1, z#£kmr, kELZ
sin &

1717 Szamitsuk ki —15 — 8¢ négyzetgydkeinek pountos ériékét!

172#Szerkessziikk meg a Gauss-féle szdmsikon a 71, z3 és az 1 komplex szamokhoz
tartozé helyvektorck segitségével a z1z9 komplex szdmhoz tartozé helyvek-
tort!

17350ldjuk meg a 7 = 2® (n € NT) egyenletet!

174 Szdmitsuk ki az ¢} +¢] + - + el (j € Z) ssszeget, ahol ep,e1,...¢en a2z
(n + 1)-edik egységgyoksk.

175*Szamitsuk ki az 1+ 2¢ + 3e% + --- + (n 4 1)e® osszeget, ahol ¢ tetszdleges
{n + 1)-edik egységgysk.

176*Bizonyitsuk be, hogy ha a z komplex szémra |2| < § teljesiil, akkor }(1 +
)23 4 iz] < %.

Mutassuk meg, hogy minden n egész szamra érvényesek az alébbi egyenlGségek:

177. (1 + 8" = 2% (cos 7_15_ + isin %), 178, (V3—i)" =2 (cos ?—%TE + sin Eg—)

Hatarozzuk meg az alabbi osszegeket:

e ()0 )66

Mutassuk meg, hogy:

181% g 37 5% Tr 97 1
.cosﬁ—i-cos-ﬁ-%cosﬁ—}cosﬁ-i-cosﬁ_5,

182*(‘052—W—§—cos§1+c05—1+cOs§£+COSE_*3
T T 11 11 11 11 2

181?»’*cos—ﬂ;+cos-—?—;+cos5—ﬂ'-}-CDJSZTE+cos§i—}-cos—1—}—1£——l
713 13 13 13 13 13 2
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7. fejezet

Sorozatok

A sorozat fogalma

D 7.1  Sorozaton olyan fiiggvényt értiink, amelynek értelmezési tartomanya a nernnegativ
egész szamok halmaza vagy annak valamely valédi végtelen részhalmaza. Az n nemnegativ
szémhoz rendelt elemet a sorozat n-edik elemének nevezziik.

Ebben a fejezetben értelmezési tartomanyként legtsbbszor a pozitiv egész szimok halmazat
{N7) tekintjitk, azaz sltalsban fan] az  @ay,ag,...,an,... sorozatot jelsli. {Ezért a felada-
toknal csak akkor adjuk meg az értelmezési tartomdnyt, ha ettsl eltérink.)

D 7.2 Ha megadjuk a sorozat elss néhany efemét s azt a szabalyt, ahogyan az n-edik elemet
az el6z6ekbsl megkaphatjuk, akkor azt mondjuk, hogy a sorozatot rekurziv definiciéval adjuk
meg. Szokds ebben az esetben rekurziv sorozatrs! beszélni.

D 7.3 Ha [e;] € R, akkor valés szamsorozatrél, ha pedig [a,] C C, akker komplex
szdmsorozatrél beszélink. Ha minden egyes n nemnegativ (illetve pozitiv) egész szamhoz
a stknak vagy a térnek egy-egy P, pontjt rendeljitk, akkor pontsorozatot ({P,}) kapunk.
Hasonléan beszélhetiink vektorsorozatrs! vagy fliggvénysorozatrdl is. Ebben a fejezetben |
mindig a képzetes egységet jelenti,

Feladatok

[rjuk fel a kovetkezs sorozatok elsg 5t elemét:

_n—1 _ (13"
1. dp = m, 2- p = 1-— n .
3. ap=vr+3-vn-3, 4, a, =sin Zl,
5. = 1+34---4(2n-1), 6. gp=n+{n+l)+.---+2n,
Nk = (-t
7. an= kE(“I) 2k, 8 = Z (k- 1)’
=] k=t "
LA L i—1\"
ar a,,ZZ Zj s 16?2 a, = Z——.-T) neN,
k=1 =1
:':—13”
11. n = '(—‘2?)— n € N,
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7. Sorozatok — Metrikus tér

Adjunk meg egy képletet vagy utasitdst, amelynek segitségével képzett sorozat kezdd ele-
mei megegyeznek a kivetkezd feladatokban felirt elemekkel:

12, 2,4,6,..., 13. ——13,—18,——23,-—28,..._,
14. 0,3; 0,33; 0,333;..., 15. -0,1; 0,01; ~0,001;...,
165 0,235; 0,235235;..., 17, 2; 1,5; 1,25 1,125;...,
i8. 0,2,0,2,0,2,..., 194 —1,-1,1,1,—1,-1,...,

25 10 17 26 P | 11 1 1
20. §’§’ﬁ’1—8’§3."” 21 5)_'2":_1)_21251121—'2‘1“-3
22! 1,%,2,%,3,%,4,..., 23, i,-4,4,—14,...,

o V3T VBEL VBl VBt

24- l, 2 3 2 ,1, 2 » 7 2 3 3

252 1,i—1,-26,2(i+ 1), -4, -4(¢ — 1),8, =8(i + 1),....
Trjuk fel az alabbi, rekurziv képlettel megadott sorozatok elsé 6t elemét:

26. a1 =-lésap=-4—3ap_1, n=2234,...,

3
278 a1 =265y =3 — , n=2,34,...,
Gn—1

28, a1 =1, as=2ésa, = n=23,4,8,...,

29, gp=1ésap=e,-1+ neE N+,

Gn—1
30. zp=—-16s 2z, = zi_l +i, neNt,
8L, zg=(l+i) e zm=22_,+1+i, neNTt,
32! g = is r = j) Tp=7rp.] XTh2, n=234,..,
33. ro=i, =} rTa=k, rp={rn—3lp-2)tn-1, ==3,4,5,....

Metrikus tér

D 7.4 Haaz M # 0 halmazhoz hozzérendeliink egy, az M? halmazon értelmezett valés
értéki d filggvényt, amely minden a,b,c € M elemre teljesiti a

dla,0) >0, & d(e,b)=0<«>a=5,
d(a,b) = d(b,a) (szimmetria tulajdonsig),
d{a,b}+d(b,c) > d(a,e) (haromszég-egyeniStlenség)

feltételeket, akkor azt mondjuk, hogy az M halmaz a 4 tavolsagfiliggvénnyel {metrikdval)
metrtkus teret alkot.

T 7.5 A valés szamokbdl 416 n elemi sorozatok {pontok) R™ halmaza a
d(A, B) = \J(a1 = b1)? + (a2 — b2)2 + -+ (an — by )?

(A = (a1,89,...,8:)}, B = (b1,bg,...,5,)) tévolssgfiggvénnyel metrikus teret alkot, ahol
d(A, B)-t az A és B pontok tavolsaganak szokis nevezni.
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7. Sorozatok - Metrikus tér

D 7.6 Legyen M metrikus tér a d tavolsigfiiggvénnyel. Az M valamely nemiires H részhal-
mazét korldtosnak mondjuk, ha van olyan O € M és van olyan v € R, hogy a (0, P) < v
egyenlStlenség a H minden P elemére teljestil. v-t a H halmaz egy korlatjanak nevezziik.

D 7.7 A H valés szamhalmazt fellile§l (alulrdl) korlatosnak nevezziik, ha van olyan »
valds szam, hogy a H minden z elemére = < v(z > v) teljesidl, &s barmely ilyen tulajdonsagi
v szémot a H felsd (alsd) korldtjanak neveziink.

T 7.8 Felilral korlatos ' halmaznak van legkisebb felss korlstja (szaprémuma), alulrgl
korlatos H halmaznak van legnagyobb alsé korlétja (infimuma). (Jellés: sup H,inf H.)

T 7.9 Valés szamhalmaz akkor és csak akker korlatos, ha alulrgl és felalrsl is korlatos.

T 7.10 Az R¥ metrikus tér valamely ponthalmaza akkor és csak akkor korlstos, ha a halmaz
elemeinek koordinatsibsl alkotott szamhalmaz korlatos.

D 7.11 Az M metrikus tér A pontjanak & sugard kdrnyezetén (ill. teljes kérnyezetén)
azoknak az M-beli X pontoknak a halmazat értjiik, amelyek eleget tesznek a 0 < d(X, A) < 6
(ill. d( X, A) < &) egyenlGtlenségnek, amelyben § adott pozitiv valés szam.

D 7.12 Legyen H az M metrikus tér tetszdleges részhalmaza. Ha az M-beli P pontnak van
olyan teljes kérnyezete, amelynek minden pontja H-hoz tartozik, akkor azt mondjuk, hogy P a
H belst pontia. Ha P-nek van alyan teljes kirnyezete, amelynek metszete H-val iires, akkor
P-t H klils& pontjanak nevezziik. Végil, ha P barmely teljes kirnyezete tartalmaz H-beli
pontot is, de H-n kiviili pontot is, akkor azt mondjuk, hogy P a f hatarpontja. A H halmazt
zartnak hivjuk, ha minden hatdrpontjat tartalmazza, és nyiltnak, ha egyetlen hatarpontjst sem
tartalmazza. Példaul minden [u, b] zart ((a, 5) nyilt) intervallum az R metrikus tér zart (nyilt)
részhalmaza, ha a,b € R. (A (—oo0, 0o} intervallumnak és az itres halmaznak nincs hatarpontja,
igy ezek zartnak és nyiltnak is tekinthetsk.)

Feladatok

34" Mutassuk meg, hogy a komplex szamok C halmaza a d(u,v) = [u—2] (u.v €
C) tavolsdgfiiggvénnyel metrikus teret alkot.

357 Legyen M = {i,j, k} és d{a,b) = |]a x b} (a,b € M). Bizonyitsuk be, hogy
M a d tavolsagfiiggvénnyel metrikus teret alkot,

367 Mutassuk meg, hogy a kézonséges hiromdimenzi6s tér valamely H ponthal-
maza akkor és csak aklor korldtos, ha a H minden pentja egy O (origd)
kizéppontd gomb belsejébe esik. A komplex szamok C metrikus terének va-
lamely H részhalmaza akkor és csak akkor korlatos, ha van olyan v valds
szdm, hogy a H minden z elemére |z| < ».

37 Mutassuk meg, hogy komplanaris egységvektorok halmaza a vektori szorzat
abszolit értékével metrikus teret alkot, ha a kollinedris vektorokat egyenl&k-
nek tekintjiik.

38! Bizonyitsuk be, hogy az R? halmaz metrikus teret alkot a
d(A, B) =lar — bi| + |az — b2| (A =(a1,2), B = (b1, b))
metrikdval. Abrazoljuk az (1,0) pont 1 sugarit (teljes) kornyezetét.
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T. Sorvzatok -- Sorozat hatarériéke; konvergencia és divergencia

39. Bizonyitsuk be, hogy az R? halmaz metrikus teret ajkot a
d(A, BY = max{ja; — bl |ea — i} (A ={ec1,a2), B = {b1.b2))

metrikival. Adjuk meg az (1, —1) ponttsl 1 tdvolsdgra 1évd pontok halmazdt.

407 Legyen A a valés szamok egy alulrél korldtos nemiires halmaza. Igazoljuk,
hogy ha B = {—x; =z € A}, akkorind 4 = —sup B.

41 Felhasznalva a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenséget (1. 1.85 feladatot),
bizonyitsuk be a T 7.5 tételt.

42> Legyen X tetszGleges végtelen halmaz. Barmely p(€ X} és g{€ X)) esetén
legyen
_[1, hap#gq
dp.q) = { 0, hap=yq.
Bizonyitsuk be, hogy X a d metrikival metrikus teret alkot.
43> Adjuk meg az ¢l528 feladatbeli metrikus tér nyilt és zart részhalmazait.

Dontsitk el, hogy a kovetkezd d fiiggvények metriksk-e R-en:

44° d(r,y) = (x — y)* 45° d(z,y) = /lr — yl,

46. d(z,y) = |«7 = 2|, 47. dlz,y) = —E‘i
(e} = [v" =y Coy) = T g
Vizsgaliuk meg az aldbbi sorozatokat korlatossig szempontjabdl:
1 I+l n-1
a8 Pl o, 49> py(itl Ty
n n 7
2 -1 1
50. Pn(;;‘ﬁ\ L*)\ 51. P,{sinn,cosn, ;)
1 +£ ] .
520 -, = (—\/‘2 ) . 53° zp=1.z, = (1 +i)zp_y.
n-—1. 7 . nt—1 , . sinn
54, v, = i+ AR 55! vy, k.

= i
n e+ 1 n? 41 i )

Sorozat hatarértéke; konvergencia és divergencia

D 7.13 Metrikus térbeli pontsorozat hatdrértékének a tér olyan pontjt nevezziik, amely-
nek barmely teljes kérnyezetén kivill a sorozatnak legfeljebb véges sok eleme van. (Jeldlés:
lity—ne Ap = A vagy Ap — A.) Ez azt jelenti, hogy az M metrikus tér [4n] pontsoroza-
tanak hatsrértéke az M-beli A pont, ha barmely ¢ pozitiv valés szamhoz van olyan ng valés
szam. hogy ha 7 > ng, akkor d{A,, A) < £. Az ilyen ng-t az £-hoz tartozé kilszbbszamnak
nevezziik.

Specialisan az « szamot az [a,| szdmsorozat hatirértékének mondjuk, ha bérmely ¢ pozitiv
val6s szamhoz van olyan g valés szam, hogy ha n > 1y, akkor ja, — aj < £. A vektorsorozat
hatdrerteke hasonldan defimalhato.

Egy sorozatot konvergensnek mondunk. ha van hatarértéke, s divergensnek. ha nincs.
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7. Sorozatok — Sorozal hatdrériéke; konvergencia és divergencia

D 7.14 Sorozat részsorozatain azokat a sorozatckat értjitk, amelyek a sorozathdl véges vagy
végtelen sok elem elhagydssval sllithatok elé és a megtartott elemeket eredeti sorrendijitkben
vessziik figyelembe.

T 7.15 Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens, s hatarerteke ugyanaz, mint az
eredeti sorozaté.

D 7.16 Legyen [A,] az M metrikus tér egy pontsorozata. Az [A,] sorozat tortodasi he-
lyének {torldddsi pontjanak) nevezziik az & minden olyan pontjst, amely az [A,] valamely
részsorozatdnak hatarértéke. (Ez azt jelenti, hogy konvergens sorozatnak egyetlen torlédasi
helye van, s ez a sorozat hatarértéke. Megjegyezziik, hogy az allitas megforditisa nem igaz.)

T 7.17 (Bolzano-Weierstrass-tétel) Az R* metrikus tér minden korlstos sorozatanak van
konvergens részsorozata. (Minden korlatos szamsorozatnak illetve vektorsorozatnak van kon-
vergens részsorozata.}

T 7.18 (Cauchy-féle konvergenciakritérium) Az R* metrikus tér {A,] pontsorazata akkor
és csak akkor konvergens, ha barmely ¢ pozitiv valés szamhoz megadhaté olyan ny) valés szim,
hogy ha m,n > ng, akker d{A,,, Ap) < €.

Fela&atok megolddsaban sokszor jobban alkalmazhaté 2 kdvetkezs ekvivalens megfogalmazas:
Az RY metrikus tér [An} pontsorozata akkor és csak akkor konvergens, ha barmely ¢ pozitiv
valds szdmhaz van olyan ng valés szam, hogy ha n > ng, akkor d{ Ay, Auyp) < € minden p
pozitiv egész szdmra teljesiil.

D 7.19 A valés [an} szdmsorozatrdl akkor mondjuk, hogy végtelenhez divergal, ha barmely
k pozitiv valés szdmhoz megadhaté olyan mng valés szdm, hogy ha n > ng, akker @, > k;
s akkor mondjuk, hogy minusz végtelenhez divergil, ha birme.y k negativ valés szamhoz
van olyan ng valds szam, hogy n > ny esetén u, < k. {Jelslések: Hmp_ o i = oG vagy
ay, — oo, illetve limy .o 2y = — 00 vagy a, — —oc.)

T 7.20 Végtelenhez divergals sorozat minden részsorozata végtelenhez divergal; minusz vég-
telenhez divergdls sorazat minden részsorozata minusz végtelenhez divergal.

Feladatok

A konvergencia definicidja alapjan bizonyitsuk be, hogy az alabbi feladatokban
megadott [a,] sorozat e-hoz konvergal, azaz minden pozitiv e-hoz adjunk meg egy
ng kiiszobszdmot. Hanyadik «lemts] (n;) kezdve esnek a sorozat elemei az o szém
r sugard teljes kérnyezetébe?

2n—1 1

56 =7 a=1,r=10"% &7 a,,:m, a=0,r=10"9,
580 an=§%+?2§, azg,rzgé—o-, 50° a, =3%, a=1,r= 931,

60> anzﬁ, a=-13-,7=%, 617 a,,:lgni;a—(} r=1g1,002,
62. ap = ":4, a=1,r=01, 63, ay=1+(— 1}“ L a=107 3%



7. Sorozalok -- Monotorn é& korlitos sorozatok, miveletek sorozatokkal

-1y + 4 4
64> a, = _(_1}_+_i,,, a=-=, 1= 1072,
5n 4+ {—1)*! 5
655 a, = n a=0, »r=10"%

nd+1’ :

66* Bizonyitsuk be, hogy ha az R™ (m ¢ N') metrikus tér valamely korliios
sorozatanak egy torlédasi helye van, akkor a sorozat konvergens.

67* A Cauchy-iéle konvergenciakritérinmot (T 7.18) felhasznélva mutassuk meg,
hogy az a, = ¥F_; k™! sorozat divergens.

68* Konvergens-e az [a,| sorozat, ha teljesiti a kovetkezd feltételt: Minden pozitiv
£ valés szam esetén van olyan np kilszdbszam, hogy ha n > ng, akkor
lapsr — an] < .

Bizonyitsuk be, hogy az alibbi sorozatok végtelenhez divergdlnak. Milyen n; in-
dext8l kezdve lesznek a sorozat elemei nagyobbak az adott k pozitiv szamnal?
(Lehetsleg a legkisebb ilyen ny-t adjuk meg.)

n—1

69. a, = Eg(n—[— 1), k=10, 70! q, = T_;_——l‘, k=999,
2
n
> — .
Tik an—n+1, k=20,

Monoton és korldtos sorozatok, mfiveletek sorozatokkal

D 7.21 Az [ay] valss szamsorozatrsl azt mondjuk, hogy monoton nivekvd {csBkkend), ha:
np <Ny => ayy <ty (B < g =0 2 Qny);

szigordan monoton nivekvd {csbkkené), ha:
n] < Ny == Ay, < Gy, (N1 < Ny = ap; > Gn,).

T 7.22 Monoton névekvs felitlrsl korlstos sorozat konvergens, mégpedig legkisebb felsd kor-

latjzhoz konvergal. Monoton csikkens aluldl korlatos sorozat szintén konvergens, s a legna-
gyobb alsé kortdtjahoz tart.

D 7.23 Két szamsorozat (vektorsorozat) Bsszegén, klildnbségén, szorzatén, hanyadosan
azt a sorozatot értjiik, amelynek n-edik eleme a két sorozat n-edik elemének Gsszege, kiilénb-
sége, szorzata, hanyadosa. (Megjegyezziik, hogy a hdnyadossorozat n-edik elemének akkor van
értelme, ha a nevezd nem (1.}

T 7.24 Korlatos szdmsorozatok dsszege, killonbsége és szorzata szintén korlétos.

D 7.25 Egy szamsorozatot (ill. vektorsorozatet) nullasorozatnak neveziink, ha hatarértéke
0 (ill. o).

T 7.26 Egy szamsorozat akkor és csak akker korldtos, ha barmely nullasorozattal képezett
szorzata szintén nullasorozat,

T 7.27 Ha a valés {a,] szémsorozatra limp—oo fan] = 00, akkor limy—.oo a‘,:l = 0. Ha
pedig limyos @y, = 0 és wan olyan m valés szam, hogy n > m esetén e, > 0, akkor
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7. Sorozatok — Monoton és korlitos sorozatok, miiiveletek sorozatokkal

iRy —oo @; ! = o00; mig ha van olyan m valés szam, hogy n > m esetén a, < 0, akkor

iy oo ay, ' = —o0.

T 7.28 Barmely {a, + ib,] komplex szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha az [a,}
és [by] valés szamsorozatok konvergensek.

T 7.29 Ha az {a,] és [by,] (komplex vagy valés) szamsorozatok konvergensek, akkor:
"lﬂgo(an + by} = nll_fgo “:_: * n]ll’lgc»' bn; "lll‘l&l_lﬂnbn) = "[il.]l.@ dy "]1_3_1)’1 b -
Hm cap, = ¢ lim ap, lim ot =( lim a, )k (ke NT);
n—nc Ao n—ow 7 Womrg, N ’

.ty limp—ng @y . l |
i —= ——, |im —= ——
#=00 by limgeane by ' oo by ity by

lim e, = & lim a,, hae, > 0.
L Saaadh &) N =

T 7.30 ("Rendér-elv”) Ha [a,), [bu]. [r] olyan valas szamsorozatok, hogy

ha lim by #0;

lim a, = lim ¢, =h.
n— n—ix:

és van olyan ng valés szam, hogy n > ny esetén a, < b, < r, , akkor a [bn] sorozat is
konvergens, és limy, oo by = .

T 7.31 Ha az [e,] és [b,,] sorozatok konvergensek, és van olyan ay valds szam, hogy » > ng
esetén ap < by, akkor g e iy, < limyo0 by

T 7.32 Végtelenhez divergsis sorozatok osszege és szorzata szintén végtelenhez divergal.

T 7.33 Veégtelenhez divergdls [a,,] sorozat &s tetszbleges alulré! koriatos (b, ] sorozat ssszege
végtelenhez divergil. Ha van olyan ng valos szam, hogy n > ngy eseten @, > 0 akkor a
sorozatok szorzata is a végtelenhez divergal.

T 7.34 (Bernoulli-egyenlitienség) Ha /i > — |, akkor az {i + 21" > i + uh egyeniatienseg
minden n nemnegativ egész szamra teljesiil.

T 7.35 Haqge Césfg] < 1, akkor limpyeno 4% = 0.
T 7.36 Barmely pozitiv ¢ széamra: limg, .« oy = 1.
T 7137 limyo Yn=1.

T 7.38 Az R* metrikus tér Pu(Zy, 220, . - T ) pontsorozata akkor és csak akkor kon-
vergens, ha az elemek koordindtdibel a6 [xi,),[z2n], .. ..[Zk,] szamsorozatok kifon-kilén
konvergensek; mégpedig lim,_.o Pr = Po(z10,Z20, - - .. 24g) akkor és csak akkor, ha

limg oo jn = 240 (5= 1.2,... k).

-t
w]



7. Sorozatok — Monoton és korldtos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

Feladatok

7220

73?2
740

75°
765
77.
78%

Legyen [ay] valés nullasorozat, ng egy rogzitett pozitiv egés.z szém, [b,] pe-
dig olyan valés vagy komplex szimsorozat, amelyre |b,] < ay, ha n > ng.
Bizonyitsuk behogy [by] is nullasorozat.

T

Bizonyitsuk be, hogy bérmely z komplex szdmra: nﬁnoio ET = 0.

—+00 ]
Bizonyitsuk be, hogy barmely nemnegatfv egész k-ra és 1-nél nagyobb a-ra:
lim — =0
n—o0 gt

nk

Mutassuk meg, hogy minden nemnegativ egész k-ra: 7}1_1'1&0 1= 0.
Bizonyitsuk be, ha |¢] < 1, akkor limy,_.., ng™ = 0.

1
Mutassuk meg, hogy Lim Yl 0.

n—oo Il )
Legyen z € C és |2| = 1. Bizonyitsuk be, hogy a [#"] sorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha z = 1.

Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezs sorozatoknak van-e hatarértékiik vagy torlédasi
helyeik. Mely sorozatok divergdlnak végtelenhez illetve minusz végtelenhez?

792

812

83>

85.

87.

88F

892

202

mnZ 14+
iy = glnrl?a 80? Oy = (1 + E) H
2nnw n
m+1\" n+2 2
ay = (\/\‘/:—; ) ; 82! ap = ‘;; + e
T2 3 gntl
* —
Ojl,:}: 4,5,9,&',16,..., 84. an—m!
. — (1) 86 _ _113 +1
ltl h 21! ) . a‘?l _ 112 + 11
1 — .
x> han = 3k;
an =4 25% han=2k+1,
g han=2k+2 (keN¥),
_ ne, ha n < 10%;
o = 2’:;_]5 , han>10%
agn® +anP V4. 4o, in+ta
dy = ! ind P a;. by €R,

bond + bynd=1 4o by_n + by
j:O)la"'ip; kzoslr"iq, ﬂﬂf,éo, 505&.0'

Vizsgiljuk meg konvergencia szempontjahél a 48. — 55, feladatokban meg-
adott sorozatokat. '

Konvergensek-e az aldbbi komplex szdmsorozatok? Ha konvergensek, akkor szd-
mitsuk ki a hatdrértékiiket. (A gyokvonds mindenittt valés gyokvonast jelent.)

7-8



7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, miiveletek sorozatokkal

Tt ntin

n? —i(n? —1)

91! Zy = ) T s 922 g =,
ns—1 n+1
93} z, =+n + 1 —i/n, 94 2z, =(Vn+1-/n),
95° 2z, = 31,3 = 96° 2, =(V1—nZ—in)n (n€N),
2 2
97> 2z = (1-3)", 98} =z, = (cos il + ¢sin —ZT—) ,
n 7
= -k 3 Zn: 1
99, z;, = i, 1002z, = —,
n z n = (1 +?,)k
n i k n 1—3i k
101, 2, = ( ) . 102, z;, = ( ) .
“n ]El 141 " Ré:] T+2:

Vizsgaljuk meg az aldbbi valés szémsorozatokat monotonités, korlatossag és kon-
vergencia szempontjahdl. Adjuk meg — ha léteznek - a sorozatok hatirértékét,
infimwnat és szuprémumit.

2n—1 dn -2
103%a, = -—, 1040ay = ——,
@ =g = 0
ne+1 2n? —1
1050q,, = ———— . Oy =
05t ay nn+1)’ 1086. a, Tl
1— 511+2 3n
107. ay = —'T, 108.'(1,; = ‘————m,
. i ' _In ha n = 2k;
1097 a, = —, 110. @ = { 2=l han=2k-1,
k‘rl 1
111?%:;1_[ (k € N, 112.*an:1+(_1)nn+ ’
{ T
2 n
11306, = T2+ +n 11420, = 2D
(n+ 1}n + 10) 31
115%a f: L 116. a, = (3) (n>3)
S an 5‘,‘, sl = fa S |
k=1 (3)
n? - 8. 4" 2" +1
117. a, = T 118%a, = nron
1190 a, = 1— 1200a, = .
3 +1 sir t T VA(VnE—1-n)

Déntsiik el, hogy az aldbbi valés szadmsorozatok konvergensek vagy divergensek.
Ha konvergensek, akkor hatdrozzuk meg a hatarértékiiket; ha divergensek, akkor
nézziik meg, divergilnak-e végtelenhez, illetve minusz végtelenhez.

1 n? -+ 20n? 1y — 1)3
121%a, = M—, 122. a, = (n ) {n+1) :
¢, 001n? + 100n? M+12+(n—1)2
5 n+2 n+1 5
Yap = - 24° =( ) \
123 an 1+ (-1)"5n? n43 1245 = {507
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7. Sorozatok — Monoton és korlatos sorozatok, mifveletek sorozatokkal

(=2)" + 3 n!

24 . S L L
1252a, = (_2).”_*_1 +3n+3’ 126. Uy = o T (n n 1)11
Vi on+1 )
1278, = YT FL 128, o, = YEH LV
n+1 nt 2
2 03 L a2
129. ap = —— Y 13080y = 22 4 1=5n
nt Va2 +1 22 +3 " Bn+1
D= P8 e SRy O e
< fn = s sy = ,
T VS 12+ VT f 30’ Sy S |
133 (VnZ +1+n)? 134 n+yn+
P v —————— e vag=t—
! 3/715+1' n+1
13500, = 2= D= = 3)(n —4)(n - 5)
(5n —1)®
- ) —_ FU 2 — 1Y —
136?(,,11:M_E, 137?%:1 2+ 4+(2n-1) n
nyro 2 Vil + 1
12 —-1 124234 1
138?(:":—2{_-;.{._‘__{_’1 1 139. 0, = + + 3+n(n+ ),
n ns n? -

. 1 1y? 2\? n—1y°
1400, = — (a+—) +(a+—) +---+(a+ ) , aER,
n T n T

_1+a+(12+-'-+a"

141?&rl_1—|—b—|—bz+-'-+b", ,a|1ib‘<1:
(2 + n)190 — 5108 _ 200590 1 1 1
142%a, = 3%, = — + — o ——
420 an 2% 1072 11 , 143%a, s + 23 + RYSIEI
1442a, = V2V2V2... V2,
145¢ ! LA S . )
e Iy = —= s .
VR VIHVE VBB Van -1+ + 1
146%ay, = n’(n — \n? + 1), 147%a, = \/nz +n41- \/nz —n+1,
148%a, = yn? —n® 4+, 149.a, = ¥n + 1 — ¥n,
V241 -—n
150%q, = ——————ro,
vn+1—
151° (1-4-9—- —(5n-6))(vVnt —nd — vnT+n?)
o gy = 3 .
n
on - o SA2
152%4q, = = +3 7 dn” -1 sin nl
27— 3" Vn?43-n ’
153 Sn+ Vi 41— Ity nd 1
ly = )
vt nd £ 2n —v/nS —nf + 2
1
154% a, = ;—"R 155%a, = {1+,
7
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7. Sorozatok — Valés szamsorozatok hatvanya, logaritmusa
2
156%a, = *\/n? +2n + 4, 1572 {/6n? —~30n+21, n>2,

,J2n -1 n?
E m, 159?&,1 = \/ﬁ, T 2 2,_

158. a,

i

1602 o WP F a4 TGt b e R
bgn? +byne—1 ... 4+ bg_1n + b,
i=01...p k=01,.... 2so.
by

Val6s szdmsorozatok hatvinya, logaritmusa

D 7.39 Az [an]valds szamsorozat [b,] valés kitevsjd hatvanyanak nevezzitk az [a%%] soro-
zatot, ha ol legfeljebb véges sok elem kivételével értelmezve van a valés szamok kérében,
Ha , legfeljebb véges sok elem kivételével pozitiv, akkor az {In a,] sorozatot az [a,] soro-
zat természetes alapd logaritmusanak nevezzitk. (Természetesen mis alapd logaritmusok is

értelmezhetsk.)

7
T7.40 Az [(I + rl_t) } sorozat konvergens (a hatdrérigket e-vel jelsliak), azaz

n
lim (l + 5) = ¢ = 2, 7T18281828459045 .. ..

n-—0G

T 7.41 Barmely [tt] valés szamsorozat esetén linny,—. oo an = a akkor &5 csak akkor, ha
limy oo €®® = €®  {a € R). Barmely [@.] pozitiv elemil sorozatra és « pozitiv valds szamra
limp 3 @n = @ akkor és csak akkor, ha lim ;.o In ty = lna.

T 7.42 Legyen limy—no @ty = @ és liigog by = 6. Ha O < a < oo, —-00 < b < o0

akkor limy oo alt = . Ha 0l < 2 < 1, b = « vagy | < a« < oe, b = —oo vagy
a=o00, —o0<b<Ovagya=0, 0<&<o0,akkor imy_ af;‘ = (. Abban az esetben,
hal<ae<t, b= —ocovagyl < a < oo, b=ocvagyae =o0c, 0<b <o akkor
linmy, oo af’, = oc. ’

(Megjegyezziik, hogy az a = w6, b=0valamintaza =1, b=+focésaza=0. bh=0
esetekben tovabbi vizsgilatok szitkségesek. @ < 0 esetben altaliban nem értelmezhetsk a
hatvanyok a valés szdmok kérében. )

Feladatok

BN
1617 Bizonyitsuk be, hogy barmely k egész szdmra nﬁngc (1 + —) =¥
— n
1627 Bizonyitsuk be, hogy ha [a,} (a, € N*) olyan sorozat, hogy bmy,_.o ay =
fin

k :
oo, akkor lim (1 + *) =é (ke Z).
R—CQ g
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7. Sorozatok -— Valés szamsorozalok hatvinya, logaritmusa

1637 Bizonyitsuk be, hogy barmely p € Z és5 ¢ € NT (azaz biarmely ‘;— racionalis
il 14
. L
szdm) esetén Lim [1+ %] =ev.
n—o T
1647 Legyen [an] végtelenhez és [b,] minusz végtelenhez tarts szdmsorozat. Bizo-

LN 2n .y B
nyitsuk be, hogy lmm {1+ 2z = lim (14—} =¢ (r € R) (A 161.
& -0 by

a" n—0os

— 163, feladatok altaldnositdsa.)
an
165 ° Bizonyitsuk be, hogy ha "_]ix'lr}o Jau| = oo, akkor nh_’nolo (i + 1—) =e

iy 4
{r € R).
1667 Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < Hiny oo @y = ¢ < 00 68 —00 < liMypoane by =
b < o0, akkor lin,—.q abt = ab,

Konstrudljunk olyan [a,] és [b,] sorozatokat, hogy Jm a, = oo, Jim by, =0és

1677 lm a,b, =+ (r € R), 1687 lim a,b, = oo,
n—o0 N=—00
169?11121010(%1),; = —00, 170?,113'118_0 afl“ =r (re¢ R+),

171° hm o = .
n—oc

Konstrudljunk olyan [an] és [b,] sorozatokat, amelyekre nliI.Iolo a, =1, nlinéo b, =
172 lim of* =+ (r e RY), 1737 lim ' = oo.
n—oc n—o0

Konstrudljunk olyan [a,] és [b,] sorozatokat, amelyekre im,—.oo an =0 (a, > 0),
limy oo by = 0 és
M by —_ N 3 b, —
1747 lim ar =v  (r 20}, 175?’}1120 @ = oo.
1767 Bizonyitsuk be, hogy ha g, > 0, Bmy—o 0 = 085 im0 by = oo, akkor

ling, e @ f’;’ =

A T7.41 tétel és a 161, — 166, fcladatok alkalmazdsaval szamitsuk ki a kdvetkezd
sorozatok hatarértékét:

n 2
IN" 13" 3n — 1y
177%a, = (1 +(5) ) TSt = (Lhg) L mete = (S5)

 — 9 n? —1 Tn41 Tyv®
1807, = (" ) . 181%a, = (” ) . 182%q, — (2 - —) ,
n 3n n
13" o4 g\" n?—n+1\"
183. ay = (1 —_ ?1—2) N 184. ad, = (2” T 1) N 185. ay, = (m N
—3n 4 12
186. «, = (\/3n4 +2n -1 —2 \/3114 +n?—n) (ﬁ)
187 n?—on 4 1\* ~HS + VRt —n? 46 —-vV2rditn—1
ey = 3
n?—2n4+4 n?+1
2
2 n
In+1
188%qa, = ng(\/nﬁ —n2— \/nﬁ +4n — 4) (%) .
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7. Sorozatok — Rekurziv sorozatok

Rekurziv sorozatok

A 189. — 202. feladatckban a sorozatokat rekurziv képlettel adtuk meg. Szamit-
suk ki a hatarértékiiket, ha létezik.
6

189%q; = 6, ap41 =5 — —.
ay

190" Legyen a adott pozitiv szdm. Mutassuk meg, hogy tetszdleges a; pozitiv
szdmot vdlasziva az 1
a
Qntl = '2" (an + _‘)

F13

sorozat /a-hoz konvergal. (Pozitiv szdm négyzetgycke kiszdmithatsé a fenti
sorozattal.)

191* Az el6z8 feladat altalanositisaként mutassuk meg, hogy birmely a pozitiv
szamra az

1 a
a1 >0, apy1 = E ((k - l)an -+ -(l,k,—_l)
rekurziés képlettel megadott sorozat hatsrériéke ¥/a, ahol k > 2 egész szam.
1
192°ay =a (€R), ant1 =202 +an, 193%a) =1, aus; = ap + ——

al +1’
194%a) = /a,0,41 = V2 + an, (@ >0), 195%a; =1, gy =

7
n+1

Legyenek 0 < b < a tetszSleges rogzitett valds szamok., A kovetkezd rekurziv

definicidval egyszerre adunk meg két sorozatot;

dy.

n + by 2
aw=a, bi=b auu="T0 po 2
2 a T hs

Igazoljuk, hogy

196. [a,] monoton csokkend, [b,] monoton névekvs sorozat,
197. Az a, és a b, szémok mértani kozepe minden n-re ugyanaz,
ay — b . .

198.0 < ayyy —bpyy < JT’— 199. lim a, = lim b, = Vab,
Tekintsiik az dgynevezett Fibonacci-sorozatot: ar =06y =1, Guys = apgy + ag.
Mutassuk meg:

o 1 (14BN (1-E\" * ] “n__‘-/g‘l
200.an—\/§(( 2) — (54) ) 2017 Jimg e = S

-1
202. Ha C az AB szakasz bels pontja és g—q = g—g, akkor ez az ardny V5

(az aranymeiszés ardnyszama).
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7. Sorozatok — Vegyes feladaiok

Vegyes feladatok

203 Igazoljuk, hogy ha |lim, .o a,| < 1, akkor Hmy, .o e}t = 0.
2042 Igazoljuk, hogy ha lim, ., ap > 1, akkor lim,_, ¢ = oo.
205 Bizonyitsuk be, hogy minden m{€ N*)-ra

™2™ ™ 1

=00 nmtl 14+m’

206" Mutassuk meg, hogy ha lim, o, 4y = ¢ > 0, akkor Hmpy .o &a, = 1.

. I\ .
207. A 206. feladat alapjin hatdrozzuk meg az [(1 + E) ] sorozat hatérériékét.

n

208, a 206. feladat alkalmazdsdval hatirozzuk meg az [(1 — nl_i.) } (k e Nh)
sorozat hatarértékét.

209. Bizonyitsuk be, hogy ha minden n-re b, > 0 és im,, .00 ¥/, = b < 1, akkor
my, e by = 0.

2105 Legyen a, > —1, limg_wan =0, k€ Nt - {1}. Bizonyitsuk be, hogy
linty oo &1 Fa, = 1.

cos k

211 Mutassuk meg, hogy az a, = Z '_f;l_' sorozat konvergens.
k=1

n

n

212! Bizouyitsuk be, hogy ha ¢ > 1, akkor az 4, = )

k=1

213 Legyenek a1, as,...,q; nemmegativ valés szamok. Bizonyitsuk be. hogy az
[{/a’f + af + - + a}] sorozat konvergens, és adjuk meg a hatdrvértékét.

o sorozat konvergens.
a® 41

214. Egy egységuyi oldali négyzetet 9 egybevags négyzeire bontunk, ezek koziil
a kézépst beszinezziik. A mdsodik ¥pésben a megmaradd nyole kis négyzet
mindegyikét 9 egybevigs négyzetre bontjuk, majd mindegyikben a kizépsdi
ismét beszinezzitk, Az cljardst folytatjuk. Mekkora lesz az n-edik 1épés utin
beszinezett részek teriiletének tsszege? Jeloljiik s,-nel az n-edik lépés utdn
fehéren maradd rész teriiletéf, Hatdrozzuk meg Nmy, .o s értékét!

215 Bizonyitsnk be, hogy minden sorozatnak van monoton részsorozata.

216 Igazoljuk, hogy ’1151010 n(e% -1)=1.

1
=3 - i 1 —) =
2177 Mutassuk meg, hogy Jim n In{l + n) = 1.

ki3 1
218 Szdmitsuk ki az a, = Z In (1 - E) sorozat hatarértékéi.
A=2
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8. fejezet

Fiiggvényhatarérték és folytonossag

Valés fiiggvények és szemléltetésiik

D 8.1 n-valtozés valss fiiggvényen {n € NT)olyan f filggvényt értiink, amelynek értel-
mezési tartomiénya {Dom f) az R" halmaznak, értékkészlete (Ran f) pedig az R-nek valamely
részhalmaza. Ha az n-et nem akarjuk hangsilyozni, akkor réviden valés fiiggvényrsl, specia-
lisan, ha n = 1, akkor egyvaltozds valés fliggvényral beszéliink.

D 8.2 Az egyviltozés valés z — f(z) {z € Dom f) fiiggvényt sikbeli derékszégii koordi-
nata-rendszerben az (z, f(x)) koordinatsji pontok halmazival (az y = f(2) egyenletii geo-
metriai alakzattal) dbrazoljuk, ezt az alakzatot a fliggvény grafikonjanak nevezzitk.

A kétviltozds (2,y) = flz,y} ((z,y) € Dom f) valés figgvény grafikonjanak egyenlete:
z = [f(z,y), amely térbeli derékszogd koordinata-rendszerben dbrazolhaté. A grafikonnak az
2 = a sikkal valé metszete az 2 = o, 2 = Sla, y} egyenletrendszerii alakzat; 2-nfvdvonat.
Ezt az z-nivévonalat merslegesen levetitve az yz-sikra, az 2 = 0, z = f(a,y) egyenlet-
rendszerd gérbét kapjuk. Hasonléan szarmaztathaték az - €s z-nfvdvonalak, s ezek merdleges
vetiiletei az rz- illetve wy-sikra.

D 8.3 Az egyetlen egyenlettel meghatarozott fiiggvényt explicit alakban megadottnak,
réviden explicitnek nevezzik, ha a kiszamitands fuggvényérték az egyenlet egyik oidalén ma-
gaban all, azaz n-valtozés fiiggvény esetén y = flepze,. . 0 2p) (zpeR, k= 12,...,n)
alakii. Minden mas esetben a fiiggvényt implicit alakban megadottnak, réviden implicitnek
mondjuk. :

Feladatok

7 27!' .
1.  Hatérozzuk meg az 1), f (g) f (?) . f(4). f(8) helyettesitési értéke-

ket, ha
377 -1, ha-1<zx <y
flzy =< tg s, ha 0 < 2 < =
;gz_—,l, haw <2 <8.

2.  Hatdrozzuk meg az f{ \/i),f(\/g},f(\/fogz 1024) helyettesitési értékeket, ha
22°% 1, hauz <2
fla) = ¢ L5, ha 2 <z <3
20—-5, hald3<ua
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8. Fugpvényhatirérték és folytonossig — Valés filggvények és szemléltetéstk

3. A 2oldali ABCD négyzetet messiik el az AC 4tléra merSleges e egyenessel.
Legyen az A csics és az e egyenes tdvolsiga . frjuk fel az A csiicsot is
tartalmazé lemetszett sikidom teriiletét z fiiggvényeként. Hatdrozzuk meg a

teriiletet, ha z = 72 illetve 2 = 2.
1 Mivel egynl (2) (=1), S(=2). o + 1) /(o) + 1 f(20), 20, £ ().

T FE @) b fe) = |1

Az 5. — 9. feladatokban adjuk meg azt az f fiiggvéuyt, amely teljesiti a felirt
egyenletet:

9

_ 1y _ 2
5. fe-=—7 of-L 6. f(m)_:r, +1, 40,
> m—l): B > ( }_)_:c‘i-i-l
7. f(m—{—l r, z#~1, 8> f $+$ = z # 0,

9" f(=*) =1-|z".

10. Adott az f{x) = logc ﬁiggweny Bizonyitsuk be, hogy ha a,b € {(—1,1),

rae
akkor f(a) + f(b) =f(“+ )

1+ ab
11? Hatdrozzuk meg az f(z) = az® + bz? + cx + d raciondlis egész figgvény
(polinom) egyiitthatsit, ha f(—1) =0, f{0) = 2, f(1) = -3, f(2) =
12 Hatdrozzuk meg az f(z) = a + bc® (¢ > 0) fiiggvényben az a,b, ¢ paramé-
terek értékeit, ha f{0) = 15, f(2) = 30, f{4) = 90.

3 2 2
137 Milyen ¢ érték mellett lesz az f(z) = i—i’f—%—:——x

kivételével egyenld egy masodfoka fiiggvénnyel?

z? +az® + bz + 2b
2+ +1

Hatarozzuk meg az alibbi valés fiiggvények értelmezési tartomanyat:

fiiggvény az @ = % hely

14. Milyen a és b értékeknél lesz az f(z) =

fiiggvény elsSfokn?

15 -2 16. V5-2 L LR M —
T l4x ToYR T s ) % — 22+ 2
: 10
18 —o—i—“—, 19. z 4+, 20. liH—,
Ve — lz] lz] — 10
21. 1g(3x — 4}, 22. log,(z* — 4), 23. logslogslog, z,
24. log,{z +2) +1log,(z — 2}, 252 lgcosz,
#? — 5z + 6
26. lg———— LY
gzz-'l-fla:-i-ﬁ’ 27 lgtga,
28" g, /log%(?)x — 8), 29. lg(1 —lg(z? — 5z +16)),
3 . .
30. pympnt +In{z”® — x), 31. In(sin(lnz)),

82



8. Puggvényhatarsrték és folytonossdg — Valds filggvények és szemléltetésik

1
In(1—2z)+1

32, In

1
Hatérozzuk meg az f és }— valés fiiggvények értelmezési tartomdényit, ha:

33. flz)=a’-z+1, 34, flz)=z+Vz +2,
35. fx)=v2z+1— vz +1, 36. f(z)=>5" -2+
37. flz)=3—-2cosz, 38. f{z})=1-cigx.
Hatarozzuk meg a kévetkezé fliggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét:
1 z
397 = P fle)=——
fa) = g s 407 fl2) =0
41! f(z) =lg(l — 2cosz), 420 f(z) =v2+4+z — 22,

Mi az értelmezési tartoménya a kovetkez§ fiiggvényeknek, ha az f fiiggvény értel-
mezési tartomdnya a [0; 1] intervallum?

43 f(z -5}, 44. f(4z), 45, f(-=),

46. f(2z +1), 47> f(3z%), 48* fltgz).

Hatédrozzuk meg az aldbbi tobbvéltozés valés f fiiggvények értelmezési tartoma-

nyit, valamint azt a geometriai alakzatot, amely az értelmezési tartomanyt a sik-
beli, illetve térbeli derékszégii koordinata rendszerben Abrazolja:

49! /1 — 22 — y2, 507 .z — /7,
51i. In{zy), 52. rsmy,

1 1 1
537 /In(sinz cosy), 54, —= 4 — 4+ ——,
552 In(l— 2% — y% - 2%), 56. V1—z?+\fy? -1,

2 2
2 L 2 RPCE Ay -z
578 (J(a? + y2 — 1)(4 - 22 — 2), 58. ,I o p—
1 1 i o
59> + , 60. /lncos —,
VI 1 - e+l y

61> /fsinwmrsinwy, 62! \/z —zt -yl 4 \/4 -z —a%—y?,
637 In{zin(y — z)), 64. In(1 - sgn?zy),

249 2
65> \/ —sin® 7z 4+ \/— sin® 7y, 66> \j r Aty te c € R,

2 -2z 4yt + ¢’

1
67. Jrl-z2—y?4 ' , r>s>0

\/$2+y2+22 — 52
Abrazoljuk a kévetkezs fiiggvényeket:

687 flz) = +/sinz, 89r flz)=alk=,




8. Figgvényhatarérték és folytonossag — Fuggvény hatirértéke

sinz, ha —7<z<0; -z, haz <0
70° f(z) = 2,1 ila. 0<z< 1. f(z) =4 1, ha r = 0;
=5 hal<z<d, -2, hal<uz,
T2 cos 3z sgnsin 2z, 73> flz) =z + V72, .
T4. f(x) =cosz + |cosz|, 75. flz) =z + 2|z,

76. flz) =2z -2|-|z +1i]+ =

772 Milyen geometriai transzformacidkkal szarmaztathaték az f(z) fiiggvény gra-

fikonjabol az f(z+a), f(2)+d, f(kx), If (=), [f(=), f(l2]) (a,b,k,]€ R—{0})
fiiggvények grafikonjai, ha értelmezve vannak?

78" Milyen geometriai transzformacickkal szdrmaztathaté az f(z) figgvény gra-
fikonjabdl az If(k(z + a)) + b fiiggvény grafikonja, ha értelmezve van? Ezek

3
segitségével abrdzoljuk a /z fiiggvényhd! kiindulva a —2-\/ —2r — 4 —1 fiigg-

vényf.

z -+ 5 fitgg-

. 1 2
798" Abrédzoljuk transzformaciéval az = fiiggvénybsl kiindulva a 1
z

vényt.

802 Abrazoljuk transzformaciéval a cos z fiiggvényhd! kiindulva a
3cosx — v/3sin z fiiggvényt.

Abrazoljuk a kévetkezs figgvényeket:
81° [|¢? — 2z —3|, 827 |lz| -1}, 83" log, |z +2|.

Nivévonalakkal (vagy a fiiggvény grafikonjira jellemz8 mds sikmetszetekkel) szem-
léltessitk az alabbi egyenletekkel megadott (x,y) v 2 fiiggvényeket:

842 2=z 447, 85 2% =2 4 4% 867 z =y? —z?,

87. z={(zx+y)% 887 z =24y, 89> % =u? 4y -1,
90> % = 2% 44 + 1.

Az alabbi & — y egyvéltozds valés fiiégvényeket paraméteres egyenletrendszerrel
adtuk meg. Kiiszsboljik ki a t paramétert!

91. =23t y=6t—1, 92° z=t2 243, y=t2-2t+41,
93. 2 =vcost, y=sin2, ¢t€{0,x], 94° z =acost,y = bsint (a,b>0),
95. z =asin’t,y = acos®t,t € [0, I 967 z=tgt y=sin2t+ 2cos2t,

¢
97. r=8B41, y=1i2, 98. = —o Z

vite VT Are

99 z=a'+a!, y=d'~a! (a>0).
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8. Fiiggvényhatarérték & folytonossig — Fipgvény hatérértéke

Fiiggvény hatarértéke

D 8.4 (Heine) Az egyvaltozds valés f fiiggvény hatarériéke az g helyen [, ha [ értel-
mezve van zg valamely E kérnyezetében, és minden clyan E-beli [zn] sorozatra, amelyre
liMpco Tn = Zg, liMaeeo fzn) = 1. Jelblés: limg g, flz) =1

Az egyviltozés valds f fiiggvény az a9 helyen végtelenhez (minusz végtelenhez) divergal,
ha f értelmezve van zy valamely E kérnyezetéhen, és minden olyan E-beli [z,] sorozat-
ra, amelyre limp oo Zn = 2g, liMp—oo f{zn) = 00 (liMp—oa flza) = —oo). leldlés:
limg .z flz) =00 (limz_z, f(z) = —00).

Az egyviltozés valos f fiiggvény hatarértéke a végtelenben [, ha f értelmezve van a co vala-
mely E kbrnyezetében, és végtelenhez divergalé minden E-beli [xp] sorozatra limp oo flzn) =
1. Jelslés: imp oo f(z) = L

Hasonléan definidlhato a minusz végtelenben a hatarérték, a végtelenben és a minusz végte-
lenben végtelenhez, illetve minusz végtelenhez divergdlas.

D 8.5 (Cauchy) Az egyvaltozés valés f fiiggvény hatdrértéke az zq helyen [, ha barmely
pozitiv £-hoz van olyan pozitiv &, hogy ha = benne van zg-nak & sugarg kérnyezetében, azaz
ha 0 < |z — zg| < 8, akkor az f fiiggvény értelmezve van az « helyen és f({z) benne van az {
szdm ¢ sugarg teljes kérnyezetében, azaz |f{z) - !| < .

Az egyvaltozes valés f fiiggvény az 2q helyen végtelenhez (minusz végtelenhez) divergaf,
ha barmely pozitiv (negativ) k szamhoz van olyan pozitiv §, hogy ha 0 < |z — zgf < &, akkor
f(z) értelmezve van és f{z) > &k (f(z) < k).

Az egyvaltozos valés f fiiggvény hatarértéke a végtelenben [, ha barmely pozitiv e-hoz van
olyan pozitiv k szam, hogy ha 2 > k, akker f(z) értelmezve van és |f(z) — | < &.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben a hatarérték, a végtefenben és a minusz végte-
lenben végtelenhez, illetve minusz végtelenhez divergalas.

T 8.6 A fuggvényhatarérték Heine- és Cauchy-féle definicisfa ekvivalens.

T8.7 :

Jm (f2)E g(2)) = lim flz)d lim g(),
Jm fz)g(e) = lim fz) lim g(z),

f(z) _ limz ., f(2) .
A0 )~ T ga) o, 9(2) # O,

ha az egyenldiségek jobb oldalan all6 hatdrértékek léteznek.

Feladatok

A fliggvényhatarérték Heine- és Cauchy-féle definiciéja (D 8.4 és D 8.5) alapjén
bizonyitsuk be a kovetkez6 allitasokat:
32+1 1 z? - 16

1007k . 1018kim =~ =9
12%.53;—{-4 2 1?-{5}11:2—4:1:
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8. Fuggvényhatarériék és folytonossdg — Piiggvény halirériéke

. ox4+1 5 . 1
102. J:h—l}t;lo 3z n 9 = 5, 103. Bg} m‘j = 0Q,
. .
104, iy .o log, 2z = —0(0 <a < 1), 1057 lin}J sin — nem létezik.
n— T .
1062 Bizonyitsuk be, hogy
o, hap<g;
B ag$”+a;$f’“]+---+ap_1:v-|-ap_ %D'l, hap=gq;
r—l-lolo‘buxqq—b]xq—i+...+bq_1$.§_bq T} oo, ha.p>qés'g—'-é>0;

—00, hap>gés g2 <O;

ahol p,g € Mja;, 0 € R (i=0,1,...,p; 7=0,1,...,¢) ésag #0,8 #0.
107 * Mutassuk meg, hogy

0, ha p < g;

o, hap=g
agr? + a1z’ - +a, | hap>qp-—q=2k+2,32 >0
—_ bozt + bzt~ 4 -+ b, | hap>q,p—q=2k+1,%<0;
—oa, hap>q,p—q=2k+2‘§—g<0;

—00, hap>gqp-g=2k+1,35 >0

ahol k,p,g € Nyai, by e R (=0,1,....p¢ j=0,1,...,9)}és 0o # 0,00 #
a.

Az x megfeleld hatvinydval egyszerfisitve hatdrozzuk meg a kévetkesd fiiggvény-
hatarértékeket:

. 2a41 322 —x 41
] ® 13 -
108! zl_l_i_lolc 5 109! IEE];’O 6% 182 4 2
o v —4at 42?1 (5 (46 (c+ TP
1167 Ewm -1 11t. Lim, z® + 5° ’
. (22 —3)%0(32 4 2)¥° ) z% 4 327
[ 3 9 P
112! zl—{’llf}o (Gx + 1) N 113! IEEIOO T Ty,

2 3 L 4pt -0 . 2 L 9y... (0t 1
1147 Hm * + ¢t ., 1157 hm {z +1){z* +2) n('t + )
z——co \ 2x + 1 1—2x2 I——00 ((nl)ﬂ + 1)_’5_

Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvényhatdrértékeket (ha sziikséges, akkor az = — g
tényezGvel valé egyszerdsités itjan):

118.‘3&1&; %, 119??3%) %3—?5,

120ty (75 + 7). 121 7 (pa e
5

122, lim (23::332 + mz_“;”)} 128, liy a +zl +—$15—5m'
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8. Fuggvényhatarériék 4s folytonosség — Vegyes feladatok

Szémitsuk ki az alabbi, végielenbeli fuggvényhatarértékeket az & alkalmas hatvé-
nyéval vald egyszerfisitése tjan:

b 1 m . \/1 +yr+ \/1-2
1247 lim —— 125. lim s
£=00 41 I—oo \/7—3:_{_‘1

3 4 2 &2
1268 lim Y2+ VT4 1278 iy Y2 H1=ValH1

F—00 V2e+1 T Wt p 1 — a1 1
Vegyes feladatok
4_ .3 2 _ 3/ 4 33
1284 fim & % ¥ —3c 42 120° fiy Y2 +3 - VaT4d
-1 28— 2?2 41 -0 vzl + 1

@

~b
Szdmitsuk ki az alabbi fii vényhatarértékeket a /o + Vi = ———, illetve g
8 VaF Vb

+b .
Vat+ Vb= \3/672:{1&%-{— T azonossagok alapjan:
136° lim _“_____.,:t:—-2—21 131% lim __E_h‘
=8 -8 Cor==1 V6 434 32

1327 lim —— =

z—~53-—\/4-|-33’ T—0 fes
1349 lim Y1+ 2~ VI 42 1355 lim YLt 2-Vl-z
R Y/ e S g R

VB—1z—1 . Vit — 1z
133?111’1’1"‘—‘_“‘_ 3

1362 lim z(\/a? +1 - 1), 187¢ lim (Va2 41— y/a2 - 1),
. » 4
1382 lim ({/1 - 23 + z), 1392 lim o¥({a? +1 - o2 1),

140.“$1i_1‘{.10( 3:+\/:r+\/5—\/5) \ 141. Lim (\/(z + c)(z + d) — z),

142 lim Y1 F 187 — VT —tg
0 sin x

: 143 lim Q_Sh;z zheinz -1

e—F 2sin“z — 3sinx 4+ 1
Az alibbi feladatokban szerepld kifejezéseket ismert trigonometriai azonossigok
alkalmazasaval olyan alakra hozhat juk, hogy a felirt tiiggvényhatarértéket kozvet-
lentil leolvashatjuk. Végezziik el a atalakitast, és frjuk fel a hatarérigket!

a2 i 0T 1480y SBE stz L
z—0 sint z__'% CQS-'P“‘_}“S!QE}—}_
sinfz — X
=% /3 - 2cosz Tt Bf(l ~sinz)?
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8. Figgvényhatdrérték & folytonossag — Vegyes feladatok

1 1
1482 lim ( : - ——) 3
r—0\smz gz
—t 2
150° lim —— 8%
t—% y/2cosz — 1

sinz

Felhasznilva a lin})

1— 2
1492 lim -0 —252)°
-0 tg“r —sin“

t 2
1510 lim ——ot

0 /2 — ST+ cosix-

= 1 hatérértéket, vizsgdljuk meg léteznek-e az alabbi

xr— T
hatirértékek; ha igen, szamitsuk ki azokat!

. sin3z

152° lim ——

z—+l T
sin oz

3

154; l]i% sin Bz (8 #0),

1568 lim L0522
z—0 3

1582 lim L5052
z—0 x?
. VI+tgz — 1 +sinz
.
160! 11_1% o
xz
162%lim -2 2

z—1 —x

1647 hm b

zow 2 — g2

Y

¥

y

1

. tgda
1538 lim 222
z—0 sinx i
sinT
1550 tim ————
P, sinfxr — sin 7z
1—
1578 lim —— =%
z—0 x
159% lim 1 — cos{sin z)

x 3
z—0 sin? 2

1
1i61. 1 ( . : - )
z—n-f} sin2xsinz  sin®z/

in7
163% lim Tt
z—1 sin 2mx

T

1652 lm xsin
T—0 T

Szamitsuk ki a kivetkezd fiiggvényhatdrértékeket (a 7.164 — 7.166 feladatok és
a fiiggvényhatarérték Heime-féle definicija (D 8.4) alapjan):

1 Tz
1662 lim (1 + ~) ,
=00 x

ooy B2z
168* lim (j—ﬂ) ,

00 \p o~ 1

170. ]iu%)(l + 3tg )BT,

9 - T
b r*+ 5z +4
172 xéliloo (:1:2 —~ 3 +7

1678 (1 + 2)%,
r—0

) z?
169/ :rlggc ($3 . 1) !

1710 hm, oo (2;?1)1 ,

1737 Bizonyitsuk be, hogy ha lim; ..y f(z) = a > 0 és limy—.,, g(z) = b, akkor
limg g, f2)70) = ob (Megjegyezaiik, hogy az Tg a co-t vagy —oo-t is jelent-

heti.}
1747 Bizonyitsuk be, hogy ha

Jim fl=) =1, Jim lg(@)] = oo & Jim g()(f(z) - 1) =b,

akkor Ili_}leu f(:n)y(r) = e, (Az el6z8 feladathoz hasonléan az g itt co vagy

—o0 is lehet.)

A 173. és a 174. feladatok alapjan szamitsuk ki a kévetkezd fiiggvényhatarértéke-

ket:
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8. Faggvényhatarérték és folytonossag — Egyoldali figgvényhatsrérték

1= /T 9 5 2:3;?1
~ RE 2r—-113\*
1758 ]jm1 (; i Z) I , 176. lim (;%L,;) ,
T— J - &l — I — 4
2 i
202 43\ 14 tga \ s
177° lim (9"’2 15) , 1782 timg (B2 )T
—o0 \ 2z r— sin 2
179, liml(l + sin wx )87 1802 lim (sin z)*6 %,
E =%
1
181.*iin%(\/1+:c~:z:)]?, 182flin}](cos.t)_;7.
Ir— XL -t

Szdmitsuk ki a kivetkezd fiiggvényhatarértékeket:
. Ve —6+2 1=
m _:r:__—f—_’ 184° lim ———\/—5,
z——2 13+ 8 =y 1 — ¥z
P i i 2 — i Y2
185! I];_:}gc(sm \/:17 + 1 —siny/a% —1),

cos3x3 — 1

1867 lim -
z—0  sin" 22

187F lim v1+2sin 3"5_ — V1-—4sin 5‘?"! 188" lim Lﬂ__ ",(‘Oszt’
z—0 . sin6x 70 tg 72

1 .
b 1e .3 \7FsinF > 1 S LN r-—a . 3
1897 }IEE (LO.S J:) s 1907 im (sina.) (e # kn, k€ Z),
191. Bizonyitsuk be, hogy
fle) o glz) o fl=) L b))
ey A ko) 7O Gy T o gy

(@ € R) (ahol 2 jelentheti a co-t vagy a —oco-t is).

Bgyoldali fiiggvényhatarérték

D 8.8 A vval6s szam § hosszisagi bal oldali kérnyezetén a (v —4&;v), 8 hossziisagii jobh
oldali kirnyezetén a (v;v + 6) intervallumat értjiik.

D 8.9 Az egyviltozds valés f fiiggvény bal oldali hatirértéke az zg helyen b, ha f ér-
telmezve van 24 valamely B bal oldali kérnyezetében és minden olyan B-beli [2 ] sorozatra,
amelyre limy, oo 2n = 20, limp_—ne flTy) = & vagy, ami ezzel ekvivalens, ha barmely
pozitiv £-hoz van olyan pozitiv 6, hogy ha = benne van zg-nak § hosszisagii bal oldali kér-
nyezetében, azaz,ha g — § < z < 1z, akkor f értelmezve van az z helyen, és f(z) benne
van b-nek ¢ sugarii teljes kdrnyezetében, azaz | f(x) — b| < . (Jelslés: imy .y, g f(z) = b;
ha zq = 0, akkor egyszerden lim,_, ¢ f(2) = b.} Hasonléan definiathats az zgy helyen a
jobb oldali hatdrérték (lim; .40 f(z), ln,_ g f(z)), 2 balrél {jobbrol) végtelenhez
divergalas.

T 8.10 Egyviltozss valés fuggvénynek valamely helyen akker és csak akkor van hatarértéke,
ha ezen a helyen bal oldali és jobb oldali hatarértéke is lstezik, és a két egyoldali hatarértek
egyenl6; ebben az esethen a hatérérték az egyoldali hatarértskekkel egyenls.
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8. Figgvényhatarérték és folytonossdg — Fggvények folytonossaga

Feladatok

Hatdrozzuk meg az alabbi egyvaltozos valds fiiggvények bal- és jobb oldali hatar-
értékét a megadott zg helyen:

, —2 x <1

N Fea i L

22 —1 1
193° f(z) = ——; =z =1, 1942 flr) =3+ ———; 2 =1,

lz — 1 14 77%

V1 — cos2;
1957 f(z) = —COE—E; zo =0, 196? f(x) = cos %; xg =0,

x
5 2(1 — ¥y + |1 — 22|

197. =2 . zp=2, 198. = -ap = 1.

Fiiggvények folytonossiga

D 8.11 Az egyvaltozds valds f fiiggvényt folytonosnak nevezzitk az xg helyen {pontban),
ha f értelmezve van az zq helyen, van hatirértéke az zq helyen és f(zg} = limz—g, f(2).
Hasonléan értelmezhetd az f fliggvény bal oldali, illetve jobk oldali folytonossiga. (A definici-
éban hatdrérték helyett bal oldali, illetve jobb oldali hatarértéket vesziink.)

T 8.12 Adott pontban folytonos fiiggvények 8sszege, killénbsége és szorzata is folytonos
ebben a pontban; két ilyen figgvény hdnyadosa is folytonos, ha az osztd nem zérus az adott
pontban.

D B.13 Ha az f fiiggvény az g helyen (pontban) folytonos, akkor azt is szokas mondani,
hogy xq az f folytonossagi helye. Ha viszont az f fiiggvény az zg helyen nem folytonos, de az
zg valamely kdrnyezetének minden pontjaban folytonos, akkor az zo-t f szakadasi helyének
nevezziik.

A szakadasi helyek tipusai:

zg hézagpont, ha lim,_., f{z) létezik, de az z¢ helyen a fiiggvény nincs értelmezve;

az zy pontban megsziintethetd szakaddsa van f-nek, ha lim;—.p, f(z) 1tezik, f(xp)is
tétezik, de limz—~, f(2) # f(20);

az zg pontban lényeges szingularitdsa van, ha limg_;, f(2) nem létezik. A lnyeges szin-
gularitss fontos specidlis esete a polus: Akkor mondjuk, hogy az g helyen pdlusa van a
fiiggvénynek, ha limz_4, | f{z)] = .

Feladatok

Vizsgéljuk meg, hogy hol folytonosak az alabhi fiiggvények. Ha a fiiggvényeknek
szakaddsi helyeik vannak, akkor allapitsuk meg azok tipusét:
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8. Fuggvényhatarérick és folytonessig — Fiiggvények folytonossiga

:c2—|—2a:;3
22+ 5z + 6
1
x5+ 7’

203! f(z) = 351,

199! f(z) =

201. f(z) =

2
205° f(z) =z + |$i2!
2078 f(z) = 32 =%

2z
1
209° f(z) =
(=) sin 2z’

2112 f(z) = Ent 2z — 2z + 2,

2132sgn|sin z|,

cosz—1 .
2155’f(:.~:):{0 21, haz #£0;

, ha 2z =0,

Vimeoss? 1y, # 2km;

217?f{;(:) = { T—cosz *

0, ha z = 2kn

1
200, f(a:) = m,
-9
202, f(ﬁ) = m,
204. f{z) = " ! T

—z, haz<1I;

z—11?

208. f(z) = ————"I“Lf*l

. 2
sin® x
10’ =
210 f(=) 1—cosz’
212%sgn |zt + 2%,
1— 22, ha z < 0
214. f(z)={(1—2)%, hal<uz<2
33—z, ha 2 < 2,

* _f4—2? hazeQ;
216'f($)—{4-—23:, hazerR-qQ,

(ke z)

Hatdrozzuk meg — ha lehetséges — az a és b paraméterek értékét dgy, hogy a
kévetkezs fiiggvények mindeniitt folytonosak legyenek:

218.f(32) {’ESII}l

. az? +1, ha(< gz
220 flz { ha 2z <0,
(:1:—1), ha 2z < 0;
2222 flz) = aa:-i—b he 0 <z < 1;
VT, ha 1 <z,
z, ha |z] < 1;
223. -

ha.:c———l

haz =1,

T COS

225" f(z) = { e ha z = 0;

b, haz =,

ha z £ 0;
a, ha z =0,

"+ar+b, halc< |z,

fla) = {
z—1
2242 f(z { LI—EIL pa bl # 1

haz € [—E §—"r—]

4z 1.
219. f(z) = {01_”“3: E: : 7 o
ha # < 0;

cos I,
221. f(z) = {a(z —1), ha0 <z,

z#£0,z2# m

¥izsgaljuk meg, hogy az alabbi fiiggvények szakaddsi helyeiken folytonosak-e balrdl

vagy jobbrol:
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8. Fuggvényhatarérték és folytonossig — Fiiggvénygorbe aszimptotsja

ecrn ) 2% halz] <1 . _ [ ha x # 1;
226" f(v) = {D, ha [z| > 1, 2272 fl=) = afé-]R), ha x =1,

ha = #£0;
ha z =0,
230 f(z) = lnx — Ent(ln z),

1, ha z <0

231 f(z) = {g_ - —Ent(2—%), ha 0 < z.

228. flz) = { i;[ ta, 229_*(_1)Ent(12—t}’

Fiiggvénygodrbe aszimptotija

D 8.14 Az e egyenest a végtelenbe nyiild g gérbe aszimptotajanak nevezziik, ha a g girbén
végtelenbe tavolods pontnak az e egyenestsl valé tavolsdga 0-hoz konvergdl. Az f egyvaltozés
valés fiiggvény gorbéjének (grafikonjanak) aszimptotdjat szokds egyszerlien az f fliggvény
aszimptotajsnak nevezni.

T 815 Az y = f(x) egyenletd gorbének az y tengellyel parhuzamos aszimptotdja, azaz
fiiggdleges aszimptotédja csak olyan zg helyen lehet, ahol az f filggvény legaldbb egy oldalrdl
végtelenhez vagy minusz végtelenhez divergil, és ez esetben az & = zg egyenlet egyenes az
aszimptota.

T 8.16 Az y = f(x) egyenleti gdrbének akkor és csak akkor van az y tengellyel nem parhu-
zamos, azaz ferde aszimptotija, ha az m = ;:li“éo if—(ﬂ & ¢ = By ool f(2) — ma} vagy
L

pedig m = lim;_o @ és ¢ = limg—_co(f(x) ~ ma) hatarértékek léteznek. Ha ezek a
feltételek teljestilnek, akkor az y = mz + ¢ egyenletid egyenes a ferde aszimptota co-ben, illetve
—oo-ben. (Specialisan, ha m = 0, akkor vizszintes aszimptotarol beszéliink. )

Feladatok

Allapitsuk meg az alabbi fiiggvények érielmezési tartomanyat! Vizsgaljuk meg foly-
tonossigukat, és hatarozzuk meg aszimptotaik egyenletét:

1—=

232° f(z) = 233. f(z) = ,

X
Vv1—z2

. . 6(z% — 4)
2340 flry =at -1, 235 f(z) = ——o~

32?2 +8°
V14 22 2?2 -2
236 f(a) = L 237! fla) = =22,

2387 f(z) = —4]”:"“ 2392 f(z) = 3\/1;—2 ~1,
240. f(z) = f(2—2)2 — J2+2)2, 241 f(&) = Va2 + 3z — 1,
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8. Fuggvényhatdrérick és folytonossag — Korlatos zart halmazon folytonos valds filggvények

242 f(x )- 32;; 1;; (a,b#0),
2432 f(z) = { v+, i: . i 8’

244* f(z) = Eium,m = n(n € Z),
245% f(z) = f;itg

246 Bizonyitsuk be, hogy az

agzf + ayaP "l 3 ape? 2 4. 4 Ap-1T + Gy
box? 4+ bzt + bzt 2 + - by + by

flz) =

(a0 #0, bp#0, peN, ge N*)figgvénynek a p < ¢+1 feltétel mellett
van ferde aszimptotaja, s ebben az esetben a ferde aszimptota egyenlete:

2 $+éuu:_ﬂoh’ hap=q+1;

y=142, ha p=g;
bo
0, ha p < g.

Hatdrozzuk meg az alabbi implicit alakban megadott  — y = y(z) figgvények
ferde aszimptotdinak egyenletét:

247*(2z + y)(z +y) ==z, 2482y — 23 +y - 20 =0,
24922 -y =2z (2 >0), 250723 + ¢ = 327,
25152 — 22% = (2 - 1), 2522 2%y + ¢y = 42%

Korlatos zart halmazon folytonos valés fiiggvények

D 8.17 A valss (komplex) értékil f fiiggvényt korlatosnak nevezziik, ha van olyan ¢ valés
szam, hogy [ f(P} < v a Dom f minden P elemére érvényes. Ha ez a feltétel csak az értelmezési
tartomdny valamely H részhalmazanak P pontjaira teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f a
H halmazon korlatos. Megfeleld médon definidlhaté valss fiiggvény alulrél illetve feliilrsl
korlatossaga.

D 8.18 Az My metrikus térbsl az My metrikus térbe vivs figgvényt a H(C M) halmazon
folytonosnak nevezzitk, ha f a Il minden belsd pontjaban folytonos, tovabba a H-nak minden
ofyan P hatarpontjdra, amely H-hoz tartozik, teljesiil az, nogy ha [Fr] olyan H-beli sorozat,
hogy limy—co £n = P, akkor limp—co f{P:) = F(P).

Ez azt jelenti, hogy egyvaltozss valés fiiggvény valamely [a, 5] zart intervallumon akkor és csak
akkor folytonos, ha az (a, b) nyilt intervallum minden pontjaban folytonos, a-ban jobb oldalrél,
b-ben pedig bal oldalrst folytonos,

T 8.19 Korlatos zart halmazon folytonos valds fiiggvény korldtos is ezen s hatmazon.
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8. Puggvényhatarérték és folytonossag — Korlatos zart halmazon folytonos valds fiiggvények

T 8.20 Legyen H az R* metrikus tér korlatos zart részhalmaza. Ha f a H halmazon folytonos
valés fliggvény akkor vannak olyan Py, Po € H, hogy f(P1) = inf{f(P},Pc H}, f(P)=
sup{f(Py); P € H}, azaz az f a H-n felvett értékei halmazanak infimumat és szuprémumat
is felveszi a H bizonyos pontjaiban.

T 8.21 legyen az egyvaltozds valds [ fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon. Le-

gyenek fovabba 3,220 € {a,b] tetszileges olyan pontok, amelyekre f{z;) < f{zg). Ha
flz1) € ¢ £ flzg) (e € R), akkor van olyan zp € 21,29} (vagy &g € [z2,%4]), hogy

flme) = e

T 8.22 (Bolzano) Ha az egyvaliozds valss f fuggvény az [a,b] zért intervallumon folytonos
és az intervallum két végpontiaban ellentétes elgjeldi, akkor az intervallum belsejében van
zérushelye.

Feladatok

253 Van-e valés megoldédsa a sinz — 2 + 1 = 0 egyenletnek?
254 Van-e megolddsa az 2° — 182 + 2 = 0 egyenletnek a [—1, 1] intervallumban?
255> Bizonyitsuk be, hogy az  agz®™*! + a12® + - - + agpz + ont1 = 0

(e; €R, 1=0,1,...,2n+4+1, ap # 0) egyenletnek van legaldbb egy valds

gyoke.
3
256! Felveszi-e az f(z) = ? —sin 7wz + 3 fiiggvény a 5 értéket a [—2,2) interval-
lumban?

257 Legyen f a [0,1] zart intervallumon folytonos fiiggvény és Ran f C [0,1].
Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ € [0,1], hogy f(c} = c.

258/ Feszitstink ki egy rugalmas szalagot a [0;1] zdrt intervallumon Ggy, hogy a
szalag kezddpontja 0, a végpontja 1 legyen. Mozgassuk a szalag két végét
egyszerre ligy, hogy egy adott idSpillanatban a kezdSpontja @, a végpountja
pedig b legyen (0 € a < b < 1). Mutassuk meg, hogy van a szalagnak olyan
poutja, amely helyben marad.

259 Legyen f a [0,1] zart intervallumon folytonos fiiggvény, és legyen f(0) =
f(1} = 0. Bizounyitsuk be, hogy barmely d € (0,1} valés szémhoz megadhaté
a fiiggvény prafikonjanak olyan hiirja, amely d hosszisagu.

2607 Bizonyitsuk be, hogy egy elhanyagolhatsé vastagsdgn, korgytrd alakd elekt-
romos vezetSn van két olyan pont, amely ugyanolyan hémérséklet.
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9. fejezet

Differencialhdnyados, derivalt

A differencidlhianyados definicigja

D 9.1 Az egyvaltozés valés [ fiiggvény zq pontbeli differencisihdnyadosanak nevezziik a
L ot B) = ()
h—0 h
hatarértéket, ha ez létezik. Ekkor azt mondjuk, hogy f az xp pontban differenciathats. E
hatarértéket szokas
ORI
T—=Zg T — g
alakban is frni, ahol * = zg + h. E definiciéval ekvivalens az alabbi:

D 9.2 Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az z¢ pontban differencidlhaté, ha megadhats
olyan valés szdm — amelyet f'(g)-1al jelslink — és zg-nak olyan E teljes kirnyezete, hogy
ha z € E, akkor f értelmezve van az z helyen, és

f(z) = f(zo) = f{z0)(z — zo) + £(z)(z — z0),
ahol imz_.z5£(z) = 0.
D 9.3 Az f fiiggvény differencidlhaté a H C Dom f halmazen, ha annak minden pontjiban
differencialhaté.

D 9.4 Az f fuggvény derivaltjanak vagy differencidlhanyados-fiiggvényének nevezzitk, és
fi-vel jelsijitk azt a ftigguényt, melynek értelmezési tartomanya az dsszes olyan zg pontok
halmaza, ahol f differencilhats, értéke pedig minden ilyen pontban az f fiuggvény zq pontbeli
differencidthinyadosa. Szokisos jelslések f'(zg)-ra:

() ey

T 8.5 Ha f differenciathaté az zg pontban, akkor folytonos is xg-ban.

df(zg)
dr

| Dfao), 1 4(z0),

T=xp

D 9.6 Ha a tébbvaltozés valés f fiiggvény mindegyik valtozéjat rogzitjitk, kivéve az i-
ediket, akkor az fgy kapott egyvaltozés valés fiiggvény differencislhanyadosat az f fiuggvény
i-edik viltozéja szerinti parcidlis differencidlhdnyadosanak nevezziik. Példaul a kétvaltozss
f figgvény (zp, yg) pentbeli z szerinti parcidlis differencislhanyadosin a

Hm Flzo + ) — flze. )
h—0 h
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9. Differencidlhdanyados, derivalt — A differenciathdnyados definicidja

hatarértéket értjiik, melynek szokdsos jeldtései:

tansa) utensw. (31) .
Y

=zq
=Yo

3 D:Cf(x0$ yU): B%f(mU} yﬁ)'

Az (z,y) — f(z,y) figgvény = szerinti parcidlis dérivaltian azt a kétviltozés fuggvényt
értjitk, melynek értelmezési tartomanya az ésszes olyan (zg, yg) pontokbol all, ahol az f fugg-
vény z szerinti parciilis differencislhdnyadosa létezik, értéke pedig minden ilyen pontban ezzel
a parcidlis differencidlhanyadossal egyenls.

Feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi figgvények differencidlhdnyadosit az x9 = 2 pontban a
L) - f) _

1
h—0 h £
hatdrérték segitségével:
17 flz) =4, 27 f(z) =4z +2,
3. fz)=22" -1, 4. fla)=+vr-T,
5. f(z)=z77, 6 f(z)=sinaz.

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények differencidlhdnyadosit az zo pontban a

i, AL gy

hatarérték segitségével:

77 flz) =4t 87 f(z) =z,

9! f(z)=sngz, 10, f(z) = ﬁ,
11. f{x) = cosz, 12. flz) = tga.

Bizonyitsuk be, hogy

1
132 (@) =na""', nent, 14> (;z:%)" =gl 7> 0, m e N*.
1

Hatarozzuk meg az aldbbi f fiiggvények zo pontbeli differencidlbhanyadosit a tort-
mentes alak (D 9.2) segitségével:

Af = fl(zo)Azx +¢(x)Ax,

ahol Af = f(x) — f(zq), Az =z~ ¢, e(z) — 0 ha z — zo. (Ellendrizziik, hogy
e{z} — 0 valéban fennali!)

15> f(z) = 32> — 2z +1, 16, flz} =23+ =,
17 f(z) = sz, [f'(z0) = cos za, 18. f(z)=cosz, [f'(z0) = —sin z¢].
192 Legyen h{x) folytonos az zq helyen. Hatdrozzuk meg f'(zo) értékét, ha
f(@) = (@ — z0)i(e),
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9. Differencidlhanyados, derivalt — A differencidthinyados definicisja

és mutassuk meg, hogy a g(z) = |z — z0|h(x) fiiggvény csak akkor differenci-
dlhaté xg-ban, ha h(z¢) = 0.

207 A D 9.1 definicié felhasznalssival mutassuk meg, hogy ha Dom f = R és
Vo € R esetén f(z) = f(-z), akkor f'(z) = ~f'(—z), ha pedig V2 € R
esetén f(z) = —f(—=z), akkor f'(z) = f'(—z). (Péros fuggvény derivaltia
paratlan, paratlané paros.)

21. Tegyiik fel, hogy f differencialhats az o pontban. Fejezziik ki a

o £ H B~ Fla— 1)
k—0 h

kifcjezést f'(a) segitségével.
22* Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté az a pontban, és
fz) - f(a)
g(m):{h haz#a

T—a
Fa) haz = q.
Mutassuk meg, hogy ¢ folytonos a-ban.
Adjunk példat olyan f : R — R fiiggvényre, mely mindeniitt értelmezve van és
amely kielégiti az alabbi feltételt:
23. f mindeniitt folytonos, de az xg = 1 pontban nem differencidlhats;
24. f mindeniitt differencisthats, de az zg = 1 pontban nem folytonos;
25. f mindeniitt differencidlhats, és deriviltja mindentiitt folytonos;
26. f mindeniitt differenciilhaté, de derivaltja az zo = 0 pontban nem differen-
cidlhaté.
A D 9.6 definicié alapjan hatérozzuk meg az aldbbi fiiggvények parcislis derivaltjait
és azok értékét a megadott P ponthan:
277 fi(z,y) =y, P(1,2), 28. fi(ax.y)w 2?47, P(0,0),
29. flz,y) =4z +2y -1, P(1, 1), 30 fla,y,z) =zyz, P{1,2,3),
31. f:(x,y,2)— 3z — 4y + 2z — 6, P{0,9,0),
32. fi(=z,y,2)—0, P(1,1,1).

337 Legyen
23y —

fay)=q 2212 ha (z,y) # (0,0)
a, ha {z,y) = (0,0).

Hatdrozzuk meg @ értékét agy, hogy f mindkét parciglis differencidlhinya-
dosa létezzék a (0,0) ponthan, és szamitsuk ki ezeket a parcidlis differencial-
hinyadosokat.
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9. Differencidlhdnyados, derivait — Differencidlési szabalyok

Differencialasi szabalyok

T 9.7 Konstans fiiggvény derivéltja az azonosan ( fiiggvény. Két differencidlhaté fiiggvény
dsszege, kiilonbsége, szorzata ugyancsak differencidthaté, két differencidthaté fiiggvény hinya-
dosa, ill. differencialhaté filggvény reciproka minden olyan helyen differencislhats, ahol a neveza
nem 0. Ha f és g két differencialhaté fiiggvény és ¢ € R, akkor

fLa) =f %4, (efY=cf, (fg)=Fag+fd,

f)f fla-fd (I)l ~g nyt n—1 ¢t
z —_— 7 v —_ = =5, f = nf f e Z .
(g g ' \yg ¢ (7 ( )
T98 (sina) =cosz, (cosa) =—sinz.

T 9.9 (29 = qe?!, ha g racionalis szém, z > 0. (L. 34. feladat).

D 9.10 Az f kiilsd és g belsd figgvénybsl dsszetett f o g filggvényen azt a fiiggvényt értjilk,
melynek értelmezési tartoménya g értelmezési tartomanyanak azon zg pontjaibé! ali, melyekre
g{zg) benne van f értelmezési tartomanydban, azaz

Dom fog = {2y € Domg; g{z¢) € Dom f},
és amelyre xg € Dom f o g esetén {[fog)(zo) = flg(z0)).
T 9.11 Ha g folytonos zg-ban, f folytonos a g{zg) pontban, akkor f o g folytonos zg-ban.

T 9.12 Haag:z > g(z)fagguény differencilhaté ap-ban, az f: v+ f{u) fiiggvény pedig
az ug = g{zg) pontban, akkor f o g differencislhaté zg-ban, és

() ™ () i (&)

Tehit minden ifyen zg pontban: (foyg) = (f o g}y,

Feladatok

347 Bizonyitsuk be a T 9.9 tételt a T 9.7-beli szabilyok és a 14. feladat eredmé-
unyének felhasznaldsival.

35 Szamitsuk ki az f(z) = zm figgvény derivaltjat, ha m,n € Nt m paratlan

és z € R.
Deriviljuk az aldbbi fiiggvényeket a T 9.7-9-beli szabalyok felhasznaldséval.
36. 2% — 2243, 37, T—z—z5, 38. 2z} — 323,
1
39. 2% + 2z, 40. =45, 41. (= + 2)Va5,
z
42. zsinz, 43. (2 4+ 1)cosz, 44, mzw’
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9. Differenciglhdnyados, derivilt — Differencialdsi szabalyok

sinz + 1
45. tgz, 46. , a7, —— L
&% ctg cosz — 1
z—1 A
8. 9, —— . 4
4 - 9. T 50. (z + 3),
51. (1-—z)%, 52, (2% 4+ 1), 53. (1 -—zH)10,
5
4 z+1\? z?+1
54. o4t . ( ) .
(72* — = + 6, 55. (=), 56. | =1
57. (sinz + 1)%, 58. (sin®®z + 1), 59. tg"xz, neNT,
60. ctg®z.

Legyen f differencidlhaté fiiggvény. frjuk fel f'-vel kifejezve az alabbi fuggvények
derivaltjat:

61. f(-=z), 62. f(z?), 63. f(az),
64. f(1/z), 65. f(sin’z), 66. f(v1—z?).
Hatirozzuk meg az alabbi fliggvény derivaltjat:
z 22 23 -
87. F(z)=[1 2z 3¢, 68. F(z)=| “0F STT|
0 2 62 —sinz cosa

69. Mutassuk meg, hogy

4 A=) fole)| _ 1) fal=)| [fl)  fz{z)
dr | fa(2) falz)| falz) faolz} ' flz)  fiaolz)

Allapitsuk meg, hogy mely figgvények Ssszetételébdl szarmaznak az aldbbi fiigg-
vények, majd szdmitsuk ki a derivaltjukat:

70> f(z) =sin®z, 71. f(z) = sina?, 72. f(z) =sin(tgz),

73. f(z)=sin’(tgz), T4. f(z)=sin(tg?z), 7T5. f(z) =sin(tgz?).
Hatarozzuk meg az aldbbi figgvények deriviltjinak értelmezési tartomanyat! Ve-
gyiik észre, hogy ez egyik esetben sem egyezik meg a fiiggvény értelmezési tarto-
ménysvall

76. f(z) =+1-2z2, T7. fty=V1—-a?t% a#0,

78 f(e) =2t T9. f(v) = (3v + 18u2)3,
2
~-3
80. f(z)= (Z':jz) , ahol a,b,¢c,d € R, és ac £ 0,

81. ¢(t) = +/1+sint.

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények parcialis deriviltjait.

82. flz,y) =3z + 2y — 27, 83. g(z,y) = /2 -y,
84. ple,¥) =sinpcos, 85. f(x,y) = az? + bzy + cy?,
86, f(r,y,z)=zy+yz+ zz, 87, flz,y,2z) = zsin(ayz),
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9. Differencidlbanyados, derivalt — Differencialdsi szabslyok

ax + by 1
88. = , 89. flz,y,2) = —m—————e
g(z.y) pra f(z,v,2) \/m
90. h(z,y) = fA{z)g(y), 91. hz,y,z) = fFA(z,y)9% (v, 2),
92. f(z1,73,13) = T12273, 93. flz1,29,...,2a) = 21T2... Zn,

94. f(z1,79,...,za) =@1x1 + a2z2+ -+ + @nZa, (G €R, i =1,2,...,n0).
Hatarozzuk meg f.(0,0) és f,(0,0) értékét, ha

95. flz,y) = {(=+ 1)y — 1), 96 f(z,y) = ¥z,
97, flz,y) = {=* +¢5, 98. f(z,y) = fle].
997 Mutassuk meg, hogy az
_ wzsin}{-, ha z # 0
f(:c)—{[}’ harz =0

fuggvény differencidlhaté minden z € R pontban, de a derivalt nem folytonos
az rg = 0 pontban.
100. Mutassuk meg, Logy az zp = 0 pont tetsz@leges kornyezetében taldlhatsd
olyan hely, ahol az
2 qin 1
_Jz°|sing], haz#0
f(:L‘) { 0' ha z = 1]
fiiggvény nem differencidlhats, de a 0-ban mégis differencidlhaté.

A mértani sorozat Ssszegképletébél, azaz az

1 . 1:11+I
1+lf+:£2+----l-:1:"=1— (z # 1)
képletb&l vezessiink le formuldt az aldbbi két tsszegre:
10171 + 2z + 32 + -+ + na™ !, 10251 + 4x + 92% + -+« + n2z™ L,

1037 A 2sin zcos kz = sin(k + 1)z — sin{k — 1)z azonossig felhasznaldsaval bizo-
nyitsuk be, hogy

sin 2nz

cosz 4 cos3z + -+ cos(Zn — 1)z = (z £ kr),

2sing
és ennek segitségével szamitsuk ki az aldbbi &sszeget:

sinz 4+ 3sin 3z + -+ 4+ (2n — 1} sin(2n — 1}z.

Szamitsuk ki az aldbbi magasabb rend# derivaltakat:

104. (sin(3z + 1)), 105. (cos(4 — 22))(7},
1 \®) (10)
106. (1 _I) , 107. (V)
Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvények mdsodrenddl parciilis deriviltjait:
108. f(z,y) = 2* + 2¢®, 109. f(z,y) = az?® + 2bzy + cy?,
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9. Differencidlhanyados, derivalt — Differencialasi szabdlyok

Cos :E2

Y

110. f(z,y) = sinz?y, 111. f(z,y) =

112. f(z,y,2) = (z + y* + 2%)2%
Szamitsuk ki az aldbbi figgvények megadott magasabbrendd par(:lahs derivaltjait:

5
113. g(z,y) = 2®siny + o sin z, —B—m%%ﬁ’
:v-i—y 8 f B fF Of
4. —d T2
-1
5. — - n . m
LS. f(e,) = (o = 20" = w0)", Gk (mme m),

z+ Y am-l-nf
1162 =
faw =T ok
Mutassuk meg, hogy tetszbleges c,e1,¢2,c3,c4 € R konstansok esetén az alabhi
fiiggvények kielégitik a megadott egyenleteket:

1170 y(z) = cx?, y'(z)z — 2y(z) = 0 (z € R),
118. y(z) = cjcosz + ez sin z, Y +y=0(z€R),

(mneN, m+n>0).

119 y(2) =iz + =, a%y(2) +2y/(x) —y(x) = 0 (= € R\ {0}),
’ 2 2
120. f(z,y) =2° — 3zy°, g J: + g ’f = 0 (Laplace egyenlet),
Pf L
121. f(z,t) = (c1a + e2)(est + c4) ~ ¢*—— = 0 (hullimegyenlet),
a2 oy
1 8*f O F  9f

122. f(z,y,2) = = 0.

[22 py2 4 22 22t gy? T 52

Igazoljuk az aldbbi egyenléségeket (m,n € N, a € R)!
1232 (z™)®) = m(m — 1)(m — 2}...(m—-n+1}am" (m > n),

) 1 (@) " n!
124, (ﬂ:")( )y — TIE, 125° (;1_' — a) = (—1) m\
1262 (sinz){") = sin(z + %71)’ 127. (cos az)™ = a® cos(ax + E‘;E)'

L

Alkalmas atalakitds utdn, az el6z8 feladatok eredményeit felhasznilva szémitsuk
ki az aldbbi figgvények n-edik derivaltjat:

1282 apz™ + ajz™ 1t + + -4 ap_1z+a,, 129.sinzcosz,
1367 sin 3z cos 2z, 131 cosax cos bz,
T 2r+1
132, ——, | 1, 133, —, 2 # -2, 1.
o el # Ty tF L

b
134. Hatdrozzuk meg az e j_— p fiiggvény n-edik derivaltjdt! Ehhesz bizonyitsuk be
cT
x+b a bc—ad

és hasznaljuk fel, hogy ¢ # 0 esetén :& N Rl + p (cz +d) L.
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9. Differencidlhanyados, derivalt — A differencidlszdmitas kézépértéktételei

1357 Leibniz formula: Ha f és g n-szer differencialhaté fiiggvények, akkor fg is:

n

(fgyn1::(g)fhng4_(?)fw—ngf+.“_k(Z)fgW)=:§:(Z)fw—mgmy

k=0
Az el6z8 feladatheli Leibniz-formuldt felhasznalva hatdrozzuk meg az alabbi deri-
valtakat:
1362 (z? sin z)", 137. (zsin )35},
138. (2 sin 2)(28), 139. (sin 2z cos{z + 1)),
Szamitsuk ki az alabbi f figgvények dsszes magasabb rendil derivaltjat, és azok
értékét az x = 0 ponthan:
140. f(z) = 32* — 222 + 1, 141° f(z) = zlz|,
142. f{z) = sinx, 143. f(z) = cosz.

1447 Mutassuk meg, hogy az fi{zx) = 3 fiiggvény differencialhatd 0-ban, de két-
szer nem, az fo{r) = 27 fiiggvény kétszer differencialhaté 0-ban, de hdrom-
szor nem. Keresstink olyan k szamot, hogy az f3(2) = =¥ fiiggvény (n—1)-szer
legyen differencidlhaté 0-ban, de ne legyen differencialhaté n-szer,

A differencidlszamitas kozépértéktéielei

T 9.13 (Rolle-féle kdzépertéktétel)

Ha az egyviltozds valés f fliggvény

1. folytonos az [, b] intervallumon,

2. differencidlhaté az (@, b) intervallumon,

3. f(a) = ftb),

akkor van legalabb egy olyan ¢ € (, &) hely, ahol

Je)=0.
T 9.14 (Lagrange-féle kézépértéktétel) -
Ha az egyvaltozés valés f fiiggvény ey .
1. folytonos az [a, b} intervallumon, - ‘Z j f(v)=g(a)
2. differencialhaté az (a, k) intervallumeon, |
akkor van legalabb egy olyan ¢ € {, ) hely, aho! @ £ b
Sy - fa)
b = fi(e).
-a

T 9.15 (Cauchy-féle kézépértéktstel)

Ha az egyvaltozds valds f és g fliggvények

1. folytonosak az [a, b] intervallumon,

2. differencislhatéak az (e, b) intervallumon,

3. és 2 € (a,bh) esetén ¢'(x) £ 0,

) - fla) o)

akkor van legalabb egy olyan ¢ € (a,b) hely, ahol = .
galdbh ey () hely: 2hel ) = 5ta) = )
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9. Differencislhdanyados, derivilt — A differencidlszamités kozépérickiételei

Feladatok

Eleget tesznek-e az aldbbj fiiggvények a Rolle-tétel feliételeinek az adott interval-
lumon? Ha igen, adjunk meg egy ¢ értéket, ahol f'(¢) = 0.

145. flz) =1~1a|, [-1,1], 146. f(z) =1~ Va2, [-1,1],
147. f(z) =sinz, [0,7], 148, f(z) = |sinz|, [0,27]

Ellendrizziik a Lagrange-tétel feltételeit és konklazidjat az alabbi fliggvényekkel, a
megadott intervallumokon:

149° f(z) = 322 — 5, [~2,0], 150, f(=) = 7, (1,1,
151 f(z) = ¥, [-1,8}, 152. f(z) = V72, [-1,8].

Ellendrizziik a Cauchy-téiel feltételeit és konkltzidjat az alabbi fiiggvényekkel, a
megadott intervallumokon:
1537 f(z) =22 — 22+ 3, glz) =% - T2 + 20z —~ 5, {1,4],
154. f(z) = V2, g(a) =2, [-1,8], 185 f(z) = 2%, g(x) = <%, [~1,1].
A Rolle-tétel segitségével bizonyitsuk be az alabbi allitisokat:
156%a 3z° 4 15z — 2 = 0 egyenletnek pontosan egy valés gySke van;
187%az DT 0
_Jzsinl, haz>0
f(x)_{f), : haxr =20
fiiggvény deriviltjdnak végtelen sok zérushelye van a (0,1) intervallumban;
158%a c1+caz + - + ez =0, (e1,...,cn € R) egyenletnek van gyske a {0,1)
intervallamban, ha c; + %2- + a4 & _ 0.
n
A Lagrange-féle kozépértékiétel segitségével bizonyitsuk be az alabbi egyenlétlen-
ségeket:
1592 |sinz —siny| < |z —yl, =z,y €R,
T
160?|tg$+tgy| 2 |$+y|1 msye('—_g‘:'z_)a
1617 /Fy < %ﬂ, z,y>0, z#y.

162 Tegyiik fel, hogy f értelmezve van és differencialhaté minden z > 0 esetén,
és hogy f'(z) — 0, ha  — co. Bizonyitsuk be, hogy f(z +1) ~ f(z) — 0, ha
z — 00,
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9. Differencislhanyados, derivalt — Implicit és invers fiiggvény differencialdsa

Differencialhaté fiiggvények monotonitasa

T 9.16 Legyen f differencidlhato az (a,b) intervallumon. Az [ fiiggvény pontosan akkor
monoton névekvs [csskkend] az (a,b) intervallumon, ha fi{z) > 0 [f!(z) < 0] az (a,b)
minden = pontjdban.

T 9.17 Ha az (a,b) intervallumon [ differencialhats, és minden = € (a,b) esetén f'(z) > 0
[f'(x) < 0], akkor f szigorGan monoton névekszik lcstkken] az {a, b) intervallumon.

T 9.18 Ha az f fugguény derivaltja az (a,b) intervallum minden pontjaban 0, akkor [ kons-
tans az (a, &) intervallumon,

Feladatok

A derivaltak segitségével dllapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvények értelmezé-
si tartoményuk mely részhalmazén (szigordan) monoton novekvéck és melyeken
(szigortian) monoton csokkendek:

163. f(z) = 2% - 322 4+ 1, 164. f(z) = (= + 2)%,

165. f(z) = ;—2%4—, 166. f(z) =sin®2z, 0 < z < =,
167. f(z) = ¥z ¥ 2, 168. f(z) = z3(x + 4).
Igazoljuk a kivetkezd egyenlStlenségeket:

23 X 2 7
168%r — 3 <sinx <z, haz>0, 170. m—]——S— >tgz,hall<z < 5

17L. 2 -1>0(z~1),hao>1, 2 > 1.
172 Bizonyitsuk be, hogy a
plz) = apz™ + a2zt 4. 4 an, (n2>1, ag #0)

polinomfiiggvény szigorian monoton a (—oo, —b) és a (b, 0o} intervallumokon,
ha b elegendSen nagy poszitiv szdm.

Implicit és inverz fiiggvény differencialdsa

P 9.19 Ha egy F(z,y) = 0 egyenlettel implicit médon megadott & — y(z) flggvény az
egyenletb &l kifejezhets egy I intervallum folott, akkor ott az y'(x) derivalt 2 mar ismert médon
szamithats, Peldgul:

1 1
-1=0 = Y@= = y@E)=-o
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9. Differencidlhanyados, derivall — Implicit és inverz fuggvény differencisldsa

Az y'(x) fuggvény gy is kiszamithats, hogy F{z,y(z))-et dsszetett fliggvényként = szerint
differencisljuk. Példauk

(el = 1Y = yo) 2/ (2) =0 = ey = -2
Ez megegyezik az l5z5 eredménnyel, hisz y(z) = 1/z behelyettesitése utan y/{z} = —1/z2

adédik. Azzal a kérdéssel, hogy egy F(z,y) = 0 alaki egyenlet mikor ir le figgvénykapcsolatot
és hogy y(z) mikor fejezhetd ki ebbs! az egyenletbdl, nem foglalkozunk.

D 9.20 Az f figgvény az értelmezési tartomanyanak egy H részhalmazan invertilhatd, ha
tetszoleges két x;,25 € H elem esetén

flzt} = fze) <= =z =z

Ha f invertilhaté a f] halmazon, akkor a f|y (azaz a H-ra korlstozott f) fuggvény inverzén
azt a ¢ fiiggvényt értjiik, melyre

1. Dome = {f(z)z e H},

2. yp € Dom esetén o(yp) = xp =  flag) = y.

Az f figgvény inverzére az f~! jeldlés hasznalatos. Ez &sszetéveszthets a reciprok jeldiésével,
ezért példatdrunk e pontjat kivéve e jeldlést kiitn emlités nélkiil nem hasznaljuk.

T 9.21 Az egyviltozés valss f figgvény legyen
invertdlhaté az 24 pontot tartalmazé valamely H C
Dom f halmazon, és legyen g az f|y fiiggvény
inverze. Ha az f filggvény differencialhaté az g
pont valamely teljes kérnyezetében, és f'(zq) #0, Yo B
akkor g differencialhaté az yo = f{zg) pontban, -
és -

dx

(@)= 7y — "7
Wy~ (L) 4
I=Fp

Feladatok

Szamitsuk ki az aldbbi, implicit alakban adoit @ v y(x) Higgvények derivaltjat:

1
-
Ty

173. 2%y + 32y® — 2 = 3, 174. =1,

175232y = (® + yg)%, 176%sin(2%y?) = .

Szdmitsuk ki az aldbbi, implicit alakban adott » w— y(x) fiiggvények masodik
derivaltjat:

1770 2zy — y? = 3, 178. rcosy = y.

Hatdrozzuk meg az aldbbi f(z) fiiggvények f~'(z) inverzét:

179, flx) =z2*+1, z >0, 180 f(x) = 2% — 62 + 8, = > 3,
b

181 f(z) = ;‘fid (a,6,¢,d € R, ad —be £ 0).
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9. Differencislhdnyados, derivalt — Gorbék érintkezése, érintd, simulskor

Az eredeti és az inverz fliggvény kozotti kapesolat segitségével mutassuk meg, hogy
az alabbi fliggvények grafikonja szimmetrikus az y = = egyenesre:

1827 f(a) = 2218 i:”:

or — (L’ (ﬂ,, b,C S R)s 183. f((f:) =

184. Mutassuk meg, hogy az
z,  ha z irraciondlis,
flz) = { ~z, ha z racionélis TER
fiiggvény invertalhats, de nem monoton R-en.
185. Mutassuk meg, hogy ha f nem monoton, akkor van hdrom olyan 21, 2q, 23
pont, hogy 2z € (e1,3), de f(z2) & (f(z1), f(z3).
186. Mutassuk meg, hogy egy intervallumon értelmezett folytonos f fiiggvény pon-
tosan akkor invertalhatd, ha szigortan monoton.
Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények inverzének derivaltjét és annak értékét a
megadott xo-hoz tartozé yo = f(zg) pontban, és ellendrizziik az eredményt implicit
fiiggvény derivalasaval:
187 f(z) =52 +x -7, z€R, 29=1
T
188. v} = tg 2z, e T
@) =tg2e, we(-3,5), wo=l
189. f(x) =T7x —sm3x, xE€R, x¢=290,
190. f(z) =225 +2% 41, z€R, 2=
1917 Tegyiik fel, hogy az f : B — C ésa g : 4 — B fliggvények kolcsondsen
egyértelmnd leképezések az adott halnazok kozott, Mutassuk meg, hogy fog
is kollesondsen egyértelm( fliggvény, és
(fogy ' =g7lof.
1920 Igazoljuk, hogy az f : = — ' +23 +1, £ € (0,3) fiiggvény szigorian monoton
névekeds. Képezziik az F{x) = f(2¢{x)) figgvényt, alol g az f inverze, és
hatdrozzuk meg az F'(3) értéket.

Gorbék érintkezése, érints, simuléksr

T 9.22 Ha az egyvaltozés valds [ fuggvény az 2 helyen differencialhats, akkor az f grafi-
konganak az xg abszcisszdja pentban van érintdje, és az érintd irsnytangense éppen f'lzg).
lgy az érinté egyenlete: y — f(ao) = f'(xo)(x — xq), mig az érintére merdleges u.n. normilis

1
egyenes egyenlete: y — f{zg) = _f’—(a:—)(x —xp), ha f{z0) £ 0, & © = zp, ha f'{xq) = 0.
0
D 8.23 Ha két gérbe kozds pontja M, és mindkettnek van érintSje e pontban, akkor a

gorbek M pontnal bezidrt szBgén az érint6ik altal bezart széget értjitk. Ha e szog 0, akkor azt
mondjuk, hogy a két gérbe az M pontban érinti egymast,

D 9.24 Legyenek f és g az zy helyen legalabb r-szer differencislhats valés fuggvények, ame-
lyekre 0 < k < r esetén f(k)(l‘g) = gl¥ (#g). Ha az f{""'l)(a;g) és a g('“)(mn) differenci-
dlkanyadosok nem mindketten léteznek, vagy ha mindketts létezik, nem egyeznek meg, akkor
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9. Differencidlhdnyados, derivalt — CGarbék érintkezése, &rintd, sinulékor

azt mondjuk, hogy az y = f(z) és az y = g(z) egyenletd gorbék az x4 helyen r-edrendben
érintik egymast.

T 9.25 Ha az egyvaltozés valés f fiiggvény az g helyen legalabb kétszer differencidthats, és
J"(z0) # 0, akkor az y = f(z) egyenletii gérbének az z, helyen egyértelmiien meghatarozott
simuldkére — azaz a gorbét legaldbb masodrendben érintd kisre — van, és ennek a kdrek a
sugara és kozéppontjdnak koordinatai:

(1 + ™())¥/? (wo _ L1=0)(1 + f*(z0)) 1+ f’z(wn}) (

r(ze) =

[ zo)] e R A TPy

T 9.26 Ha az [ fggvény legalabb n-szer differencidlhaté és f{e) # 0, akkor az
y=(z-¢)"f(z), és az y = (z — ¢)" f(c)

egyenletil gorbék legalabb n-edrendben érintik egymast,

Feladatok

Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvények grafikonjanak érint&jét és normdlisit az
adott xg abszcisszajd pontban:
2

193. f(x) = sin /z, zp = ¥, 194. f(z) =sin E:, g =,
T
195. f(z) = 2% — 8z, 29 = 3.
Trjuk fel az aldbbi egyenletti sikgbrbék adott pontbeli érintdiének és normalisanak
egyenletét:

196223 + 4% — 62y = 0, {(3,3), 187. y =sin(x +y), («,0).

1987 Legyen f pozitiv értéki#l, differencialhatd fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az
f(z) és az f(z}sinaz (a # 0) fiiggvények grafikonjai metszéspontjaikban
érintik egymast.

1992 Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, mely dtmegy az origén és érinti
az 2 —dz+y* +3=0 egyenletif gorhét,

200. Milyen osszefiiggés 4l fenn a, b és ¢ kozétt, ha az flx) = az? + bz +c egyenletdi
parabola érinti az z-tengelyt?

2017 Igazoljuk, hogy ha az y(x) = 2% + pa + ¢ egyenletd harmadfoki gorbe érinti

IANINL
az z-tengelyt, akkor (5) + (Z) =0.

Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvények grafikonjai k-adrendben érintik egymast
az xp = 0 helyen:

3
202. f(z) =sinz, g(z) =2 — ‘;—!, k=4,
z? gl
203. f(z) =cosz, g(z)=1- st k=5,

204. f(z) =1+ z+2% glay=1+z+22 + 2% + 24, E=2
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9. Differencidlhanyados, derivilt — Vegyes feladatok

205, f(x) =sinz, g(z) =tgz, k=2

Hanyad rendben érintik egymdst az aldbbi fiiggvények grafikonjai a megadott pont-
ban:

206. s cosz, 2%, @ =0, 207, (2 -1)(jx—1]+1), -1, a=1.
Hatarozzuk meg az alabbi egyenletekkel adott gorbék metszési szbgeit:

2080y% = 4z — 2%, 2?2 4% =8,

209°322% 4 y® =20, 4y — 22 =238,

21002y =12, z? + 4% = 25.

Az alsbbi gorhék adott P pontjaiban szamitsuk ki a gorbiileti sugarat és a simu-
16kor k6zéppontjdnak koordinatait:

211. 6y = 2% - 122 — 2, P(2,-3), 2120 y% = 2pz, (p > 0), P(z,y),
$2 yE _ B :(:2 yZ
213. E—?‘—i—‘b—i———l, P(O, ), 214.;5*—1)—2:1, P(G,O)

Vegyes feladatok

215. Vazoljuk fel szabad kézzel az aldbbi grafikonckrdl leolvashaté informéaciok,
valamint a differencialhdnyados geometriai jelentése alapjin az dbrazolt figg-
vények derivaltfiiggvényét!

A

v

216F Hatdrozzuk meg a és b értékét igy, hogy az
[ =22, ha z < %
Ha) = {a:s—l—b, ha z > 24
fiiggvény differencialhaté legyen zp-ban.
2172 Legyen [ differencidlhats zg-ban. Mutassuk meg, hogy a
g(x) = {f(:z) ha x < zg
Fzo)(= — z0) + f(xe) haz >z
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8. Differencidlhdnyados, derivilt — Vegyes feladatok

figgvény differencidlhaté zo-ban. Hatdrozzuk meg ¢'(xq)-t! Vazoljuk fel g
grafikonjat!
218" Hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét gy, hogy az

_Jm*lz|, ha|z|>e¢
y= az® + b, ha |z] <e

egyenlet gorbe foiytonos, és minden pontjaban érintével rendelkezs legyen.

2197 Legyen f kétszer differencidlhaté minden z < zg pontban. Hatdrozzuk meg
az a, b és ¢ paraméterek értékét gy, hogy a

_ [ A=), Iha 2 < zg
g(z) = {a(m ~20)? + b(z — 2p)+e¢, haz > zg
fiiggvény kétszer legyen differencialbatsé zg-ban.
220. Igaz-e, hogy az F'(z) = f(z}+ g(x) filggvény nem differencislhaté xo-ban, ha
a) f(z) differencidlhaté zg-ban, de g{a) nem,
b) sem f(a}, sem g(z) nem differencidlhaté zg-ban.
221. Igaz-e, hogy az F(z) = f(z)g(z) fiiggvény nem differencidlhaté xg-ban, ha
a) f(z) differenciathaté zp-ban, de g(z) nem,
b} sem f{z), sem g{z) nem differencialhaté zg-ban.
Vizsgiljuk me az a) f(z) =z, g(z) = |z}, b) f(e) = g(2) = |x] fitggvényeket
a 0 pontban.
222. Igaz-e, hogy az F(z) = f{g(z)) fiiggvény nem differencislhatd zg-ban, ha
a) f(z) differencidlhats g(xq)-ban, de g(z) nem differencidlhats xg-ban,
b) f(z) nem differencidlthaté g{zo)-ban, de g(z) differencialhatd 2p-ban,
c} f(z) nem differencidlhats g(xg)-ban, és g{z} sem differencialhaté zo-baxn,
Vizsgaljuk me az a) f(z) = 2%, g(z) = jz|, b) flz) = |z}, g{z) = 27, ¢)
flz) =2z + 2|, g(z) = 2o — 1z| figgvényeket a 0 pontban.
223. Legyenek f és g haromszor differencialhaté fiiggvények, és legyen F : z
flg(z}). Hatdrozzuk még az F" &s F™ fuggvényeket.
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