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1. fejezet

ALAPFOGALMAK

1.1 A véletlen esemény matematikai fogalma

Térgyaldsaink sordn valamilyen mérés végrehajtdsdt, valamely ter-
mészeti jelenség megfigyelését vagy egy fizikat kisérlet elvégzését kizbs
névvel kisérletnek fogjuk nevezni. A "kisérlet" szo6t tehdt a szokdsosn4l
tdgabb értelemben haszndljuk. Igy pl. kisérletnek nevezziik egy foly6 viz-
41l4sdnak megfigyelését adott helyen és idGpontban, bizonyos szdmu termék
megvizsgdldsdta selejtes darabok szdmdénak megéllapitisa céljbol, egy
telefonktzpontba adott id§tartam alatt beérkez8 hivdsok megszimldlésit,
egy Jatékkkocka feldobdsét sth. Valészinliségszimitdsi meggondoldsaink
sordn csak olyan kisérletekkel foglalkozunk, amelyeknek kimenetelét a sz4m -
ba vehet§ feltételek nem hatdrozzdk meg egyérteimiien, hanem tsbbféle
eredménylik lehetséges. Az ilyen kisérleteket véletlen kisérleteknek nevez-
zitk, a "véletlen" jelz6t azonban a tovébbiakban nem fogjuk feltiintetni.

Feltételezziik, hogy a vizsgélt kisérleteket tobbszbr (elvileg akdrhény-
szor) megismételhetjlik, mert ha ez a feltétel nem teljesiil, semmiféle va-
16sziniiségi jellegli megdllapitdsnak nincs helye.

A kisérlet kimenetele a maga egészében 4ltaldban igen bonyolultan
leirhat6 objektum, ezért a kisérlet kimenetele rendszerint egy vagy néhdny
kivdlasztott jellemz8 adatra vonatkoz6lag érdekel benniinket. A kisérlet
kiilonbozd kimeneteleit tehdt az 4dltalunk kivdlasztott ismérv megkillonbiz-
tethetS értékei képezik. Pl. egy foly6 vizélldsdnak mérése esetén a kisér-
letnek annyi lehetséges kimenetele van, ahdny kiilonboz8 viz4llis elképzel-
het§ 0 és egy ésszerien vdlasztott M fels§ hatdr kozott. Annak ellenére,
hogy a vizélldst cm-ben mérjik és ennek tortrészeit nem szoké4s feltlintet-
ni, mégis azt mondjuk, hogy a foly6 viz4lldsdnak értéke adott helyen és
id6ben egy (0, M) intervallum tetszfleges pontja, tehdt a vizdllismérésnek
mint kisérletnek végtelen sok (kontinuum-sok) kimenetele van. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a (0, M) intervallum minden egyes pontja egy elemi kime-
netele a kisérletnek vagy mds néven elemi esemény. Hasonléan kontiuum -
sok elemi kimenetele van a kisérletmek, minden un. folytonos fizikai meny-
nyiség (hosszusdg, suly, h6mérséklet, vizhozam stb. ) mérése sorin.

Ha kisérletiink abbsl 411, hogy megfigyeljik adott id6ponttst kezdve
egy telefonkizpontban 10 perc alatt befut6 hivdsok sz4mét, akkor ennek a
kisérletnek annyl elemi kimenetele van, ahdny nemnegativ egész szdm,
hiszen a befut6 hivdsok szdma 0, 1, 2, ..., k, ... lehet. (A valésdgban
a befut6 hivisok szdma természetesen csak véges szdm lehet, azonban
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megkonnyitl a probléma matematikai tirgyaldsit, ha azt mondjuk, hogy a
kisérletnek elvileg megszdmldlhats sok kimenetele van. Ez nem jelent a
valéségtol valé nagy elszakaddst, mert bizonyos korlitszdm folott érkezb
hivésok sz&ménak olyan csekély gyakorisdgot fogunk tulajdonitani, hogy a
gyakorlati szempontbsl érdekes eredményeket nem zavarjik.) Vannak olyan
kisérletek, amelyeknek véges szdmu elemi kimenetele van. Ha pl. kisér-
letiink abb6! 411, hogy a 90 golyot tartalmaz6 lott6-urnibél 5 goly6t kieme-
lunk, akkor a kiiltnbtz6 kimenetelek, elemi események szdma:

90, 90. 89 . 88 . 87 . 86

Cg)=T5.3.4.35 8949268

Ha kisérletink abbél 411, hogy 100 db gy4rtményt megvizsgélunk ab-
b6l a szempontb6l, hogy hédny selejtest (valamilyen kritérium alapjin)
taldlunk kbztitk, akkor ennél a kisérletnél 101 elemi eseményiink van, ti
a selejtes darabok szdma lehet 0, 1, 2, ..., 100. Kockadobds esetében
hat elemi eseményiink van (a dobott pontok szdma}.

Ha kisérletiink abbol 411, hogy egy k8zetdarabot megvizsgélunk abbél
a szempontb6l, hogy tartalmaz-e vasat vagy sem, akkor emnél a kisér-
letnél csak két elemi eseménytink van, ugyanis vagy van vas a k6zetben
vagy nincs. A két elemi kimenetelt numerikusan is jellemezhet]ik, pL
ugy, hogy ha van benne vas 1-et, ha nincs benne, akkor 0-t irunk.

Roviden sz6lva valamely véletlen kisérlet tsszes lehetséges kime-
neteleit elemi eseményeknek nevezziik. Az 8sszes elemi események hal-
mazit az elemi események terének vagy rfviden eseménytérnek nevezziik.
Ezt a halmazt a tovdbblakban X-szel fogjuk jeltlni. Magukat az elemi ese-
ményeket, az eseménytér pontjait x-szel jelstjuk.

Meg kell jegyezniink, hogy abban, hogy egy kisérlettel kapcsolatbhan
mit tekintiink elemi eseményeknek - és ezek tsszességének, az esemény-
térnek - bizonyos foku tnkény van. Onkény van mé4r abban, hogy a véletlen
kisérlettel kapcsolatban milyen szdmunkra érdekes ismérvet, méretet
vagy tulajdonségot vdlasztunk, amelynek megkiilsnbtztethetS - vagy meg-
klilynboztetésre érdemes - értékel alkotjdk a kisérlet klilonbtz§ kimene-
teleit, az eseményteret. Az eseménytér teh4t a valosignak egyszerlisitett
modellje, vetilete. A lényeges csak az, hogy ez a modell a gyakorlat sz4-
miéra érdeklddésre szdmot tart6é szempontbdl helyesen tiikrzze vissza a
valéségot. A tovibblakban rendszerint egyetlen méretet vagy ismérvet
vizsgdlunk és kimenetelen, elemi eseményen a vizsgélt méretre vonatkozd
adatot értjik.

Egy véletlen kisérlettel kapcsolatban az elemi eseményeken kiviil
més eseményeket is megfogalmazhatunk. Tegyiik fel pl., hogy egy foly6
jégmentes nagyvizi 4lidsdra vonatkozdlag egy vizmércén hosszu évek sordn
megfigyeléseket végeztek és ezt tapasztaltik, hogy a vizdllds 4 m és 10m
kozott véltozott. A vizéllisok ingadozdsédnak tanulményozésa sordn rend-
szerint nem az érdekel benniinket, hogy milyen gyakran volt a viz4llis
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pontosan 637 cm, (lehet, hogy egyszer sem észleltek pontosan ennyit), sok-
kal érdekesebb pl. ,. hogy milyen gyakran esett a viz4lldsi érték mondjuk 8
és 10 m kozé, milyen gyakran volt a viz4ll4s nagyobb mint 6 m sth.

A fenti kisérletnek megfelel§ eseménytér a szdmegyenes 4 m-t5l 10
m-ig terjeds intervalluma, s ennek minden pontja egy elemi esemény.
Az x = 637 cm elemi esemény gyakorisdga helyett tehit most pl. mindazon
x elemi események halmazénak gyakorisdgdra vagyunk kivéncsiak, amely
x pontok a (8, 10) intervallum pontjai, vagyls az

A={X:8m£x<10m}

halmaz vagy esemény gyakoriséga érdekes szdmunkra.

Valésziniiségszdmitdsi meggondoldsainkban az 8sszes elemi esemé-
nyek X halmaza az eseménytér, az alaphalmaz, § valahdnyszor véletlen
eseményrfl beszéliink, az aldphalmaz valamely részhalmaz4rosl van sz6.
Minden elemi eseménynek egyetlen ponth6l 4116 halmaz felel meg.

X
A
—— Y
Y™ - Sy M
kv'\—v_/
i )

1. 4bra

A példdnkban felhozott A esemény, vagyls az 2z esemény, hogy a
yizdlldsra vonatkozd mérési eredmény 8 m és 10 m k8zé esik - mindany-
nyiszor bekévetkezik, valahdnyszor olyan elemi esemény ktvetkezik be,
azaz olyan szdmértéket mériink, amely a (8 m, 10 m) intervallumba esik.
Abban az esetben, ha a mérési eredmény olyan X érték, amely nem ele-
me a (8 m, 10 m) intervallumnak, pl., ha a vizdllds x = 5,48 m, akkor
az A esemény nem kbvetkezik be, vagyis az A esemény ellentéte az A
esemény kovetkezik be. Esetiinkben:

K={x:4_mé'x<8m}

Kilonssen folytonos mennyiségekkel kapcsolatos eseménytér eseté-
ben 4ltaldban nem egyes elemi események, hanem elemi események bizo-
nyos Usszességének, halmazdnak gyakorisdga érdekel benntinket. Az elemi
események bizonyos Usszességét, azaz az X eseménytér valamely rész-
halmazit tsszetett eseménynek vagy rividen eseménynek nevezzilk. Az ese-
ményeket nagy betiikkel jeldljuk, A, B, C, .. AI’ Az, Py An’ ... vagy

pedig kapcsos zdréjelen beliil jelezzik, hogy mely elemi eseményré8l van
820. . S
Az esemény matematikai szempontb6l nem més, mint egy halmaz,
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az X eseménytér részhalmaza, ezért beszélhetiink események Usszegé-
rél - amely fogalomnak halmazok dsszege vagy egyesitése felel meg -,
események szorzatdrél, ami lényegében két esemény egyldeju bektvetke-
zését jelenti és a halmazok szorzatdnak vagy més néven kdzbs részének
felel meg. Ha pl. A-val jel5ljuk azt az eseményt, hogy egy foly6 vizdlldsdt
egy adott helyen megmérve a mért érték a (4 m, 6 m) intervallumba esik,
B-vel pedig azt az eseményt, hogy a mérési eredmény az (5m, 7m) in-
tervallumba esik, akkor az A + B esemény mindannyiszor bektvetkezik,
valahdnyszor a mért vizdllis 4, és 7 m kizé esik, vagyis mérési ered-
meénylink eleme a (4 m, 7 m) intervallumnak, az

A g A 8
SN R
&m Sm bm Tm &m Sm 6m Tm
-— eyt

A48 A8

2, 4dbra

A. B esemény pedig mindannyiszor bektvetkezik, valahdnyszor a mért
érték az (5m, 6 m) intervallumba esik. Az A-B= AB esemény akkor kivet-
kezik be, ha az A esemény bekdvetkezik, B pedig nem, azaz ha a mért
éxrték a (4 m, 5m) intervallumba esik. Ha a mért érték kiviil esik a (4 m,
7 m) intervallumon, akkor sem az A esemény sem a B esemény nem
ktvetkezik be, vagyis egyidejileg az A és B események, azaz az AB
esem ény ktvetkezik be.

Ha a foly6 vizdllisén a tényleges vizmélységet értjiik (azaz a skdla
algé hatdrit 0-nak vdlasztjuk) és K olyan ésszerien vélasztott feis§ hatér,
amelynél nagyobb viz4ll4s sohasem kivetkezik be, akkor az az esemény,
hogy a mért vizdlldsi érték a (0, K) intervallumba esik, minden mérésnél
bektvetkezik, Ezt az eseményt biztos eseménynek nevezzik £s a tovdb-
biakban I-vel jelstjuk, aml halmazelméleti szempontbdl az X alaphalmaz-
nak, az eseménytérnek felel meg. Az az esemény, hogy a mért vizdildsi
érték kiviil esik a (0, K) intervallumon, lehetetlen esemény, ezt ¢ -val
jelvljuk. @ = I, 1= ¢, azaz a biztos eseményt és a lehetetlen eseményt
ellentétes eseménynek tekintjik.

Osszuk fel a példaként emlitett X = (0, K) intervallumot, az alap-

halmazt, a 0 =Xp< X €Xp<oor £X (<X = = K oszt6pontokkal n részre
A A A,
0=X0 Xy A -1 *
3. 4bra

és legyen Ai az az egemény, hogy az (xi_ l,xi) intervallumba es§ elemi
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esemény kivetkezett be. Ekkor az A Az, cevy An események egymiést
; 4,

kolcsvnosen kizdrjdk és kvzilik egy kisériet sordn egy és csakis egy fel-
tétlenlil bekovetkezik. Az Al, Az, eaey An eseményekbsl 4116 esemény-

rendszert teljes eseményrendszernek nevezzik.
Az "esemény” és "halmaz" kifejezések alternativ haszndlaténak
megktnnyitésére az aldbbi szdtdrt 4Allitjuk tesze:

A kisérlet tsszes kimenetelei ~ X alaphalmaz
az elemi események tere
kisérlet egy kimenetele ~ az X alaphalmaz egy x
pontja
véletlen esemény ~ az X alaphalmaz A rész-
halmaza
A az A esemény ellentéte ~ A komplementer halmaza 2z
A =X - A halmaz
I biztos esemény ~I=X
¢ lehetetlen esemény ~ § ures halmaz

az A vagy B esemény kivetkezik be ~X€EA + B
az A és B események egyidejileg

bekdyetkeznek ~XEA . B
az A esemény bekUvetkezése maga utdn
vonja a B esemény bektvetkezését ~ AC B (A részhalmaza B-
nek)
az A és B események kizdrjdk eggmdst ~ A . B (A és Bdiszjunkt
halmazok)

1.2 A valdszinuség fogalma

Az olvasé valamilyen formédban mér bizonydra taldlkozott a valdszi-
nliség fogalmdval, sft valamely véletien eseményrfl az esetek nagy részé-
ben minden tovdbbi nélkiil meg tudja mondani, hogy nagyon valészin,
vagy nagyon valésziniitlen. '

Pl. nagyon valészini, hogy reggel otthonrdé! elindulva épségben meg-
érkeziink munkahelylinkre. A kzlekedési balesetek statisztikdja azt bizo-
nyitja, hogy ezt csak nagy valdszinliséggel dllithatjuk. Valészinitlen vi-
szont, hogy (amennyiben lott6zunk) a lott¢ kivetkezs huzdsdn 5-8s tal4-
latot érjunk el, st négy taldlat elérése is meglehetdsen valdsziniitien, de
teljes blzonyossdg azon a téren gincs bennlink, mert ha meg lennénk gy6-
z&dve arrél, hogy még négy taldlatunk sem lesz, akkor igen kevesen lot-
t6znink. 7 ‘

Az élet minden teriiletén az a helyzet, hogy a bennlinket érdekl§ ese-
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mény csak bizonyos valésziniiséggel kiivetkezik be. A killsnhdz6 események
valésziniiségét igyeksziink szémszerti formédban kifejeznl, egy mérSskaldt
bevezetni, mint ahogyan a h6mérsékletet, sulyt stb. mérjuk.

Ha valakit6l megkérdezzik, hogy mi a valészinisége, hogy egy szabé-
lyos pénzérmét pL 1 forintot feldobva "fej" -et dobunk, bizony4ra azt a
v4laszt kapjuk, hogy ez a valészinuség 1/2. Ennek az dllitdsnak az alapja
az a tapesztalat, hogy ha sokszor feldobjuk az érmét, az eseteknek kb. a
felében dobunk fejet. Erre vonatkozéan megemlitjilk, hogy Buffon 4040 dobis
sor4n 2048 esetben kapott "fej"-et, Pearson 24 000 dobdsnél a "fej" dob4-
sok szdmét 12 012-nek taldlta. Ha a "fej"-et eredményez§ dobdsok sz4-
mét elosztjuk az tsszes dobdsok szdmdval, akkor a "fei" -dobés relativ

2048 _

gyakorisdgat Buffon kisérletsorozatfban e = 3050 = 0,5069-nek, Pearson ki~
gérletsorozatdban ;i g(l)f) = 0, 5005-nek taldljuk. Ugy érezziik, hogy ha még

24 000-nél is tobb dobdst yégeznénk, akkor a "fe}" és vele egyiitt az "irds"
relatly gyakorisdga még jobban megktizelitené az 412- ~et. Amnyit minden~-
esetre 4llithatunk, hogy hosszu kisérletsorozatokndl a ""fef" illetve "irds"
relatlv gyakorisdge bizonyos stabilitdst mﬁtat,az —;— érték koril ingadozik.

Ha nagysz4mu hosszu dobdssorozatot végzlink egy sZébélyos jték-
kockdval, akkor pl. az 5-8s szdm dobdsénak relativ gyakorisiga csak igen

ritkédn fog jelentSsen eltérni —;- -tol.

Ha egy foly6 vizédlldsdra vonatkozslag n szému mérési eredménytink
"van valamely szelvényen és ebbSl k szdmu mérési eredmény kisebb mint

700 cm, akkor az A = { x< 700} cm esemény relativ gyakorisdga ebben a

mérégi sorozatban E . (PL. az 1. t4bldzatban tal4lhat6 mérési adatokra vo-
natkozélag az {A =x<700 cm} esemény relativ gyakorisdga %—g— = —;- D)

A véletlen események relativ gyakorisdga nagyszdmu, azonos koriil-
mények kbzbtt megismeételt kisérlet esetén stabilitdst mutat, egy megha-
tdrozott szdm kbril ingadozik. Ezt a szdmot az illet6 esemény valészi-
niiségének nevezzik. '

Valamely esemény val6szinlisége objektlv mértékszdm, amely éppen
ugy "megmérhetS” mint bizonyos fizikai mennyiségek, mint pl. h6mérsék-
let, suly sth. Valamely véletlen esemény val6sziniségének meghatdrozésa,
"megmérése” statisztikai uton, a relativ gyakorisig segitségével torténik.

(Megjiegyezziik, hogy tulajdonképpen a killonbtz6 fizikai mennyiségek
megmérése is statisztikal uton torténik, hiszen ha nagyobb pontosségot
akarunk elérni, akkor 4ltaldban sok mérést végziink és szdmitdssal hats-
rozzuk meg a keresett mennyiséget. Egy objektiv mértékszém elyi okos-
kod4ssal soha nem hatdrozhaté meg, hanem csakis valamely tapasztalati
eljifris segltségével.)
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1. tébldzat
Duna, Pozsony évi jégmentes nagyvizi 4114s

1892-1961

Vizdllds (cm) k; gyakorisdg
A . 450-499 1
A, 500-549 1
AW 550-599 7
A 600-649 11
A - 650-699 15
VAN 6 700-749 12
A, 750-799 15
AW 800-849 2
Ag 850-899 3
A, 900-949 1
An- 950-999 2

n
Osszesen: 70, Zl‘ k = 70.

Nagyszdmu kisérlet esetén a bennlinket érdekl6 esemény relativ
gyakorisidga az illet6 esemény val6szintiségét kozeliti meg. Késébb pon-
tosabban meg fogjuk vizsgélni a kbzelités mériékét.

Mivel elég nagyszdmu kisérletnél a relativ gyakoris4g igen kevéssel
tér el a-val6sziniiségt6l, a valdsziniség tulajdonsdgait, a kilonbozd ese-
mények val6sziniiségel kozotti dsszefiiggéseket a relativ gyakorisig tulaj-
donségait6l szdrmaztathatjuk.

A relativ gyakorisdg stabilitdsdnak ténye, valamint a relativ gyako-
risdg egyszeriien beldthat6 tulajdonsdgai szolgdlnak szdmunkra alapul a .
valosziniségelmélet kiépitéséhez. Azt a torvényszeriiséget, hogy bizonyos
kisérletet igen sokszor azonos korilmények kizitt elvégezve, valamely
esemény relativ gyakorisdga stabilitdst mutat, a nagy szdmok torvényének
nevezziik. E t¥rvény matematikai lelrdsdra kés6ébb visszatérink. (L4sd:

5. 15.)



1.3 Valészinliségszamitasi axiomak

Mint mir emlitettiik, a valdsziniiség objektiv mértékszdm, amely
kifejezi, hogy egy kisérletet azonos ktrilmények kuzbtt sokszor megismé-
telve a benniinket érdekl A esemény a kisérleteknek kortilbelil mekkora
hényaddban fog elsfordulni. Amikor valamely A eseményre vonatkozélag
megadjuk, hogy mekkora az 6 P(A) valészintisége, (pl. A-val jelbive azt az

eseményt, hogy egy kockdval 2-est dobunk azt mondjuk, hogy P(A) = % ),

akkor az illet§ A eseményhez egy P(A) mértékszdmot rendeliink. Arra
vonatkozoélag, hogy mekkora szdmot rendelink az A eseményhez az 8 vals-
sziniségeként, tdmpontot ad a relativ gyakorisdg. Ha a kisérletet n-szer
ismételjuk meg, s ennek sordn az A esemény k-szor kivetkezett be, azaz

az A esemény relatlv gyakorisdga g(A) = -E , akkor P(A) nem térhet el
nagyon % -t6l. Ha az n szdmu kisérlet sorén az A esemény egyszer sem
kbvetkezett be, azaz k = 0, akkor % = 0, mig ha az A esemény minden
egyes kisérletnél bektvetkezett, azaz ha k= n, akkor % = % = 1. Vala-

mely esemény relatlv gyakorisdga 0 és 1 kbzitt vdltozhat, azaz a En
relativ gyakoriségra fenndll a

0¢ X ¢

ysszefiiggés. 2
Ha igen nagyszdmu kisérlet sordn az A esemény egyszer sem k&-

vetkezett be, akkor A-t gyakorlatilag lehetetlen eseménynek tekintjuk,

azaz A = @ és azt mondjuk
P(@) = 0.

Ha viszont valamely kisérletet n-szer megismételve az A esemény
minden esetben bekvetkezett és n nagy szdm, akkor A-t biztos ese-
ménynek tekintjiik, A =1 és megéllapodunk abban, hogy

P = L.

A fenti megéllapoddsokkal méris egy valdészintiségl mértékskaldt ve-
zettlink be egy kisérlettel kapcsolatban szémba johet§ véletlen események
bektvetkezését illetden.

Legyenek most A és B véletlen események valamely kisérlettel kap-
csolatban. Pl. legyen A az az esemény, hogy a Duna vizdlldsdra vonatkozo
" mérési adatsorban a mért x viz4lldsi érték 500 cm és 650 cm kozé esik,

B pedig az az esemény, hogy a mért x vizdlidsi érték 650 cm és 750 cm
k6zé esik. Az 1. tdblizat adatai alapjén pl. az
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A : {500 cm £ x<650 cm} esemény relativ gyakorisiga 5
B: {650 cm £ x<750 cm} esemény relativ gyakorisdga %% '
Az A+B : {500 cm = x<750 cm} esemény relativ gyakorisiga %g— = -;—(9} +-§—; .
A : {500 cm € x<650 cm} esemény relativ gyakorisiga g(A) = ;—g— ,
a  B: {650 cm £ x<750 cm} esemény relativ gyakorisdga g(B) = % ,

az A+B: {500 cm £ x<750 cm} esemény relativ gyakoriséga:

S % _ 15 27
g(A+B) - 70 = 70 + 70 = g(A)+ g(B) .

A relativ gyakorisdgra vonatkozSlag mindig teljesiilnek az al4bbi Ssszefiig-
gések:

1, Tetszbleges A esemény g(A) relativ gyakorisdgédra:
0 £g(A)y £1
2. - gA) =1, g =0
3. Ha A és B egymdst kizdrd események, akkor
g(A+B) = g(A) + g(B) .
A relativ gyakorisdg ezen tulajdonsdgait haszndljuk fel a val6sziny-
ségszimitds axiometikus felépitésére.

Valamely A esemény valésziniiségén a tovdbbiakban olyan mérték-
szdmot értiink, amely kielégiti az al4bbi axiom4kat:

I. axiéma: Birmely A esemény P(A) valésziniiségére fenndll, hogy
0< PA)< 1

Il. axiéma: A biztos esemény valdsziniisége: P(I) = 1,
III. axiéma: Ha A és B egymdst kizdré események, azaz AB = (), akkor

P(A + B) = P(A) + P(B).

A valésziniségelmélet feladata, hogy bizonyos események valdszinii-
ségét ismerve vagy feltételezve mds, esetleg bsszetettebb jellegii esemé-
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nyek val6sziniségeit meghatdrozza. Megemlitink most néhdny olyan tételt,
amelyek axiomarendszeriinkbSl kiindulva kdnnyen szfrmaztathaték és a to-
vébbiakban hasznosnak fognak bizonyuini. '

1.4 Valdszinliségek kozostti osszefliggések

1. Tétel: Ha az A esemény valésziniisége P(A), akkor az A ellenté-
tes esemény valdsziniisége:
P(A) = 1 - P(A)

Bizonyitds: Mivel A + A=16és AA = @, all. és IIl. axiéma alapjdn

P(D) = P(A + A) P(A) + PA) = 1

Ebb61 m4r adddik a tétel 4llitdsa.
A tétel alapjdn kovetkezik, hogy a iehetetlen esemény valészinlisé-

ge 0.

Ugyanis: -

Q) =PH=1-PD=0.

Példa: Ha egy szabélyos jdtékkockdval dobva annak valésziniisége,
hogy 3-ast dobjunk, % akkor annak valésziniisége, hogy a dobds eredménye
nem 3-as lesz: i

2, Tétel: Ha az Al' Az, s An események pdronként kigérjék
egymést, azaz AiAj = ¢ ha i# (i,j = 1,2,...,n) akkor anrak valészinil-
sége, hogy az Al, Az, cees An események valamelyike bekovetkezik, ezen

események valdszinliségelnek tsszegével egyenl§, azaz:

P(A1 + A2 + . + An) = P(Al) + P(AZ) tooo P(An)

Bizonyitds: Ez a tétel a IIl. axi6m4bo! teljes indukciéval ktvetkezik,
n = 2 esetén a III. axidma alapjdn

P(A, +A,) = P(A)) +P(A)

‘Tegyiik fel, hogy a tétel 4llitdsa n-1 esemény bsszegére igaz:
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A +A, %o +A ) =PA)+PA)+... +PA )= L ra)
Ekkor P(A) +Ay+.. +A ) =PA +A +... +A  +A) =
n-1 n-1 n
= A = P =
P g A 125; (A) + P(A) 1Z=1 P(A)

Mint az 1. 1 pontban emlitettiik, az Al, Az, cery Anesemények tsz-

szességét teljes eseményrendszernek nevezziik, ha a kisérlet soran kozi-
lik egy és csakis egy feltétel feltétleniil bektvetkezik, m4s szé6val, ha

. A1+A2+...+An=lésAlAj=¢,
a
i# (1,j=1,2,...,n)

Teljes eseményrendszert aikoto események valdszinuségeinek dsszege 1.
Ugynis:

1=PD= P(A1 + Az + ..+ An) = P(Al) + P(Az) 4.+ P(An).

Megjegyezzitk, hogy valamely kisérlettel kapesolatban az $sszes
elemi események mindig teljes eseményrendszert alkotnak. Ugyancsak
teljes eseményrendszert alkomak pl. az A és A események. %)

A 2. tétel alapjédn az alibbi fontos megjegyzést tehetjik:" ' birmely
esemény val6szinlisége az 6t alkot6 elemi események val6sziniségeinek
tsszegével egyenl§. Ha ugyanis az A esemény az AI’ Az, vaes Ak elemi

események bsszege, azaz A = A1 + A2 +... + An akkor mivel az elemi
események kilcstndsen kizdrjdk egymdst, '

k
- P(A)=P(A1-|=A2+... +Ak)=§ PA)

Tekintsiink most egy olyan kisérletet, amelynek véges n szdmu ki-
menete van. Ez azt jelentl, hogy a kisérlet eseménytere n szdmu elemi

)Megjegyzesunk véges vagy megszdmldlhaté sok pontbél élld eseményte-

rekre vonatkozikl
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eseménybfl 411, jeldljiik ezeket Al, Az, cees An-nel. Tegylik fel, hogy a

kisérlet minden kimenetele egyformén val6szini, azaz

PA)=P@A)=... =PA) =

B

Ha most B a kisérlettel kapcsolatos olyan esemény, amely k szdmu elemi
eseményt tartalmaz, akkor megjegyzésiink alapjdn

P(B) =

=N

I:‘.rvényes tehit a kbvetkez8

3. Tétel: Ha egy kisérletnél n elemi esemény kvetkezhet be, és
mindegyik elemi esemény egyformdn val6szinii, akkor egy k szdmu elemi
eseményt tartalmazé B esemény valésziniisége

P(B) =

=B L

E tétel alkalmazisdt mindjirt néhdny példéval illusztrdljuk:

Egy szabélyos jitékkockdt dobdlva jelslje a B esemény a piros szdm
. dobédsit, azaz B= (2, 4, 6). Ekkor, mivel dsszesen 6 elemi eseményiink
van, s a B esemény 3 elemi eseményt tartalmaz:

P(B) =

oW
GO f

Alljon a kockadobdsndl a C esemény abb6l, hogy a dobis eredménye
' kisebb, mint 4, azaz C = {1, 2, 3}, ekkor P(C) = % = %— .
Alljon a D esemény abbél, hogy a dobds eredménye nagyobb, mint

1

3, azaz D = {4, 5, 6}, ekkor P(D) = —2— =3

4. Tétel: Ha A és B tetsz8leges események, (tehit nem kotjuk ki,
hogy kizdrjdk egymdést) akkor annak valdsziniisége, hogy kozilik legaldbb
egyik bekdvetkezik:

P( A + B) = P(A) + P(B) - P(AB)
Bizonyitds: Konnyii beldtni, hogy
A+B=A+ABé B = AB + AB .

(Ennek bel4tdsdt megkonnyitik a kivetkez§ dbrék is):
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4, 4bra

Mivel az A és AB, tovihb4 AB és AB események kizirjdk egymdst, a IL
axiéma alapjén:

P(A + B) = P(A) + P(AB),
P(B) = P(AB) + P(AB),
P(A + B) -P@) = P(A) - P(AB),

innen a 4. tétel 4llitdsa kiovetkezik.

1.5 Valészinliségek kiszamitdsa kombinatorikai
modszerekkel

Amikor egy kisérlet minden egyes kimenetele, azaz minden elemi
esemény egyforma valdésziniiségli és véges szdmu elemi eseményt tartal-
maz az eseménytér, a kilinbbz6 lehetséges események valdsziniiségének
kiszdmitdsa kombinatorikai meggondolisok segitségével egyszerilen elvé-
gezhet6.

A valésziniiségnek az a klagszikus definiciéja, hogy "egy esemény
valdsziniisége egyenl§ a kedvez§ esetek és az dsszes esetek hidnyados4-
val", feltéve, hogy ezek az "esetek" egyenlfen valdszinliek, specidlis esete
a 3. tételnek; "eseteken” ugyanis elemi eseményeket kell érteni.

A klasszikus valdsziniiségszdmitisban az "eseteket” az "elegend§
okok hidnya" elve alapjdn tekintették egyenl8en val6sziniinek. Azt mondték,
hogy. nincs elég okunk feltételezni, hogy az esetek nem egyenlfen vals-
sziniiek, ami persze helytelen, idealista 4llispont. Az egyes elemi ese-
mények valésziniiségeit mindig objektiv kvrilmények, nem pedig az okok
nem tud4dsa hatdrozza meg. Altalsban statisztikal uton ellen6rizni kell,
hogy az elemi események egyforma valdsziniiségiiek-e.

Ha val6ban az a helyzet, hogy az eseménytér minden pontjdhoz ugyan-
akkora valdszinliség tartozik, akkor véges eseményteret feltételezve, va-
lamely A esemény valdszinliségének kiszdmitisi médja:
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az A eseményben foglalt elemi események szdma = kedvez§ esetek szdma
az Bsszes elemi események szdma tsszes esetek szdma

Amikor egy véges eseménytér minden elemi eseménye egyforma va-
\6szinliségli, azt mondhatjuk - mivel az sszes elemi esemény valészinii-
ségének Usszege 1-, hogy az egységnyl valészinliség egyenletesen oszlik
el az egyes elemi eseményekre, s {lyenkor diszkrét egyenletes valészinii-
ségeloszlisrol beszéliink. A diszkrét egyenletes eloszlds szdmos gyakor-
lati probiéménak redlis modellje vagy legaldbbis jo kbzelitéssel alkalmaz-
hat6, ezért a valoszinliség kiszdmitdsdnak klasszikus egyszery szabdlya
sokszor hasznos szolgédlatot tesz. A szabily egyszerii, az alkalmazdsdrol
azonban nem mindig mondhaté ugyanez. Sokszor egy kisérlettel dsszefliggd
elemi események szdménak meghatérozdsa is szdmottevs logikai munkét
kovetel. Egy példdn érzfkeltetjitk ezt. Tegyik fel, hogy kisérletiink abbsl
4ll, hogy egy, 90 szdmozott golyst tartalmazé lottéurndbol taldlomra ki-
emeliink 8t goly6t. Az tsszes elemi események szdma most annyi, ahdny-
féle m6don 90 szdm kozil 6t szdmot ki tudunk vdlasztani (a sorrendre vald
tekintet nélkiil). Hanyféleképpen tehetjik ezt meg? Mint kordbban emlitet-
titk, 43 949 268 eset lehetséges| Hogyan lehet ezt kiszdmitani? Ilyenféle
megsz4iml4ldsi problémdkkal foglalkozlk a matematikdnak egyik érdekes
4ga az un. kombinatorika, amelynek néhdny alapfogalmdt roviden ismer- '
tetjiik.

1. Kombinatorikai alapok

A kombinatorika lényegében véges halmazokra vonatkoz6 megszim-
1414si problémdk megoldisdval foglalkozik. Legyen A véges halmaz, amely-
nek elemei az 1, 2, ..., 1 texmészetes szdmok:

A={1,2,...,n}

1. Permuticick. Az elsS probléma, amelyet az A halmazzal kapcso-
latban vizsgilunk, hogy hényféle sorrendben tudjuk felirniaz 1, 2, ..., n
szidmokat. Legyen pl. n = 3, vagyis az A halmaz mindtssze hirom elemet
tartalmaz: ' -

A={1,2 3}

Hényféle sorrendben tudjuk felirni az 1, 2, és 3 szdmjegyeket?
Az bsszes lehetséges sorrendeket a kbvetkez6 tdbldzat tartalmazza:
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Lé4thats, hogy a felirt sorrendek mindegyike kiilonb8z8, és tsszesen
hatféle sorrend lehetséges. Mindegyik sorrendet az 1, 2, és 3 szdmok egy
permutdci6jdnak nevezziik. Hogyan lehetne el6re megmondani hdrom elem
tsszes permuticidinak szdmét az bsszes sorrend felirdsa nélkiil?

Nyilvdnval6 el6ttiink, hogy két elem, mondjuk az 1-es és 2-es sz4m-
jegy bsszesen kétféle sorrendben irhats fel:

1 2
2 1

Két elem permutécisinak szdma tehit: Py = 2 .
Ha most a hdrom elem sorrendjeit tartalmazé tdbldzatot megfigyel-
juk, akkor lithatjuk, hogy az 1, 2, és 3 szémjegyek mindegyike annyiszor
szerepel az els6 helyen, ahdnyféle médon a mugitte 4116 mdsik két szdm-
jegy egymés kozbtt cserélgethet§, azaz hdrom elem bsszes permutdcioi-
nak szdma; .
P3— 3. P2—3. 2=3.2.1=6

Hérom elem 8sszes permutdciGinak sz&m4t tehdt aképpen hatdrozhatjuk
meg, hogy egytSl hiromig minden szdmot tsszeszorzunk. Az 1. 2.3 szor-
zat jelolésére a 3| szimbGlumot haszndljuk, és hirom faktoriilisnak ol-
vassuk.

Teh4t: P,=12.3= 31 =6.

Ha az 1, 2, 3, 4 szdmok tsszes permutdcidinak szdmit kell megha-
tiroznunk, akkor elegendd meggondolnunk, hogy e szdmok mindegyike
annyiszor szerepelhet elsS helyen, ahdnyféle médon a tbbi hdrom szim
egymds kozutt permut4lhat6 cserélgethets, azaz:

P4 = 4.P3 = 4.3.2.1 = 4| = 24 .,

Ha pl. egy urndban négy szdmozott goly6 van: I, 2, 3, 4, majd a golydkat
egymds utdn kihuzzuk és sorba rakjuk a kihuz4s sorrendjében, 24 kiilon-
btz§ sorrendet nyerhetiink.

ﬁltaléban, ha az 1, 2, ..., n szdmok bsszes permutécisit akarjuk
meghatdrozni, akkor hasonldan gondolkodunk. Az els helyre a fenti sz4-
mok ndrmelyikét irhatjuk, mégpedig annyiszor, ahdnyféle médon a tsbbi
n-1 elem egymis kozott permutélhat6, mert anny iszor az el6z8ekt6l kiilon-

btz8 sorrendet kapunk.
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Tehét:

Analsg gondolatmenettel:

P =@DEB =@ @P o=

2

: - ‘= (@-1)@-2)...3.2.1 ,
Ezek alapjdn:
Pn = nn-1)...3.2.1 = nl

Tehat n elem osszes permuticiéinak szdma nl, amit ugy szdmitunk ki,
hogy 1-t6l n-ig az sszes szdmot Osszeszorozzuk. Amikor pl. egy fut6-
versenyen 8 fut6 indul, akkor az dsszes lehetséges befutdsi sorrendek
szdma: P, = 8.7.6.5.4.3.2. 1 = 8! = 40 320. A faktoridlisok szdmértékét
az 1-50-ig terjeds szdmokra a. 19. oldalon lev§ tébldzat tartalmazza.

Léthat6. tehdt, hogy a faktorilisok értéke az n novekedésével meg-
lepSen gyorsan né. Ha az n értéke nagy, az n! értéke rendkiviil nagy, oly-
annyira, hogy pontos értéke 4ltaldban nem is tulsdgosan érdekes szdmunk-
ra, ink4dbb csak a nagysigrendje. Felmeriilt ezért annak szilkségessége,
hogyan lehet az nl értékét j6 kvzelitéssel megbecsilni.

Igen j6 becslés érhetS el az un. Stirling-formula segitségével:

n
n!x(—%—) VZT\‘.’n

(ahol e = 2,718281... a természetes 1ogat1m1usrendszer alapszdma).

Pl. n = 10 esetén 10! = 3 628 800, mig a Stirling-formuldval nyert
becslés értéke 3 598 600, a hiba 0, 8%. Minél nagyobb az n értéke, annél
kisebb a relativ hiba.

2. Ismétléses permutdcick. Tegyiik fel, hogy egy urndban n szdmo-
zott goly6 van, de nem mindegyik visel kiilonboz6 szdmot. Legyen k) szidmu
l-es, k2 szamu 2-es, ..., kr szému r-es szdmjeggyel megjelolt golyd,
és k1+k2+... +kr—n.

Egymésutén kihuzzuk a golyckat visszatevés nélkil. Kérdés, hdny-
féle kiilonboz8 sorrend lehetséges?

Ha minden goly6 kiilonboz6 lenne, akkor az tsszes sorrendek szama
n!. Most azonban nem tudjuk megkiilonboztetni azokat a sorrendeket, ami-
kor azonos szédmmal elldtott goly6kat egymds kozvtt cseréliink fel. Az tsz-
szes megkiilonbbztethetl sorrendek szdma tehdt nyllvdn kevesebb lesz,
mint ha mind az n goly6ra kiilonb5z8 szdmot irndnk. Az 1-es jegyu golyok
ki!-féle modon cserélgethetSk egymds kozott, a 2-es jegyl golydk kol-féle
ma&don stb.
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FAKTORIALISOK TABLAZATA

n nl . n nl

1 1 26 | 40 329 146 10'°
2 2 27 | 10 888 869 10°!
3 6 28 | 30 488 834 1022
4 24 29 | 88 417 620 10%3
5 120 30 | 26 525 286 10°°
6 720 31 | 82 228 387 10%6
7 5 040 32 | 26313 084 10%
8 40 320 33 | 86833 176 10°°
9 362 880 34 | 29 523 280 10°!
10 3 628 800 35 | 10 333 148 10°°
11 | 39 916 800 36 | 37 199 333 10°4
12 | 47 900 160 10 37 | 13 763 753 10°
13 | 62 270 208 10° 38 | s2 302 262 10%7
14 | 87178 291 10° 39 | 20 397 882 10°°
15 | 13 076 774 10° 40 | 81 591 528 10%C
16 | 20922 70 10° 41 | 33 452 527 10%2
17 | 35 568 743 10’ 42 | 14 050 061 10*
18 | 64 023 737 108 43 | 60 415 263 10%°
19 | 12 164 510 100 44 | 26 582 716 10%7
20 | 24 329 020 10! 45 | 11 962 222 10%°
21 | 51 090 942 102 46 | 55 026 222 10°°
22 | 11 240 007 10" 47 | 25 862 324 10°2
23 | 25 852 017 101° 48 | 12 413 016 10™
24 | 62 044 840 10'0 49 | 60 828 186 10°
25 | 15 s11 210 108 so | 30 414 093 107

(0l = 1. Ez megdllapodds, amely késébb célszerinek fog mutatkozni. )
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Az Bsszes megkilonbsztethet6 sorrendek, ismétiéses permutdcick
szima:
P(ism) nl

n kll kzl...kr!

Ha pl. n goly6 kozil k sz4mu golyéra 1-est, n-k goly6ra O-t irunk, akkor
az Bsszes megklilénbtztethet§ sorrendek szdma:

nl
ki(n-k}!

Az ismétléses permutéciéra példaként vizsgdljuk meg, hényféle sor-
rendben irhatjuk fel a MATEMATIKA sz6 betuit.
Az Bsszes sorrendek szdma:

1 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
IR 2. 6. 2 )

=10, 9. 8. 7.5. 3 2=151 200.

3. Varifciék. Legyen az urniban most is n kilonbdz§ golyé: 1, 2,
.., n. Hényféle médon tudunk k kultnbtz6 golyot kihuzni visszatevés nél-
kul ugy, hogy a kihuzott k szdmu goly6 kilonbtz§ permutéci6i kulsnbozs
eseteknek szdmitanak?

Els6 helyre az n goly6 bdrmelyikét huzhatjuk, a2 mésodik helyre n-1
goly6 birmelyikét, a harmadik helyre a megmaradt n-2 goly¢ biarmelyi-
két stb, , a k-adik helyre a megmaradt n-k+1 szdmu goly6 bdrmelyike ke-
rithet, teh4t az tsszes esetek szdma, amelyet V2-val jelslink és n elem-
b8! alkothat6 k-ad osztilyu varidcicknak nevezunl]((:

V, = n@-) ... @kt) .

a) Példa: Egy rejtvénypélyizaton hirom kulsnbz6 dijat sorsolnak ki
a helyes megfejték kozttt. 35 helyes megfejtés érkezik be. Hanyféle ered-
ményt hozhat a sorsolds? . :

35
v 3=
b) Példa: Hény olyan hatjegyi telefonsz4m képezhet§ a 0, 1, 2, .. »9
szémjegyekb6l, amelyiknek minden jegye kilonboz8? Kikotjuk, hogy egyik

ilyen telefonsz&m sem kezd6dhet 0-val. Oldjuk meg elfszdr a feladatot
ezen kikbtés nélkull 10

6

35. 34 . 33 =139270.

v, = 10.9.8.7.6.5 = 151 200
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Ezen szdmok kbzott 0-val kezd6dS annyl van, ahdnyféle mddon a t5bbi 5 hely-
re 9 kiltnbsz6 szdm kuzil vélasztani mdunk, ez pedig: '

9.8.7.6.5 = 15120

A keresett megoldds: 151 200 - 15 120 = 136 080 .

4. Ismétléses varidciok. Tételezziik fel most is, hogy egy urnsban
n kilonbbz6 goly6 van: 1, 2, ..., n. k-szor huzunk ki egymés utdn egy-
egy golyot, de minden kihuzés utdn a szdmot feljegyezve, a goly6t vissza-
tesszilk az urndba. (A statisztikai alkalmaz4soknil ez a modetlje az un.
visszatevéses mintavételnek. ) Hinyféle eredményt nyerhetiunk?

Mivel minden huzédskor az n szdmu goly6 birmelyikét huzhatjuk, két

huzds utdn n.n = nz, hirom huzis ut4n n.n.n = n3 stb. a killsnbtz8 ese-
tek széma, igy k huzés utén a kulsnbbz6 lehetséges esetek szdma: nkK.
Visszatevéses huzdsok esetén természetesen ugyanaz a szdm tsbbszor is
eléfordulhat az eredményben elvileg az is lehetséges, hogy mindegyik
huzésra ugyanazt a szdmot huzzuk. Az n elembSl k-szor visszatevéssel
végzett huzds eredményét ismétiéses varidcionak nevezziik:

n - nk
k(ism) :

v

Az ismétléses varifciok széma adott n és k esetén természetesen
tobb, mint az ismétlés nélkill varidcick szdma. De ha az n igen nagy és a k
rogzitett, akkor ugysz6ivdn mindegy, hogy visszatevéssel vagy visszate-
vés nélkil huzunk, ugyanis az 8sszes esetek hdnyadosa ekkor:

vlt: _ n(n-1)... (n-k+1)
= = =
vll:(lsm) n
_n (n-1} (@-2) {n-k+1)
“n'" n " a °°° n
=1(1-%)(1--§)...(1-k—:)»1, ha n - co

Példaként vizsgdljuk meg, hdny totészelvényt kellene kittlteniink
akkor, hogy biztos 13 talélatot érjiunk el. Egy mérkSzés eredménye 1, 2
vagy x lehet. Ez ugyanaz az eset, mint amikor egy urndban hirom golyé
van: 1, 2 és x jegyekkel elldtva, és 13-szor huzunk egym4s utén vissza-
tevéssel.
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Az bsszes esetek szdma:

3 13

VlS(ism) =3 " = 1594323 .

Figgetlen kisérleteknél az osszes esetek szdmit az ismétléses va-
ridcick segitségével szdmitjuk ki. Pl egy forintos érmét 100-szor fel-
dobva, az Bsszes esetek szdma: 2100. Egy szabdlyos j4dtékkockdt 4-szer
feldobva, az tsszes esetek szima: 64. Két kockédval dobva 24 dobds sszes
lehetséges eredményeinek szdma: 3624.

5. Kombindcick. Legyen most is egy urndban n darab szidmozott
golyé: 1, 2, ..., n. Belenyulunk az urniba és egyszerre kivesziink k darab
golyot., Hanyféle eset lehetséges? Két esetet kiilonbozbnek tekintiink, ha
csak egyetlen elembenis eltér a kihuzott k-elemi szdmcsoport. A kombi-
néclé csak abban tér el a varidciotol, hogy a kihuzott elemek sorrendjére
nem vagyunk tekintettel. (Tipikus példa erre a lotté, ahol teljesen mindegy
szdmunkra, hogy milyen sorrendben huztdk ki az eredményiil nyert ot
darab golyét.)

Mivel a kihuzott k szdmu golys dsszes lehetséges sorrendjeinek szd-
ma ki (azaz k1-féle médon nyerhetilik ugyanazt az eredményt), a kombind-
ci6k szdma kl-szor kevesebb, mint a varidcick szdma:

vIl

- k_ afn-1) ..., (n-k+l} _ ki __u _ (n)
k k! ki (n-K)1kl ~ kin-k)! ~ \k
A CE = (E) (olvasd: n alatt a k) szimbélumot az n-elembd8l alkotott k-ad

osztdlyu kombindcick szdmédnak nevezziik,

Példaként vizsgdljuk meg, hogy a 90 szémozott goly6t tartalmazé
lottéurndb6l hdnyféle madon tudunk 5 kélonbozd golydt kihuznil Gyakorla-
tilag mindegy, hogy a golyckat egymds utdn visszatevés nélkiil emeljiik ki,
vagy egyszerre huzunk 5 goly6t. A golyck jobb tsszekeveredése miatt
huzz%" cgymds utdn a szdmokat.

Az tsszes esetek szdma most:

Cc = 43 949 268 .

90 _ (90)_ 90.89.88.87. 86
5 \N5/  1.2.3.4.5

.. Tehdt ennyi szelvény kitsltése eredményezne biztos 5-ds taldlatot.

Mdsik alkalmaz4dsként megemlitjiik a binomidlis téteit; amely arra
vonatkozik, hogyan kell egy kéttagu k'Jezést akdrhdnyadik hatvdnyra
emelni.
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i

n VG G
(@a+b) =(@+by(@@a+b)... a+bh.

A szorzdst ugy végezzik, hogy minden tényez8bsl kivélasztunk egy tagot,
ezeket Usszeszorozzuk, majd az igy nyert szorzatokat tsszeadjuk. Ha
minden tényez6bSl a b-t vélasztjuk, akkor b"-t kapjuk. Ilyen kifejezést
csak egyféle médon nyerhetiink. Ha k szdmu tényez6ébSl az a-t vélaszt-

Juk, s a tobbi n-k tényez6bsl a b-t, akkor akbn-k tipusu tagot kapunk, s
ezt annyiféle médon nyerhetjik, ahdnyféleképpen n tényez6 koziil k kiilon-

boz6 kivdlaszthat6 a kivdlasztott k szdmu tényez6bSl a-t vesziink, vagyis (;: )
féle médon,

Teh4t: ‘
@en® = 2 ()L (2) %4 (M) gL
k=0
ny n o 2 ny n-k
+(n)ab = Z (k)a b .

k=0

Figyeljiik meg, hogy a fenti formuldban szerepld kombindciés egyiitthat6k -
ban a fels§ sz4m mindig n, az als6 sz4&m 0-t6l n-ig novekszik. Az a és b
szdmok kitevfinek tsszege mindig n, és az a kitevSje megegyezik a kom-
binicids egyiitthat6 als6 szdmé4val.

Irjuk fel a binomidlis tételt n kiilonbbz6 értékeirel

a+b)° =1 = (g)

(a +b)1= l.a + L.b = ({1))34- G)b

(a+b)2 = 1.a2+2ab+ 1.‘b2 = (g) a2 + (?) ab + (;) b2

(a + )¢ = (E)aobk +(1;)abk'l ++(t) ap°

Ha most csak az egyiitthatokat tekintjiik és azok szdmértékét kiszd-
mitjuk, a kovetkezl elrendezést kapjuk:
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(3 3 3 3

0 1 2 3
G @ G G
o () () ()
Ez az un. Pascal-féle hiromsztg, amelynek rendkivil egyszeri kép-
zési szabdlya van. A szabily kiilsndsen konnyen megfigyelhetS a jobb oldali
héromszdgtn: minden sor els§ és utolsé eleme 1, egyébként birmely szdm

a folotte 4116 két szdm Usszege. Ugyanis a kombindcickra érvényes a kvet-
kez6 tsszefiiggés:
() ) - (2
k k+1 ktl/ °

Ezen tsszefiiggés helyességét konnyen beldthatjuk, ha a benne sze-
repl6 kombindcickat az . ... formula alapjén a faktoridlisak segitségével
kifejezziik:

4
(4) 1 4 6 4 1

nl + nl . (n+-1)!
k!(n-k)! k+Dim-k-DI (D) (n-k)!

Ha az egyenlet mindkét oldaldt n!-sal osztjuk, kapjuk:

1 + 1 _ n+l1
kl(n-k)I &+Di{n-k-1)1 ~ (k+DI(n-k)!

Szorozzuk most meg az egyenlet mindkét oldalst a jobb oldal nevez§jével:
{(k+Dl(n-k)!~-sal, ekkor a:

k+i+n-k=n+1

azonossdgra jutunk. n
Megjegyezzik, hogy az (k) kombin4ci6 kiszdmitdsa az n és a k nagy

értékeire igen nehézkes, éppen a faktoridlisok nagy értékei miatt. Felme-
riil tehdt a probléma, hogyan lehet a Pascal-hdromszbg elemeit nagy n és
k értékeire megbecsiilni. Az esetben, ha az n piros szdm, azaz 2m ala-
ku, a Stirling-formula fethaszn4l4séval egyszerii alaku becslést kapunk a
hdromszdg 2m-edik sordnak kbzépss (legnagyobb) elemére:

-



2m
( 2m)+ emy _ (EZ_) |/ 2 T2m ) 22m
m (ml)2 (%)Zm. » fm m

A valdsziniségelméleti alkalmazisok sordn erre a becslésre lesz a leg-
tobbsztr szilkkségiink.
Megemiitjik még, hogy a Pascal-hdromsztig képzeletbeli kdzépvona-
lira szimmetrikus, vagyis:
ny _{n
(k) - (n-k)'

Ennek belitdsa a faktoridlisok segitségével igen egyszerii:

n] _ nl
ki(m-k}l ~ (n-k)k!

Rémutatunk még, hogy a Pascal-féle hdromszg n-edik sora elemeinek

dsszege: 20
(3) + (111) +... +(2) = ()",

Ugyanis
Az 1. 4.4 Usszefiiggés alapjdn konnyen vélaszolhatunk arra a kérdésre,
hogy mennyi az X = {1, 2, ..., n} véges halmaz Usszes részhalmazainak
széma: '

X-nek (111) db egyelemil részhalmaza van;
([21) db kételemii részhalmaza,

(g) db hiromelemii részhalmaza;

(;) db k-elemi részhalmaza stb.

Ha az X részhalmazai k6z€ szémitjuk az iires halmazt: O-t és magét az
X=112..., n} halmazt is, akkor az X 6sszes részhalmazainak

széma: (6)+ (3) =+ (2) = 2.

Ismétléses kombindcisk. Az ismérléses kombindcié fogalma légegy-
szeritbben a kvetkez§ elhelyezési problémdval kapcsolatban érthet§ meg.
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Van n dobozunk 1-t6l n-ig megszdmozva, és k db egyforma szdmozatian
golyénk. Hényféle médon helyezhet8 el a k sz&mu megkiilonboztetd jelzés
nélkiili goly6 az n kiilonbz§ dobozban? Pl. n =4, k = 5 esetén egy elhe-
iyezkedés:

n cellit n-1 vonds segitségével reprezentilhatunk, ezt az n-1 vonist kell
elhelyezni minden lehet8 (megkiilonboztethet§) médon a golyodkat jelképezd
k pont kozott. Minden elhelyezkedés n + k - 1 szdmu jel egy konfigurd-
ci6ja, ahol a jelek kbziil n-1, illetve k egyforma. Az Ysszes megkiilbnbsz-~
tethet8 esetek szdma nyilvdn ismétléses permutdci6:

Sematikusan:

et - (") ()

Példdk valésziniiségek kombinatorikus kiszdmitdsdra

1. Tekintstink egy urnidt, amelyben a szdmu fehér és b szdmu fekete
goly6 van. Mennyi a val6sziniisége annak, hogy taldlomra fehér golyét
huzunk?

Itt az bsszes esetek szdma a + b, mert ennyi goly6 van dsszesen az
‘urndban, s bdrmelyiket huzhatjuk. Kedvezfeset, ha az a szdmu fehér golyé
valamelyikét huzzuk, tehdt a keresett valésziniiség:

2
ath

2. Tekintstink egy urnit, amelyben n szdmu szdmozott golyé van,
rendre az 1, 2, ..., n szdmokkal ellitva, Kihuzzunk m - n szdmu golyét
egym4s utdn ugy, hogy a kihuzott goly6t mindig visszatessziik a kbvetkezd
huzis el6tt. Mennyi annak a val6sziniisége, hogy a kihuzott szdimok mind
kiilonbtz8k?

Az 6sszes esetek szdma most nm, mert mind 2z m huzdsndl az n
goly6 birmelyikét huzhatjuk.

A kedvez§ esetek tsszeszdmldildsdn4l igy gondolkodunk: elis§ huzdsra
az n golyé birmelyikét huzhatjuk. Mésodik huzédsra n-1 kedvez6 huzdsi le-
het§ség van, mert ha azt a golydt, amelyet elfszor huztunk mégegyszer
kihuzzuk, mér nem kovetkezik be a jelzett esemény (hogy ti. mindegyik
sz4m kiilonbbz6), A harmadik huzdsra n-2, .., az m-edik huzdsra
n - m + 1 kedvez§ huzdsi lehet8séglink van, igy a kedvez( esetek szdma:
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nn-1...m-m+ 1)
A keresett valdsziniség:
nn-1)...(n ~-m+1)

m
n

3. Tegyiik fel, hogy n urndnk van egymds mellett elhelyezve és mind-
egylkben a fehér és b fekete golys van. Mindegyik urnibél kivesziink egy
goly6t. Mi a valésziniisége, hogy k fehér és n-k fekete golydt huzunk ki?
Jeldljitk ezt a valGsziniiséget P, ~val.

Az dsszes esetek szdma (a + b)n, mivel minden urndbdél az a +b
szdmu goly6 bdrmelyikét huzhatjuk. Kedvez8ek azok az esetek, amelyeknél
k szdmu urndbol fehér golyot huztunk és a tobbi n - k urnibé! feketét,

Ilyen dsszetétel ak bn-k-féle mdédon johet létre, hiszen minden olyan ur-
ndb6l, amelyb6l fehér golyot huztunk, az a szdmu fehér golys birmelyikét
huzhatjuk, ugyanigy minden olyan urngbél, amelyb6l feketét huztunk, a b
szdmu fekete goly6 birmelyikét huzhatjuk.

Mivel k szdmu olyan urna, amelybgl fehéret huztunk az n urna ko-

zott ( :) -féle médon helyezkedhet el, a kedvezd esetek szdma:

ny k  n-k
(k) a b
A keresett Pk val6sziniiség a klasszikus definici6 alapjén:
e (e - () @)
k k @ _*_b)n k/\ atb atb
aih éppen annak valdsziniisége, hogy egy huzds eredménye fehér golyo,
mig 5 2nnak valdszinusége, hogy egy huzds fekete golyot eredményez.
Bevezetve a
= —i- = 1 - = h
p a'!'b ’ q p a+b

jeldlést, a keresett valdszintiség:
_{ny k n-k
(1.5.1) Pk-(k)p q
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha csak egy urndnk van, amelyben
a fehér és b fekete goly6t tettiink és n-szer huzunk, de ugy, hogy a ki-

huzott goly6t a kovetkezd huzds elStt mindig visszatessziik (és a golyokat
jol osszekverjiik),
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Tekintsiik most a fenti problémdnak azt a specidlis esetet, amikor
egy urnéban 1 fehér és 1 fekete goly6 van, és n-szer huzunk visszatevés-
sel,

Mi a val6sziniisége, hogy n huzds sordn k-szor fehéret huzunk?
Most mind a fehér, mind a fekete goly6 kihuzdsénak vaidszinlisége egy

- G (-

Ugyanennyl a valészinlisége, hogy n-szer feldobva egy szabédlyos ér-
mét (1 forintot) k-szor irést, n-k-szor fejet dobunk. (Itt az urndbél valé
huzdst a forint feldob4sa helyettesiti, s afehér goly6 huzisinak az irédst a
fekete goly6 huzdsédnak a fejet feleltetjiik meg. Nyilvdnval6, hogy a két
meodell teljesen ekvivalens.,)

-Vizsgéljuk meg kissé kizelebbrsl, hogy ennek a kisérletnek, amely
egy érme n-szeri feldobdsdbdl 411, mik az elemi eseményel. Tegyiik fel,
hogy elvégezzilk az n érmedobdst, s valahdnyszor irdst dobunk, egy 1
betiit irunk, valahdnyszor fejet eredményez a dobds, F betit irunk. A ki-
sérlet egy kimenetele n betut eredményez, I és F betiikbSl 4116 n elemt so-
rozatot:

IIFIFFF...FIFL Egy ilyen sorozat most az esemény-
tér egy "pontja". Az I és F betikbSl 2R szému n-elemil sorozat képez-
het§, mert minden helyre akdr I-t, akdr F-et irhatunk. Az Usszes elemi
események szdma tehdt 2%, s mindegyik elemi esemény egyenl§ valdszi-

huzds sorén % . Igy

niiségli, bdrmelyiknek -1-1-1 2 valdszinlisége, Olyan n elemii sorozat az
"2
I és F betukb8l, amelyben k szdmu I betil és n-k szdmu F betii szerepel

nyilvdn (:) -féle van, mert ennyiféle mddon vilaszthatunk ki k helyet az
n hely koziil az I betilk szdmdra, A tobbi helyre F betit irunk. Az az ese-

mény, hogy k-szor dobtunk irést, (:

4. Bolyongéds a szdmegyenesen. Tekintsiik ismét az 1 forintos érme
n-szer egymis utdn torténd feldobdssbol 4116 kisérletet. Az egyes dobdsok
eredményeit most is irdsban rogzitjik I és F betiik segitségével, és ezen
felul egy bsbut mozgatunk a szdmegyenes egész koordindtdju pontjain, az
origobs! inditva a bibut.

) szému elemi eseményt tartalmaz.

F % I
”.\ /‘\
1 1 1 L 1 -
~2 -/ J / 2
‘5, dbra
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Valahdnyszor irdst dobtunk, a bibu jobbra lép egy egységgel, vala-
hényszor fejet dobunk, balra toljuk a bibut egy egységgel. Mi a valészini-~
sége, hogy n 1épés utdn a bibut 2z x ={ pontban talfljuk?

Tegyuk fel, hogy n 1épés sordn a bibu a-szor 1épett jobbra és b-szer
balra. Ekkor

a+b=n
a-bs=4{
gzl +£
2
n-4£
+ b= =)
A bibut tehdt akkor taldljuk n 1épés utdn az x ={ pontban, ha n+2£ -szer
lépett jobbra, n - B'-!-zi = n;; -szer pedig balra. Ez az eset

n
(n+f ) -féleképpen kivetkezhet be. A keresett valészinliség

| B

.P =
2

Mivel mind a jobbra, mind a balra lépések szdma csak egész szdm
lehet, E‘-}- pedig csak akkor egész, ha n és { vagy mindkettS piros,

vagy mindkettf piratlan, piros szdmu 1épés utédn a bibu csak piros sz4-
mon, piratlan szdmu 1€épés utdn csak piratlan sz4dmon 4llhat, Spectdlisan
pl. az az eset, hogy a bibu visszatér az origéba, azaz kiinduldsi helyére,
csak pdros szdmu lépésben ktivetkezhet be.

Szdmitsuk ki annak valészintiségét, hogy a bdbu 2n szdmu lépésben
visszatér a kiinduldsi helyérel

Ez az eset nyilvdn csak akkor kdvetkezhet be, ha a bibu ugyanany-
nyiszor lépett jobbra, mint balra, vagyls n-szer. A keresett val6szini-

ség:
o
o 22[1

E val6sziniiség kozelit6 értéke nagy n esetén:

().




Az olvasé6 eldtt bizony4ra ismeretes, hogy az un., Brown-mozgis je-
lensége abban 411, hogy a géztérben vagy folyadékban szuszpendilt kicsiny
részecskék 41landé mozgdsban vannak. Ha képzeletben kivélasztunk egy
részecskét, amelyet a fenti példdban a bibu helyettesitett, s figyeljik a
részecske elmozduldsainak vetiiletét, az x-tengely mentén (a részecske
mozg4sit persze nem érmedobds, hanem a ttbbi részecskékkel valé vélet-
len titkbzések vezérlik), akkor 14thatd, hogy a fenti bolyongdsi modell egy
fontos természeti jelenség kozelit modellje. A bolyongdsi modell alkal-
mazhat6é minden olyan kisérletmél, amelynél egy-egy megfigyelés sordn
csak kétféle kimenetele lehetséges.

5. Mintavétel visszatevés nélkil. Tegyiik fel, hogy egy urndban N
szému goly6 van, M fehér és N-M fekete. Egyszerre kivesziink az urndb6l
n <N goly6t. Mi a valészintisége, hogy a kihuzott n golyo kozott k
szdmu fehér golyé van? N

Az vsszes lehetséges esetek szdma most (n) , ezek koziil kedvez§

minden olyan eset, amelynél az M szdmu fehér goly6 kdzil k-szdmut, az
N-M szimu fekete goiy6 kozil n-k szdmut huztunk. A keresett valdszi-

liség: _
o G G

k=-——(—l;;l)——

Altalsban a fenti modell ipari minSségellendrzési problémdknil is alkal-
mazisra taldl.

6. Elhelyezési problémék. Kategdridkba sorolds. N dobozban helye-
ziink el n szdmu goly6t ugy, hogy minden egyes elhelyezkedés egyenlden
valoszini. A dobozok 1-N-ig szdmozva vannak. A golyékra vonatkozdlag
az aldbbi hdromféle esetet vizsgdljuk:

a) Tegylik fel, hogy a golydk szémozva vannak, azaz két kiilonboz8
dobozba keriilt golyd felcserélése mis elhelyezkedést jelent. Mia va-
16szinisége, hogy egy kivdlasztott dobozba k szdmu golyé keriil?

Az tsszes elhelyezkedések szdéma NT, mert mindegyik goly6 bir-
melyik dobozba keriilhet. (Ugy is képzelhetjiik, hogy minden egyes goly6-
nak kisorsolunk egy dobozt. ) Kedvezdek azok az esetek, amikor a kivdlasz-
tott dobozba k szdmu golyé kertil, n-k goly6 pedig az N-1 dobozba keriil
tetszlleges eloszldsban. A keresett valészinliség ekkor

n _y Bk
(e

k N
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b) Tegyuk fel, hogy a golyck nincsenek szdmozva, azaz megkiilonboz-
tethetetlenek, ugy két kiilonbtz3 dobozba keriilt goly6 felcserélése nem je--
&;?- 1) ismétiéses
kombindci6. Ha egy kiv4lasztott dobozban k szimu goly6 van, akkor a tobbi
n-k goly6 az N-1 szdmu dobozban annyiféle médon helyezkedhet el, ameny- i
nyi N-1 elem n-k-ad osztdlyu ismétléses kombindcionak szdma:

lent uj elhelyezkedést, Ekkor az tsszes esetek szdma (

(N+n-k-2)
n-k
A keresett valésziniség ekkor:
(N+n-k-2)
-y _nk
k (N+n-1 )
n

c) Tegyiik fel, hogy a golyck megkiildnbbztethetetlenek, de egy do-
bozba legfeljebb egy goly6 juthat, tehét egy dobozban vagy 1 vagy 0 a golyck
szdma. _ N
Ekkor az tsszes esetek szdma (n ) » a kedvez§ esetek szdma k =0

esetén (N;l), k=1 esetén(N 1), tehdt:

M)

1.6 Valészinliségek meghatirozdsa
geometriai médszerekkel

A val6sziniiség fogalmdanak megvildgitdsakor vdzoltuk, hogy a vals-
sziniiség specidlis mérték. Az vsszes elemi események 1 halmazinak, az
eseménytérnek P(I) mértékét 1-nek vesszik, s valamely A (T I esemény
P(A) mértéke mindig 0 és 1 kvzé es6 szdm. Ha az I véges szdmu elemi
eseménybSl (pontb6l) 411, s minden elemi esemény egyforma val6sziniisé-
gii, akkor valamely A (C I esemény valésziniisége egyszeriien az A ese-
ményben foglalt elemi események szdma osztva az osszes elemi esemé-
nyek szdmdval.
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Bizonyos kisérleteknél hasonl6é meggondolds alkalmazhat6 a valdszi-
niség meghatdroz4sdra abban az esetben is, ha az I-eseménytér végtelen
sok (méghozz4 kontinuum szdmosségu) elemi eseménybSl (pontbdl) 4il.
Tekintstik pl. a kivetkezd kisérletet:

7 o Egy I céltdblira lovést adunk le. Jelsljunk ki a kor
ﬁ alaku céltdbldn egy r sugaru A kort.

Mi a valészinusége, hogy a 1bvés az T sugaru A
R krbe tal41? A kérdésre egy adott 16vész esetében ugy
/ v4laszolhatndink, hogy sok lovést adatunk le vele, s a
‘1oyések kozill csak azokat vesszik figyelembe, ame-

6, 4bra lyek az I tdbldra csapsdtak (vagyis az I céltdbla eltald-

1484t biztos eseménynek tekintjuk). Az A kirbe esd
taldlatok és az Usszes becsapéddsok szdmdnak hdnyadosa, az A kbr elta-
1414s4nak relatly gyakorisédga, és sok lovés leaddsa esetén j6 kbzelitSleg
megadja az A kbr eltaldldsdnak P(A) valdszintiségét.

Kltaldban annéi nagyobb az A kor eltalilésinak valdszinusége, minél
nagyobbra vilasztjuk az A kor sugarit, vagy ami ugyanaz, minél nagyobb
az A kor terillete. A P(A) va-
16szinliség rogzitett nagysigu / .
kbr esetén 4ltaldban fiigg az A I TR
kr kbzéppontjénak helyzeté- T
t6l is, pl. j6 lovész és pontos RN
fegyver esetén a szordskép \ L
(7. 4bra) olyan, hogy a talé-
latok java része az I céltdbla
ktzéppontja koril surtsidik.
A becsapoédisi sliriiséget gra-
fikusan a 7. 4bra jobb oldaldn l4that6 siriségl felulettel jellemezhetménk,
amelyet ugy konstrudtunk, hogy a felilet alatti térfogat az egész I céltdblim
egységnyi legyen, s ekkor az A korbe esS talilatl gyakorisdg nagyjdbol
az A korrel, mint alappal vett gtrbiilt fedSalapu henger téxfogatival egyen-
18, (A hengert felilrdl a siiriiségi fellilet hatdrolja. )

Bizonyos esetekben (tdvolrsl leadott lovés, kis céltdbla stb. ) felte-
het8, hogy a becsapéddsok egyenletesen helyezkednek el az I céltdbldn, amin
azt értjuk, hogy az I célt4blén egy siirii négyzethdl6s beosztdst készitink,
akkor birmelyik kis négyzetbe egyforma valdsziniiséggel esik a talédlat.

Ez esetben annak valdszinisége, hogy a taldlat az I tébla egy A
résztartoménydba essék, az A tartomdny teriletével ardnyos. Az ilyen

“taldlatl eloszl4st nevezzitk egyenletes eloszldsnak. Pontosabb fogalmazds-
sal, ha a becsapod4si suruséget egy f (x,y) kétviltozds fuggvénnyel jelle-
mezziik, amelyet folytonosnak vesziink, tehit geometrlalilag egy feliilet
reprezentd!, és

7. ébra
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fff(x,y) dx dy = 1, akkor
I

PA) = /A .[ f(x,y) dx dy .

Egyenletes becsapsdési sliriiség esetén
f(x,y) = c (dllandd), ha (x,y) € I, egyébként

0; és az / f cdxdy = 1 feltételbSl, ha az I

négyzet terulete egységnyl, akkor c = 1, Ez esetben P(A) = f _[ dx dy az
A tartomény teriiletével egyeni (A C 1),

A ktvetkezSkben egy-két példit mutatunk be az egyenletes eloszlis-
ra. Mindegyik példdban feltételezziik, hogy annak valészinisége, hogy egy
véletlen pont az eseménytér egy kivélasztott részhalmaziba esik, az illets
részhalmaz geometrial méretével (intervallumnil az intervallum hossz4-
val, sikbeli tartomé#nyndl annak teriiletével) ardnyos:

8. ébra

1, Példa

Legyen az eseménytér a szdmegyenes (0, 1) intervalluma.
Mi a valésziniisége, hogy a
1 L 2 L (0, 1) intervallum egy talilomra
0 51 § 2 7 kivilasztott ! pontja (nevezzik
9. &bra véletlen pontnak) a (0, x) szakasz-
’ ra esik? Ez a val6szintiség:

P(0 < §<x) = x, [a (0,x) szakasz hossza ] .

Helyezziink most el két pontot véletlenszeriien a {0, 1) intervallumra. Le-
gyenek a két pont koordinét4i El és ";’2 . g

A(¥ T fz) pontpir egy sikbeli (x,y) pon- 7

tot képvisel, amely az egységnégyzet tetsz6-
leges pontja lehet: :ff’y
Tegyuk fel, hogy a ( ¢ v gz) véletlen

3
pont az egységnégyzeien egyenletes eloszlisu. 5, =X 7

10. abra
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" a) Mi a val6szinisége, hogy mindkét pont a
(0, x) szakaszra esik? Ez az esemény nyilv&n akkor
X ktvetkezik be, ha mind fl, mind ¥, értéke kisebb

mint x, vagyis a keresett val6szinuség, a bevonalkd-
zott x oldalhosszusédgu négyzet teriiletével egyenld,
— 7= ez pedig x2,

X
11, 4b b L
ra 7 a? S

b) Mt a val6szinlisége, hogy a két pont X
egymdstol valé tévolsdga kisebb, mint x? - X

A |§1 - le < x esemény akkor kbvet- 14
kezik be, ha a pont a 11, 4bra szerintl bevo-
nalkszott tartoményba esik: .,..,\__,,._7 —

X T

12, 4bra
A keresett tartomény tertilete nyilvan:

1-(1-:11)2=2x-x2

¢) Mi a valészintisége, hogy a fl és §2 pontokkal taldlomra hérom

részre osztott egységnyl hosszuségu szakasz A, B, C darabjaibé6l hdrom-
sztg szerkeszthet§?

} ) §’ j-'? !
13. 4bra

Ahhoz, hogyaz A, Bés C szakaszokbél hiromsziget lehessen szerkeszte-
ni, bdrmelyik két szakaszhosszusdg bsszegének nagyobbnak kell lennie a
harmadik szakasz hosszdnél:

A+B>C
A+C>8B
B+C>A

At 1<% 2 feltételezésnél ezekbsl az egyenlStlenségekbsl a kbvetkezlk
adddnak:



L §,>1- 8,3 5, Hed
2. B +(-EI<E - ¥ 1% 7,
3. 1-§>%. 1 7
Az 1. egyenl6tlenséghdl: §, > % ; 7
, L, STy
a 2, egyenlftienséghfl: §2< L +5% 2 '
14, 4bra

a 3. egyenlftlenséghsl: §1< %adodlk.

1 1 1

< = < = < =

A fz 21 esetén viszont a fl > 2 fl ?2 +5 fz 5
reldciékat nyerjuk. (Egyszeriiena fl és a fz szerepét felcseréljik.)

A keresett valGszinliség tehdt az 4brdn 14that6 bevonalkdzott idom teriile-~
tével egyenls, ami .41'..

2. Példa

A Buffon-féle tiiprobléma. Huzzunk egy papirlapon két pirhuzamos
egyenest, amelyek egymdstol 2d tdvolsdgra vannak, Dobjunk a lapra egy
tiit, s ennek hossza legyen 2 £ . Feltesszilk, hogy £ <d.

Mi a val6sziniisége, hogy a tii metszi yalamelylk egyenest? A tu
helyzetét két adattal jellemezhetjik: kbzéppontjdnak tdvolsdga a kizelebbl
egyenestSl legyen x, és az egyenessel bezdrt szbge legyen <.

Nyilvdn: 0 £ x £ d
0£(< T lehet.

A til akkor metszi az egyenest, ha x £¢.sin ¢f.

| ) x
——;é" I isiie
2d 2! !

15, 4bra

A keresett val6szinliség az 4brdn 14that6 bevonalkdzott teriilet osztva
d K -vel, az dsszes lehetséges (x, ¢p) pontok halmazdnak terliletével:

i 2
. - 28
P= an f!.sinqdcp— T "
0
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3. Példa
Egy felosztési probléma. Egy R sugaru I céltéhlét 9 kirrel ugy aka-
runk 10 részre bontani, hogy mindegylk kbrre — 10

niigég. Feltételezve, hogy a taldlat a tdbla. birmely pontjiba egyforma va-
16sziniséggel esik, s csak azokat a 1bvéseket szémltjuk, amelyek a tib-
l4ba taldlnak, hogyan kell az egyes kbrik R caes R3 sugarait
megvilasztani.
Jelsljik a k-adik kiir sugarit R val(k=1, 2, 3, ..., 9) akkor tel-
jesiilnie kell az
2~
Rk e

legyen a taldlatl valészi-

2 Tk(T dsszefuggésnek.
R
Innen:
k 10
“rl X k=1,2,...,9
k i0 sy
4, Példa

Gyakorlati szemponthdl hasznos lehet a kivetkezS példa 4tgondoldsa.
Egy mez8 a ktvetkezfképpen van aldakndzva. A mezbn 4tvezet§ egyenes
mentén egym4stol 10 méteres tdvolsdgra akndk vannak elhelyezve. Ha egy
harckocsi birmely pontja 1 méternél ktzelebb jut egy akna kézéppontjd-
hoz, akkor az akna robban. Ha egy 2 méter szélességii harckocsi az aknék
ktizéppontjait tsszekttl egyenessel ¢ sztget bezdré egyenes mentén halad
4t a mez6n, mi a valdszinisége, hogy sértetleniil 4thalad?. '

A ktvetkez§ dbra segitségével knnyl beldtni, hogy

A 7
%

16, 4bra

a keresett valésziniség ‘;E , hiszen a harckocsi akkor halad 4t sértetlenil,
ha kdzéppontja az 4thalad4s sordn az y szakaszra esik. Mivel:
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x
E=sin(.f,
x=10slnq’;
y=x -4

Tehdt a keresett val6sziniiség:

x =1‘lﬂsmq=1-55mq"

y_x-4 4 2 5> 2
- ha sinQ 5 -

wiine

Ha sin (§ € ¢ , akkor a sértetlen 4thaladds val6szinisége 0.

5. Példa

A kyvetkez§ példa abbél a szempontb6l tamulsdgos, hogy bizonyos id§-
tartamokra vonatkoz6 feladatot geometriai problémév4 lehet dtfogalmazni,
igy a megolddst a geometrial szemléletiink is segiti.

Egy kikotdhtz 24 ords idStartamon belill véletlen idSpontokban két
hajé érkezik. Az elSbb érkezdhajon rogton megkezdik a rakodést. A rakodds
az egylk hajén egy 6rit, a mésikon k ét 6rit vesz igénybe. Ha a mésodik
hajo akkor érkezik, amikor az els@nek befutottra még rakodnak, ugy vér-
nia kell a rakodds befejeztéig. Mi a valdsziniisége, hogy valamelylk hajo-
nak virnia kell a rakoddsra?

Jeltljilk azt az eseményt, hogy valamelyik haj6pak virakoznia kell,
A-val. A 24 6rds idStartam kezdetétSl az egy6rds rakodsideju hajo érke-
zéséig eltelt id3 legyen x, a misik hajé érkezéséig eltelt 1d5 legyen y
{6rdkban), A 24 dords idSintervallumnak feleltessiink meg egy 24 egységnyi
oldalakkal biré négyzetet, és legyen (x,y) ennek egy pontja. A négyzet
terillete T = 242 = 576, '

Az A eseménynek megfelelf (x,y)
pontok halmazét kell meghatdroznunk. Te- y=x+1
gytk fel elGsztr, hogy x <y, azaz a rivi - §=x-2
debb rakod4si idejli hajé érkezik elSszbx,
A miésodik hajénak nyilvdn akkor kell v4-
rakoznia, ha y<x+ 1. Ha a kétoris rakc-
ddsi ideju hajd érkezik elfszbr, azaz x< vy,
az esetben a mdésik hajonak akkor kell v4-
rakoznia, ha

24
7 17. ébra
X<y + 2, vagyls y>x - 2

Az A esemény tehdt akkor kiovetkezik be, ha az (x,y) pont az .
y=x+1és azy=x - 2 egyenesek kzé esik. L. 17. dbra.
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Az A esemény hekdvetkezése szempontjdbol "kedvez§” bevonalkdzott

tertilet: 2
23 )
576 - (-—5- +T = 69, 5.

Ezek alapjdn az A esemény valdsziniisége:

69,5
P(A) = 'ﬁ'/v 0,12 .

1.7 Feltételes valdszinliség és figgetlenség

Legyen A és B két esemény, amelyek ugyanazon kisérlet eredménye-
ként bekivetkezhetnek. Tételezzlik fel, hogy mindkét esemény pozitiv va-
\6szintiségli, azaz P(A) > 0 és P(B) > 0. Az A és B eseménycket egymds-
tol fliggetlennek nevezzik, ha az A esemény bekdvetkezése vagy be nem
ktvetkezése semmiféle hatdst nem gyakorol a B esemény bekivetkezésére
vagy be nem kbvetkezésére. Mit jelent ez statisztikailag?

Végezzlik el n-szer egymds utdn a kisérletet és szdmldljuk meg
hényszor kivetkezett be az A esemény. Legyen ez a szdm k x ekkor

k

g4) =2

az A esemény relatiy gyakorisdga.

Tekintsik most csak azokat a kisérleteket, amelyek eredményeként
a B esemény bekivetkezett, legyen ezek szdma kp és szdmldljuk meg,
hogy ezen kisérletek sordn hdnyszor kovetkezett be a B eseménnyel egyiitt
az A esemény is, vagyis az AB esemény. Legyen ez a szdm k AB"

A _A?_ hényadost az A esemény B-re vonatkoz6 feltételes relativ

B
gyakorisdgdnak nevezziik és g(Al B)-vel jeloliik.

A g(AlB) feltételes relativ gyakorisdg lényegében igen egyszeri fo-
galom. Arrdl van sz6, hogy csak azokat a kisérleteket vessziik szdmitds-
ba, amelyek eredményeként a B esemény bektvetkezett és azt szdmoljuk,
hogy ezen kisérletek sordn hényszor kivetkezett be az A esemény. Ez azt
jelenti, hogy az eseményteret lesziikitjik a B halmaz elemi eseményeire.

Ha az A esemény fiiggetien a B eseménytS!, akkor az A esemény
relativ gyakorisdga és feltételes reiativ gyakorisdga megegyezik egymdés-
sal, azaz
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k

AB
*a K _Twn _ ras
n Tk K )

%

Hosszu kisérletsorozatoknél azt tapasztaljuk, hogy
csakugy, mint a relativ gyakorisdg, a feltételes
relativ-gyakorisig is stabilitdst mutat.
A DAB P(AB)
P(B)
tételes valGszinliségének nevezzilk és az aldbbl mddon jelsljitk:

18. Abra

hényadost az A eseménynek a B eseményre vonatkozo fel-

PA B)
P(B)

Innen: (1. 7. 2) P(AB) = P(A| B) P(B)

(1.7.1) P(AIB) =

Az (1. 7. 2) 8sszefuggést a valdsziniségek szorzdsi szabdlydnak nevezzik.
Azt mondjuk, hogy az A esemény fliggetlen a B eseményt6l, ha

P(Al B) = P(A)
, _ KAB)
Ekkor P(A) P(B)
vagyls (1. 7. 3) P(AB) = P(A) P(B)

Ez azt jelentl, hogy fiiggetlen események szorzatdnak valésziniisége
a valdsziniségeik szorzatival egyenlS. Ez a szabédly csak fiuggetlen ese-
ményekre igaz.

Analég modon definifljuk a B eseménynek A-ra vonatkozo feltételes
valésziniségét:

P(AB)
P(B)

Az (1.7.2) és (1, 7, 4) dsszefliggésekbs!l adadik, hogy

(L7.4) P(BIA) =

P(AIB) P(B) = P(BIA) P(A)

azaz P(AIB) - BA)
P(B1A) P(B)
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Kdnnyti beldtni, hogy ha az A esemény figgetlen a B eseménytfl, akkor B is
filggetien A-t6l, azaz

P(AIB) = P(A) -bSl ktivetkezik
P(BlA) = P(®B) ,

ekkor ugyanis (1, 7, 4) alapjin:

PAIBPB) _ P(A)P()

BBIA) = =5l PRy = P® .

Ugyancsak ktnnyii beldtni, hogy ha A fiiggetien B-t5l, akkor A flggetlen
a B eseménytfl, valamint A fuggetien B-t5l és A fuggetlen B-t§l, Ezek bi-
zonyitisa:

'P(Aﬁ) _ P(A)-P(AB) _ P(A) [1-P(B)}

PAID) = 3® - T 1Em 1R T
Itt felhaszndltuk a
P(A) = P(AI) = P[ A(B + B)] = P(AB) + P(AB)
Usszefiggést, amelybSl
P(AB)= P(A) - P(AB)
adodik.
- A P(B)- P -
Itt alkalmaztuk a

P(B) = P(IB) = P { (A+A)B] = P(AB) + P(AB)

tsszefiigpést, amelybdl

"P(AB) = P(B) - P(AB)
adedik.
Az (1, 7. 2) formuldval kifejezett szorzdsi szabidly 4ltaldnosithat6 n
eseményre. Altaldnos szorzisi szabély:
Ha A r Az. .s ,An tetszGleges események, akkox

(1.7.5) P(AIAZ' .. An) = P(AniA 1A2‘ .- An- I)P(A—n- ilA 1A2' . An- 2). .o
- P(AzlAl) P(Al)
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Itt feltételezzilk, hogy a vondsok mugdtt 4116 vagyis feltételként sze-
replé eseményszorzatok valdsziniségel pozitivak.
A tétel bizonyitdsa trivi4lis.

PA Ay A A)=PAIAA..A ) PALALA )

PAA,..A ) =PA IAA.A ) PAA..A )

n-1 177172

P(A lAz:) = P(AzfAl) PA 1)

Az események filggetlenségén kiviil hasznéini fogjuk a kisérietek fiig-
getlenségének fogalmdt, ami egy kicsit 4ltaldnosabb, mint az események
fiiggetlensége. Lényegében két kisérletet is akkor tekintiink fiiggetlennek,
ha nincsenek egymésra semmiféle befolydssal. Ez azt jelenti, hogy az
egylk kisérletnél bekvivetkez8 birmely esemény fliggetlen a mésik kisér-
letnél bektvetkez§ birmely eseménytSl. Pl. tobbszor ismételt kockadobis,
érmedobis stb. fiiggetlen kisérletek sorozatdt képezik. Ugyanugy fuggetien
kisérletsorozatrél van sz6, ha egy urniban sz4mozott golydk vannak, és
taldlomra kivesziink egy goly6t, feljegyezziik a szdmét, majd visszatesz-
sziik az urndba, s a kivetkez6 huzds elftt j61 osszekeveriik a golyokat, :
Ilyen urna segitségével toxténhet pl. egy statisztikal sokasédg tagjainak vé-
letlenszerii kivdlasztésa. (Sorsolis.)

Levezetiink most egy fontos dsszefliggést, amelyet a teljes val6szi-
niség  tételének neveznek, s amelyre a tovdbbiakban tobbszsr fogun
hivatkozni. '

Alkossanak a Bl’ B Bn események teljes eseményrendszert,

= 0, ha i#). Ez azt jelentt,

LR

azazlegyenBl+B2+ +Bn= Iés BiBj

hogy kisérletiink megfigyelésiink sor4n a B; események kbziil egy és
csakis egy feltétleniil bekovetkezik. Legyen most A egy tetszdleges ese-
mény, amelyaB , B, ..., B események mindegyikét8! kiilsnbozik.
Ekkor: 12 n

P(A) = P(AI) = P[A (81 +B, +... +Bn)] =

= P(AB, + AB, + ... + AB)

Itt a zdrGjelen beliili 8sszeadanddk ugyancsak
egymdst kizdr6 események, ezért:

P(A) = P(AB 1) + P(ABZ) +... + P-’ABn)

19, dbra

ugyanis ha Bi és‘Bj diszjunkt halmazok, ak-
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kor ABi c Bl’ ABJ CB;]’ mint részhalmazok ugyancsak diszjunktak, s

mint események kizdrjdk egymadst.
Az (1.7, 2) formula alapjdn:

P(AB) = P(AIB) P(B) , d=12,...,n
tehat ’

(1.7.6) PA) = P(AIBI)P(B 1) + P(AIBZ)?(BZ) +. ..+ P(Al Bn)P(Bn) =
: n

- ) PAIB) PE)
£, TAIE) PO,

Az (1. 7. 6) tsszefiiggést a teljes valosziniiségek tételének nevezzik. Ha is-
merjik az A eseménynek mindegyik By eseményre vonatkoz6 feltételes va-
I6szinliségét és-a B, egemények valésziniségét, akkor kereshetjik vala-
melyik Bj eseményﬁek az A eseményre vonatkozé feltételes valészinti-
sépgét.

Az (1.7, 4) formula alapjén:

P(AB) P(AIB,) P(B)

Behelyettesitve a (1. 7. 7) formula nevez5}ébe az (1. 7. 6) kifejezést:

PAI Bi) P(Bi)

(L.7. 8) P 1A) =

2 P(AIB) P(B)
= 7

Az (1.7, B) bsszefliggést Bayes-féle formuldnak nevezziik.
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2. fejezet

VALOSZINUSEGI VALTOZOK
ES VALOSZINUSEGELOSZLASOK

- 2.1 A valdszinliségi valtozd
és a valoszinliségeloszlas fogalma

A véletlen kisérlet fogalmét az I. fejezetben megismertilk. Egy ki-
sérlet kimenetelét igyekszink numerikus formdban jellemezni. Legtibb-
s8Z0r maga a kisérlet olyan természetii, hogy eredménye numerikus form4-
ban jelentkezik. Ha pl. a kisériet a talajvizszint megmérése egy adott
helyen, akkor a kisérlet eredményeként egy szdmértéket kapunk, amely
szdmérték, ha a méréseket kiilonbbzd idSpontokban végezziik, igen kiilon-
biz8 lehet, a véletlent8l fiigg, hiszen a talajvizszint alakuldsdban szdmos
véletlen komponens jitszik szerepet. A Duna vizszintje adott helyen kiilon-
bioz8 iddpontokban mérve, az esls napok szdma méjusban (kiilsnbozd évek-
ben megfigyelve) mind olyan szdmadat forméjdban jelentkeznek, amelynek
értéke filgg a véletlentSl

Az olyan mennyiségeket, amelyek értéke a véletlent8l fiigg,véletlen
mennyiségeknek vagy valdsziniiségl viltozéknak nevezzilk. Azokat a szdm-
értékeket, amelyek a kisérlet eredményeként felléphetnek (a kisérlet
bsszes lehetséges szdmszerii kimeneteleit) a val6sziniiségl vdltozé lehet-
séges értékeinek vagy értékkészletének nevezziik. A valGsziniiségi vilto-
zékat a gbrdg ¥, 7, ¢ betiikkel fogjuk jeldini.

Ha a ¥ valdsziniiségi viltozs egy foly6 adott helyen mért vizdlldsit
jeloli, akkor ¥ értéke egy ésszerlien vilasztott intervallum tetszSleges
pontja lehet, ¢ értékkészlete tehdt egy intervallum kontinuumnyi sok
pontja.

Ha az 7 val6sziniiségl védltoz6 a méjusi csapadékos napok szdmdt
jelsli, akkor 1 lehetséges értékeia 0, 1, 2, ..., 31 szdmok.

Ez a két példa is mutatja, hogy a val6sziniiségl viltozcék kilonbozs
tipusuak lehetnek. Az olyan valésziniiségi vdltoz6k, amelyeknek értéke a
szdmegyenes egy intervalluménak (vagy akdr az egész szdmegyenesnek)
tetszdleges pontjdba eshet, folytonos valdsziniiségi valtozdnak nevezzik.

A mérési eredmények 4ltaldban folytonos valdsziniiségi vdltozok., Az olyan
valdsziniiségl vdltoz6t, amelynek csak viges sok vagy megszdmldlhaté
sok értéke lehet diszkrét valésziniiségi - dltozdnak nevezzik. A gyakor-
latban szerepet jatszs diszkrét valdsziniiségl vdltozok legtobbjének értékel
csak nemnegativ egész szdmok lehetnek. ezeket egész értékil valdszinii-
ségi v4ltozdknak szokds nevezni. El&forjulnak olyan valésziniiségl vAltozok
is, amelyek sem a diszkrét sem a2 folytonos eloszlisuak csalddjdba nem
sorolhaték, ezeket kevert eloszldsuaknak: nevezziik, A késSbbiekben mu-
tatunk péld4t kevert eloszldsu valésziniiségl v4ltozora.
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A val6sziniségi vdltozéval, mint a kisérlet kimenetelének numerikus
jellemz8jével kapcsolatban elsfsorban az érdekel benniinket, hogy értékei
milyen suriséggel esnek a szdmegyenes klonbbz8 intervallumaiba (diszk-
rét eioszlds esetén adott pontjaiba). Amikor pl. azt kérdezzik, mi a val6-
wzinusége, hogy egy foly6 viz4lldsa egy adott honapban 650 és 700 cm ktizé
esik akkor lényegében az irdnt érdeklédunk, hogy ha igen sok éven 4t
ugyanazon honapban megmérjik a foly6 viz4lldsét, akkor az észlelt értékek
hanv szdzaléka esik a (650 cm, 700 cm) intervallumba,

Ha ezt a szdzalékos megoszlist a szdmegyenes tetszlleges interval-
imara tsmerjiuk, akkor azt mondjuk, ismerjiik a széban forgé valészinii-
segt valtoz6 eloszldsdt. Az 1. tdbldzat a Duna pozsonyi vizdlldséra vonat-
ko~d § vai6szindségl véltoz6 értékeinek k, gyakoriségaitktartakn'lazza.

Ha az egyes intervallumokra vonatkozé6lag kiszdmitjuk a 7—(1] H :’% s seey

ii

T‘d relativ gyakorisdgokat és az egyes Ai intervallumokra —7—% magassigu

téglaiapokat rajzolunk, akkor kbzelit szemléletes képet nyertink ¥ vald-
szimiségeloszldsrol.

§
i5
70
]
70

5

70

?’5
|

T — 1.
L4505 5506 6507 750 8 8509 950 10 150
20, 4bra

Az igy kapott grafikont hisztogramnak nevezziik. Abban az esetben,
ha a ¥ valdsziniiségi v4ltoz6 diszkrét eloszldsu, pl. ¥ a méjusi csapa-
dékos napok szdmit jelentl, akkor ¢ valésziniségeloszlisdnak szemlél-
tetésére eljdrhatunk ugy, hogya € =0, 1, 2, ..., 31 értéket feltiintetjuk
az abszcisszatengelyen és sokévi megfigyelési adatokb6l kiszdmitjuk ezen
szdmok relativ gyakorisdgit, majd a relativ gyakorisdgokkal ardnyos
hosszusdgu ordindt4kat rajzolunk ugy, hogy az ordindtdk hosszusigainak
tsszege 1 legyen.

Az igy kapott &brét a relativ gyakorisdgok diagramjdnak nevezzik.
Mind a hisztogram, mind a diagram csak kizelit§ képet ad az eloszldsrol.
M4s megfigyelési adatsor, tobb megfigyelés vagy sziikebb osztdlykdzok
csetében mds-m4s 4brit kapunk. Ennek ellenére elsd kvzelités céljibol
igen hasznos az ilyen jellegy 4brizolds. Egy ¥ valésziniiségi vdltoz6 va-
l6sziniiségeloszi4sat akkor tekintjik ismertnek, ha a szdmegyenes tetsz§-
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21. dbra

leges (a,b) intervallumdra vonatkoz6lag meg tudjuk mondani mi a valdszi-
nisége, hogy { értéke az (a,b) intervallumba esik, jeltljuk ezt a vals-
sziniséget P(a <§ b)-vel. Ehhez elegendd, ha tudjuk, hogy a szdmegyenes
tetszleges x pontjéra vonatkozélag tudjuk, mi a valdsziniisége, hogy ¥
értéke kisebb mint x. Ezt a val6szintiséget P(§< x)-szel jelsljuk. A
P( ¢ <x) valésziniiség az x viltozd figgvénye, jelbljiik ezt a figgvényt F(x)-
szel. Az F(x) figgvényt a valoszinuségl v4ltozd eloszldsfiiggvényének ne-
vezziik. Az F(x) eloszlisfuggvény értéke tetszfleges valds x esetén meg-
adja annak valésziniségét, hogy a kisérlet végrehajtdsa sordn § megfi-
gyelt értékét x-nél kisebbnek talfljuk.

Vegyitk szemigyre az F(x) eloszl4dsfiggvény tulajdonsigait,

1. Az F(x) eloszl4sfiuggvény értéke mindig 0 és 1 kozé esik (vagy
ezen értékek egyike) hiszen F(x) val6szintiséget fejez ki, a { £ < x}
esemény valosziniségét:

(2.1. 1) 0<Fx) £1

2. Az F(x) eloszldsfiiggvény az x mennyiség monoton nem cstkken§
fuggvénye, azaz b > a esetén F(b) & F(a). E tulajdonség teljestilését
konnyii beldtni, mivel b > a esetén a { € < b} esemény mindig bektvetkezik,
ha a { ¥ < a} esemény bekiovetkezik, de a{¥< b}esemény még akkor is
bekdvetkezik, ha a £¥< b tehdt:

{f<b}={§<a}+{a £§<h}
Itt a jobb oldalon egymést kizdrd események 4llnak, ezért a III. axiéma
alapjdn

P(f<hb) = P(E<a) + P(a <E<b)
azaz
F(b) = F(a) + P(a £ E<b)
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Az utébbi tsszefiiggésbbl:
(2.1,2) ~ Pa < ¥<hb) = Fd) - Fla).
- Bz az tsszefiggés mutatja, hogy F(x) értékeinek ismeretében tetszfleges

{a,b) Intervallum esetében meg tudjuk mondani annak valésziniségét,
hogy ¥ értéke az (a,b) intervallumba esik: ,

F)-F @)=~ (aégéﬁ)

22, dbra

Mutatunk egy példit, amely j6l érzékelteti, mennyire természetes
tulajdonsédga az F(x) eloszldsfiiggvénynek a monoton nvekvd volta. Tegyik
fel, hogy kisérletiink egy foly6 vizédlldsdnak megmérésébsl 411 adott helyen. .
A vizéllds nagysdga legyen a ¥ valdsziniiségl véltoz6. Legyena =5m,
b=7m. A{¥ <a} esemény akkor kivetkezik be, ha a vizéllis alacso-
nyabb mint 5m. A{% < Slesemény maga utdn vonja a{§ < 7} esemény
bekdvetkezését is, de ez utébbi esemény még akkor is bekovetkezik, ha 2
yizdllds 5m és 7 m kozé esik. Konnyii beldtni, hogyaz {5<%¥<7
esemény gyakorisiga a { £< 7hés { § < Slesemények gyakoriségainak kii-
lonbségével egyenls. Természetesen ugyanez igaz az illet§ események re-
latly gyakoriségaira is. Pl. az 1. tdbldzat adatal szerinta {§<5 m}ese-

1 _
70 2 a5
{¥<7 myesemény relativ gyakorisdga =0 és mivel a relativ gya-

mény relativ gyakorisdga
3 a
70 °
korisdgokra érvényes bsszefiggések a valésziniiségekre is teljesulnek,
fenndll, hogy

{¥<7 m} esemény relativ gyakoxisdga

P(§<7m) = (E<5m)+PEm<E <7 m)
A gyakorlatban csak olyan val6szintiségi valtozokkal taldlkozunk, amelyek

valamilyen véges értéket vesznek fel, a £<+oco esemeényt biztos ese-
ménynek, a §<-oco eseményt lehetetlen eseménynek tekintjik, tehdt:

- 46 -



F# oo} = lim F(x) =
X++0o0
(2.1, 3)
F(-o0} = lim F(x} =
X+ =0

A (2. 1. 3) beszefiiggések egydltalin nem jeientik azt, hogy x-nek nagy po-
zitiv vagy nagy negativ értéket kell adnunk ahhoz, hogy F(x) értéke 1,
ill. O legyen. Hapl. £ a kock4val dobott pontszdmot jelsl§ valGszinliségl
viltoz6, akkor

F(l) =0 é F(7) =

Egyébként a kockadobds pontszdmit jel5l8 ¥ val6szinuségl valtozo elosz-
14sfliggvényét konnyen megkonstrudlhatjuk. Ha € az 1, 2, 3, 4, 5, 6
értékek mindegyikét —é— valosziniiséggel veszi fel, akkor a F(¥<x) esemény

val6sziniisége, azaz F(x) értéke annyiszor % , ahdny szdm esik x-t6l

balraaz 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok kbzil, Az eloszldsfiuggvényt ¢kkor az.
al4bbi 1épesfs fluggvény szem!élteti.

!

D~

23. 4bra

Haa P(a €¥<b) =F(b) - F(a) kifejezésben a-t rogzitjitk, b-t pedig a-hoz
kozelitjlik, kapjuk:

F(a + 0) - F(a) = P(€= a)
ha viszont b-t régzitjik és a-t ktzelitjiik b-hez, akor az

F(b) - F(b-0) =

eredményre jutunk.
Az ut6bbl osszefitggés azt mut&tja, hogy az eloszldsfiiggvény balrél

folytonos x minden értékére, Az eloszldsfiiggvény jobbrsl nem folytonos

minden olyan x = a pontban, amelyre P(¥ = a)> 0. Ilyen pontokban az
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-loszldsfggvénynek P( § = a) nagységu ugrdsa van. A kockadobds esetében
aza=1, 2, 3, 4, 5, 6 pontokban P(¥ = a) = —é— » ezekben a pontokban,

1
mint a 23. 4brdn l4thatd, az eloszl4sfiiggvénynek 3 nagységu ugrdsa van.

Hasonl6an 1épcsfs szakaddsos figgvény az eloszl4sfiiggvény, ha
egy adott hénap vagy év csapadékos napjainak sz4dm4t jelenti. Ebben az
esetben az ugrdsok nagysdga természetesen 4ltaldban nem egyforma.

Az F(x) eloszldsfuggvény ugrdsa az x = x{ pontban a P(¥ = 1) esemény
valésziniiségével egyenls.

A val@sziniségeloszlést szemléletessé tehetjilk az aldbbi analégld-
val. Képzeljitk el az x tengelyt végteleniil vékony drémak, amelyen egy-
ségnyl mennyiségii tbmeget oszlatunk el. A drét kiilonbtz8 szakaszaira
jut6 tomegmennyiség igen v4ltozo lehet, Lehetnek olyan szakaszok, ame-
lyekre egyéltaldn nem jut tvmeg, egyes izolilt pontok pedig podtiv meny-
nyiségii tbmegek hordoz6l lehetnek. Ha F(x) jelenti az x pontt6l balra jut6
tomeg mennyiségét, akkor F(x) az eloszlisfliggvény tulajdonsdgaival ren-
delkezik, Az (a,b) intervallumba jut6 témeg mennylsége F(b) - F(a), ami
annak valdsziniiségével ekvivalens, hogy a € val6szintiségi v4ltozé értéke
az (a,b) intervallumba esik, csak tomeg helyett valészintiséget kell gon-
dolnunk. A tovdbbiakban szemléletesség kedvéért olykor valdsziniiség-
tomegrdl fogunk beszélni. Az elemi mechanika méds fogalmait is fel fogjuk
haszndini val6sziniiségelméleti fogalmak interpretildsira.

2.2 Diszkrét valdszinliségi valtozok

Eddigi tdrgyaldsaink sordn t6bb példdt l4ttunk olyan kisérletekre,
amelyekhez rendelt } valdszintiségi vdltoz6 csak véges sok értéket vehet
fel. Pl. az érmedobdshoz rendelt v4ltoz6 csak 0 vagy 1 értéket, a kocka-
dobds pontszdmdt jelol§ ¥ vé4ltoz6 az 1, 2, ..., 6 értékek valamelyikét,
egy adott honap, pl. méjus csapadékos napjainak szdm4t jelsl6 [ vil-
toz6a 0, 1, 2, ..., 3 1 értékek valamelyikét veheti fel. Az ilyen valo-
szinliségl v4ltozokat diszkrét viltozoknak nevezzuk. Ha a kisérlet egy te-
lefonkbzpontha érkez8 hivdsok megszdmlds4b6l 411 bizonyos {dftartamon
keresztiil, akkor a hivdsok szdmdt jelsl8 § vdltoz6a 0, 1, 2, ... érté-
keket veheti fel (ha a megfigyelési intervallumot képzeletben nagyon hsz-
szura nyujtjuk, akkor a hivdsok szdmit elvileg végtelennek is vehetjuk).

Altaldban: egy § valdszinliségl v4ltozdt diszkrét eloszldsunak neve-
zunk, ha lehetséges értékei véges (vagy megszdmlilhats) halmazt alkot-
nak,

A diszkrét eloszlés fogaiménak megvildgitisdt igen egyszeriivé teszi
a tdmegeloszléds analsgiija.
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Egy t valoszinliségivéltoz6t és a neki megfelel6 eloszl4st diszkrét-
nek nevezzilk, ha az egységnyl valészinliség-tsmeget az x tengely bizonyos
izol4lt pontjaiba koncentréljuk. Ezen feli! kikttjuk azt a feltételt, hogy
birmely véges intervallumba csak véges szdmu ilyen tomegpont esik.

Legyen X v Koy veo tdmegpontok véges vagy megszdmisthat6 soro-

zata, Pys Pgr +++ 2Z iliet6 pontokba elhelyezett tbmegek sulyok
4 Py By o B B

- g

7

= ° -

lr/ Xz x‘? LN X* L lﬁ
24, 4bra

SUREE koordindtik a diszkrét eloszldsu ¥ v4itoz6 lehet-
séges értékel, Pys Pyr voos a megfeleld valdsziniiségek analogonjai.

Ekkor az xl, X

Itt p, tehdt annak a val6sziniisége, hogy a § véltozé az x értéket
veszi fel:

PE=x)p (=12 ..)

Mivel az egész eloszlatott tdmeg egységnyi

Zpi =L
i

A diszkrét eloszldsu valosziniiségi viltozé eloszlésflggvénye:

F® = ) P

X <X
i

ahol az Usszegzést minden olyan i-re kiterjesztjuk, amelyre

X, <X
i

Az ilyen tipusu eloszldsfiiggvény 1épcsbfiggvény, amely 4llandé minden
olyan intervallum f8lstt, amely nem tartalmaz valamely x,; tbmegpontot.
Az eloszldsfiggvénynek minden x; pontban P, nagysdgu ugrisa van.
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2.3 Folytonos valdsziniiségi valtozok

" Egy valészintiségl vltozét akkor neveziink folytonosnak, ha értékef
egy (vagy tobb) infervallumban birhova eshetek. Ilyen val6szintiségi v4l-
toz6k pl. a mérési eredmények.

Pontosabban szélva a § valésziniiségl véltoz6t folytonos eloszldsu-
nak nevezzitk, ha eloszlésfuggvénye F(x) differencidlhat6,azaz létezik az
F'x) = f(x) fuggvény és f(x) folytonos.

Az eloszl4sfuggvény értékeinek ismeretében (ami rendszerint tdb-
14zat formé4jdban rendelkezéstinkre 411), tehdt minden egyes valés x-xre
tudjuk, mi a valdszinlisége, hogy a ¥ val6sziniségl viltozé értéke a szdm-
egyenesen az x ponttdl balra esik. A gyakorlatban rendszerint az érdekel
benniinket, hogy mi a vaidszinisége, hogy a sz6ban forgo valdszinuségl
valloz6 értéke bizonyos ésszerl hatdrokkal biré intervallaumba esik. LAt-
tuk, hogy annak valosziniségét, hogy a ¥ val6sziniségi v4ltozs értéke
az (a,b) Intervallumba esik, az eloszldsfuggvénynek az intervallum vég-
pontjaiban felvett értékeinek a kiilonbsége: F(b) - F(a) adja meg. Ennek
alapj4n azon esemény valdszinisége, hogy a ¥ valésziniségi viltozo értéke
egy kicsiny Ax hosszusdgu [x,x + Ax) intervallumba estk:

Pxcf<x + Ax) = Fx + Ax) - F(x)

o

}F (x+ DX} -F ()

v

X A+ A X
25. 4bra .

_—

Ha a ¥ valdsziniiségi véitozs folytonos eloszldsu, akkor F(x) differencidl-
hato fluggvény, azaz létezik az

F(x +4x) - F(x)
Ax

(2.3. 1) F'(x) = lim = £(x)

Ax-»0

deriv4lt figgvény.
A differenciilszdmitds kozépériéktétele alapjin
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Px £ §<x + Ax) x f(x) Ax

Az f(x) fuggvényta § valGsziniségl véltoz6 sirtiségfiggvényének nevez-
zuk.

A tomegeloszlés analdgidjdval élve, a folytonos valésziniségelosz-
ldsnak olyan témegeloszl4s felel meg, amikor az egységnyl tomeget sem
egyes diszkrét pontokba koncentrdljuk, hanem folytonosan oszlatjuk et az
x-tengelyen vagy annak egy intervalluméban, s ekkor az f(x) fuggvény rep-
rezentilja az egyes pontokba es§ tomegsiirtiséget, az f(x) & x szorzat
pedig a kicsiny Ax intervallumra esé tdmeg mennylségeét.

[

_

A

7 F (1) D

DR

26, dbra

Folytonos eloszldsok esetében rendszerint elénytsebb a siriiségfiiggvény-
nyel dolgozni, kiilontsen elméleti jellegi megfontoldsaink sordn.
Osszevetve a

P(a £8<b) = F(b) - F(a)

valamint az F'(x) = f(x) tsszefiuggéseket, konnyii beldtni, hogy

b
(2.3.2) f(b) - Fla) = Pa<¥<by = [ f(x) dx
a

Teh4t annak val6szintiségét, hogy a ¢ val6sziniségi viltozé értéke az
(a,b) intervallumba esik, a siirliségfiggvénynek az illet§ intervallumon
vett integrilja szolgdltatja,

27. 4dbra

Figyelembe véve, hogy

FHco) = 1, F(-o00) = 0,
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a
(2.3.3) 1 = F(+oo) - F(-00) = ff(x) dx
-00

reldcidbsl 14thats, hogy a surﬁségfﬁggvénynek az egész szdmegyenesen
vett integrdlja 1.
Az

X
2.3.4) F(x) = F(x) - F(-00) = P(-c0£f<x = ] f(t)dt

tsszefliggés mutatja, hogyan nyerjuk a slirliségfiggvénybll az eloszlds-
fuggvényt, ami egyébként a strilségfuggvény definiciéidbsl is kivetkezik.
Az F(x) eloszldsfliggvény tehdt a suruségfiggvény alattl terxiiletet adja a
(-o00, x) intervallum folott

F
f ‘/
| Fiy
e ] -/
] X X X
27/a 4bra

E teriilet mérSszdmdt olvashatjuk le az F(x) eloszldsfiiggvény grafikonji-
r6l, vagy praktikusan F(x) tdbldzatdbél.

Példa kevert eloszidsra

Emlitettiik, hogy a gyakorlatban fellép§ legfontosabb valészinliség-
eloszldsok vagy a diszkrét vagy a folytonos eloszlistipusba tartoznak.
'El&fordul azonban kevert eloszlds is, erre mutatunk most egy példit.

Tegyik fel, hogy egy Ures viztirozot egy foly6 vizével toitink fel az
év egy adott honapjdban, A foly6 vizhozama az illet§ hénapban legyen
n.m3, ahol % valdsziniségl v4itoz6, eloszlds4t folyamatosnak tételezzik
fel és legyen 7 stirUségfiggvénye g(x), ahol g(x) = 0 ha x < 0. A tdrozd
kapacitdsa legyen k m3, 3

Ha most 7 <k, akkor a tdroz6 az adott hdnap végén n m~ vizet tar-
talmaz, Ha 7 <k, akkor a tdroz6 a hénap végén k m3 vizet tartalmaz,
a tibbi viz tuifolyik.

Jeloljiuk most a hénap végén a tdrozoban levs viz me.nylségéta €
valészinuségl vdltozéval. Amennyiben az 7 £ k esemény pozitiv valészi-
nilségii, azaz
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oo _
[ smax>0,
k -

akkor ¢ kevert eloszldsu, eloszldsfuggvénye folytonos minden x < k érték-

re és ilyen x értékekre

X
P(E<x) = P(n<x) = [ g dt
-o0

Annak valdszinisége, hogy ¥ = k , annak valdsziniiségével egyenls, hogy
a vizhozam eléri vagy meghaladfa a k m3-t,
azaz

) P(§=k) = B(7 £K)

oo

= fg(x)dx>'o.
k

A ¥ valoszinuségi viltoz6 F(x) eloszldsfiiggvényének az x = k helyén ug-
résa van és az ugrds nagysiga éppen a (%) alatti mennyiség.

2.4 A tobbdimenziés valészinliségeloszlas fogalma

Sz4dmos esetben valamely kisérlet, megfigyelés kimenetele nem jel-
lemezhet§ egyetlen szdmadattal, hanem valamely jelenségge! kapcsolatban
két vagy tohd valdsziniségl viltozét egyidelileg kell vizsgdnunk. Ha pl
arra vagyunk kivdncsiak, hogyan fligg a Duna vizdll4s4t6l valamely part-
menti teriileten a talajvizszint, akkor a Duna vizdllisdt ¥ -vel,a talaj-
vizszintet 7-val jelSlve vizsgdljuk a (¥, %) val6szinliségl viltozdpdr vagy
miésként nevezve 2 3 = ( £, ) véletlen vektor eloszldsdt, mert ez szol-
gdl kiindulédsi alapként az tsszefliggés felderitésére.

Ha egyidejiliey egy foly6 vizdllds4t, a lehullott csapadék mennylsé-
gét és a talajvizszintet vessziik szemlgyre, akkor beszélhetiink a

-
£ = (El’ fz’ 53)
véletlen vektor eloszlfs4rdl, amelyeta § v §2 és §3 valdszinliségl

véltozok egyiittes eloszlisdrak 1s szokds nevezni.
Ha egy ¥ mennyiségre vonatkozélag n szdmu mérést végziink, amely-
nek eredményel a § v §2, ceen B mennylségek, akkor vizsgidlhatjuk
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ezen mérési eredmények egyiittes eloszldsdt, azaz a
E-(g, 5, 0 B

véletlen vektor vagy valésziniiségi vektorviltozs eloszldsdt. Még gyako-
ribb, hogy a ( ¥ v §2' cees fn) véletlen vektor helyett egy 7 = £( -Fl’

14 PORTER fn) = f(f) val6szinliségi viltozo eloszlisa érdekel benniinket,

ahol f egy n-véltoz6s figgvény. A matematikai statisztika legfontosabb
teriiletein: a becsléselméletben és a statisztikal hipotézisek vizsgélatdndl
ilyen tipusu véletlen argumentumu figgvények eloszlisa elsGdleges fon-
tossigu.

Fnglalkozzunk elfszbr a kétdimenzids véletlen vektorok eloszlisé-
val. Legyenek ¥ és 7 valoszinuségl vdltozok és tekintsik a (€, %) vé-
letlen pont sikbeli eloszldsét.

Jeldljk P(a1 £ §<a2, bl £ q<b2)-ve1 annak valdszinliségét, hogy a

véletler pont (a '§= (€, m )véletlen vektor) a fent szerepl§ szimokkal meg-
jelslt téglalapba esik:
‘ 7

b

N =i %///// ;
—_—

9
29, 4dbra 30. ébra
Ha ismerjiik ezt a valésziniiséget minden al, a2, bl' b2 sz4m esetére,

akkor azt mondjuk, hogy ismerjik a § és 7 valosziniségt valtozck egytit-
tes eloszlisit.
A f és 7 véltozok egyiittes eloszldsfiggvényét a

{(2.4. 1) H(x, y) = P(€ > x, 7 < y)

reldcié definidlja.
Konnyii beldtni, hogy

Pa, £¥f<a,, b € <h) =
2.4.2) 1 2’ P15,

= H(az, bz) - H(al, b2) - H(az, bl)+H(aib1) >0,
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amely vsszefuggés mutatja, hogy a H(x, y) kétvéltozés eloszlésfiiggvény
jsmeretében tetszSleges sikbell téglalap valdsziniiségl mértékét meg tudjuk
hatdrozni.

Bizonyitds nelku! megemlitjiik, hogy H(x, y) mindkét viltoz6jdnak
monoton nemcstkkend fuggvénye, tovdbbi

H{#co, +o0) = 1, H(-co,y) = H(x, -od = 0.

A kétdimenzios valészintiségeloszlés matematikal tdrgyaldsa lénye-
gében teljesen analdg a sikbeli tomegeloszlds vizsgdlatdval, ha egységnyi
tomeget képzelunk eloszlatva az (x, y) sikon. Egy adott téglalapba es§ t5-
meg mennyisége azon esemény val6sziniiségének felel meg, hogy a (§,7)
véletlen pont az illet§ téglalapba esik. A H(x,y) fuggvény adott (xo, yo)

pontbeli értéke most azt a tsmegmennyiséget reprezentélja, amely az
X<X , ¥4 Y, végtelen siknegyedbe esik.

Ha ismerjuk a (€, 9 ) pir H(x,y) egyiittes eloszldsfiiggvényét ebbll
konnyen megkaphatjuk a ¥ il n valésziniiségl vdltozék F(x) ill. G(y) el-
oszldsfiggvényeit.

Ugyanis:

(2.4.3) ~ Hx, +o0) = P(E< x,q<+o0) = P(T<x) = F(x)
(2.4. 4) H(too, y) = P(E< +oo,'rl<y) = P(‘rt<y) = G(v)

Az igy nyert F(x) ill. G(y) eloszlisfiggvényeket vetiilet- vagy peremelosz-
14s-fiiggvényeknek is nevezzik.

Kétdimenziés eloszldsokn4l is megkilonbsztetiink diszkrét és foly-
tonos eloszlisokat.

Ha mind ¥, mind 7 diszkrét valésziniiségl véltozd, akkor egyiittes
eloszldsuk diszkrét sikbell eloszids. Egyszeriiség kedvéért legyenek § és
7 egész értékl valdsziniiségl viltozok, azaz lehetséges értékelk legyenek
nemnegativ egész szdmok. A (¢, 7n) értékpdrok valdsziniiségeire vezes-
siik be a

P(E=k, n-2) = e jeitlést. (k, & =0,1,2,...)

Természetesen Z Z s =1
K¢ kt

Ha az Tt egyilttes valdsziniiségeket egyik indexiik szerint osszegezzuk,

nyerjiik a peremeloszlésokat.
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(2.4.5) %—rke=%_f'(§=k, =0 =KE=K=p_,
246 2 1,=0 BExk 7=0)=HKq =4)=
k k

Ezeket az tsszefiggéseket a teljes valdszinliség tétele alapjdn egysze-
riien beldrhatjuk.

Szdmunkra az alkalmazésok szemponti4bdl legfontosabb az az eset,
amikor mind § mind n folytonos eloszldsuak f x ill. g y striségfig-
vémnye!l és a ; = (€, 9) véletlen vektor folytonos sikbell eloszldsu. Ez
esetben, a folytonos tmegeloszlds anal6-
gldjdra az (x,y) pontbell valdsziniség sil-
riiségét egy kétviltozss h(x,y) fiiggvény.

segitségével adjuk meg, amelynek geomet-
rial értelme egy kétviltozds felilet, Ha 1é-
! tezlk ilyen kéivédltozos siiriségfiggvény,
§
1

-y

. amelyre
:.—-:I +00 400
7 f /h(x,y) dx dy = 1, akkoxr
-00 -00
31. 4bra annak valdszintiségét, hogy a &= (¢, 1)

véletlen sz4mpér a sik egy adott T tarto-
miényiba estk, a h(x,y) fliggvénynek a T tartomédnyra szdmitott kettds
integrdlja szolgdltatja:

P(E,9)ET) = [Tfh(x,y) dx dy

Ha a T tartomény a (§<x, al<y) siknegyed, akkor
Xy
(2.4.7)  P(gex, q<y) = f f f(u,v} du dv = H(x, y) ,
-00 -0
vagyis. a kétviltozés eloszlisfliggvényhez jutunk.
Fennill tehét a kovetkez§ tsszefiggés a kétvdltozds eloszlésfuggvény
és a siriségfuggvény kvzbtt:

2
: _ @ Hx,
(2.4.5) - hx,3) = G g

Vagyis a kétvdltozds sliriségfiggvény (ha 1étezik) a kétvéltoz6s eloszlds-
fitggvény vegyes parciélis deriviltja. '
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A h(x,y) kétvdltozos suriiségfiggvény ismeretében meghatdrozhatjuk
a §ill. n véltozok perem eloszlisfiggvényeit, illetve a peremsiiriisége-
ket az aldbbi dsszefuggések alapjén:

X o0 oo X
(2.4.9)  F(x) = H(x4oo0) = f [ty audv = [( [ hw,vdu) dv

- 00 -00 - 00 -00

©0 oo ¥y
(2.4.10)  G(y) = H(+oo,y) = f ff(u,v)du dv = f ( f h(,v)dv ) du

- 00 -0 -60 -00

Ezekbll az SsszefiiggésekbSl differencislds utjén nyerjuk a ¥ ill. 7
véltozck siiriségfiggvényeit:

[=s]
(2.4. 11) f(x) = F' (%) = f h(x,v) dv-
-co
o0
(2. 4. 12) gy) = G’ @) = f h(u,y) du .
- co

oo

2.5 Felteteles eloszlasfiiggvény és slrliségfiiggvény

Az eseményekre vonatkozodlag értelmeztiik a feltételes val6szinii-
séget. Ennek alkalmazdséval meghatfrozhatjuk egy ¢ val6szintségi v4l-
tozo feltételes eloszidsfiiggvényét azon feltétel mellett, hogy egy mésik ”
val6sziniiségl vitozs adott értéket vesz fel,

Jeloljiik A-val a {¥ <x} eseményt és B-vel az {n<y} eseményt,
ekkor a feltételes valdszintiség definici6ja alapjén (ldsd: 1.7, pont)

PAB) _ P(Y<x,n<y) _ H(x,y)
P(B) P(n<y) G(y)

(2.5.1) P(S<xiqcy) = PAIB) =

Ha

A{g<x}, B:{yé'fl<y+/_\.y},
akkor :
PE<x,y £n<ytay _ Hx,y+ay)-Hix,y)
Py £n<y + Ay) G(y - +ay)-Gly)

P(¥<xly €M<y +4y) =

A ¥ val6sziniségl véltozo feltételes eloszl4sfiiggvénye azon feltétel mel-
lett, hogy 1 = y a kivetkez§ hatirértékkel értelmezhets:

-
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H(x,y+ay)-HEX,¥)
(2.5.2) F(x|y) = lim =
 Ay0 G(wzz'; - G(7)
&y [ b, yydu
ey _-_aé___f)__
g
a£ h(u,y)du
Hasonl6an: -
v
?.I;IM f h(x’v)dv
2 -do
(2.5.3) GEIX) = f(x’;‘ -1
f h{x, v)dv
—x ’ .
EzekbSl az vsszefliggésekbsl differenciflds utjén nyerfiik a feltételes
stiriiségfiiggvényeket: .
__QH&y) _ hxy)
(2.5.4) Hxly) =5 e
) h(x,
(2.5. 5) gyix) = };(’;'5) - f(‘x)”
EzekbSl az tsszefiggésekbdl
(2. 5. 6) h(x,y) = f(xly) g@y) = g(yIx) £{x)
adadik,

Felhasznilva a (2. 4. 11) és (2. 5. 6) formuldkat, az

[~ ]
(2.5.7 i = [ 11 y) g) dy, 11
-0

(2.5.8) gw) = f gyIx) f(x) dx

-00

ssszefiiggéseket kapjuk, amelyek a teljes val6sziniiség tételének folytonos
analogonjai. Behelyettesitve a 2,4, 10 és 2.4.11 formuldkat a 2. 4. 9 kép-
letbe, az _ '
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(2.5.9) fxiy) = —Bylx) fx)

[==]
Jam) 1o

-0

képletet nyerjik, amely a Bayes-tétel folytonos véltozata.

Abban az egetben, ha € és 4 egyardnt diszkrét eloszldsu valészi-
niiségi véltozok, akkor a (T, 9) vdltozopar is diszkrét eloszldsu. Sz4-
munkra elegend§ annak az esetnek a tirgyaldsa, amikor mind € mind 7
értékei csak nemuegativ egész szdmok lehetnek. Legyen P(¥ = i) = P

P(n=1§) = 9
. P(E:i,'l: j):rij, (i,j=l,2,...) .

Ebben az esetben a feltételes eloszldsokat az alibbi formulik értelmezik:

T
(2. 5. 10) P(E= 117 = p=E=L1=H _ 4

P(m = j) q
" ) ) _P(§=i,3=3)=_r_u_
(2.5. 11) B(n=11%=1) = P(E = 1) )

A matematikai statisztikdban sziikségiink lesz kett&né! tsbb dimen-
zids val6sziniiségl vektorviltozek vizsgdlatdra. Ha fl, §2. ees B

valamely mennyiségre vonatkoz6 n szdmu mérés vagy megfigyelés ered-
ménye, ekkor ezeket a vdltozékat egy

-

RN 5 RN N

n-dimenzids véletlen vektor komponenseinek tekintjik. ¥ értéke most
az n-dimenzids tér véletlen helyzetii pontja. A ¥ vektor eloszlisit szokds
a ¢ L §2’ ceey fn’ valtozok egyiittes eloszldsdnak is nevezni. Vizsgiljuk

azt az esetet, amikor a széban forgé valésziniiségl vidltozdk folytonos el-
oszlisuak. A §1, §2, e 'fn valdsziniiségi vdltozok egyilttes eloszld-
sdta :

(2.5.12) H(xi, Xgs woes xn) = P( §1<x1, §2<x2,f.., §n> xn)

n-~dimenziés élos@lésfugvé_ny, vagy - ha létezik - a
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" Hur Xgreor X )

(2. 5. 13) h(xl’xz’ "’xn) = ax axz,....axn

n-dimenziés siiriiségfiiggvény segitségével jeilemezhetjik. Az n szdmu va-
l6sziniiségi véltozo egyiittes eloszldsfiggvénye tehdt a {§ i< xi}(i =1,2,...n)

n-szimu esemény egyideju bektvetkezésének valészinliségét adja meg.
- Az n-dimenziés H(x P Rgr s xn) mind az n véltoz6jdnak monoton
nem cstkkend fiigpvénye és minden viltozdjdban balrél folytonos,

H{x 1 Xgr ees xn) = 0, ha birmelyik viltoz6ja helyébe -oo -t irunk,

(ha ugyanis, x; helyébe -oo -t irunk, akkor a ¥ ;<-coesemény is be kel-

lene, hogy kivetkezzék, ami lehetetlen esemény), tovédbbs H{+oo, +co,
.., +00) = 1. (H értéke tehit csak akkor 1, ha mindegyik viltozéja he-
lyébe +co-t irunk.)
Annak valdsziniisége, hogy a f n-dimenziés véletlen vektor végpont-
Ja az n-dimenzids tér egy eldirt téglijiba essék, azaz a

< & Y
P(al_ 'f1<h1, a2_§2<h2, . ané§n<bg) >0

valSszintiség kifejezhei:d a H(xl, Xgr e
vel, aml azt a kézenfekvd kikitést jelenti a

R xn) eloszldsfliggvény segitségé-

H(xl, Koy +ous xn)

2’
fiiggvénnyel szemben, hogy a fenti val6sziniségnek H értékeivel val6 kife-

jezése nemnegativ kell legyen. Pl. n = 3 esetén a H fliggvényre teljesulnie
kell a kiivetkez§ feltételnek:

s 4% (9,0.0) (900
03_ 1

@v”zﬁ} 0029
% 0y

._X2

32, 4bkra
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H(bl, bz, b3) - H(al, b2, b3) H(b » 3y 3) H(b1 b » aa) +

- b
+ H(a » 2, 3)+H(a 9? aa) +H(b1, 3y a3) H(al, a, a3) 20,

Ha van olyan h(xl, Koy roes xx) > 0 n-vdltozés figgvény, hogy az n-di-

2l
menzi6s tér tetszbleges E tartoménya esetén

P(EEE) =]f...fh(x1, Xyp vees X)) dx) dxy ... dx
E

akkor Efolytonos eloszldsu és a H(x , xn) és h(xl, eees xn) fiiggvé-

TRLE
nyekre teljesiil a reldcid, valamint a vele ekvivalens:

X x X
1 2 n
{2.5. 4) f f f h(tl, tz, ...,tn} dtl dt2 cItn =
~-oo -0o -co
HEx,s Xyo coes X))
co oo

o0
wfofo [oh(x.x ....xn)dxldxz..,dxn=1,

A (2. 4. 9)-{2. 5. 9) formuldk ktnnyen 4ltaldnosithaték tébbdimenzids elosz-
l14s0k esetére, csak § ill. 4 helyébe véletlen vektorokat kell helyettesite-
ni és természetesen az £(x), g(y), f(x!y), g(yix} fuggvények mindegyike
¥ ill. 7 dimenzi6jdnak megfelel§ szdmu argumentummal biré tSbbviltozos
fuggvény.

Hapl a fl’ §2' vens gn viltozok egyiittes eloszdsa folytonos

eloszlds, akkor a §1. 52’ ceus §k viltozcdk egylittes felitételes eloszlis-
fﬁggvénye azon feltétel mellett, hogy

§1<+1_="1<+1’ e = E
F(X(s gy wees XX 00 vees x) =
= P(‘§1<x1, f2<x2, ooy §k<xkl§k+1 =xk+1, ""-En =xn)

a kivetkez8 hatérértékkel értelmezhets:
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F(xl, xz, veey xk| xk+1, cees xn) =

= lim ... lim P(§l<x , ""§k<xkixk+1‘§k+,1<xk+1+dxk+1"'

aAx —0 Ax -0 ‘
k+l n

X £¢ <X +AX)

n n n n

A megfeleld feltételes strliségfliggvény:

FG ey X I X e Xy

(2. 5. 15)
9x1 9x2 v axk

,...,xk\x

WRLLEE ,xn) =

h(xl, xz, ey X))

VIR

A tobbdimenziés feltételes siiriiségek fontos szerepet jdtszanak a regresz-
szidanalizisben ldsd: (12. fejezet).

Tobb val6sziniiségl viltozs egylittes eloszldsdnak ismeretében most
egy igen fontos fogalmat, a valdsziniiségi vdltozok fliggetlenségét értel-
mezziik,

A fl, EZ' cers fn valdsziniiségi viltozékat teljesen fiiggetleneknek

nevezziik, ha tetszfleges ai< bi {(i=1, 2, ..., n) szidmok esetén
£ < ] < =
Pa, £ §1<b1, a, £ Ez<b2, TR §n<bn)
—P(a §1<b)P(a 4§2<b)P(a 45 <b)

Specidlisan ai = - 00, b1 = xi vilasztissal ;

P(\§1<x1, veus §n<xn) =
= P(§,<x)) H(§,<x,) ... P(§ <x), azaz

(2, 5. 16) H(xl, X,

s eeey X ) =F (x ) F. (xz) Fn(xn)

Mi4s szdval n szdmu valésziniségi v4ltozot akkor neveziink teljesen
fiiggetlennek, ha egyiittes eloszldsfiiggvényiik az egyes v4ltoz6k eloszlds-
fuggvényeinek szorzatdval egyenlS. Ha a véltozok folytonosak egyittes
eloszldsuk is folytonos eloszlds; akkor a fiiggetlenségbSl kuvetkezik, hogy
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egylittes siiriiségfilggvényik is az egyes véltozck siiruségfiiggvényeinek szor-
zata: ' .

(2.5.17) h(xl, Xy +rra xn) = fl(xl) fz(xz) fn(xn) .

A fiiggetlensép fogalma szdmunkra azért is kiilénds fontossdgu, mert
a matematikai statisztika jol kidolgozott médszerel szinte kizdrélag figget-
len valésziniiségl viltozokra vonatkoznak. Statisztikal médszerek kidolgo-
z4sa nem fiiggetlen valGsziniiségl viltozok esetére egyike a matematikai
statisztika legsiirgGsebb feladatainak. Jelenleg intenziv kutatdsck folynak
ebben az irdnyban, de még csak kezdeti eredmények ismeretesek.

Annak elddntése, hogy adott -El' EZ’ vees En valdsziniiségl vdlto-

z6k val6ban filggetlenek-e, a matematikai statisztika feladata. Erre vonat-
kozd mddszereket a 10, 4 pontban ismertetiink.

2.6 Valdszinliségi valtozo fiiggvényének eloszlasa

a) Valdsziniiségl v4ltoz6 monoton fiiggvényének
eloszldsa '

A gyakorlatban ei6fordul, hogy ismerjiik valamely ¥ valésziniiségi
véltozé eloszldsét és sziikségiink van a- ¥ v4ltozé adott n=y (%) fugg- -
vényének eloszldsdra. Az 7 viltozd természetesen ugyancsak val6sziniiségl
véltozd. Az 7 v4ltozd eloszldsét egyszerlien meghatirozhatjuk § el-
oszldsa alapjdn, ha az 9 és ¥ kozotti fuggvénykapesolatot kifejezd y =y (x)
fliggvény monoton novekvs vagy cstkkend és differenci4lhat6 fliggvény,
teh4t 1étezik az inverz fiiggvénye. Ez esetben ugyanis, ha eloszlédsfiigg-
vénye F(x), akkor az m véitoz6 eloszldsfiiggvényét G(y)-nal jelslve:

(2.6.1) G(y) = P(n<y) = Py (§)<y) = P(E<y Lz)= Ry oy

Ha a ¥ viltoz6nak iétezik a srliruségfﬁggvénye és az f(x), akkor az 'fq :
véltoz6 siiriiségfliggvénye: I

-1 -1
G )
2.6 g = g;y) - dF [:!vy Wl [ )] | dwdy(z)’ :

Hapl. %=a §+ b, azaz y = L]) (x) = ax + b és ¥ siiriiségfiggvénye
f(x), akkor
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=L ¢ [¥b

(2.6.3) 89) = 737 f [ ]

Ha 7l= ey

az y = y(x =, x=lp—1(y)=lny
1

2.6.4 =—f(lny) .

( ) gy) B (In y)

b) Fiiggetlen val6szinuségi véltozok bsszegének,
szorzatdnak és hdnyadosénak eloszlisa

Fuggetlen valdsziniiségi véltoz6k Usszegének eloszldsa
Valdsziniiségeloszldsok kompozicidja

Gyakran eiffordul, hogy a megfigyelés tirgydt képez§ mennyiség
véletlen ingadozdsa két vagy bbb véletlen mennyiség tsszegezett hatds4-
nak eredménye, amely hatdsokrdl feltételezzik, hogy egyméstol fiiggetle-
nek. llyen esetben az egyes komponensek eloszlisinak ismeretében tssze-
glik eloszldsa meghatdrozhat6. Matematikailag kifejezve legyen a vizs-
gélt g valdsziniiségi viltoz6 az egymiésto! fliggetlen ¥ és 7 valosziniségi
viltozck dsszege:

g=%+19

Hatdrozzuk meg & valGszinliségeloszldsdt, ha ismerjik ¥ és 7
eloszldsdt. Vizsgéljuk elfszdr azt az esetet, amikor mind § mind Y
egész értékit val6sziniiségi vltozdk

BE=D=p, PO=P=q, LI=012...)

eloszldsokkal. Ez esetben & is egész értékii valésziniségi vdltoz6 1, 2,
3, ... lehetséges értékekkel.

A= n} esemény a ktvetkezd egymdst kizdré moédokon johet 16t-
re: -
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0
1

5 1
=1 1

§= k, 7 = n-k,

g = n, 7=0.
A ¥ és n viltozcok feltételezett fiiggetlensége folytdn:

n n
2.6.5 P(g=n)= ) P(E=k q=n-k) = ) P(E=KP(7=n-k) =
k=0 k=0

n n
= é}"k Yk ~ ‘g Ppx %

A (2. 6. 5) vsszefitggés a P, fl1, q:l valdsziniségekbsl alkotott eloszlisok-
b6l egy ujabb P(L = n} = T valdszinuségeloszlist szdrmaztat
mn=0,1, 2, ...,), amely {rn} eloszlést a { pi} és {qj}

eloszldsok kompozici6jdnak nevezzitk. A kompozici6é mivelete igen fontos
szédmunkra, mivel fiiggetlen valésziniiségt viltoz6k Ssszegének eloszldsara
a gyakorlatban sokszor van sziikségiink.

Ha a fent szereplf§ eloszldsokra bevezetjiik a

~

01 2... k... ' 001 2.0 § -n.

P= . Q=
po pl pz... pk see ’ qo ql qz e q’ ves |y
01 2. n
R=
r r r T .

jelslést, akkor a kompoziclét szokds az
R=PxQ

szimb6lummal jelslni. Képezhet§ kettSnél tobb fiiggetlen egész értékii va-
losziniiségl vltozo eloszldsdnak kompozicidja is. Ha ., ¥,. ..., ¥

fliggetlen egész értékii valdsziniiségi viltozck Pl’ Pz, ven Pn eloszla-
- 65 -



sokkal, akkor a €= fl + fz + ... + fn osszeg P eloszldsa az egyes kom-

p-nensek etoszlisdnak kompozicitja:

P=P1*P2*P3*... *Pn

THbb 6sszcadandé kompozici6jdnak tényleges kiszimitdsa altaldban
honyolulr, ilyenkor rendszerint un. generdtorfiiggvinyekkel dolgozunk,
amelyek ismertetdsét a 4. 1 pontban adjuk meg.

Legyenek most ¢ és 7 fiiggetien folytonos
val6szinuségi viltozok f(x) ill. gly) siruségfugg-

X > vényekkel és hix,y) egyuttes s:iriiségfiggvénnyel,
/ TP a &= ¥+ m valbszinuségi vdltozd eloszldsfiiggvé-
o />>)) nyét jelsijik Riz)-vel, siiriiségfuggvényét pedig

r(z)-vel.

Afz<z}={ 2+ n<z} csemény most is
azt jelenti, hogy a (¢, oI) véletlen helyzetii pont
az x +y ¢ z dsszefiiggés dltal meghatdrozott
E félsikra estk: (33. ibra)

33. édbra

Tehit:

(2.6.6) R(z) = P(3<z) = P(§+y<z) = ffh(x,y) dx dy =

/ Z-y oo
- Jfroo sy ax gy = [ f £x) gly) dx dy
E -00 -0O

Bevezetve az u = X +y, Vv = y helyettesitést
z ©o

(2.6.7) R(z) =f f fu-v) g(vy du dv
-00 £ 0O

Innen z-szerinti derivdlissal nyerjik az r(z) siruséghiggvinyt:

oo oo
(2.6.8) (z) = f f(z-v)g(v)dv = f f(z-y) gly) dy
- 00 - o0
smely dsszefiiggést folytonos eloszldsok kompozici6jinak nevezsik. Szo-
kisos az

r{z) = £(x) % gy}
jclolés is.
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tia mind f(x) mind g(x) csak nemnegativ x értékekre kilonbizik #é-
rustél, akkor a kompozicid az
Z
{2.6.9) riz} = f ftz-y) gly) dy

0
tormulara redukilodik.

c) Szorzat €s hdnyados siimiségfiggvénye

Legyenck ¥ &8s 7 folylonos valosziniiségi vdltozsk £(x) 1l . g(x)
suriisCgfuggvényekkel és legyen 3= §7. Hatdrozzuk meg 5 feltételes si-
riségfiiggvényét azon feltétel meilett, hogy 7t = y. Jeldljik ezt a feltéte-
les s:iriiségfiggvényt hizim = y). Han = vy, akkor .7 =¥¢.y, ahol y
rogzitett szdm, igy ¥ .y siriiségfuggvénye a (2. 5. 2) formula alapjdm:

1 X
1)
iy! Y
A viltozo sirdségfiiggvényét h(z)-vel jelslve a (2. 4. 11) képlet alapjin:
(s ]

i 13 X
(2.6.10)  h(z) = f hizig= ) g} dy = | ot (5) 8w oy
-00 - 00

A fellételes siiriségfiiggvény segitségével ugyancsak egyszeriien ha-
tirozhaté meg a &= -%[- valoszimiségi valtoz6 siriségfiggvénye. Szdmitsuk
ki eidszor a ;,—Ei- véiltozs kiziy= y) feltcteles siiriiségfiiggvényét az 9=y
feitétel meitett. Ugvancsak a (2.5. 2) formula alapjén az }1- . ¢ siiriség-
fiiggvénye:

Iy | fxy)

Tehit:

o0

o0
(2.6.11) k(z) "—’/k(zl”ﬁ y) gly)dy =flyl fixy) g(y) dy

- 30 - o0
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3. fejezet

A VALOSZINUSEGELOSZLASOK
JELLEMZO ADATAI

Valamely valGsziniiségi viltoz6 eloszldsdnak térvényszeriiségeit az
eloszlésfliggvény vagy (ha létezik) a siiruségfiiggvény segitségével tudjuk
pontosan megfogalmazni. A gyakorlat szdméra sokszor elegend§ (és sziik-
séges), hogy a valésziniségeloszldsro!l néhdny jellemzS§ szdmadat segitsé-
gével szemléletes 4ttekintS képet nyerjiink. Utaltunk mér a valdszinuség-
eloszlds és a tbmegeloszlds analdgiijdra. A tbmegeloszldssal kapesolat-
ban rendszerint els6sorban az érdekel benniinket, hogy hol van az eloszlds
sulypontja, centruma, médsrészt, hogy milyen szorosan ttmoriil a tbmeg a
sulypont kbrill, amire az inercianyomaték utal. Hasoni6é mdédon, a vald-
szinliségeloszlissal kapcsolatban is elsddleges érdekességl, hogy mely
érték koril tombrilnek a valésziniiségi v4ltozs felvett értékei, hol van a
valdsziniiségeloszl4ds sulypontja, amelyet viarhaté értéknek nevezlink.
Ugyancsak érdekel benninket, hogy a valosziniiségt véltoz6 értékei mennyire
szorosan tomorilnek a vdrhat6 érték kiril, hogy a vdrhaté6 érték - mint
kozéppont - kbril révid vagy hosszu intervallum fogja tartalmazni a vals-
sziniiségi véltozo felvett értékeinek nagy szdzalékdt (mondjuk 70-90 szdza-
1ék4t). A valésziniségeloszlissal kapcsolatban az inercianyomatéknak meg-
felels fogalom a szdrds, ami lényegében a valdsziniségl vdltozo értékeinek
a varhato értékt6l vals négyzetes 4tlageltérése.

A vérhat6 értéken és a szdrdson kivil egyéb numerikus jellemz8kkel
is meg fogunk ismerkedni. Megadunk korldt-szdmokat, amélyek ktzre
fogjdk a valdsziniiségi vdltozé értékeinek 25, 50, 75%-4t, tovébbd olyan
mérszdmot, amely az eloszlds szimmetrikus vagy aszimmetrikus voltit
jellemzi. Vizsgélni fogjuk tobb valésziniségl v4ltozo értékei kozotti
sztochasztikus kapcsolat mér8szdmait.

3.1 A varhatd érték fogalma és tulajdonsagai

Valamely valdsziniségeloszlds vdrhat6 értékének vagy centrumdnak
kiszdmitdsa a tomegeloszlds-sulypontjdnak kiszdmitdsdval analég mdédon
torténik. Legyen ¥ diszkrét eloszldsu valdszintiségi vdltoz6, amelynek
iehetséges értékeit jelsljuk az X1» Xor veey Kb ooen szdmokkal és legyen
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P(§=xt)=pi =12, ...)

Ekkor a ¥ valdszinliségl v4ltoz6 virha:4 értékén, amelyet M(§ )-vel jels-
link, a kivetkezd kifejezést értjik:

(3.1. 1) M(g) = ,(i x P
Tekintettel arra, hogy Z pk = 1, l4tistjuk, hogy diszkrét eloszidsu ¥

val6szintiségl viltozo vérhaté értéke a ¥ .ehetséges értékeinek sulyozott
sz4dmtani kbzépardnyosa, ahol a sulyok - egyes értékekhez tartozé vals-
sziniiségek.

Ha ¥ folytonos eloszlisu val6szinu .égi vdltozé f(x) siruségfiggvény-
nyel, akkor ¥ vérhat6 értéket a folytonos tbmegeloszlds sulypontjdnak
analdgidjdra az oo

(3.1.2) M(¥) =jxf{x,\dx

-o0
kifejezés értelmezi.

A vérhat6 érték néhdny fontos tulajdonsigét fejezik ki az aldbbi té-
telek.

1. Tétel: Alland6 vérhatd értéke tnmaga.

(3.1.3) M(c) = ¢ (e = const.)

Bizonyitds: A ¢ 4lland6 ugy tekifithetd, mint olyan val6szinuségi vil-
toz6, amely az egyetlen ¢ értéket 1 valdsziniiséggel veszi fel, tehdt a vér-
hat6 érték definiciéja alapjin

Mc)=¢c., 1=¢

2. Tétel: Ha € korldtos valoszinuségi v4ltozo azaz

as$<hb,
akkor létezik a virhaté6 értéke és
(3.1. 4) a & M(E) £

1’ Xyr oo lehetsé-

ges értékekkel, s az egyes értekeit rendre Pyr Pyr -s- val6sziniiségekkel
. értékek mindegylike az a és b ha-

Bizonyitds: Ha ¥ diszkrét valdszinuségl vitozé x

veszi fel, akkor mivel az xl, b 4

-
tdrok kbzé esik 2
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+x,

a=aZpléinpi£bIZpi=b.

Ha ¥ folytonos eloszidsu, akkor

a=apl+ap2+....‘=x p2+...ébp1+bp2+...

1?1
azZaz

oo oo o0 o0
ac=a f f(x) dx = f af(x)dx £ f xf(x)dx £ f bf{x)dx =
- 00 -0 - o0 -0

)
= bff(x)dx = b.
-0

Meglegyezzik, hogy a £ ££ b esetén
?
J fx)dx = 1,
a

3. Tétel: Ha 7= a% + b, azaz az 7 valésziniségl viltoz6 a §
valo2iniségl véltozonak linedris fuggvénye, akkor

(3.1.5) M('q)=M(a§+b)=aM(§)+b

Bizonyitds: Ha ¥ diszkrét eloszldsu Xy » X.,, ... lehetséges érté-
e
kekkel, amelyeket rendre pl, pz, ... valésziniuségekkel vesz fel, akkor

az 7 valoazintségl vdltozo lehetséges értékel az ax | + b, ax, + b, ...

1 2
szdmok, amelyeket ugyancsak rendre P> Py - valgsziniségekkel vesz
fel, tehit

M(1) = Z (athdfb)pk =a Z X pk+b ZpksaM(_§)+b
k k k

p 'y
feltéve termésretesen, hogy a ./ X sor konvergens, azaz § -nek

Lo X Py
létezik virhaté értéke. k
Ha ¥ folyt:n~s eloszidsu f(x) slriségfiggvénnyel, akkor F=x

esetén 7= ax + b és 7 suruségilggvénye a (2. 5.3) formula alapjdn:

By) = = f (y—k)

lal a
és oo oo
' 1 -b
M(1)=/yg(y)dy=m/ yf(lT)dy
oo o
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.Va;.b = u helyettesitéssel

8

M(7) = |'§"i /(au+h) f(u) dy =
- oo
O oy

= a [u fluydu + bff(_u) du =aM(¢) +b.

-0 - o0
specidlis esetenként megemlitjiik, hogy ha % =¥ - M(§), akkor
M( %) = M(§) - M(E) =
Definicio: Legyenaz 9 valészinuségt vdltozé a g‘ valésziniiségi vdi-

toz6 valamely figgvénye, 7= (;:( £). Ekkor az % valésziniségi v4ltozé
értékér diszkrét eloszlds eseién az

(3. 1. 6) M) = quJ(xk) P,
folylonos eloszlis esetén az
o0
(3.1.7 M7 ) =f(.f(x) f(x) dx
-oQ

formulikkat definidtjuk.

Analidg modon definidljuk valésziniségi vektorviltozék fiiggvényének
varhats értékét, Pl folytonos closzldsu valdsziniiségi vdltozok esetén,
ha 7 =¢( ‘gl, ‘f__l, cen, f“) és a ‘fl, fz, vees fn val6sziniiségi vil-

tozék egyittes suruségliggvénye f(xl, Xgs oo xn) akkor

(3. 1.8 M(7) :f...j‘cp(xk, cens xn) f(xl,...,xn) dx1 dxn

- oo -0o
4, Tétel: Legyenek € és 7 tetszlleges eloszldsu valdsziniségi val-
tozdk, amelyek viarhat6 ériékei 1éteznek, ekkor
(3.1.9) M€+ m) = M(E) + M(7) .
A bizonyitdst el8szor diszkrét eloszlasu viltozék esetére mutatjut
meg. Legycaek € lehciséges érickel az LT I szimok, % lehet-
séges értékei az Yir Yo oo szdmok, ekkor €+ % lehetséges értékei

az x, Ty Kyt Vg e szdmok. Legyen tovdbbd
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P(f-‘- Xq) = Pi' P(’1= Yj) = ‘111 _ P(f= xl' "z= Yj) = rij ’

itt tehdt az r  val6sziniségek a (§,9) vdltozd pir egyUttes eloszlisdt
adjék meg. A'varhats érték definicija alapién

ME+p) = 2 2 @ +y) Ty, =
to

22 xr .+ X3 yr. =

T ij L

- ?xi (3 5 ) Ty (2 )
3 ] {

A (2.4.5) és (2. 4.-6) Yeszefuggések alapjdn:

Zrymw 2 my= g

Tehit:

M(E+7) = 2 x B+ 2y q = MUE)+ M(T) .
i j

Folytonos eloszldsu val6szinuségl véitozdk esetén, ha § és 7 egylittes
surisége f(x,y), akkor a (3. L. 8) dsszefiiggés alapjin f(x,y) =x+y
helyettesitéssel

- -]

[~ ]
M(E+n) = [ [ ay) £z dx dy =

°°CO°:° o0 co
= [ [ xxypaxdy + [ [y txy)ax dy =

-Co -oa ’ =00 -0

- fx( f t(x, 5)dy) dx + [ y( [tx,y)ax) dy =

oo -0 ~00 ~00
o0

[- -]
ffxf(x)ax:{yg(y)dy.

amib6! az 4llitds leolvashatd.,

A valdszinuségl viltoz6k bsszegének varhaté értékére vonatkoz6

tétel teljes indukci6val tetszfleges véges szdmu Usszeadandora 4ltals-
nosithaté:
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(3. 1. 10) M( gl +3) +eoHE) = M(§1>+M(§2) ot M(ED) -

Legyen ugyanis ¥ = El +f2 +.. '+En-l’ 7= En és tegyiik fel, hogy a tétel

n-1 Ysszeadandéra érvényes, azaz igaz, hogy
M(¥E) = M( g, FMOE,) +... + M(fn_l) ,
akkor a bizonyitott tétel alapjin kovetkezik, hogy

(3. 1. 11) 1\/1(‘_&;1 +...+§n) =M(€+9) =M(§) +M(9) =
n-1
= M(¥) +M( fn) .
i=1

5. Tétel: Fuggetlen valésziniiségi véltoz6k szorzatinak varhat6 ér-
téke vdrhat4 értékeik szorzatival egyenls, azaz ha € és 7 figgetlen vals-
sziniiségl viltozok, akkor

(3.1.12) M(27) = M(§)M(7)

A bizonyitdst el8szor folytonos eloszldsu val6sziniiségl vdltozok esetére
végezziik el. A € és 7 véltozok fiiggetlensége miatt egyiittes siiriiségfiigg-~
vényiik az egyes v4ltoz6k siiriiségfiggvényeinek szorzatdval egyenl

(lasd: (2. 4. 19) formu!a), azaz h(x, y) = i(x) g(y), a (3. L 11) formula alap-
jén G(x,y) = x y helyettesitéssel:

o0 oo ) oo [=e)
Mg =/ [ 5y 10 g)ix dy = [ xtwax [ yaiydy = MM ()
- 00 - 00 -00 - o0

Ha ¥ és 9 diszkrét eloszl4suak és P(f= x,) = P P(7= yj) = q tovébb4

egyittes eloszlisuk: P(§=x , 4= ¥y = T »akkor az 7 és ¥ viltozck
fiiggetlensége folytdn ! !

rij =pi qj i, i=1, 2, ...)

Ekkor

M(E) é%_ R 2;12 SR/

2% 2 yya = ME)Y M) .
i j 3
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Utébbi tételiink ugyancsak konnyen 4ltaldnosithat6 tetszfleges véges szdmu
egymistol fiiggetlen valsszintségi vdltoz6 szorzatok vdrhaté értékének ki-
szémitdséra, A bizonyitist teljes indukcidval végezhetjiik miként az bsszeg
esetében. Igaz tehdt, hogy fliggetlenség esetén

(3.1.12) M(E %, ... %) =M ) ME) ... M(¥)

feltéve, hogy az egyes tényezdk virhaté ériéke 1étezik,

3.2 A feltételes varhatb érték

Legyenek § és 7 diszkrét valészinliségi viltozék az aldbbi eloszii-
sokkal:

g:xl, x2, ...,xn. '?l:yl, Vor seen Yo oo
pl, Pyr vees pn, 7 ql, qz, ceey qn,

Legyen tovdbbd P(§= xi, 7= yk) = rik i=1,2 ..., n3 k=12,...m)
ﬁrtelmezhetjuk az 7 val6sziniiségi véltozonak a feltételes vdrhat6
értékét azon feltétel mellett, hogy a § vdltoz6 adott 'x. értéket vett fel.

@LY)  M@l=x) = Zyk P(] = vklf

Formuldnk segitségével az » viltozo feltételes vdrhat6 értékéta § vdl-
toz6 minden aktulis értékére - mint feltételre - kiszdmithatjuk. Az igy
nyert mennyiség értéke att6l fligg, hogy € melyik x; értéket veszi fel,
ez pedig a véletlentdl fiigg, M(7|¥) tehdt valdsziniségi vdltoz6, amely-
nek lehetséges értékei az

M(qIE=x), M(ni%=x,), ..., M(nif=x).

Konnyi beldtni, hogy M(n | g) az M(n| = xk) értékét éppen P
valdsziniséggel veszi fel.
Szdmitsuk ki az M(7| ) valGszinliségi vdltoz6 vdrhat6 értékét!

M[M@I8)] = 2 M(IE=x) b,
i

Felhaszndlva a (3. 2. 1) osszefiiggést, az aldbbi érdekes eredményt kapjuk:
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@20 M[MaIp]=2 [ ) 5 Po=ylt=x)]p, -
itk

=22 vty =2 v, 2oxy =2 v q = M)

PO K

(Itt fethaszniltuk, hogy
P(p=y | §=x) M(E=x) = P(7 = v E=x) =1, )

Azt az eredményt kaptuk teh4t, hogy az 7 viltoz6 § -re vonatkozé felté-
teles vdrhat6 értékének a virhaté értéke az v véltoz6 feltétel néikiili vér-
hat6 értékével egyeni6.

Ha ¥ és m folytonos valosziniiségi véitozék f(x) ill. g(y) siiriiség-
fuggvényekkel és h(xy) egyiittes siiriiségfiiggvénnyel, akkor az valdszi-
niiségl vdltozé ¥ -re vonatkozé feltételes vérhat6 értékét az

oo ]
(3.2.3) M(7!§=x) = fy 7(;%) fyg(yl_X) dy
- oo . -

formuldval értelmezziik. Ebben az esetben is érvényes az
. © oo
- hex, 1) -
M (M) f(fy Fllay ) fo) dx

jf fh(x,y) dx dy fy g(y) dy = M(7)
-co -o00

osszefiipgés.
(Feltéve természetesen, hogy a fenti improprius-integril konver -
gens. )
A h(x) = M(n! §= x) fiiggvényt, amely az x-viltozé figgvénye, az
M -véltozé ¥-re vonatkozd regresszi6s gorbéiének nevezziik.
' Teljesen analég médon definifljuk a ¥ valdsziniségi vdltoz6 % -ra
vonatkozd feltételes vdrhat6 értékét, .
Definidlhatjuk az M(n | % X fz, ceey fn) feltételes vdrhaté értéket,

amelya $ 1 | FUP En valtozok fiiggvénye, tehdt n-viltozds fligevény.

Ennek a fiiggvénynek az aldbbi érdekes minimum-tulajdonsdga van: ha
g( §1, fz, cres 'fn) a El’ Eos ees ‘gn véltozok tetszdleges fiiggvénye,

akkor
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2 2
(3.2.4) M{[q- g(gl,---,gn)]‘ }-_‘ M { [2- M 1%,5..0s ?n)J ]

3.3 A szoréas fogalma és tulajdonsagai

Mint emlitettiik, a vdrhaté érték a valdsziniiségeloszldsnak csak
egyik szdmszeri jellemzdje, amely csak azt mondja meg, hogy melyik az
a centrélis pont, amely korlil 2 valdsziniiségl v4ltoz6 értékei ingadoznak,
az ingadozds mértékére vonatkomlag azonban nem mond semmit. A valé-
sziniiségi vdltoz6 értékeinek a centrdlis pont koriili széréddsit a

(3.3. 1) D(§)=+VM[§-M(§)]2

kifejezés méri. A gyckjel alatt lényegében a valésziniiségi v4ltoz6 értékei-
nek a ydrhaté értéktdl vals négyzetes 4tlageltérése szerepel A szords-
161 akkor beszélhetiink, ha létezik az M(¥) varhaté érték tovdbb4 1étezik
a [¥- M £)] 2 val6sziniségi valtozs varhat6 értéke.

A valészintiségi viltozo szorisnégyzete:

(3.3.2) D2(§’)=M{[§- M) ] %}

A szordsnégyzet kiszdmitdsdt megkonnyitl az alibbi osszefiiggés:

p*g) = M{g? - 28m(y) + Mi(p)} -
M(8) - 2 M(E) M(E) + M [ME(E)) -
M(t?) - M%)

Mivel Dz(g) > 0, kovetkezik, hogy

(3.3.3)

(3. 3. 4) M(e% = [ mee))?

A szérdsnégyzet kiszdmitdsa diszkrét valdsziniiségi v4ltozé esetén: _
2 2 2 2
3-3.5 DU =2 [x-M®)] p = 2 x'p, - M(E)
i i

Folytonos valdsziniiségi v4ltozé esetén
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[~ =] oo
(3.3.6) Dz(f) =f [x—M(f)]z f(x)dx =f:;2 fx) dx - M2(¥) .
00 -0

A szérdsnégyzet fogalma segitségével az M($) = m vdrhat6 értéknek egy
ujabb igen fontos tulajdonsdgit fejezhetjiik ki. Ha a tetszdleges valos szdm,
akkor

(3.3.7 M[(f-a)z]am[(f-m)z].
Ugyanis
2 2 2 2
M( f-a) = M(¥ -m+m-a)” = M( ¥ -m) +2(m-a) M(¥ -mH(m-a)

Tekintette! arra, hogy M(¥ -m) = M(¥) -m =m - m = 0,

2
M(¥-2)° = M(§-m)? + (m-a)® = DX(E) + (m-a)’ » p%(¥)

Tehdt az M(¥) = m vérhat6 érték a szdmegyenesnek az a pontja, amely-
t6l a valdszintiségl v4ltoz6 értékeinek négyzetes 4tlageltérése kisebb, mint
birmely més pontt6l szdmitott négyzetes 4tlageltérése.
A (3. 3. 7) usszefiiggést Steiner-formuldnak nevezziik.
- Tételek a sz6rdsnégyzetre vonatkozdlag,

1. Tétel: Ha az # valdsziniiségi véltoz6 a ¥ valdsziniiségi vdltozonak
linedris fiiggvénye: 7 = a¥ + b, akkor

(3.3.8) p¥m = &% D? (¥)

Bizonyitds: A szoérdsnégyzet definicidja alapjdn:

D%(n) M{[(af-b) - M@+ 5]’} = M [a%ce-mcg) )2 ] =

a® M(E-M(¥) )? = o2 DXYE)

2. Tétel: Ha ¥ és 7 flggetlen valdsziniiségt véltozok és 5=%+m
akkor

' 2 2 2
(3.3.9) D($)=D(§)+D(y).

Bizonyitds: Ha ¥ és # fiiggetlenek akkor £- M(¥) és n-M(7) is
figgetlenek. Figyelembe véve, hogy fliggetlen val6sziniiségi v4ltozok szor-
zatdnak vérhat6 értéke a vdrhat6 értékeik szoérdsnésy... .., tovabb4, hogy
M [‘§ -M(‘f)] = 0, M["t- M({7 )] » a szdérdsnégyzet definici6ja alapjén:
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p%(Z) = DXz +q) = M [(F+m-M(E) + Mg»] ® =

M[(g-M(gN+ (7 -M(q»)2 = MC3-MCEN: +

+

ZMB 'M(§)]M (E-M(¥) + M(éz)'- M"l))"lz _

= p%(g) + D%(7)

A 2. tétel tetszlleges véges szdmu fiiggetlen valdsziniiségi vdltoz6 esetére
Altaldnosithat6 teljes indukcidval:
Ha f ?2 f figgetlen valdszinuségi véiltozok, akkor

(3.3.10) DX EHEy et E) = Dz(fl) +DZ(§2) ...+ DX £)

A valosziniiségi viltozd vdrhato értékének és szordsdnak ismeretében a
valosziniiségl v4ltoz6 ingadozdsit a varhat6 értéke koril j6l jellemezhet-
jiik. Ezt fejezi ki a Csebisev-féle egyenlStlenség.

3. Tétel: Csebisev-egyenlftlenség. Ha a b4 valészinusegi véltozd
virhat6 értéke és szérdsa létezik, akkor

(3.3, 11) COR(Y-M(P)|>AD(EN £
A

. A Csebisev egyenlftlenség azt jelentt, hogy pl. annak valésziniisége, hogy
egy valésziniiségi viltozo értéke a varhaté értékét61 abszolutértékre nézve

Jobban eltérjen, mint 2 D(¥ ) kisebb mint — 4 , mig annak valssziniisége,
hogy § megfigyelt értéke az (M(E) -.3 D(¥), M(¥) + 3 D( £)) inter--

vallumon kiviil essék, kisebb mint L . Mis szé6val, a szdmegyenesen fel-

rajzolva a fenti intervallumot ?
#(§)=3D(s) M3) #(8)+30()
34. abra

ha [-re vonatkozélag nagyszdmu megfigyelést végziink, akkor a megfigyelt
éxtékek kb. 90%-a ebbe az intervailumba esik, feltéve, hogy ¥ vérhat6
értéke és szérdsa létezik. Ha a (3. 3. 11) tsszefiggésben AD(¢) =
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helyettesitést alkalmazunk, akkor iﬁ = ——2§)- , 1gy a (3. 3. 11) 6ssze-
figgés ekvivalens a kivetkez§ dllitdssal:

. 2
(3.3. 12) P(|E- M(E)| >s_)eD—Ei§—)

Bizonyitds: Egyszeriiség kedvéért vezessik be az M(€) =m,
D(€) =& jelslést. Ha ¥ diszkrét eloszldsu X)) Xy een lehetséges ér-

tékekkel, amelyeket rendre P Pyr -ee valosziniiségekkel vesz fel;

6 Z(ka)pk Z(-m) P = ZZP
kifx, -m|>e k: ]xk-m]>g
-e2pgm|>e).
2
P(|f-m|>€)5—6—~— .

Innen:
£ 2

Ha ¥ folytonos eloszlisu f(x) siirtiséggel, akkor

oo : m- g co
= f (x-n‘l)2 f(x)dx =2 f (x-m)zf(x)dx + f (x-m)zf(x)dx 2
m-€ '°°°° m+g -
éEz f f(x)dx + ff(x)dx) = €2P(|§-m| >E),
T Moo m+e

amibdl a tétel 4llitdsa leolvashatd.

Megjegyzés: A Csebisev-egyenlStlenség igen 4dltaldnos érvényii, min-
den olyan val6sziniiségl v4ltoz6 ingadozdsi mértékére vonatkozk, amely-
nek virhat6 értéke és szordsa i1étezik. Eppen mert a tétel rendkiviil 4lta-
l4nos érvényii, nagy pontossdg az adott nagysdgu eltérés val6sziniiségére
vonatkozélag nem is vdrhaté tdle. Latni fogjuk, hogy pl. a gyakoriatban
igen fontos normdlis eloszlis esetében a valdsziniiségi véltoz6 értékei
sokkal sziikebb intervallumba tomoriilnek a vdrhat6 érték koril és pl.

a |8-M(E)|>26 eltérés valésziniisége, ha § normilis eloszldsu,
kisebb, mint 0, 05.
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3.4 A valoszinliségi valtoz6 momentumai

Az el6z6 pontban a (3. 1. 6) és (3. 1. 7) osszefiggések segitségével
definidltuk egy € val6sziniiségl v4ltoz6 valamely ¢ () fuggvényének a
vdrhat6 értékét. A @(¥) fiiggvény specidlis megvilasztdsdval nyerjuk a
valészinliségi vdltoz6 momentumait,

Legyen ¢ (¥f) = fk, akkor az

(3.4. 1) &, = M( fk)

vérhat6 értéket a § val6sziniiségi v4ltoz6 k-adik momentuménak nevezziik.
A vérhat6 érték § els§ momentuma. Legyen ¢ (F) =[€-M(% Y]k ekkor

(3.4.2) My = m{[¢- M(E’)]k}

a ¥ valosziniiségi viltozo k-adik centrilis momentuma. A valésziniiségi
viltoz6 szérdsnégyzete nem més, mint a mésodik centrilis momentum:

D2(§) =p, = M(E—M(f))2 = M(gz) - [M(f)]z =, -oc?

Egyszerii szdmoldssal beldthat6, hogy a tobbi, magasabb rendli centrilis
‘momentumok is kifejezhetdk a nem centrilis momentumok segitségével.
Pl :

2
Mg = NI(f--o(l)3 = M(f)3 - 30<1 M(’fz) + 30(1 M(¥) -d? =

3

=g 1%

+ 6o(§oc - 3ot

4
Pog = M(Z-og) =0y - ot 2 1

3
A momentumok kiszdmitdsa diszkrét eloszldsu valésziniségi viltozok ese-
tében az
X, = xk
k" i By
i
ith k
T 1Z (%) P,
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formulék segitségével torténik, mig folytonos eloszldsu ¥ valosziniiségi
vdltoz6 esetén, ha ¢ siiruségfiggvénye f(x) ,
: oo

o, = ka f(x) dx
-0
ill, e
P.k = f(x-odl)k f(x)dx
- 0o

ahol ocl = M(f).

Megemlitjik, hogy ha egy € valészinliségi viltozé eloszldsa a virhat6
értékére nézve szimmetrikus, akkor piratlan rendi centrilis momentumal
zérusok. El6fordulhat, hogy ¥ eloszldsa a vdrhat6 értékre vonatkozélag
aszimmetrikus, ferde. A ferdeség mérdszdm4ul a

M3
17 T3
1 6’3

mennyiséget hasznéljék. (Altaldban folytonos eloszlds esetében hasznila-
tos. )

ty>0 W
_/ ;

35. dbra

S

A siiriiségfliggvény lapultsdgdnak mérésére hasznilatos a

-mennyiség. Normdlis eloszl4s esetében I = 0: Ha valamely folytonos el-

oszldsra vonatkozélag T9 > 0, akkor az ill. eloszlds slriiségfiiggvénye
magasabbra ugrik ki, “csucsosabb" mint a normélis eloszl4s siiriségfigg-
vénye (l4sd: 5. 7 pont) mig ¥9 < 0 esetén lapultabb ann4l,

Folytonos eloszldsok szdmszerl jellemzésére haszndlatos mennyi-~
ség még a medidn, jele me. A medidn az az érték, amelynél a valdszinii -

1 1
ségl vdltoz6 3 val6sziniiséggel vesz fel kisebb értéket és ugyancsak 2

val6sziniséggel vesz fel nagyobb értéket, vagyis amelyre
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DO} e

F(me) =

Abban az esetben, ha az F(x) = 3 egyenletnek tobb megoldésa van, vagyis
ha az F(x) eloszlésfiiggvény az x, pontban eléri az — érteket és 4llandé
marad valamely pontig és csak ett6l kezdve emelkedik, akkor

X +Xx
[] 1

Yy Mg N

36. 4hra

Az F(x) = p egyenlet megolddsét (tételezziik fel, hogy egy megolddsa van},
a valdszintiségeloszlds p-kvantilisének nevezzik és Qp-vel jeloljiik.
Nyilvén

37, 4bra

A Q1 /2 ill. Q3 /4 kvantiliseket als6- 1ll. ‘fe_lsd kvartiliseknek nevezziik.
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3.5 A korrelacids egyitthatd

Két vagy tobb val6szintiségi véltoz6 egylttes eloszldsédval kapcsolat-
ban is szokds killonhoz8 szdmszeri jellemzfket alkalmazni, amelyek kbzil
kiemeljuk a kovariancia és a korreldci6s egyitthaté fogalmat. Ha valamely
kisérlettel kapcsolatban két véletlen mennyiséget, € -t és 4] -t egyidejileg
kell tekintetbe venniink, akkor elsfsorban az szokott érdekelni benninket,
hogy filggetlenek-e egymdéstol a kérdéses val6sziniiségl véltozok, vagy
pedig értékeik kzott valamiféle fuggvénykapesolat 411 fenn. Gyakorl eset,
hogy ¥ és % értékei kozott nincs szigoru fuggvénykapcsolat, de felvett
értékeik kozott bizonyos tendencia mutatkozik, plL. hogy $ nagy értékei %
nagy értékeivel, mig ¥ kisebb értékei 4ltaldban 7 kisebb értékeivel szok-
tak egytitt jelentkezni. ‘

Ha pl. § a Duna viz4lidsa adott pontban mérve, 7 pedig a talajviz-
szint egy Dundhoz kozeli pontban, akkor ha £ és % kizott nincs is szigoru
fuggvénykapcsolat, de kizés tendencia, sztochasztikus kapcsolat tapasztal-
haté kyzottiik. Ezét a sztochasztikus kapcsolatot igyeksziink numerikus
forméban kifejezni a kovariancia, ill. a korreldci6s egyiitthat6 segitségével.

‘Legyenek § és « val6szinuségi véltozck. Ha ¥ és 7 fuggetlenek,
akkor a (3. 1. 12) 8sszefliggés alapjén

M [(§-M(¥)) - (n-M(1))] = M[§-M(¥)] . M [ 9-M(n]=0.

Ha % és 7 nem fuggetlenek, akkor a fenti vérhat6 érték valamilyen ¢
szémmal egyenl6. A

(3.5. 1) c =M [(¥-M(E) (7-M(q)N]

mennyiséget a ¥ és 7 valdszinitségi véltozck kovariancidjénak nevezzik.
Ha €= 7, akkor c = M [§- M($)]2 = D¥(¢) a ¥ véltoz6 szords-
négyzete, A c kovarlancia értéke, att6l figgfen, hogy milyen eloszldsu
valdésziniségi valtozokrol van sz6, tetszbleges val6s szém lehet, tehét

¢ numerikus értékébsl a két valtozd kozottl sztochasztikus kapesolat szo-
rossdgira vonatkozélag nehéz lenne kbvetkeztetést levonni. Célszeriibb
olyan mértékszémot vélasziani, amely csak valamilyen rogzitett hatdrok
kozé eshet, s amelynek numerikus értéke utalni fog a két viltoz6 kozotti
kapcsolat jellegére, szoros vagy laza voltdra. Ilyen mérdszim a korreld-
cios egyltthats, amelyet a

_M[e-ME) 1-M(D)]
(3.5.2) ¢= B(Z) D(7)

formuldval értelmezink. A korreldci6s egytitthatd tehét a’t ésq véltozok
kcvariaucidja osztva a szérisaik szorzatdval. A ¢ korrclicics egyltthaté
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értéke -1 és +1 kozott viltozik, mivel a sz4ml4l6-
ban szerepl§ kovariancia nem lehet nagyobb, mint
a szoérdsok szorzata. Ezt az 4llitdst az aldbbi tétel
felhaszndldsdval bizonyitjuk:

Ha § és n olyan valGsziniiségi v4ltozok, ame-
lyek négyzetének vdrhato értéke létezik, akkor

2
__ 3.5.9 [MEp)| <+ migh monh)
38. 4dbra Ugyanis tetszlleges valds A -ra M(](f-'rl)z =0

azaz 2 2 2
A M(ET) - 2AM(gq)+ M(9) 2 0

Ez a kifejezés A-ban misodfoku polinom, amely legfeljebb érinti a A~
tengelyt, azaz diszkriminédnsa nem pozitiv, teh4t

2 2 2
4 Mg - s IM(q Y 20,
amib6fl az 41litds mér leolvashatd, .

Ha most a (3. 5. 3) tsszefuggésben ¥ helyébe £-M(¥)-t, 9 helyébe
7 -M('ll )-t irunk, akkor az

ML(§-M() (1-M(p)] £ M [E-Me))? fm[qmp] 2=
- D(¥) D(n)

osszefliggést nyerjik, amibsl kovetkezik, hogy [¢| < 1. .

Abban az esetben, ha az 1 val6sziniségi v4ltoz6 a £ viltoz6nak
linedris fiiggvénye: 4 = at+ b, akkor ¢ = 1 vagy @ = -1, aszerint,
hogy a > 0 vagy a < 0. Ennek beldtdsa egyszerii:

_ M (e-M(£)) (2¥+b-a M(¥) -B) _
]/Dz('g) D2(a f + b)

___aM[f'M(fﬂz = 2 _ 41,
la] D (¥) -

| af

Az dllitds megforditdsa is igaz, ha|gl= 1, akkor egyik valoszinliségi v4l-
tozé a mésik véltozonak linedris fliggvénye,

Gyakorlati szdmitis céljdra mind a kovariancia, mind a korreldcié
egylitthaté képlete némileg egyszerlisithets:
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@-5.4  c=M[(E-M(¥)) (q-M(7))] =
= M[¥7-M($)7 - M(7)E+ M(E) M(7)] =
= M(%7) - M(E) M(7)
innen:
_ M(E7)-M(8) M(%)
(3.5.5) Q= B(t) D)

Ahhoz, hogy a § és m val6szintségi vdltozok kozotti kovariancidt és kor-
reldciét ki tudjuk szdmitani, ismerntink kell az egyiittes eloszldsukat.
Ha § és = diszkrét eloszldsuak:

(3.5.6) c= 2 2 [x, - MY [y Mem)] £, =
i k
= 1Z Zk_ X Vi Ty T M(E) M(7)

Ha ¥ és 7 folytonos eloszldsuak h(x,y) egylittes stiriiségfliggvénnyel,

akkor
o0 oo

@57 o= [ [xyhemy ax day - ME) M(q)
-co -00
itt alkalmaztuk a (3. 5. 4) osszefuggést.
Abban az esetben, ha ¥ és 7 fiiggetlenek, a kozottik levs kovariancia
zérus. Ugyanis mivel fuggetlen val6sziniségi viltozok szorzatinak virhaté
értéke virhat6 értékek szorzatdval egyenl§

¢ = M(¥n) - M(g) M() = M(¥) M(2) - M(%) M(9)=10.
Ennek kovetkeztében ha £ és m figgetlenek

C

=By -

Az 4llitds megforditdsa 4ltaldban nem igaz, abbél, hogy a ‘¢ és % kozbtti
korreldci6 zérus, 4ltaldban nem kovetkezik, hogy fuggetlenek. A korrel4-
ciés egytitthaté nem annyira a sztochasztikus kapcsolat szorossigdt, mint
a kapcsolat linearitdsdt méril
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Ha € és % valdsziniségi vdltozck kozutti korreldcids egytitthat6:
@ = U, akkor a ¥ és m vAltozokat korrelitlanoknak mondjuk, Mint emli-
tettitk két valosziniségi valtozo korreldlatlansiga dltaldban nem jelent fiig-
getlenséget, ha azonban € és 7 egylittes elosziisa kétvéltozés normélis
eloszlds, akkor a korreldlatlansdgho! kivetkezik a vdltozék fliggetlensége.

(Ldsd: 5. 11, pont.)
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4. fejezet

A GENERATORFUGGVENY
ES A KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY

4.1 A generatorfiggveny

Ismertetiink két igen hasznos analizisbell segédeszkozt, a generdtor-
fiiggvényt és a karakterisztikus fggvényt, amelyek segitségével a valG-
szinitségi véltozék momentumai egyszerien kiszdmithatok, tovdbbd fugget-
len valdsziniségi véltozok tsszeginek eloszldsa egyszerten meghatdroz-
hat6. Ugyancsak hasznosnak bizonyulnak, s6t szinte nélkilszhetetlenck
ezek a fuggvények kulonbtz§ hatdreloszldsok meghatdrozisénél.

A generitorfuggvényt egész értéki valészinuségl valtozok eloszlésé-
nak vizsgélatdra haszndljuk.

Legyen £ valdszinliségi véltozs, amelynek lehetséges értékei a

0, 1, 2,...,n, ... szamok, amelyeket rendre
Pgr Py» PgreeesPpoece valészinuségekkel vesz fel.
- Képezzik a
4.1.1) 6w = 2. P, &

fiiggvényt, amelyet a ¥ val6sziniségl viltozé generitorfiggvényének neve-
ziink. Mivel a {pk} szdmok valészinuségeloszlist képeznek azaz

E 'pk = 1, a generdtorfiggvényt értelmezd hatvénysor (amennyiben k

megszimldlhat6 sok értéketfut be) x = 1 esetén konvergens €s G({l) = L
EbbS1 kovetkezik, hogy [x|<1 esetén a G(x) figgvény akdrhinyszor
differenciélhaté és

, k-1
G(x)=kakx
k

Ha ez a hatv4nysor az x = 1 helyen is konvergens, akkor
12 M=) kp =MF)
k‘ .
¢ = 3 k k=D p X |

() = X% p -7 kb = M(EH - M(E) st
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Innen 14that6, hogy a ¥§ egész értékii valészinuségi valtoz6 virhato értéke:

- M(§) = G(1)
szérisnégyzete:

| 2
(4. 1.3) p%(g) = 6" + &' (1) - [6’ ()]

Vegytik észre, hogy a
k
6w =2 % p
k

generdtorfliiggvény maga is egy vérhat6 érték, mégpedig az x £ valészinu-
ségi valtoz6 vdrhats értéke a viarhats érték definicidja szerint, azaz

M = ) & P = G
K

Ebb61 az észrevételbll fontos tételt szdrmaztatunk fiiggetlen valészinitségi
véltozok vsszegének generitorftiggvényére vonatkozélag. Legyenek
t it £ g? e En fuggetlenek, egész értéku val6sziniségi viltozék és le-

gyen 7 = fl + fz + oeee + fn . Ekkor az 1 valészinliségi viltozé gene-
ritorfliggvénye:
fl + §2 +oot+ €

L

13
Yoo Mx 1 =

M(x?l = M(x

3
M(x ) M(x

(4. 1. 4) G"Z x)

13

Gf 1(:t) : Gg 2(X) e an(x)

14
Ugyanis a fl‘ fz, - fn védltozok fuggetlensége miatt az x ! ,

g 2 In . : .
X 4«0y X véltozok is fliggetlenek és fiiggetien val6szintiségi v4i-
tozék szorzatdnak vdrhat6 értéke a vérhat6 értékek szorzatdval egyenls.
Létjuk tehdt, hogy fiiggetlen valdszintiségl véltozok osszegének ge-
nerétorfiggvénye az egyes viltozok generstorfuggvényeinek szorzatdval
egyenld. Ezt a tételt az egyes nevezetesebb valdsziniiségeloszldsok tér-
gyaldsa sordn alkalmazni fogjuk fggetlen viltozok tsszege eloszldsdnak
meghatdrozdsdra, mert generdtorfuggvények segitségével 4italdban sok-
kal egyszeriibb az tsszeg eloszlds4t meghatdrozni, mint a konvolucids
szabély alkalmazdsédval, amely inkdbb elméleti jelentGségt.
Az alkalmazdsokban gyakran eldfordul, hogy fliggetlen, azonos elosz-
ldsu valdszinliségi viltozok ssszegének eloszldsst kell meghatéroznunk.
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Ekkor a G"l (x) a kiovetkez§ alakot blti (ha n tagu Ysszegrél van szd)

n
(4.1.5) G,l(x)=G§1+f2+“.fn(x)=[G§1(x)]

A Gy (x) generitorfiiggvény explicit kifejtésében xk egyiitthat6ja adja meg
a P(7= k) valésziniséget.

4.2 A karakterisztikus fliggvény

A generétorfliggvény csak nemnegativ egész értéku valdszintiségl
véltoz6k esetére van értelmeze. Tetszbleges valbszinliségi viltozck eseté-
ben a generétorfilggvényhez hasonls szerepet j4tszik az un. karakteriszti-
kus fliggvény. Egy ¥ valoészinuségi vdltoz6 karakterisztikus fiiggvényén

az (-:itg komplex értékl valdsziniiségi vdltozs varhaté éxtékét éxtiik, Jeldl-
juk a § valGszintségi véltozd karakterisztikus fuggvényét ‘Ff (t)-vel, ekkorx:

CPf ® = M(eltt) = M(cost®) +1 M(sin t &) (1 =/ -D).

Té4rgyaldsaink sordn a karakterisztikus fuggvényt csak folytonos eloszlisu
valdszinuségl viltozokkal kapcsolatban fogiuk haszndlni. Ez esetben:

[o'<]
4.2.1) P ® = f o™ f(x) dx
-0o

ahol £(x) a € valészinliségi véltozo6 suriségfiggvénye. A karakterisztikus
fuggvényt az analizisben Fourier-transzformdciénak nevezik.
A karakterisztikus fuggvény néhdny fontosabb tulajdonséga:

(==}

@22 [g,0] =[]

-00

'™ t(x) dx ]éf]eitxlf(x) dx = 1

(mivel l eilx f = |/coszt x+ sinztx =f1=1.
Megjegyezziik, hogy

(4.2.3) Pty = M(e"“f) = M(cos (-t E) ) + i M(sin (-t §) ) =
: M(cos t£) - L M (sin t§) =) .
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A Fourier-transzformdcio elmélete szerint ha
(=]

_/|q>(t)]dt <oco,

akkor co
‘ -itx
{4.2. 4) _ f(x) = TR fe c?(t) dt ,
-00

dzaz a karakterisztikus fiiggvény ismeretében a sliriségfiggvény meghatd-
rozhat6. A karakterisztikus fuggvény egyértelmiien meghatdrozza a vals-
sziniségeloszldst, Tdrgyaldsaink sordn a (4. 2. 4) inverziés formula alkal-
mazdséira sem lesz szikségilink, mert csak néhdny folytonos eloszlis ka-
rakterisztikus fuggvényét fogjuk meghatdrozni, s az ismert karakterisztikus
filggvénybsl kizvetleniil tudni fogjuk, hogy milyen eloszldsrél van sz6. '

Ismertetlink most a karakterisztikus fiiggvényre vonatkoz6 fontos té-
telt, amelynek alapj4n fiiggetlen valésziniiségi vdltozcok dsszegének vals-
szinliségeloszldsa meghatirozhat6.

Tétel: Legyenek § T fz, cess § n fiiggetlen valésziniségi véltozok
és legyen 7 = § L 1 ¥ gteee t §n . Ekkor az 7 val6sziniiségi vdltozs

karakterisztikus fiiggvények az vsszeadandok karakterisztikus fuggvényei-
nek szorzatdval egyenl6, azaz

‘ ity 1e(§ + f2+. ot )
(4. 2. 5) Cf%(t) =M )= Me M=
' it it ¢ it
= M(e fle 2. e E“):
it El it g, itg

]

Me HMe “...Me M=

=Py 1_(t) q’fz(t) cee q)fn(t) .
‘ e,
Ugyanis a ¢ iy §2’ caes f véltozok filggetiensége folytdn e ,
1t H it
2 y sees € fn valésziniségi viltozdk is fuggetlenek és szorzatuk
varhatd értéke varhaté értékeik szorzatival egyenld.
Megemlitjikk még, hogy ha egy 7 valdszintiségi vdltozé egy miésik
val6szinliségi véltozénak linedris fiiggvénye,

7=af+b
akkor
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ity it(af + b))
(4. 2. 6) G =ME =M (e =

(1(‘“)?) el (fg(dt).

Megmutatjuk most, hogyan lehet a karakterisztikus fuggvény segitségével
meghatdrozni egy felytonos eloszldsu valésziniiségl v4ltoz6 momentumait,
amennyiben azck léteznek,

A

itx
Py © e o a

-0

kifejezést t-szerint differencidlva:

L= ]
itx _
c,pE (t)—/ixe f(x) dx
-00
Az 7= eHf =cost:§+isintf= 81 + 1?2 komplex értéki vals-

szinilségi véltozd varhat6 értékét az M('rz) = M( § Y+ 1 M(E ), szérds-
négyzetét a p? (q) = M(| 'q M(7 )| ) formulékkal értelmezzuk

& C-P;(0)=iff(x)xdx=io<1=iM(§)
-o0
TovAabb4: oo
q;; ® = f 02 '™ fx) dx
és » 2 °°2 2 2
SRS fx t)dx = 170, = 1 M(gD
Innen: o2
. 1 >
(4.2.7) : M(E)= Gy (0
2
(4.2.8) p%8) = M2 - [M(D)] -

1)

Lo -[aol o] -¢o.
12 H 1 "¢ 13 H
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Altaldban: 20
o ® @ =i f 2~ '™ f(x) dx
5 -oco
oQ
® . _ k[ k ok
(4.2.9) P (0)—i-°.£x fx) dx = 1°a(

ahol o 2 f valoszintségl viltozé k-adik momentuma. Ennek alapjdn a
< ¢ (t) fuggvény Taylor-sorfejtése a kivetkezl alakban irhat6:

(4.2.10)C?§(t)=f-f§(0)+ m t+— t +.. =1+oclit+0C2-—2!—t...
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5. fejezet

FONTOSABB VALOSZINUSEGELOSZLASOK

A) DISZKRET VALOSZINOSEGELOSZLASOK

5.1 Egyszerd alternativa

Egy esemény karakterisztikus véltoz6ja. A legegyszeribb diszkrét
eloszlds az egyszerl alternativa, Ilyen eloszl4s 1ép fel, valahdnyszor egy
kisérlettel kapcsolatban csak az érdekel bennlinket, hogy valamely A ese-
mény bekdvetkezik-e vagy sem. Ha pl. a kisérlet egy adott helyen a talaj-
vizszint mérése és csak az érdekel benntinket, hogy a talajvizszint mérése
helyén kisebb-e vagy nagyobb mint 3 m, akkor jJelsljuk A-val azt az ege-
ményt, hogy a vizszint kisebb mint 3 m, A-sal pedig az, hogy 3 m-nél na-
gyobb a vizszint, A kisérlet eredményeként vagy A vagy A kivetkezik be.
Tegyuk fel, hogy nagyszdmu mérés alapjin ismerijuk a P(A) = p, P@A) =
= 1 - p = q val6sziniiségeket.

Rendeljuk most hozz4 kisérletunkhtz a § val6sziniségi valtozdt,

-amely az 1 értéket veszl fel, ha az A esemény kivetkezik be és vegye fel
% a 0 értéket, ha az A esemény kivetkezett be. Ekkor tehdt P(¥= 1) =p,
P(§=0) = q = 1-p. A ¥ viltozo eloszldsét a kovetkezl sémdval szokds
megadni:

110

Pl q

Hasonldan egyszery alternativdval 4llunk szemben, ha kisérlet abban 4ll,
hogy megfigyeljuk és regisztrdljuk, hogy egy adott napon adott helyen esett
az esf vagy sem (vagy hogy a lehullott csapadék meghaladott egy adott
szintet vagy sem),

Alternativa, hogy egy megvizsgilt ércdarab tartalmaz vasat vagy
sem, hogy egy megvizsgilt gydrtmdny selejtes vagy sem, hogy egy forintot
feldobva irdst dobunk vagy sem stb.

Az olyan § val6sziniségl véltoz6t, amely az 1 éxtéket veszi fel, ha
egy kisérlet sordn a szdmunkra érdekes A esemény bektvetkezett, mig
€t =0, ha az A esemény kivetkezett be, az esemény karakterisztikus v4l-
toz6jdnak vagy indikdtordnak nevezziik. Ekkor tehét:

PA) =PS=1=p, PA)=PFf=0=1-p=q.
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Szémitsuk ki a karakterisztikus véltozé vérhat6 értékét és szérés-
négyzetét. A vdrhat6 érték definicidja és § eloszldsa alapjén:

(5.1.'1)' M(§)=1.p+0.q=p

N 2 2
M35 =1°. p+0°.q=p

(5.1.2) p?(g) = M( ¥ - [M(E))% = pp° = p(i-p) = pa.

A karakterisztikus véltozé generdtorfilggvénye:

(5. 1. 3) G(x)=Zpkxk=qx0+px=px+q.
k .

5.2 A binomialis vagy Bernoulli-eloszlas

Legyen egy egyszeril alternativa kisérletnél a benntinket éxdekld A
esemény valdszinlisége P(A) = p, (ekkor nyilvdn P(A) = 1 - p = q).

Ismételjilk meg n-szer a kisérletet (azonos kbriilmények kzott) és
jelolje a € valdszintiségi véltoz6 az A esemény bekovetkezéseinek szdmdt
az n kisérlet sordn. ¥ lehetséges értékeia 0, 1, 2, ..., n szdmok.

Mi a val6szinlisége, hogy a § viltoz6 éppen a k értéket veszi fel?
k=0, 1, 2, ..., n). Az egyes kisérleteket filggetleneknek tekintjik, :
A problémit ugy is interpretdihatjuk, hogy egy urndban csak fehér és fekete
golysk vannak, a fehér golydk ardnya az dsszes golyok szdméhoz p, a fe- .
kete golycké g, Annak valésziniisége, hogy n-szer huzva visszatevéssel
k-szor huzunk fehér golyot, az (1. 5. 1) formula alapjén:
ny k n-k
k) P g .

Ezt a valdszinilséget a kivetkezl mddon is megkaphatjuk. A valdsziniiségi

yé4ltoz6 nyilvén
€ = § FE, Rt E

(5.2. 1) P =RE=K) = (

ahol £ _az i-edik kisérlet karakterisztikus v4ltozoéja.
Ha pl. ¥ egy adott éy mijusdban az es8s napok szémdt jelsli és
$ X ¥ PRI ?n az egyes napok karakterisztikus véltozé6i, amelyek

tehdt az 1 vagy 0 értéket veszik fel aszerint, hogy az illetd napon esett az
esS vagy sem, akkor értéke nyilvdn annyi, ahdny 1-es van az Gsszeadan-
dék kozott: '
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=%+, +... +F =1+0+1+... +0.
A binomidlis eloszldsu ¥ valdszinliségi v4ltoz6 vérhat6 értéke:

(5.2.2) - M(3)=M(§)+M(E)+... +M(¥ )=

mivel a f karakterisztikus viltozok mindegyikének vdrhato értéke p.
A hinomiéliis eloszldsu € valésziniiségi vdltoz6 szérdsnégyzete a (3.3.10)
tsszefliggés alapjin:

(5.2.3) D2(§)=D2(§1)+D2(§2) +..+ Dz(‘fn)=

=pg+pg+... +Ppq=npq.

Tehit a binomidlis eloszlds szordsa:

(5.2. 4) D(f) =) npq .
A € véltozo generdtorfuggvénye a (4. 1. 5) Usszefliggés szerint:

b n’
(5.2.5 Gox = ) P x* = [[Ggx) = (pxt)” =
RN SR

% ()(px) K px g

A Gglx) generétorﬂlggvényben x egyiitthat6ja éppen a P = P(€= k) va-
ldszinUSéget szolgaltatja ez pedig

ny\ k n-k
Pk”(k)p 1

Mind a vdrhaté érték, mind a szérdsnégyzet egyszerilien kiszdmithaté a

Gg) = (px + @)

generitorfliggvény segitségével is, ugyanis a és formuldk alap-
jan:

M(£) = Gy = [nox + @' p] | = mp

- 95 -



2
pi(§) = Gy () + Gim - [Gym] =

LI}

2 n-2 2 2 22 2 22
[n(n-l) P (pxtq) ] +np-n p =np-np +0pnp =
x=1 .

np {1-p) = npq.

A binomiélis eloszldsu ‘¢ valdsziniségi véltoz6 eloszlisdnak séméja:

0 l 1 | 2 L.l L] L
Po=(g)p°qn Pe(pa Pf(;)l’zqn-z P SRR

Felmertiil a kérdés, hogy adott p esetén a ¥ valGszinliségl v4ltozd,
melyik k értéket veszi fel legnagyobb valdszinliséggel, azaz melyik Pk
valszinuség a legnagyobb?

A Pk szdmok sorozata addig nf, amig

P
kK >,
Pk-l
azaz amig
(n) pkqnmk
k _ n-llc:l . 'i'?— a1,
n\ k-1 n-k+l P
-1/ 4
vagyls amig @) p 2k .

Amennyiben (n+1)p egész szdm, az eloszlés maximdélis tagja a

k = (n+1)p Indexii P, val6szinliség. Ebben az esetben Pk = Pk- a7z

két egyenid nagysdgu maximélis val6szintiség létezik. Ha (nt1)p nem
egész szim, akkor a P, valGszinliség olyan k-ra maximdlis, amely az
(n+1) p-ben foglalt legnagyobb egész szdmmal egyenlf. Ha n nagy szim,
akkor mivel p 5 1, joformdn mindegy, hogy (n+1)p-t vagy np-t vesziink.
Azt mondhatjuk tehdt, hogy ha egy kisérlet sordn valamely A esemény p
valoszinliséggel kbvetkezik be, akkor n kisérlet sordn az A esemény
legnagyobb valdsziniiséggel np-szer, azaz a kisérletek p-ed részében ki-
vetkezik be. Ez azt jelenti, hogy binomiélis eloszldsu ¥ val6sziniségi v4l-
toz6 legnagyobb valdszinliségi értéke nagyjdbol a vdrhat6 értékével egye-
zik meg.

Egy példdval szemléltetjuk a mondottakat.

- 96 -



Budapesten a csapadékos napok megoszldsa az utébbt 50 év megfigye-
Iési adatainak 4tlaga alapjdn (csapadékos napnak szdmitva azon napokat,
amikor legaldbb 1 mm csapadék volt):

Hé | Lo |m|w| v| vi. v | v | ix., | x. | x1. |xu.

Csapa-
dékos
nap

7,616,8/7,3|7,41|8,5/8,0(6,5{6,3/6,2|7,5(8,8]9,1

Ennek alapjdn pl. annak val6szinlisége, hogy egy adott év 4prilisdban
7 csapadékos napot észleltink p = i— mellett:

7 23 23
30 /1Y [3Y"° _ 3%
p7-—-(7) (Z) (Z) = 2035800. :ﬁ~0,16

Az ilyen val6sziniiségek kiszdmitdsa a binomidlis egyiitthaték miatt kelle-
metlen, ezért kbzeliteni szoktuk. Lésd: (Jelen p&ld4nkban (33) értéke

megtaldlhat6 a binomi4lis egytitthaték tdbidzatdban, a 323. 4730 greékér
pedig logaritmussal hatdrozhat juk ineg, )

A fentiekbél 14that6, hogy a binomiélis eloszldsu valdsziniiségi vél-
tozé még a legnagyobb valdsziniiségi értékét is viszonylag kis valészini-
séggel veszi fel. Més a helyzet, ha azt kérdezzilk mennyl a valészinlisé-
ge, hogy az dprilisi esds napok szdma mondjuk 5 és 11 ktzé esik. Ennek

valésziniisége:
kl_ ( ) ( 1) ( ) )
ZS k/\ 4 4

E valészinliség kiszdmitdsa igen munkaigényes lenne, ezért kbzelitjuk.
Lésd: (5. 10) pontot.

5.3 A polinomialis eloszlas

Ha egy kisérletnek § szdmu kilonbozé kimenetele lehet, amelyeket
jelsljink Al’ A2, ceey As-sel (mds szo6val az Al’ Az, ceey As ese-

mények teljes eseményrendszert alkotnak), tovabbd P(Al) = pl,

s
o P(As) =Py (Z P, = 1), akkor a kisérletet n-szer

P(Az) =p -

2"
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egymés utdn megismételve az un, polinomislis eloszldshoz jutunk. Ez a fo-
galom lényegében a binomi4lis eloszl4s dltaldnositisa és k = 2 esetén meg-
egyezik vele.

Annak valészinlisége, hogy az A esemény k, -szer, az A, esemény

k,-szbr, az A +...+ks=n):

2 esemény k4-szor kiyetkezik be (k1 +k

2
k. k K
(5.3.1) P ol 1,2 5

= P P cses P
kl'kZ"”’ks kll kzl ...ksl 1 %2 8

3

Ha pl. a kisérlet egy 10 részre osztott kozos céltdblira leadott 16vés,
és Pir Pyr ey Py jelsli annak valésziniiségét, hogy a taldlat az 1-es,

2-es, ..., 10-es korbe esik, akkor annak valésziniiségét, hogy pontosan
kl szimu l-es, kz szdmu 2-es, ..., le szdmu 10-es talélatot érjiink el

n ldvésbsl (k1 + k2 + ... + k, . =n), az (5.3.1) formula szolgdltatja.

10

5.4 A geometriai eloszlas

Tekintslink egy olyan kisérletet, amelynek két lehetséges kimenetele
van, tehdt egyszerl alternativa, s jeltljik az egyik kimenetelt A-val, a
mésikat A-sal. Legyen P(A) = p, PA) = q=1 - p.

Tegytk fel, hogy a kisérletet tdbbszbr egymds utdin megismételjik
mindaddig, amig az A esemény elfszor bekovetkezik. Konnyebb megértés
kedvéért képzeljuk el, hogy ipari min6ségellenbrzést végziink., A-val je-
[81jtik azt az eseményt, hogy egy-egy gydrtményt selejtesnek, A-sal, hogy
megfelelfnek taldljuk. Az egész gyirtmdinytdmegben a selejtardny p. Mi a
valdszinlisége, hogy elfsztr a k-adik megvizsgidlt gydrtmany bizonyul
gelejtesnek? Az eisf§ selejtes darab megjelenéséig megvizsgdlands gydrt-
ményok szdma nylly4n valdszintiségi valtozs, s jelsljuk £-vel. A{€ =k}
egemény akkor kiivetkezik be, ha az els§ k-1 megvizsgdlt gydrtmédny nem
selejtes és a k-adik selejtes, ezért

k-1
(5.4. 1) Pk =PKf=k=q . P
oo ,
Kinnyil beldtni, hogy Z P = 1, ugyanis
k
k=1
oo o0
ZPk=quk-1=T_P—=l
k=1 k=1 d



Ugyancsak az (5. 4. 1) formuldval szdmithats ki annak yalészintisége,
hogy ha egy célra ltvéseket adunk le p taldlati valdszlnuséggel akkor a
k-adik lgvésre érjuk el az els§ taldlatot.
A geometriai eloszlis generitorfilggvénye:

542 6@=2 -l X=apm 2 @ - T
k=1 k=

Mivel

G’ (x) = p(l-qX)+pqx =B

(1-qx)> (1-qx)°

és

2

2
G”(X) 2 PQ(l‘qX) 2 PQ‘ZP‘;I X
(l-qx) (1-gx)

a geometriai eloszlds vdrhat6 értékére és szordsnégyzetére a kiivetkezs
formulédk adddnak:

549 MY =6(1)=——7=—2 - Lp-,
(I‘Q) p

2
G448 D(H=c'm+cw -] =354+
P

S S
2 ~ "2 -
P P

.1
p

5.5 A Poisson-eloszlas

A diszkrét valosziniiség eloszldsok kdzbtt a binomidlis eloszlds mel-
lett kiemelkedS elméleti és gyakorlati jelentSsége van az un. Poisson-el-
oszldsnak, amely legegyszeritbben a binomidlis eloszldsbél szdrmaztat-
hat6, annak hatdreseteként adédik, ha a kisérletek szdma, az & nagy
szim, a p pedig (a bennilnket éxrdekls esemény bekdvetkezésének valdszl-
niisége egy kisérlet sorén) kicsi. A Poisson-eloszldst a kis valészinuségd,
vagyis ritka események eloszldsi tirvényének is szokds neveznl. A Pois-
son-eloszlds jelentGsége azonban kordntsem csak az, hogy vele a bino-
midlis eloszlds kizelithet§.
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Szimos természetl folyamatndl a Poisson-eloszlds a véletlen inga-
dozésok torvényszeriiségeként 1ép fel. Az un. véletlen eseményfolyamatok,
pl. adott id§intervallumban egy telefonkdzpontba befut6 hivdsok szdma, bi-
zonyos 1d§ alatt elbomlott ridiGaktiv atomok mennylsége, egy meghatéro-
zott id6tartam alatt bekdvetkezett kozlekedési balesetek szdma stb., mind
a Poisson-eloszlist kivetik. Ugyancsak Poisson-eloszldssal taldlkozunk
a véletlen pontelhelyezkedések esetében bizonyos kirilmények kbzott, amit
példdkon is szem!éltetni fogunk.

Alljon a kisérletink abbél, hogy megszabott id6n 4t megfigyeljuk,
vajon hény jel érkezik egy regisztrilé berendezésbe. Vélasszunk egy bi-
zonyos megfigyelési idSintervallumot egységnyl hosszusdgunak, és osszuk
fel n egyenld részre:

-
3
b
3
-
-

-

39. 4bra

Jelsljuk p-vel annak a valészintiségét, hogy egy % hosszusédgu rész-

intervallumba érkezik egy jel. Feltessziik, hogy bdrmelytk részinterval-
lumba egyforma a valdsziniisége egy jel érkezésének. Tovibbi feltétele-
zéslink: n elég nagy értéke miatt nagyon kicsi annak a valdszintisége,

hogy egy ;ll- hosszuségu kis intervallumba egynél tobb jel érkezzék. Nyilvdn

minél tobb részre osztjuk az egységtil vdlasztott intervallumot, vagyis mi-
nél nagyobb az n értéke, anndl kisebb annak a valésziniisége, hogy egy

% hosszusigu intervallumba érkezzék jel, azaz anndl kisebb a p értéke.

Ha tehdt n &rtéke nagy, akkor p értéke kicsi.

Tegyiik fel, hogy p értékének csvkkenése ardnyos n .novekedésé-
vel, azaz np = A 4liandé.

Sz4dmitsuk ki mennyi a valészinisége, hogy az egységtl! vdlasztott
intervallumba pontosan k szému jel érkezzék, ha n értéke nagy, p értéke
pedig kicsi. i

Az, hogy egy - hosszuségu ithntervallumba érkezik-e jel vagy
sem, egyszerit alternativa, s mivel n darab — hosszuségu részinterval-
n

lumra bontottuk az egységiil vilasztott intervallumot, n-szer ismételt
alternativdval, vagyls binomidlis eloszldssal 4llunk szemben:

(ny (o} k _ . .n-k
P —(p)p (1-p)
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Ezt a formuldt n nagy értéke esetén rendkiviil nehézkes lenne kisz4-
mitani, ezért dtalakitjuk a ktivetkezd alakra:

n-k

@ 1 n@-1) ... (a-k+) k(, op
e "W & (ap) (1 n)

Ha most n+oco, p~0 ugy, hogy np =A 4lland6, akkor a fenti formuléban
az np helyébe A -t irva:

Pl((ﬂ) =liT (1 --1-11-) (1 -%)... (1 -%)Ak( _%)n-k

Elvégezve az n— oc hatdirdtmenetet:

k
@ L, _ A -A
(5.5. 1) P =1 ¢ -

Gondoljunk arra, hogy az e = 2,718281... sz4m nem més, mint az
n .
(1 + -&) n =1, 2, ...), sorozat hatdrértéke, azaz

1n a n
lim (1 +—) =e és Iim (1+-—) =
n->co n N - 00 n
n
; a
= lim (1+-L—) ___ea
n n
— iy -
a a

tetszfleges valés a szimra, Az a = -} esetén kapjuk az (5. 5. 1) formu-
l4ban lev§ hatdrétéket.

Ha a megfigyelt egységnyi idSintervallumba érkezs jelek szdmét a
§ valoszinUségl véltoz6 jelsli, akkor ¥ lehetséges értékei 0, 1, 2, ... .
Annzk valdszinlisége, hogy egy egységnyi intervallumba pontosan k szdmu

jel érkezzék: -

; Ak -A
Pk=P(f%k)=k_l-e .

Tehdt § eloszlisa
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$: 011|2|3]...[k

Lo e-ﬁz e-A —‘A—E‘A —-%E e.-'A -4'—3- e“A A—k e-A
o1 1 2} 31 e Kl

AP valésziniiség értéke adott k esetén a A paramétertfl fugg.
Mivel A= np és np a binomidlis eloszlds varhat6 értéke - ha n kisér-
letet végziink és p valdsziniséggel kovetkezik be egy kisérlet sorén a ben-
niinket érdekls esemény -, azért A is vdrhat6 értéket jelent, jelfolyamat
esetében az egységnyi intervallumra es@ 4tlagos jelsuruséget. Ezt formd-
lisan is beldthatjuk,ugyanis a Poisson-eloszldsu valésziniiségi véltoz6 yir-
hat6 értéke:

s k .2 k-1 L, = e
(5.5.2) M(§)=Zk1‘—!e"=,\e* A et SAL
k=0

1 & 2=0 F!
A
= _A e ej\ = A
Emlékeztetiink, hogy az e~ fuggvény Taylor-sora:
x x> x3 5 =
e = 1+X+-§I-+§+... = =0-§r .

Nyllvdn a x=A esetén
oo ,\k
eA= Z -El—' .
k=0

Kiszémitjuk a Polsson-eloszldsu § valdszintiségl ydltoz6 sz6rds-
négyzetét is.

oo k
-A
(.53 DXE) =M(ED - M) - Zu—kz-i-,—e L
= k-1
Cae e AN Y2
=Ae (k;zl(k 1+ 1) (k-l)l) A0 =
oo k-2 &2 k-1
- A A 2
2 S e 2 ko) o
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Tehét a Poisson-eloszlésu ¥ valdszinuségi véltoz6 sz6risa:

(5. 5. 4) D($) =VA.

Ahhoz, hogy a Poisson-eloszl4s tiblizatéban szerepl§ P, valdszi-
niiségeket ki tudjuk szdmitani, ismerni kell a A paraméter ért%két. A gya-
korlatban A értékét rendszerint statisztikai uton kell becsitini, L4sd:

(8.2) pont. A A paraméter ismeretében a P, valoszinliségek értéke 4lta~
l4ban tdblizatbol kikereshets. Lésd: VII. tébldzat.

Ime egy példa a tdbldzat hasznélatdra.

Tegytik fel, hogy egy telefonkszpontba egy perc alatt 4tlagosan 4 hivés
fut be, azaz A= 4. Mennyl annak valészinitsége, hogy 1 percig figyelve
a hivésokat, 6 hivds fut be?

A tibldzat A = 4 oszlopdban a k = 6 sorban a ktvetkezs értéket
taldljuk:

Ao -2 45
6= G © = z© = 010420010

o
]
i

Ez azt jelenti, hogy 100 megfigyelt perc sor4n étlag 10 olyan perc
lesz, amelyben pontosan 6 hivist észlelunk. Egyébként a tdblizat A =4
oszlopit szemligyre véve a kiivetkezbket olvashatjuk ki bel6le:

100 megfigyelt perc sordn dtlag egy olyan perc lesz, amelyben nem
Jon hivds, 7 olyan perc, amelyben 1 hivds érkezik, 15 olyan perc, amely-
ben 2 hivds szerepel, 20 olyan perc, amelyben 3 hivds torténik, ugyancsak
20 olyan perc, amelyben 4 hivés, 15 olyan perc, amelyben 5 hivés fut be
sth. Ezek a szdmok utmutatdst adnak arra, hogy A= 4 esetén mekkora
lesz a kbzpont maximélis terhelése, milyen nagyra kell akbzpont tirol6
kapacitdsdt méretezni. Pl. A = 4 értéknél 10-nél t¥bb hivédsra gyakoriatilag
nem kell szdmitanunk, mert ennek valészintisége mér csak ezrelékben
fejezhet§ ki.

Megemlitiink egy hires kisérletet, amelyet a radicaktiy bomlds oc-
részecskéinek szdmldl4sdval kapesolatban végeztek. Egységnyl idGinter-
vallumnak 7,5 sec-ot vdlasztva, N = 2608 egységny] intervallumban meg-
szdml4lték a beérkez6 részecskék szdmét. Ezutdn tsszeszdmoltsk, hogy
hény olyan intervallum volt, amelyben egyetlen részecskét sem tudtak
megfigyelni, hdny olyan, amelyben 1, 2, ..., 9 részecske érkezett, s
végil hdny olyan, amelyben 10 vagy annil tsbb részecskét szdmléltak,
majd az eredményt tiblizatban foglalték tssze:
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k N NP,
0 57 54, 399
1 203 210, 523
2 383 407, 361
3 525 525, 496
4 532 508, 418
5 408 393,515
6 273 253,817
7 139 140, 325
8 45 67, 882
9 27 29, 189

k-10 16 17,075

Ossze~| 5008 2608, 000
sen
2x

A kvzelitést itta A= 2608 paraméterd Poisson-eloszlissal végezték,

A tibl4zat adatal jS1 szemléltetik, hogy a beérkezs részecskék szimdnak
véletlen ingadozisa Polsson-eloszldst kovet.

5.6 Véletlen eseményfolyamatok
A Poisson-folyamat alkalmazdsa

A tovébbiakban az idfben véletlenszerien lefolys jelenségeknél kizos
néven jelnek fogjuk nevezni egy of részecske érkezését a szdml4l6csGhe,
egy hivis beérkezését a telefonkszpontba, egy alkatrész meghibdsod4sat
egy sok alkatrészt tartalmazo készillékben sth. Az ilyen jelleglt események
elméleti szempontb6l kbzbs természetiek, azonos val6szinliségeloszldsi
torvényszeriiségeknek tesznek eleget, ezért egységesen tdrgyalhatok.
Feltesszitk, hogy kisérletiink ilyen jelek beérkezésének megfigyeiésébdl
411, és megfigyelésiinket a t = 0 idGpontban kezdjitk, Keressiik annak va-
l6szintiségét, hogy a (0, t) idftartam alatt pontosan k- szdmu jelet észle-
link. Ezt a val6szinliséget P, (t)-val fogjuk jelsini, E valésziniség meg-
hatirozdsdhoz a kivetkezs k%t egyszery feltételbfl indulunk ki .

1. Feltessziik, hogy bdrmely idfintervallumban érkez jelek szdma
figgetien az irtervallum kezdete elStt befutott jelek szdmdtsl. Masként
fogalmazva: feltesszilk, hogy diszjunkt intervallumokba esé jelek szdmai
fuggetien valdsziniségi viltozck,
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2. Ugyancsak feltessziik, hogy annak valészinisége, hogy egy kicsiny
h hosszusdgu intervallumba egy jel érkezzék, arédnyos az intervallum
hosszéval, azaz annak valdszinlisége, hogy egy (t, t+h) intervallumba egyet-
len jel érkezzék, A h-val egyenl8 (ahol A az arinyossigi tényez§, amely
az egységnyl intervallumba 4tlagosan érkezé jelek szdmét jelenti). Annak
val6sziniisége, hogy a (t, t+h) id6kozben egynél tobb jel érkezzék, legyen
elhanyagolhatdan kicsi, ha h elég kicsiny.

Ezen feltevések mellett el8szor hatdrozzuk meg annak valészinisé-
gét, hogy a (0, t) id6kszben egyetlen jel sem érkezik. Jelsljuk ezt a vals-
szintiséget P, (t)-vel.

Teklntsuk a (0, t+h) intervallmnot, amelyet két Ssszetevlre bontunk,
a (0, t) és (t, t+h) idBkiztkre,

h

-
0 t {4
40, 4bra

Annak valésziniisége, hogy a (0, t) id6ktzben nem jon jel, P, (0,
mig annak val6szinisége, hogy a (t, t+h) id6ktzben nem jon jel; l A h
Igy annak valdszinusége, hogy a (0, t+h) id6kézben nem érkezik jel:

P (tth) = P(t) (L -Ah).

Mivel a (0, t) és (t, t+h) intervallumok diszjunktak, tehit feltevésuink
szerint ezen intervallumokba befuts jelek szdmai fliggetlen val6szintiségl
valtozok, igy a valésziniiségek szorzési szabélya alkalmazhaté.

Az tsszefitggésbbl

Po (t+h) - Po (t)
h

=-AP® .

Elvégezve a h = 0 hatdrmenetet, a bal oldall differenciahdnyados differen-
cidlhdnyadosba megy 4t,

(5.6, 1) P; ® = - APO(t) ,
AZaz: P' (t)
2 -
P(t) :

Integrdlva a kapott differencidlegyenletet:
mnP@®t)=-At+lnC ,
o o

- 105 -



amibsl:
-At
Po(t) = C0 e .
Mivel P (®) = 1-nek vehets, hiszen annak val6észinlisége, hogy O idftar-
tam ataft nem {6n jel, nyllvdn biztos esemény, az
ssszefiggésbsl t = 0 helyettesitéssel

P (0) = C_ = 1 adddik, tehit:
o o

(5. 6. 2) ]
P(®) = At

Itt wost egy fontos megjegyzést tesztink. Annak valészinisége, hogy a
(0, 1 WiBkdzben nem jon el, més széval, hogy az elss jel megérkezéséig

t-nei hosszabb ideig kell vdrakoznunk, e-A t-vel egyenld, ami nyilvdna t
jda fiiggvénye. Minél nagyobb a t értéke, anndl kisebb ez a valdsziniség,
mégpedig t novekedésével exponencidlisan csokken.

Annak valdszintisége, hogy a (0, t) id6kozben legaldbb egy jel jon,
mads gzoval annak valészinisége, hogy az els6 jel megérkezéséig t-nél

revidebb ideig kell varakoznunk: l1-e A t. Ez a valdsziniség ugyancsak t

tuggvénye, s jeloljuk ezt a fuggvényt F(t)-vel. Ha tehdt 7 -val jeloljuk az
¢l fel érkezésélg eltelt vdrakozdsi id6t, akkor

(5. 6. 3) P(n <t) = F() = 1-¢’ At

Konayu beldtni, hogy az F(t) folytonos fliggvény t novekedésével 4llandGan
n8, F(0) = 0, F(+o00) = 1, tehdt F(t) eloszlisfuggvény. Az F(t) fuggvény-
nyel jellemzett valésziniségeloszldst exponencidlis eloszldsnak nevezzik,
amelynek vizsgdlatdra még visszatérink.

Folytatva a jelek id6beli eloszlisdnak vizsgélatdt, szémitsuk most
k1 annak val6sziniségét, hogy a (0, t} idSintervallumban pontosan k szimu
jel jon, tehdt a P _ (t) valoszinuséget.

El8szor felitjuk annak a valésziniségét, hogy a (0, t+h) id6ktzben
k szdmu jel jon, vagyisa P (t+h) valésziniséget. Ehhez gondoljuk mega
kovetkezdt. Az az esemény, hogy a (0, t+h) id8ktzben k szdmu jel érke-
zik, két egymést kizdré médon johet l6tre:¥® 1, k szdmu jel jon a (0, t)
intervallumban és nem jon jel a (t, t+h) intervallumban, 2. k-1 jel jon
(0, t)-ben és egy jel jon a (t, t+h) idSkdzben.

Feltételezve hogy kicsiny h hosszusdgu id6kszben az egynél tbb jel
érkezésének valdszinsége elhanyagolhat6an csekély, az egy jel érkezé-
sének valésziniségéhez képest.
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A valoszinilségek bsszeaddsi és szorzési szabdlyit alkalmazva:
Pk(t + hy = Pk(t) (1-Ah) + Pk-l (ty Ah.

Innen:
Pk(t + h) - Pk(t)

- = -AP (M) + AR \(® .

Elvégezve a h —» 0 hatdrmenetet, a kivetkez8 differencidlegyeniethez ju-
tunk:

(5.6.4) P"((t) = J\Pk(t) + A Pk_l(t) . k=12,..

Az (5. 6. 4) egyenlet lényegében egy végtelen differencidlegvenics :dazer,
ez azonban semmi nehézséget sem jelent, mert rekurzive meguldhi!
riégzitett k-ra a linedris els6rendu differencidlegyenletet keii ,nvept1inunk.

Vizsgaljuk eldszor a k = 1 esetet, Ekkor B (=P (® = ¢ = . toh

Py = - AP ® +A e At

Oldjuk meg most a

P'l(t) =« AP 1(t) homogén egyenletet.

P
———— == - A’
Pl(t)
WP =-At+WnC ,
(5. 6. 5) P = cle')‘t .

Tekintsilk most a C, 4lland6ta t viltozé fliggvényének, és jelisljik
C,(t)-vel. Ezt a differenciilegyenletek elméletében szokdsos fogast az 4l
landé varidldsdnak nevezziik. Differencidljuk t szerintaz...... egyenietet
és hasonlitsuk dssze az...... egyenlet jobb oldalédval:

Pl = C)) e At -).C e At -AR@® + Ae At

Ha most a P_(t) helyébe az (5.6.5.) osszefuggés jobb oldaldn 4116 mennyi-
séget irjuk, azt kapjuk, hogy
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c; e Mt -AC® e At - A€, e Aty Ae AL,

EbbSl az tsszefuggésbil
C’1 t=A adédik, vagyis
Ci(t) =J\t .

A kapott értéket az (5. 6. 5) formuldba helyettesitve

At _ (At)l e-At

(5. 6. 6) P®=Ate -

Hasonlé6 eljdrdssal kaphatjuk, hogy
(J\t)2 e At
2| B

3
(At) - At
3] e sth.

Most teljes indukciéval kimutatjuk, hogy tetszdleges k-ra

P(0) =

P.() =

- (AT -t

Tételezzuk fel, hogy

B ® =

és irjuk be ezt az értéket az (5. 6. 4) Osszefliggésbe:
k-1
o (A1) - At
Pk(t) = - Pk(t) +A e e
Az egyenlet homogén részét megoldva:

A

(5.6.7) B @ = Cee ' adodik.

k
Ismét az £llandd variilisét alkalmazva: 7
k-1

v = gy am AL -At _ ~at Lkt - At
Pk(t) = Ck(t) e Ack(t) e = ACk(t) e +A &1 e
k o<
EDbbél ldthatjuk, hogy C;(t) =A = melybSl integrildssal:
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C® =
A nyert Ck(t) értéket az (5. 6. 7Y egy=rletbe helyettesitve:
k
_ (At At
{5. 6. 8) Pk(t) = ¢

Ezzel kimutatjuk, hogy a tett feltételek mellett a véletlen jelfolyamat
A t paraméterd Poisson-eloszldst kovet. Az (5. 6. 8) formula mutatja, hogy
P, (1) valoszinisége a t véltoz6 fiiggvénye. A t viltozd most az idSt jelen-
tl. Rogzitett t érték esetén a (0, t) idSkbzben befut6 jelek szdma egy vé-
letlen sz4m, val6szinliségi v4ltoz6, amelyet £ -vel jelslink.

Ha az egyes hivdsok id6pontjait a t tengefyen feltuntetjuk, akkor
4 ¢ képét a 41. 4bra lépcsés fuggyénye szemléiteti:

ol%
J —
5 .
—
pr—
~
5 —
0 . =
4% L% bk
41, 4bra

A ¥ valoszinuségl véltoz6 t értékétsl fuggben més-més valészini-
ségekkel veszi fela 1, 1, 2, ..., k, ... értékeket, tehdt itt !ényegében
nem egyetlen valdszinuségt véltoz6val van dolgunk, hanem valdszinliségl
véltozéknak a t idSparamétertfl fiiggs seregével. Ezért, ha t értékét nem
r¥gzitjiik, hanem ugy tekintjuk, hogy t az origébél indulva befutja a szdm-
egyenest, akkor 2 §; szimb6lum nem egy valdsziniiségi viltozot, hanem
egy véletlen folyamatot jelsl. Hogy erx6l a véletlen folyamatrél konkrétabb
szemléletiink legyen, tegytik fel, hogy egy telefonktzpontba befuté hiviso-
kat figyeljuk, és megfigyelésiinket a t = 0 id6pontban kezdjuk. Tegyuk fel
tovibb4, hogy az egyes hivisok a L id6pontokban

érkeznek. Jeltljuk ft-vel a t id6pontig befutott hivdsok szdmdt, ekkor
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Az igy kapott 1épcsfs fuggvény a €, hivédsfolyamat egy realizdcicja.
Ha az egyes hivdsok mds id6pontokban futnak be, akkor ¥ .-nek mésik
iépcsds fitggvény felel meg. Minden olyan nem cstkkend lépcsds fuggvény,
amely csak a 0, I, 2, ... értékeket veheti fel, egy telefonhivdsi folyamat
lehetséges realizdci6jdnak tekinthets. A § folyamat most az sszes
ilyen dpusu lépcsds fuggvények bsszessége. halmaza és minden ilyen figg-
vény a folyamat egy lehetséges realizdcicja. Ha mérmost a kisérletiink
egy telefonkozpontba befuté hivdsok (hosszu ideig tart6) megfigyelése,
akkor kisérietunk minden egyes kimenetele egy fenti tipusu fiiggvény.
Kisérletiink kimenetele szempontjdbsl most az ilyen fiiggvény egy elemi
eseménynek felel meg, s az elemi események tere az sszes lehetséges
realizdciok halmaza, Annak az eseménynek, hogy egy rogzitett t = T0
ideig befutott hivdsok szdma mondjuk 100 és 120 kozé esik, mindama
1épcsés fuggvények habmaza felel meg, amely fiiggvények a T, idSponthan
100 és 120 magassdgok ktzé esd ordindtdval rendelkeznek.

Ha most nagyon sokszor, N-szer megfigyelnénk a befut6 hivdsokat
egy rogzitett t = T, ideig, tovdbbd minden esetben 4brdzoindnk a megfe-
lels realizdciot és ezek kozttt M szdmu olyan fuggvényt taldlndnk, amely
at=T, idGpontban a 100 és 120 magassdgok kozott fut, akkor igazolva
latndnk, hogy K

120 (AT) AT
Mo o oMo
N k=100 K

ahol A az egységnyi idintervallumra esd hivdsok dtlagos szdmdt jelenti.
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6.7 Egy sorbandllasi probléma

Szdmos, a gyakorlatban gyakran fellépd helyzemek elmélett modellje
a kiovetkezé:

Adva van egy kiszolgél6 berendezés (pl. benzinkut), amelyhez vélet-
lenszerien érkeznek a kiszolgdlandsk, és egy-egy személy kiszolgédlésa a
véletlentél figgBen tobb-kevesebb ideig tart. Amig egy személy kiszolgé-
l4sa folylk, a ttbbi vdrakozik, sorban 4ll. Feltesszitk, hogy tisszesen N
vérakozd hely van, vagyls a sor maximdlis hossza N. Tegyilk fel tovdbbd,
hogy a kiszolgdland6 személyek érkezési iddpontjai A paraméteri Porsson-
folyamatot alkotnak, s ez egyes kiszolgdldsi idStartamok egymdstol és az
érkezési id6pontoktd! figgetlen valdsziniiségi viltozék és azonos paramé-
teril exponencidlis eloszldsuak.

Ezen feltevések mellett annak a valdszinisége, hogy egy kicsiny h
id8intervallumban egy személy érkezzék: Ah azaz ardnyos az interval-
lum hossz4val, mig annak a valdszinisége, hogy h id6tartam alatt egynél
tobb személy érkezik, legyen elhanyagolhat6an kicsi, ha h elég kicsi.
Annak valésziniysége, hogy h idStartam alatt egy személy kiszolgdliisa be-
fejezGdik: (i h, mig annak valdsziniisége, hogy elég kicsi h idSk8zben
egyné! tobb személy kiszolgdldsa fejez6dik be, legyen ugyancsak ethanya-
golhatéan kicsi.

Keresstik annak a val6szinliségét, hogy a t idSpontban pontosan n
személy vdrakozik (n £ N). Jelljuk ezt a valdsziniséget P (t)-vel. Kiszi-
mitjuk elfszor annak a val6sziniségét, hogy a t+th id6pontban n személy
vérakozik. Ez az esemény a tett feltevések mellett a ktvetkezd hdrom
egymdst kizdré modon johet létre:

1. A t idSpontban n személy virakozik, és h idStartame alatt sem
uj kiszolgdland6 személy nem érkezett, sem a kiszolgélds nem fejezGdott
be, Ennek valésziniisége:

P (1) (1-Ah) (1 -uh) .

2. A t id6pontban n-1 személy vdrakozott, és h idftartam alatt
egy személy érkezett, de a kiszolgilds nem fejez6dbtt be. Ennek vald-
szinilsége:

Pn-l(t) Ah (1 - h) .

3. A t idSpontban n+l személy vdrakozott, és h id§ alatt uj személy
nem érkezett, egy személy kiszolgéildsa viszont befejez6dott. Ennek vals-
szintisége:

Pn+l(t) (1} =Ah) ph.
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Ezek alapjdm

{5.7.1) Pn(t+h) = ?n(t) {(1-Ah) (1-puh) + Pn-l(t)Ah (1-ph) +

+ Pn+1(t) M h(1-Ah)

A fenti gondolatmenet n= 1, 2, ..., N-1l-re alkalmazhats.
Az n = 0 esetbena

(5.7.2) Po(t + h) = Po(t)(l-.ﬁh)-bPl(t);.Ah(l-Ah)

egyenlet adédik, mivel az az esemény, hogy a t+h idSpontban ne legyen
véarakozo, csak ugy kivetkezhet be, ha a t idSpontban nem volt vdrakozé
és a o idtartam alatt nem éxkezett uj személy, vagy a t idBpontban 1 v4-
rakoz6 volt és h idS alatt egy kiszolgdlds befejez8ditt, uj kiszolgélando
személy pedig nem érkezett, (Vdrakoz6 személyen olyan személyt értink,
aki sorban 41l vagy éppen kiszolgdljdk, de kiszolgdldea még nem fejezs-
ditt be. )

Az n =N esetben a fentlek anal6giéjéra konnyen beldthats, hogy a
kivetkezd egyenletre jutunk:

G739 B+ 1) = By®) (-ph) + B @ Ak (- )

Ha az (5. 7. 1), (5.7.2) & (5. 7. 3) egyenleteket 4trendezzik és elvégezziik
a hatdritmenetet, akkor elhanyagolva a h2 nagységrendd tagokat a kbvet-
kez§ differenciflegyenlet-rendszert nyerjik:

P/®) = = AP (®) + P (8
(5.7.4) PLt) = - (A+p) P& +AP (@)

P;q(t) = - p Ry + A PN-I(t) .

Az (5. 7. 4) egyenletben szerepl§ 4llandé egylitthatsju linedris diffe-
rencidlegyenlet-rendszer explicite megoldhat6. Megolddsa:

“T,t "Xt -r t
(5.7.5) Pn(t) = Pn + Cnle + an e 4.0t CnNe

alaku, ahol a an egylitthatokat a Pn(O) kezdSfeltételek alapjin kell meg-
hatfrozni n= 0, 1, 2, ..., N).
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Gyakorlati célokra 4ltaléban kielégit5 a

lim Pn(t) = Pn

t->co

hatdrvaldsziniségek ismerete. Ezek meghatdrozdsa sokkal egyszeriibb,
mint az (5. 7. 4) egyenletrendszer megolddsdnak végigvitele. Ugyanis,
mint az (5, 7. 5) formuléb6l kénnyen beldthats:

lim P’(t) =0, n=0,1, 2, ..., N,
t—bcon

igy az (5. 7. 4) egyenletrendszerb! az egyes P valdsziniségek rekurziv
uton meghatdrozhatock:

Pl:T""_PO;
(A+p) P1=.7LP0+[J,P ;
2
A -
(T +J\)Po— J\Po-l-‘u.Pz ,
2
azaz p =(_J_l_) P:
2 M o
3
=2
PS—(M) P

Figyelembe véve, hogy Po + Pl 4+ ... + PN = 1, kapjuk:

2 N
- AL (A A
a2 @ @),

amibdl a véges geometriai haladvdny tsszegezésével:

A
(5. 7. 6) P = M
A



tehdt;

1 -2
. A!‘l ri
(5.7.7} Pl’l-(ﬂ) N1 » n—O, 1, 2,...,N.

Ha a kiszolgdl6 helyek szdma o, és egyébként a fenti feltevések ér-
vényesek, akkor a megoldand6 egyenletrendszer n 2 & esetén

PL(1) = -A+e)P () + AP (©) +o(pP () 5

n<cx esetén pedig:

PI"(t) = -(A+ np.)Pn(t) + A Pn- 1(t) + ()P (1) .

nt+l

(Itt most is P (t) annak a valdszintisége, hogy a t idGpontban n személy
ill a sorban vagy éppen kiszolgdljdk &ket.)

Ugyancsak a hatdrvaldsziniiséget hatdrozzuk meg.

A lim Pn(t) = [ érvényessége folytdn

t->co
Atop) P o= J\Pn_l+otP.Pn+l '
és rekurziv uton azt kapjuk, hogy
n
(2]
(5.7.8) P =—L—P,han20(,mig n<o¢~-ndl
n n-1 o
oo :
n
2)
Y .l
(5.7.9) Pn == P0 .

Megjegyezzlik, hogy a Pn hatdrvaldsziniségek a %(oﬂ esetén léteznek.
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5.8 Késziilékek karbantartasi problémainak
matematikai modellje

A sorbandlldsi probiémdval csaknem teljesen megegyezik a kbvetke-
z6 modell, amelyet az iparban tébb sikerre!l alkalmaznak.

Tegytik fel, hogy m darab automatikusan miikdd6 késziilékiink van,
amelyek idénként meghibisodnak, s ilyenkor emberi beavatkozds, javitis
szitkséges. Mindegyik késziilék kétféle dllapotban lehet: vagy mukodik, vagy
hibds. Feltessziik, hogy a t idSpontban a késziilék mukiodik, s akkor an-
nak a val6sziniisége, hogy kicsiny h idGtartam alatt meghibdsodik, Ah,
mig ha egy késziilék a t idSpontban hibds (azaz nem mukodik), akkor annak
valészinisége, hogy egy kicsiny h idStartam alatt a javitdsa befejezfdik,

h. (Annak a valészinlisége, hogy h id6tartam alatt egyné! tobb készitlék
ibdsodik meg vagy egynél tobb késziilék javitisa fejez8dik be, legyen el-
hanyagolhatéan kicsi.)

Természetesen a készilék akkor j¢ hatdsfoku, ha X\ viszonylag ki-

csiny, = pedig viszonylag nagy. A '-%- hédnyadost karbantartdsi faktornak
nevezik.

Feltesgzilk, hogy az m szdmu készillék mindegyike a tobbitd! fugget-
lenlil mykodik, tovdbb4 a A és p paraméterek értéke mindegyik készillék-~
nél ugyanaz, és egyetlen karbantarté szerel§ 4ll rendelkezésre.

Keresslik annak Pn(t) valoszinliségét, hogy a t idSpontban n készi-
1ék nem mukodik (ennyi vir javitdsra).

Ismét annak a val6sziniségét szidmitjuk ki eldszor, hogy a t+h id5-
pontban n késziilék vir javitdsra. Ez az esemény feltevéseink mellett a
ksvetkezd hdrom egymdst kizdr6 mdédon johet létre:

a) A t idSpontban n késziilék virt javitisra, h idStartam alatt a
miksdd (m-n) késziilék egylke sem hib4sodott meg, és egyetlen késziilék
javitdsa sem fejezddott be.

Ennek valdsziniisége:

P (1) [1-m-n) Ah - puh].
b) A t id6pontban n-1 késziilék volt hibds, h id§ alatt egy készulék
elromlott (2 mitkédd m-n+l kvziil), viszont egyetlen késziilék javitisa sem

fejezddott be.
Ennek valdszinisége:

Pn-l(t) (m-n+1) A h(l-puh) .
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c) A t id6pontban n+l késztilék volt hibds, h id6 alatt nem romlott el

o készliék, és egy készltlék Javitdsa h 1d§ alatt befejezfditt.

Ennek valdszinisége:

m-n-1
P ® -An™ T n

Elhanyagolva a h2 és annil kisebb nagysdgrendl tagokat, a kovetkez§
differencidlegyenlet-rendszert nyerjuk:

P (L) = - [m-m)A +p] P OHm-n+) AP ®) +pP  @® ,

P'(t) = -mAP (t) +uP (1),
(5.8.1) ° o’ THT
P = - P (1) +4 PO

K1 lehet mutatni, hogy a2 lim Pn(t) = Pn hatirvaldszinuségek léteznek, és
t-»00
kiszdmitdsuk a ktvetkez8 rekurziéval torténik:

r m]LPo =/uP1 ,
(m-1) )LPI =p.P2 .

{ :
(5.8.2) (m-n) AP =pP .,

\ J\'Pm-1=“Pm !

azaz

s~}
1
ol
o}

e
it
S
[
~
i
I et
=
T
e+

-}
[}
Ir—-
———



Figyelembe véve, hogy P0 + P1 +o.0t Pm = 1, azt kapjuk, hogy

2 3 m
K1 Ry LM R
2 L L (Y e 5(2)

Ez az un, Erlang-formula, amely a mérntki gyakorlatban 61 ismert a te-
lefonkdzpontokkal kapcsolatban.

Elméleti modelliinket ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy van egy
telefonkzpontunk m kapcsoldsi vonallal, minden vonal szabad vagy foglalt
dllapotban lehet, s a befut6 hivds vagy szabad vonalat tal4l, vagy tdroladik
egy tdrols vonalon, s keressitk annak valdszinilségét, hogy egy adott id3-
poptban n hivéds vdrakozik kapcsoldsra a tdrolévonalon. Az r = m-k
esetre az (5. 8. 3) formula adja a keresett valssziniséget, mig az (5. 8. 4)
formula a vdrakoz6 hivdsok 4itlagos szdm4t mutatja. ’

A javitdsra v4aro készillékek virhat6 szdma (nem szémitva azt, ame-
lyet a szerelS éppen javit): '

> >
M=) &DP =) kP -(-P).
k=1 k =1 K o

M értékének kiszdmitdisa az (5. 8. 3) egyenletrendszer segitségével elvé-
gezhetS. Irjuk it az egyenletrendszert a ktivetkez§ alakba, és adjuk 8ssze
az egyenleteket:

I!‘l.lPo =}J.P1,
m-lPl‘API =HP2r
m.APz - ZAP2=’_;P3 ’

m'APn =HPn+1’
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MAP - @ DAR e RPa
m)\Pm -mA Pm = 0
mA=-AM-A(1-P ) = PR ) .

(Az bgszeadds sordn felhaszndltuk, hogy Po + P1 +o..4 Pm = 1)

A kapott dsszegbhfl M-et kifejezve az

A+
A

(5. 8. 4) M=m - M(I-Po)
osszeflggést kapjuk.
A kbvetkez§ numerikus példa bizonyos szdmszert képet ad a tdrgyalt
hatdrvalésziniségekrfl és a javitdsra vdrs késziilék 4tlagos szimérol.
Tegytk fel, hogy a késziilékek szdma: m = 6, és a karbantartédsi
faktor: <%~ = 1 Ekkor n = 0, 1, 2,..., 6 hib4s készulék eldforduldsé-
nak a valdésziniisége rendre:

n P Javitdsra varé
késziilék
0 0, 4845 0
1 0, 2907 0
2 0, 1454 1
3 0, 0582 2
4 0,0175 3
5 0, 0035 4
6 0, 0003 5

M = 0,3294

Modellinket dltaldnosithatjuk arra az esetre, amikor m készulék-
hez r < m szdmu karbantarté szerelft alkalmazunk. (A tibbi feltevéstin-
ket valtozatlanul hagyjuk. ) Ha mdrmost egy bizonyos idSpontban n készii-
16k hibés, akkor n < r esetén r-n szerel§ tétlenkedik, n > r esetén pedig
u-r késziilék vArakozik javitdsra, Az el6zdekkel hasonls gondolatmenetet
ibvetve, a hatdrvaldszinliségek meghatirozdsdra az aldbbi rekurziot
sy ariiik:

n < r esetén (m-n).?\PIl = (1) Pn+1 ’

mig n 2 r esetén (m-n)J\Pn =Mp Pn+1 .
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P

Ezekbil az egyenletekbbl a = hdnyados n = 1, 2,...-re egymi:

P

m .
utén meghatdrozhat6, végilla ) Pk = 1 Usszefliggés alapjdn P_ kisza-
mithat6, 0 °

A tdbldzat % = 0, 1 karbantartdsi ardnyt, m = 20 késziiléket és
r = 3 karbantart6 szerelSt alap:.il véve mutatja a numerikus viszonyokat.

Karbantartds |]Javitisra v4ré
n alatt 4116 ké- | készitlékek Téﬂe"é;zerem‘ P
szllékek szdma szima szama - n
0 0 0 3 0, 13625
1 1 0 2 0,27250
2 2 0 1 0,25888
3 3 0 0 0, 15533
4 3 1 0 0, 08802
5 3 2 0 0, 04694
6 3 3 0 0, 02347
7 3 4 0 0, 01095
8 3 5 0 0, 00475
9 3 6 0 ¢, 00190
10 3 7 0 6, 00070
11 3 8 0 0, 00023
12 3 9 0 0, 00007

Az ismertetett eredmények felhasznéldséval kulonbozs gazdassgos-
ségl szdmitdsok végezhetk Kideril pl., hogy O, 1 karbantartdsi ardny-
nél gazdasdgosabb 20 késziilékhez 3 szerelft alkalmazni mint 6 késztilék-
hez egy szerelft, aml megleps eredmény.

B) FOLYTONOS ELOSZLASOK

5.9 A normalis eloszlas

Amikor egy kisérlet kimenetelét nagyszdmu, egymdst6l csak kevéssé
vagy egy4ltaldn nem fuggd véletlen tényez6 hatdrozza meg, mégpedig ugy,
hogy az egyes tényez6k kulon-kulon csak igen kis mértékben jirulnak hozzd
az osszes véletlen hatdsbél ereds ingadozdsokhoz, tovdbbi az egyes ténye-
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z6k hatésai egyszerien Ssszeadddnak, akkor un. normélis valésziniiségelosz-
l4s 1ép fel. Az ilyen kiriilményekkel a gyakorlatban nagyon sokszor tal4l-
kozunk, s innen ered a normélis vagy més néven Gauss-eloszlds kizponti
szerepe a valdszinliségelméletben. A normdlis eloszlds leggyakoribb alkal-
mazdsi teriilete a statisztikai sokasdgok vizsgélata, a hibaszmitis és a
binomiélis eloszlis kizelitése, _

Pontosabb, matematikai fogalmazdssal, egy § val6szinuségl viltozdt
akkor neveziink normélis eloszldsunak,ha siriiségfliggvénye:

_ (x-m)?

2
(5.9. 1) fx) = —ee e 20,

6f2x

ahol m és G éllandok, s >0 . A formuldban szerepl§ m és & mennyi-
ségeket a normilis eloszlds paramétereinek nevezziik, Az (5.9. 1} formulit
szemugyre kéve, ktinnyl beldmi, hogy birmilyen véges szdm is az m,

és © > 0, az f(X) fuggvény értéke minden x értékre pozitiv, az els6 ténye-

- 2
z65 a 6> 0 kik6tés miatt, a mésodik tényezé6 pedig: 1 /exp[ ;72561' ] mindig po-

zitlv, akdrmekkora is e kitevGje, amely kitev$ jelen esetben ugyancsak
pozitly vagy zérus. EbbSl az is kiolvashat6, hogy f(x) értéke akkor maxi-
milis, ha e kitevfje zérus, azaz x = m. Ekkor

1
f(x) = —=— .
&Y
Minél kisebb a G paraméter értéke, annél nagyobb f(x) maxim4lis
értéke. © = 1 esetén a maximum értéke

...E_. = 0,4

2K

Ha a @ paraméter értékét rogzitjik, aklor f(x) értéke csak
(x-m)2-t61 fuge, ez az érték pedig ugyanakkora pozitiv szdm, akdr pozi-
tiv, akdr negativ az x-m kulonbség. f(x) értékét tehit az x véltozonak
az x, = m ponttdl val6 tdvolsdga hatdrozza meg, s f(x) az x, = m pontra
szimmetrikus. Az f(x) figgvény képe un, haranggorbe. A fuggvény alak-
J4t kilsnbbz6 & értékeknél a 42. 4bra szemlélteti.

Ahhoz, hogy a (5. 9. 1) alatti kifejezés sumségmggvény legyen, &z
kell, hogy a girbe alatti texiilet
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42, 4bra

oo B (x-mz)2
(5.9.2) 1=f l_ . 26 dx
J el2w

egységnyi legyen. Nem nehéz kimutstni, hogy ez valdban igy van. Vezes-

stk be az (5. 9. 2) integrilban az u = 5-—6@— helyettesitést, ekkor .
X=%u+m, dx = G du, tehétaz

2
=
-0

integrdlt nyerjuk, amelynek természetesen ugyanaz az értéke, mint a

(5. 9. 2) integrilnak. Ebbfl 1ithaté, hogy birmilyen m és &> 0 paramé-
terekkel biré normélis suriséggtrbe alatti terilet ugyanakkora, mint az
m =0, &= 1 paraméteri siriiséggbrbe alatti teriilet, vagyls

(5.9.3)

43, 4dbra

a normélis siruségfiiggvény alatti terillet nagysdga nem fugg az m és
6> 0 paraméterekt§l. ElegendS§ tehdt kimutatni, hogy
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o0
__u_
2
ZTC
— oo

Ennek igazoldsit a legegyszerilbben ugy végezhetjuk el, hogy kimutatjuk az
12 = 1 reldci6 fenndll4sit.

el
[ !

_l
2

1/“%)=

~o0

t—‘)

N|NN

FI
E

—~

2% oo _E_
1 2
-2-?..-‘/.‘[ . Tdrdg =
o

|.-

/°° [

TR dx dy = C
-00 -0
1 2
-—é—ff d(.{’—l.
0
Itt alkalmaztuk az
X=r. cos ¢
¥y=r. sincr

poldrkoordinitds transzformicict, akkor

_9_1_ ﬁ cos¢g -r sing
dr 2y
dx dy = dr dg = dr dg= rdrde.
2y 29y
2r D . slng cosy

Ezzel kimutattuk, hogy a (5. 9. 1) alatti folytonos pozitiv értéki f(x)
gorbe alatti teriilet egységnyi, azaz f(x) suriségfiiggvény.

A siiruségfuggvény és az eloszldsfiggvény kozotti vsszefliggés alap-
j4n a normélis eloszlds eloszldsfiiggvénye:
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(t-m
X 2
(5.9. 4) F(x) = — f e 2% g4,
o/2% J

= he lyettesitést,

Az (5. 9.4) osszefliggésben i1smét elvégezve az u = t

€
az
X-m 2
- LI
(5.9. 5) F(x) = — f e 2du=_®(x—'6’3‘—)
25

relfciét nyerjik, ahol ((x) az m = 0, = 1 paraméterekkel bir6 nor-
mélis eloszlds eloszldsfiggvényét jelsli. A § (x) fitggvény értékeit a IV. tdb-
l4zat tartalmazza.,

Az (5. 9. 5) bsszefilggés értelmét kissé részletesebben megviligitjuk.
Legyen ¥ normélis eloszldsu valdszinliségl v4ltoz6 m és &> 0 paramé-
terekkel (rovid jelsléssel: N(m; &,) ) akkor ¥ eloszldsfuggvénye

b.4 - (t-m)2
Flx) = —— e 262 4

6f2%
-co

annak a val6sziniisége, hogy € értéke kisebb, mint x.
A ¢ valGszinliségi viltoz6 felvett értékel (a kisérlet kimenetelei)

helyett tekintsiik a §*= _§_é'r_1_1 értékeket. §™ természetesen ugyancsak

val6szintiségi vdltoz6, amelynek értékeit ¥ felvett értékei egyértelmiien
meghatdrozzdk. A E*val6sziniiségl véltozot standardizélt v:iltozénak ne-
vezziik. Ha a E valGszinllségl viltozs egy kisérletnél a § = x, értéket
veszi fel, akkor a £”v4ltoz6 ugyananndl a kisérletnél a

X -m

¥"= S ertéket képvisell. A §”véltozs eloszldstuggvényét Jelsljuk

D (x)-szel. Nyilvdnvals, hogy a ¥ < x esemény valdszinliségc ugyanaz,

mint a §*= z ;} esemény valdszinlisége,

HE<x) = Hegmen) = H3* 2 ),

azaz

(5.9. ) - Fm= o[ X
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Annak valészinisége, hogy az m és & >0 paraméterekkel birs
normdlis eloszldsu v4ltoz6 az (a,b) intervaliumba essék:

—

(5.9.7) F(b) - Fa) = Pla £ §<b) = F@£6 §+m <b) =

e[Emare ] o[22]. o2

A O(x) fuggvény értéktdbl4zatdt 4ltaldban pozitly x-értékekre adjdk
meg. Az (5.9.7) vsszefugpés segitségével azonban kdnnyen nyerjuk a
O (x) értékeit negatlv x értékekre is.

A f' standardizilt normdlls valészinuségl viltozd siiriségliggvénye
p (x) az (5.9. 1) suruségfiggvénybSl m = 0, &= 1 helyettesitéssel nyer-
heté:

2
WX
1 2
{5.9.8) (x) = e
™=
A (x) fuggvény az x = 0 pontra szimmetrikus, igy
-x co x
5.9.9) §(-x) =f Q(tdt =1 - fq)(t)dt =1 -]q’(t)dt = 1-Q(x) ,
—@ -X -0
Ax)
- X ] x
44, 4bra

amely tsszefiggés a {(x) eloszldsfiggvény grafikonjérél is leolvashaté
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Pl

.

e $(x)
-X

#

45, 4bra

Annak valdszinitsége, hogy a f* valdsziniiségl véltozé értéke a
{-x, x) intervallumba esik: '

(5.9.100  d@x)-0(x) = Ox)- [1-0® ] =2 ) - 1.

Az elmondottak gyakorlati alkalmaz4sit szemléltetl a ktvetkez6
példa. Tegyuk fel, hogy egy luveggel ltvéseket adunk le egy 1500 m tdvol-
ségra levs célra. A becsapoddsi tivolsdgot jeltlje a § val6sziniiségl vél-
toz6 M(E) = 1500 m vérhat6 értékkel és D(¥ ) = 40 m széréssal. Szdmit-
suk ki, mi a val6sziniisége annak, hogy a becsapoddsok a céltdl legfeljebb
20 m tdvolsigra torténnek, azaz § értéke az (1480, 1520) intervallumba
esik. .

P(1480 £ € < 1520) = P(iai'o—ls'-i-o £ §*<&%@3)=

= P(-0,5 € £°%0,5) = 2 (0,5) - 1 = 20,6915 - 1 =
= 1,3830 - 1 = 0,3830 .

. A d(x) eloszldsfuggvény értéktibldzatdt haszndlva l4tjuk, hogy a .
$" standardizélt viltozé a 0 pont ktrul megjelslt intervallumokba a 46.
dbrin l4that6 valdszinliségekkel esik.

Az (5.9. 6) tsszefuggés alap)dn ktnnyen beldthats, hogy a ktvetkez(
két tdbldzat teljesen ekvivalens:
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£ NG D g : N(m; 6)

P(-0,67 £€ <0,67) = 0,5 Pm-0, 676 £ E<m+0, 676 ) = 0, 5
P( -1£f<1 ) =0,684 Pm-o £i<mt6  )=0,683
P( -2£€<2 )= 0,956 Pm-26 £f<m+26 )= 0,956
P( -35F<3 )=

0,997 Pm-35 £5<m+36 )=0,997

E tiblizatb6l pl. kiolvashats, hogy igen kicsi, kisebb mint 0, 05
annak valésziniisége, hogy egy m és & paraméterekke! bir6 normiélis el-
oszldsu ¥ valdszinilségi véltoz6 megfigyelt értéke az x = m ponttsl
26 -ndl nagyobb tdvolsdgra essék. Ezt a tényt, a matematikai statiszti-
kédban gyakran fel fogjuk haszndlni, ez az un. 2 & -szabily. Az pedig gya-
korlatilag ugyszolvdn biztos, hogy ¥ megfigyelt értéke az (m-3 &,
m+3G) intervallumba esik. A fenti t4bldzat adatai azt sugalljdk, hogy m
paraméter val6sziniségszamitdsi jelentése: m az eloszlds centruma, vir-
hat6 értéke, amely koriill § megfigyelt értékei tomoriilnek, a € param:ter
pedig az eloszlis szorisa.

Valoban: 2 2
oo _ x-m) o0 _ (x-m)
2 2
1 26 i / 26
M(¥) = xe dx = - - (x-m+m)z dx -
el2q Vo /
e (x-m)? I - m
oo : o - 2
.9 xém 26 dx + - /e 25 s
Gi2s ' =f23
-0
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Ha most alkalmazzuk az x-6m = u helyettesitést, akkor azt kapjuk,

hogy '
oo 2 o 2
- Lot L
(5.9.1)  M(f) = /ue 2 du+i,fe 2 Gu=m.
1L Vo
-oo -0

Ugyancsak a fenti helyettesités alkalmazédsdval, parcldlis integrilds-
sal, egyszerlien szdrmaztathat6 a normdlis eloszlds szdérdsnégyzete is:

(5.9.12) D(g) = — /(x-m)ze 262 _ 6 _ (2. Zgy-=

A tovébbiakban tobbszor fel fogjuk hasznélni a norm4lis eloszlds ka-
rakterisztikus fuggvényét, amelyet elfszvr az N(0; 1) standard normélis
eloszldsu ¥ * val6sziniiségi véltoz6ra szdrmaztatunk.

oo 2

X
itg* 1 / itx 2
{5.9. 13) t) = M °)=— e e dx =
i /2% o

2 2

P _xin2
1 /e 2 e de=e 2-
2%

-0

Itt alkalmaztuk az x-it = z helyettesitést, és mint az analizisben kimutat-
jak:

co-it - :_z_z_
_1 e 2 dz = 1.
ZJL-oe-it

Ha most a ¥ val6szindségi véltoz6 N(m; 6 ) eloszldsu, azaz
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£=65%m,

akkor a (4. 2. 6) baszefiiggés alapjdn

(5.9.14) Pe(t) = M [u(s; +“‘)] itm [e"—et.f‘j:

22 :
Gt 22
) eltm c —— _ itm t
Természetesen a Py (t) karakterisztikus figgvény t = 0 helyen vett dexi-
viltjal segitségével fgen egyszeriien szdrmaztathatok a normélis eloszlds
momentumai. (Ennek elvégzését az olvaséra bizzuk. )
Legyenek most a §1 és }'2 fiiggetlen normilis eloszldsu val6szi-

niiségi véltozok N(ml; ), illetve N(m,; G,) eloszlisokkal. Legyen
=% ¥ fz . Hatdrozzuk mega g elosZdsit. Mivel a karakterisztikus

fuggvény az eloszlist egyértelmiien meghatdrozza, elegend6 szémunkra g
karakterisztikus figgvényének meghatdrozésa, ennek képletébSl az ered-
mény kiolvashatd. A (4. 2.5) formula alapj4n:

[u(g i ;2)] ity g,
(5. 9. 15) ¢ m=M|e =M “IMe ) =

G%t:: ' G:tz
ltm, - —— im, -——
=PE, (O Pe, 0 = e -

(6'§ +6’§) ¢
itp 4m) -
e e

Ebbd] 14that6, hogy & ugyancsak normilis eloszldsu és

(5. 9. 16)  M(Z)=m_ +m

1 ¥y
(5.9.17) %(3) =62 +62 .

Azt az eredményt kaptuk tehidt, hogy filggetlen normélis eloszlisu
valosziniségl viltozsk 8sszege ugyancsak normiélis eloszl4su. Ez az
eredmény, amint az a karakterisztikus fiuggvény alkalmaziséval kozvet-
lentl i4thatd, tetszSleges véges szdmu fliggetlen normélis eloszldsu vals-
sziniségi véltozo 8sszegének eloszlisira igaz.
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A tovdbbiakban & norm4lis eloszi4s néhény olyan tulajdonségéra hiv-
Juk fel a figyelmet, amelyek a gyakorlati alkalmazisok szempontjibol
rendkivil fontosak, .

1. Ha ¥ normilis eloszldsu, M(¥) = m vérhat6 értékkel és
D(¥) = 6 szordssal rendelkezik és 7 = a+ b, a ¥ v4ltozo linedris
fuggvénye, akkor 7 ugyancsak normélis eloszlésu, M(%) = am + b vér-
hat6 értékkel és D(9 ) = a & szérédssal bir.

Allitdsunkat a (2. 6. 3) vsszefuggés segitségével kinnyen bebizonyit-
hatjuk. Mivel a ¥ viltoz6 suriiségfiggvénye:

. (x-m)2
1 262
f(x) = e '
&l |
és a (2. 6, 3) formula szerint az 7 véltoz6 suriiségliggvénye:
(2 - w)?
Lom
2
1 -b 1 26
g = (L2 )=—F— :
jaf ( a ) aG/ZIt
_(y-am-by’
(5. 9. 18) gy) = —— ¢ 22232
- aGya2x

Az utébbi formulébél 4llitdsunk méris klolvas!{ato, hiszen az (5. 9. 18)
formuldban szerepl§ fiiggvény normélis siruségfiggvény, amelyben

m, = am + b a vidrhato érték, és 6i = a® a széris,

Mivel a kulonbbz5 normélis eloszldsokat az m és & paraméterek
értéke egyértelmien meghatdrozza, az eldbblekbdl az is kovetkezik, hogy
ha két normélis eloszldsu véltozéval van dolgunk - €: N(ml, G 1) elosz-

ldsu és 7 : N(mz, 6'2) eloszlisu -, akkor mindig taldlhatck olyan a > 0
és b > 0 szdmok, hogy af+ b eloszldsa N(mz, 5‘2). Mds széval egy

normélis eloszldsu valdsziniségi véltoz6 linedris transzformécidval mésik
el6irt normélis eloszldsba vihet§ 4t. Az a és b szdmokat ugy kell csak
megvélasztani, hogy am, +b= m2 és aZG'% = 6’% legyen. Mivel a >0,
elegend§, ha
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1 2
6.
2
a=— és
6’1
6,
b= m, - —é,—l m, teljesiil.

2. A valészinl ktzepes eltérésnek és a szordsnak a hinyadosa minden
normilis eloszldsra ugyanaz.
Legyen ¥ normdlis eloszldsu 6'1 szorédssal és T, val6szini kze-

pes eltéréssel, 7 ugyancsak normdlis eloszldsu 6; szorissal és ’I‘2 va-

16szinil kbzepes eltéréssel. Ekkor az eldzSkben mondottak alapjin az 7
véltozo a € v4ltozénak egy linedris transzformdltja, azaz 9= af + b alak-
ban irhat6. A valdszind ktzepes eltérés definici6ja szerint:

1
P(| @¥+ D) - [aM(¥) +b] | <T,) = 5 -
EbbS1 kivetkezik, hogy

p(a|§- M(§)|<T2) = —;— )
vagyis '

TZ 1
PE-Mp|< =7
Viszont ugyancsak a valszind ktzepes eltérés definicija szerint:

P(|§-M(§)|<Tl)=% :

.TZ T2
tehdt ry = Tl vagyis 'T—l' =a.

A sz6rés tulajdonsdgaindl kimutattuk, hogy ha 7= a% + b, akkor

63 = D’(q) = 7326? (14sd (3. 3. 8) formul4t,)

vagyis : . @9



EzekbSl az dsszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

T,~ 5" 5, ©

Tehdt normélis eloszldsnil a 3 hényados 4lland6. E hdnyadost A -val
fogjuk jelslnt, s numerikus értéke

2
E-_,]L: = 0,674 lesz,

Minthogy tetsz8leges normdélis eloszlds esetében T = V -1-21-_- & , abbll ki-

vetkezden az ilyen fajtdju eloszldsndl teljesen mindegy, hogy az ingadozés -
jellem#sére a valészind kvzepes eltérést vagy a sz6rdst haszndljuk, M4ar
emlitettitk, hogy szémitdstechnikai szempontb6l a sz6rds hasznélata eld-
nybsebb; a valdszinl kbzepes eltérés hasznélata a tuzérségi gyakorlatban
terjedt el, ahol &italdban normélis eloszlds fordul eld. Eppen ezért itt az
utébbi mérdszdm haszndlata semmi zavart nem okoz, s mivel a két mérg-
szdm csak egy numerikus faktorban kiilonbizik (skdlaparaméterben), a sz6-
rds legfontosabb tulajdonsdga - hogy ti. figgetlen valdszinliségl valtozdk
dsszegének szérisnégyzete a szérisnégyzetek dsszegével egyenld - vélto-
zatlanul érvényes a val6szini kizepes eltérésekre is!

5.10 A binomialis eloszlas kzelitése
normalis eloszlassal
A Moivre — Laplace hatareloszlas tétel

A binomidlis eloszlds tirgyaldsdnil (5. 2 pont) emlitettik, hogy a

(5. 10. 1) B - (:) £ 1p VK

valésziniségek kiszdmitdsa nagy n értéknél igen féradsdgos, szinte re-
ménytelen, s ezért arra téreksziink, hogy az (5. 10. 1) formulét valamilyen
egyszeriibb, ktnnyen kezelhet8 kozelitd formuldval helyettesitsiik. A p
paraméter értékét§l fugglen kétféle eljdrds haszndlatos a binomidlis vals-
sziniiségek kbzelitd kiszdmitdsdra, Ha p értéke a kivetkezd hatdrok kbzé
esik:
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2,637 cp i - 2637
n W

(ahol n a kisérletek sz4dma), akkor a célszerl kozelités:

(5.10.2)

. &-op)?
2 npq
k n-k 1
(5‘ 10. 3) P = n P (l-p) ny m—
k (k) 1/"’_2 % 1pq

Ez a ktizelit6 Usszefiiggés azt jelenti, hogy ha n szdmu kisérleméi a p
értéke & mir ismertetett hatdrok kizé esik, binomiélis eloszlds helyett
np vérhato értékit, Y npq szdrdsu normélis eloszlissal célszerll szdmol-
ni. Amennyiben rogzitett n esetén p az emlitett hatdrokon kiwiil esik
(azaz p a 0-hoz, vagy l-hez esik kzel), a binomidlis eloszl4st Poisson-
eloszl4ssal célszerl ktzeliteni. Az (5. 10. 3) formuldval torténé kbzelités
ann4l jobb, minél nagyobb az n értéke, és minél kzelebb 41l a p értéke

az -il- -hez, vagyls amikor p xq = 1-p.

k-np
Ha az (5. 10. 3) formuldban bevezetjik az x = helyettesitést,
akkor 2 npq
WX
i 2 g ——,
iw /apq Vapq

ahol (p (x) a standard normdlis siriségfiggvény. _

A gyakorlatban ritkdn van szikségiink a binomiélis eloszl4s egyes
tagjainak értékére, sokkal tsbbszbr bizonyos tagok dsszegére vagyunk ki-
véncsiak. Ha pl. egy célra leadott 1véseknél a taldlati valdszinuség 0, 6,
és 100 1vvést adunk le, akkor rendszerint nem az érdekel: bennlinket,
hogy mi a valésziniisége - mondjuk - pontosan 57 talélat elérésének, ha-
nem pl. mi a valészintisége annak, hogy a taldlatok szdma 50 és 70 kizé
esik. Szdmitsuk ki ezt a valdsziniiséget a norm4lis elosz!dssal valé koze-
lités alkalmazisdval.

Most M(¥)=100.0,6 = 60, D(¥) = {100:0,6-0,4 = {24 =5;

P(50 £ § <70) =

2
(k-60)
70 70 -
.5 (u;e) 0,65 0, 4100k _ 1 . L2 1 o
k=50 k=50 /2%.24 24
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2
x

70-60
I 2 0@ - O¢-2) = 20(2) - 1 = 0,9544
x e = - B(-2) = -1=0, ]
50-60

|...

V24

A példébol lithatd, hogy a norm4lis eloszldssal torténd kizelités
sorén a binomi{lis valdsziniségekre vonatkozo kérdések rendkivul ktny-
nyen, egész minimdlis szdmolissal megvilaszolhat6k. Erre a ktzelitésre
eldszor Moivre és Laplace jutott.

Az (5. 10, 3) tsszefliggés matematikai szdrmaztatdsa az analizis esz-
ktizeivel egyszerll, nem igényel mést, csupdn a Stirling-formula alkalma-
z4sdt és a log(1+x) figgvény Taylor-sorinak ismeretét,

A Stirling-formula alkalmaziséval:

n\R
(:) - kl(ni-l}()l " (-:-?kh_ﬁ =
B (2" 15w
= 1 | n
Friy e

Ennek alapjdn a P, valdsziniség a kivetkez6 alakban irhatc:

n-k

p = (® kn-kz 1 Ep_k(_n:q_)
k (k)pq mng(i-%)(k) -k

Alkalmazzuk az x = k-np helyettesitést, azaz legyen

-k

np + x,

n - k=nq -~ x, akkor
(5.10.4) P = ! 1

et oD@ (AT (-2

Kinnyd beldtni, hogy n ntivekedésével E -0, igy az elsS tényezd

1
2 npq

-hoz tart, amint az az (5. 10. 3) formuléban is szerepel. A mésodik
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tényez6 nevezdjének logaritmusa:

o+ %) log {1+ X) + (ax) 1og (1 - 2-) -

nq
x x2 x3
=(np+x)[—- 2+ 3 '.--]‘
np 2n2p 3n p3
2 3 2 3
-(nq-x)l:-—+ 55 + 33+.]=x- x+_§2_§_
™q 2n q 3nq 2ap 3n
12 x3 x2 x3 xz
- 4= - + - X - - - + +
: 22
np on’p 2nq 3n2q2 ng
R _zi(1+1)_£(1__1_)_ L X
' 2n2q2 . 2n\p q 6n2 p2 q2 2npq
2
A madsodik tagtol kezdve a tagokat elhanyagolhatjuk, mert mér —’E:-z- -0,
n

ha n -»+oco, Ennek beldtdsdra gondoljuk meg, hogy x = k-np, vagyis a k
val6szintiségi véltozonak a vdrhato értékétSl valé eltérése yn nagysdg-
3 372

rendl, ez a Csebisev-egyenldtienségbfl adGdik. Kovetkezleg %'v 3

n n
= 2. >0, ha n—+o0. Az (5. 10, 4) formula jobb oldalénak mésodti

—RE
n
tagidban szereplS nevezd tehét ~e2npq , igya Pk valésziniség:
2
X
P 1 e 2npq

k V2K npq

5.11 Kétdimenzids (sitkbeli) normélis eloszlas

A tobbdimenzids valoszinliségeloszldsok kbziil részletesen csak a
gyakorlatban legnagyobb jelent8ségti sikbeli normdlis eloszldst vizsgil-
juk.

A '§= ( §, 1) véletlen vektort kétdimenzios normdlis elosZdsunak
nevezzik, ha sdrliségfuggvénye:
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[Emt empmy gemy?

) -2¢ +

= 2 6’ 6' 2

5.11, ] 6

(5.11. 1) hex,3) el 209 2
2!\.6’16'271-9

E kétvdltoz6s suriiségfiggvény geometrial képe egy folytonos feliilet,
-amelyrdl kozelit6 képet kapunk, ha egy harangot képzelink magunk elé,

A formudban 6t paraméter (4lland6) szerepel, amelyek értékétSt
filggGen a feliflet vagy valéban harang alaku, vagy pedig két oldairsl vssze-
nyomott haranghoz hasonlit, Ennek a hozzédvetSleges hasonlatnak pontosabb
tartalmat fogunk adni a tovdbbiakban végzend§ geometriai jellegy vizsgéi-
latok alapjdn. ElSz6leg azonban megvizsgiljuk az (5. 11. 1) formuldban
szereplf paraméterek jelentését,

Kimutatjuk, hogy m , ill. 6’1 a ¢ véltozé vérhat6 értékét és sz6-
résdt, m,, il. & 5 22 7 véltoz6 vérhat6 értékét és szordsdt, ¢ pedig
a¥és 7 viltozok kozottl korreldci6s egyltthatét jelenti. Ennek beldtdsét
a kovetkezd modon végezzilkk. A kétdimenzi6s eloszldsrosl mondottak alapjén

(ldsd a formulét) a ¥ véltozé surliségfliggvénye:
o0
f(x) = f h(x,y) dy
-0

Az (5.11, 1) formuldban vezessiik be az

x-m, y-m
u = 6'1 y V= 6'2 helyettesitést, s ekkor
od co - u2 2 Quv +v2]
2(1-
£(x) =/h(x.y)dy = f (-9 ) dv =
-0 2
oo
) 2 , 2
Lu oo _(v-gu)
2 2
. /e 20-99 4 .

2
2‘1‘561 1-0" %

Alkalmazva az z = iéz; véltozot a dv = | 1- 92 dz, és igy:
1-¢ ‘
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NIN

o0
R K
2 2 ) 2
f(x) = e e
21t6’ GiW ,/_
-0 uz
2

= e s 8Zaz
G’IPER 9
X-m )
. 1
{5.11,2) I(x) = ———F/=<— ,rl-- € 26?
. L 6 21:

~amely eredmény mumtja, hogy ¥ normiélis eloszldsu, m, varhat6 értékkel

és &) szordssel. Mivel a (5.11. 1) formula az x és y véltozdkhan szim-
metrikus, teliesen analég meggondoidssal nyerjuk az 1 viltozs gly)
slirtiségfiggvényét:

-m)2

1 262

(5.11. 3} gly) = m e 2,
2

tehdt 4 is normélis eloszlésu, m, vérhato értékkel és & 1 szordssal.
Meggondoldsunk eredményeként nem csek az m, m,, & é 62

paraméterek jelentése vélt viligossd, hanem egyben azt is l4thatjuk, hogy

a § és 7 valosziniségi véltozok egytttes eloszldsa kétdimenzios nor-
mélis eloszlds, akkor az egyes komponensek kilsn-kulsn is normélis el-
oszldst kbvetnek, vagyls a kétdimenziss normélis eloszlds vetitletei egy-
dimenziés normélls eloszldsok.

Kimutatjuk, hogy az (5. 11. 1) formuldban szerepl§ ¢ paraméter a ¥

és m viltozcék kizbttl korreldcids egyltthat. A § és o véltozok kizdtti
kovariancia a (3.5.1) vsszefliggés alapjédn:

C= M(f-ml)’ﬂz-mz) = /f x-m )(y-mz) h(x,y) dx dy =
-00 -0
(y-m )

= 1 [e 2"52 dy .
e 2

21!.61 62 1'9 -oo




oo x-m y-m 2
1 1
) 2(1- ( "8 é )
(x-m) (7-m,) e a-¢ dx .

-0
Ha most bevezetjik az

x-m_ y-m y-m
1 ( 1| 2), v = 2 helyettesitéseket,

u -
1-92 6 ) 2
akkor: __u_z__ﬁ
2 2
C-ZJL/[(6€1§uv+966v)e du dv =
-0 - 00
bd 2 @ 2
v u
96, 6, /2 T "7
= v e dv [ e du +
2% A -
6J16'2“'92 'VT 'uT G
+ 2,“, ve dv ue du=961 2 )
-00 -00
vagyis

M[($-m) (7-m,)]
¢ G, 5,

amely éppen a korreldcids egvtitthaté definicidja.
Az (3. 11. 1} osszefuggést szemligyre véve lithatjuk, hogy ha §és 7

korreldlatlanok, azaz g= 0, a

2
| | ®-m 1)2 (y-m,) (x=m )
"2 7 Y3 N —
S <] 26
1 1 2 1 1
hix,y) = — = = = e
21:.,6'16'2 (5’l yA
2
(y-mz)
) 2
i 26
- e 2 =) gly) .
G V23
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Ekkor tehdt a ¥ és % véltozok egylttes sUiriiségfiggvénye az egyes véltozok
siriségfiggvényeinek szorzata. Ez azonban azt jelenti, hogy § és % fiigget-
lenek. Azt az eredményt kaptuk tehdt, hogy ha két valdszintiségi valtozo
egylittes eloszldsa kétdimenzios norm4lis elosd4s és a véltozék korreldlat-
lanck, akkor egyben fiiggetlenek is.

512 A Iogéritmikus normalis eIrosz‘lés ,

Az 7 val6szinliségi valtoz6t logaritmikus normélis eloszldsunak vagy
roviden lognormiélis eloszlisunak nevezzilk, ha In 4 normélis eloszl4su.
Legyen £ = In9 , ekkor tehdt ¥ normélis eloszldsu valamely m
és 6 parameterekkel vagyis £ stiriségfuggvénye:

(x-m)
262

f(x) =

Gﬁ?

A val6szinliségl véltoz6 fuggvényének eloszlisdra vonatkozo formula
alapjdn ?Z siirtiségfiggvénye:
- (lnx-m)

2
g - et = ——= e 2% @>0.

Gfamt *

Meghatérozzuk az %) valészinuségi viltoz6 virhat6 értékét és szérds-
négyzetét.

_ (lnx-m)°
2
G
M(qz) S e 2 dx .
625t
Alkalmazzuk az
Inx - m
s v

helyettesitést, akkor

x=eGu—l—rn  dx = Gu+md
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Ennek alapjén:

od 2 2 e 9
éy+m - Y?.— mto- - =(u-6)
M(oz) =— le e dv=e e du =
e 2%
[ I 62 ¢
) i em'E'T
2 ]
P (nxem)’
M( qz) __1 J 262 dx =
&r2x J

]
(]

co 1 2
-=(v-26) 2
2262 1/ 2 2m+ 26
=g — f e dv

V2w

0

DZ(,)Z) = M(72) B [M("Z)]z ___ e2m-‘|—262_‘32m+6‘2 _ e2m+62(e62 )

1.

Lognormélis eloszlds 4ltaldban apritdsi, osztdddsi, m4lldsi folya-
matoknél lép fel, mint a végtermék sulydnak, ktbtartalmdnak vagy vala-
milyen méretének eloszldsa, '

5.13 Az egyenletes eloszlas

Az érmedobds, kockadobds stb, esetében a kisérlethez rendelt ¥
val6szintiségi vdltoz6 mindegyik lehetséges értékét egyforma valdszinii-
séggel veszi fel. Az ilyen valdszindségi v4ltozot egyenletes eloszldsu vil-
tozonak nevezziik. Megkilonbbztetiink diszkrét és folytonos egyenletes el-

. oszldst. Legyen ¥ diszkrét val6szinuségi véltoz6 x p Kgr v X (véges
sok} lehetséges értékkel, és legyen -

(5.13.1) PE= xi) = é, i=1,2,...,n.

Ekkor a § val6szinuségi véltoz6t egyenletes eloszldsunak nevezziik az

X 1 x2, ceer X szamokon. A valdszinliségszamiids klasszikus korszakd-

ban csak ilyen val6sziniiségi vdltozokra vonatkoz6 problémdkat vizsgdltak.
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Diszkrét egyenictes eloszlds csak véges sok kiilonboz6 kimenetel esetében
értelmezhetd, Diszkrét egyenletes eloszldsu val6sziniiségi viltozéra vonatko-
z6 valésziniiségi kérdések kombinatorikus modszerekkel vdlaszolhaték meg.
(Lasd: 1.5.pont.)
Az (5.13.1) eloszldsu val6sziniségi viltozé virhato értékét és szoris-
négyzetét a kovetkezd formuldk szolgéltatjik:
n

X, X, 4 ... +X _
(6.13.2) M (§) =—? n_l >, %,
o !

ami nem mds, mint a lehetséges értékek szdmtani kbzepe.

n

I
(6.13.3D° (§) =1 Z x, -22=1;Z

n
=i— fo-iz.

i=1

Egy folytonos ¥ valsszinliségl viltozot egyenletes eloszldsunak ne-
vezunk az {a, b] intervailumon, ha surtségiliggvénye a kivetkezS:

1

(5.13.4) foy={°" 2

0, egyébként.
Az (5.13 ¢ siirtiségiUggvénnyel birs vals-
szinuségl vdltozs einsziisfuggvénye:

,haa<x<b,

0 hax < a

/ f (5.13.5) F@® =(F= haa<x<b
A7 1 ha x 2 b.
a rd
A vérhat6 értéket és a szérdsnégyzetet
47, dbra egyszerllen kiszdmithatjuk:
b
2 2
1 b -a _a+b
(5.13.6) M (¥)= ba dx=p— . =5 = —
a
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b2 2
: 2 ey, [ X . Atb2 (b -ay
(5.13.7) D (;)-/b_a dx 252 -8
a

5.14 Néhany val¢sziniségeloszlas,
amely a matematikai statisztikaban fontos szerepet jatszik

a) AX 2-eloszlés

A statisztikai mintdval kapcsolatban ismertettilk, hogy a mintaeleme-
ket fuggetlen, azonos eloszldsu valészinuségt vdltozoknak tekintjik. Ami-
kor egy eloszlés ismeretlen paramétereinek becslése céljibsl a mintaele-
mekbdl klilonbbz§ statisztikal mennyiségeket szdmitunk, ezek ugyancsak
véletlen mennyiségek lesznek, hiszen értékilk mintdrol-mintdra viltozik.
A szdmunkra érdekes statisztikal mennyiségek rehét valészinlségi vilto-
z6k kllonbbzl figgvényei, amelyek maguk is valoszinuségl vdltozok A ku-
16nbz6 statisztikal mennyiségek eloszldsdnak tdrgyaldsa elftt szukséges
megismerniink néhédny eloszlis-tipust, amelyeket a vai<szinliségeloszldsok
tdrgyaldsa sordn nem részleteztlnk,

Legyen a folytonos eloszidsu § valoszinUségi viltozo sUrliségfugové-
nye:

o X e XX hax>0

(5.14.1) f(x:0¢, p) =
» o egyébként

Itt a formuléban szerepl8 [(p) figgvény az un. paraméterli gamma
fuggvény, amelynek definicisja

) [= ]
(5.14.2) F ) = fxp'l e dx

o]

Konnyl belétni, hogy f(x; o¢, p} valéban sliriiségfliggvény, mivel
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= . (=, =]

(5.14.3) /xp'l e %% gy = 1 /(c:cx)""1 e O qoexy = B ey
: p P
[¢] o] :

©o

/f X3¢, p) dx=1.

o

Az f(x; o<, p) sUriiségfliggvénnyel biré ¥ val6szinlségi véltozot p-pa-
raméterli gamma eloszldsunak nevezziik, |

Sz4dmitsuk ki a p-paraméterli gamma eloszlds karakterisztikus flgg-
vényét|

. o0 co
s P - _ i

(5.14.4) Q(t)=feltxf(x; o, p)dx = & /xple (‘x 1t)xdx=—11t-—

s Mo J @ -i)p

Irt felhaszndltuk az (5.14.3) Osszefiiggést, amely komplex o¢ esetén is ér-
vényes, feltéve, hogy aunak valés része pozitiv eléjeld.

Az f(x; o, p) stirliségfliggvényben az o¢c és p paraméterek értékének
ktilonbtz6 megvdlasztdsdval kiilonboz8, a gyakorlatban fontos eloszldsokat
nyerlnk. Pl, p = 1 vdlasztisa mellett :

(5.14.5) | fiox, 1) =oce X

a jol ismert exponencidlis eloszlds, amely kilonboz6 élettartam vizsgdlatok-
kal vagy a vdrakozdsi idGvel kapcsolatban jitszik szerepet.

Ha az (5.14.1) siirliségfiggvényben ol = -;— » P =-2F: értékeket vélasz-

tunk, akkor az un. x2 eloszlds sliriségftiggvényét nyerjik:

a_ 4 X
1 -1 2 2
(6.14.6)  k )=£(57,5%)= e (x > 0)

o X
257
Ez az eloszlds igen jelent8s a statisztikai alkalmazdsokban. Fligget-

len normdlis eloszldsu valészintiségi vditozok négyzetdsszege X~ eloszlédsu,
Pontosabban fogalmazva, ha fl’ fz, cevs ?n figgetlen N (0,1) standard

- normdlis eloszldsu valdsziniiségi véltoz6k és
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(5.14.7) z =82 +82+ ...+ 35"
1 2 n

akkor a § véltozé slirliségfliggvénye az (5.14.6) formuldval megadott figg-
vény.

Ezen 4llitds beldtdsa céljdbol vizsgdljuk meg elfszbr az egyes vssze-
adandok eloszldsdt, Ha ¥ N (0,1) normélis eloszlisu és n= 'gz, akkor i
eloszlasfiggvénye:

(5.14.8) G)=P(n<x)= P(§2< x)=P(-¥X €§ < [X)= O(/x)= O (-x)=2Q (Ix)-1

Az 4 véltozs stirliségfiiggvénye

(5.14.9) g0 =20'0) 3yg= 7= 900 = 2}_ e 2- ?'1 x e
F2ix (7)

(M 3) =)

Tehdt az n= §2 val6szinliségi viltozé o =-;— y P = ‘17 paraméterekkel biré
gamma eloszlds. Az 7 véltoz6 karakterisztikus fluggvénye az (5.14.4) for-
mula alapjén:
(5.14.10 ©= ——

-14.10) % )= 1

(-2 it)2
Tekintettel arra, hogy az (5.14.7) bsszegben szerepl8 mindegyik
f? (t=1, 2, ..,) valésziniiségi viltoz6 elosz!dsa megegyezik az v, véltoz6
eloszldsdval, a S véltoz6 karakterisztikus fliggvénye

n

u 2 1 1
5.14.11) \.f\g(t) =.r|-a{fl (t) = Tl =

i=1

n
(1-2 it)2 {1-2 i!c)2

A {5.14.11) formulédt osszehasonlitva az (5, 14. 4) figgvénnyel, lithatjuk,
hogy ez utcbbi fliggvény az o= 1 : D= g paraméterekkel biré gamma el-

2
oszlds karakterisztikus figgvénye, vagyis v sHriségfiiggvénye az
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{5.14. 6) formuléval megadott filggvény, amelynek alakjdt n=1, n =2 és
n = 6 esetéhen a 48. dbra szemlélteti.

i
05 y |
\
\
t
\
04 ‘\
\
\\ A=l ————
asz l\‘ N=2 =——mmee
\ \ N=6
\\ \
\ \\
a2 Vo
v\
\ \
\\ \
a1 \
NN
\\ \\\
~ \\\
\\\ ‘\~~~
eyl S - n
0 2 4 6 8 b 4 174
48, 4bra

Az (5.14.6) formulédval kifejezett kn(x) slruségfliggvényt, amelyet
n darab fliggetien N(0,1) eloszldsu valészintiségi véItoz@ négyzetsszegé-
nek eloszldsaként nyertlnk, szokés n szabadsdgfoku X “-eloszlésnak is
nevezni. A szabadségfok értelmét a pontban vildgitjuk meg. Az (5.14.11)
karakterisztikus JUggvény segitségével kinnyen szdrmaztathatjuk az n-
szabadségfoku X

eloszlds momentumait. A vdrhat6 érték, illetve a sz6-
rasnégyzet kiszdmitdséhoz elegend6 tekintetbe venni, hogy

S22
GO = -3 [—(—;—+1)]{[1-2 it] ’ }t=0 = i (x%+2m)
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Ezek alapjén a (4.2.7) és (4.2.8) formulék figyelembevételével

(5.14.12) M(Z)=n; D°(g)=-n+n+20=2n

Ugyancsak a karakterisztikus fliggvény felhaszndléséval igazolhato
a X2 eloszlés un. additiv tulajdonsdga, amely abb6l 411, hogy két fugget-
len xz -eloszldsu valészinliségi vélléozd Usszege ugyancsak xz-eloszlé.su.
Ha ugyanis Sl n, szabadsdgfoku X“-eloszldsu, és ;2 n, szabadségfoku

xz-eloszlésu és 3‘1 és g, fuggetlenek, akkor a &= ;1 + ;2 Usszeg ka-

rakterisztikus fuggvénye a megfelel§ karakterisztikus fliggvények szorzata,
vagyis az (5.14.11) formulét figyelembe véve: '

| ™
-2 -2 .
® = . ®=@-21t) * . @-2i) 4=@-21)
P QH Q%

v yis a Z véltoz6 ugyancsak xz-eloszlﬁsu ny +n, szabadségfokkal.

Tehét fiiggetlen xz-eloszlésu valdszinliségi viltoz6k bsszeaddsaker a
szabadsdgfokok bsszegezfdnek, az iloszlés tipusa nem véltozik. Meg kell
azonban jegyeznlink, hogy ha sok ¥ “eloszlésu valésziniségl véltozét adunk
Ossze, amikor is a szabadsdgfok m4r elég nagy lesz, vagyis nagyszimu
fuggetlen N(0,1) eloszldsu val6szinuségi viltozé négyzetsszegével 4llunk
szemben, akkor a centrélis hatdreloszldstéte]l érvényesil és normilis el-
oszldshoz jutunk. M4r pl. n = 30 esetén a xz—eloszlés slrlségfilggvénye
alig kulonbozik egy normdlis eloszlés srliségétsll

b) A Student-féle t-eloszlds

A matematikai statisztika néhdny fontos problémdéja az aldbbi tipusu
hényados eloszldsdnak vizsgélatit kbveteli meg:

(5.14.13) t= I/H §
2 .2 2
VEl +§’2+... +§n

ahol ¥ 1 EZ' cees fn figgetlen N(0,1) normélis eloszldsu val6szinlis égi

valtozok .
A t val6sziniiségi véltozé slrlségfilggvényének meghatérozdsshoz
ki kell szdmitanunk mind a szdml4l6, mind a nevez6 siruségfliggvényét,
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majd alkalmaznunk kell a fliggetlen valdszinliségl vdltoz6k hdnyadosédnak
siiriiségfliggvényére vonatkozé formulét.

A 2,6 pont alapjén ismeretes, hogy ha az 7 valdszinliségl viltozs
egy ¥ valosziniiségi véltozonak folytonos fliggvénye: ,

7 =¢(%)
és a % vdlitozé s_lirllségfﬂggvénye f(x), akkor 7 sirlségfiiggvénye:

dCP (Y)
hy) = £ [@ (y)] —F

Szdmitsuk ki ennek alapjén az (5.14.13) tbxt szdmlél6jénak siirliségfiggvé-

nyét. Most % = Vn g, q)_l ¥ =;—_‘y,ﬂ‘i_~g& fn ¢ véltozs strlisége:
n T

1 n

e
F2®n

Az {5.14.13) tbrt nevezfjének siiriiségfilggvénye az n szabadsdgfoku
X 2-eloszlés siirliiségfligpvényének is meretében konnyen adédik, ugyanis a
nevezd Y_ ahol ; n - szabadségfoku ¥ -eloszlésu igy a nevez6 slirli-
sége:

h(x) =

2
Y
zyn-le 2
gy = P
- n
22 1 G)

Ha most a 't valészinuségi vdltozs stiriiségfiiggvényét s (x)—szel je-
161jik, akkor a (2.6.11) formula alapjim:

ot
w - ——
oo , ) -+ 3
s, ®) = [yh@&y)gy)dy=—""FT—"+ [y e dy
o - Vamn2Z PZ ©
-2 2

Alkalmagzva az n= (3(;1--&- 1)12— helyettesitést, az

- 146 -



2 2 =
(5.14.14)s_= J u e du . n+l
" ft r(3) 4 fzn r‘f)(H{)T
n
- A

49, dbra

tsszefiggésre jutunk, amely a t véltozé siriségfliggvénye, s amely siirti-
séggel birs eloszlést Student-féle t-eloszldsnak nevezlnk, Ezt az eloszlést
el6szbr W.5. Gosset angol matematikus haszndlta, aki'"Student'4lnéven
publikdlta eredményeit. A X~ eloszldshoz hasonléan az (5.14.14) slirlsé-
gli elogzldst szokds a szabadségfoku Student-eloszldsndk is nevezni. Ezen .
eloszlés alkalmazdsaival a 9.4. pontban foglalkozunk. A Student-eloszlds
sliriségfliggvényét a 49, dbra szemlélteti.

ey X 2-eloszlésu val6szintiségi vditozék hdnyadosdnak eloszldsa

A matematikai statisztikéban, els@sorban a szérdsanalizisben felme-

riil a kbvetkez6 tipusu probléma: adva vannak a fl R fz, coor Eorm fuig-

" getlen N(0,1) normélis eloszldsu valsszinliségi véltoz6k, meghatdrozands a

2
n

2 2 2
§n+1+§ n+2+' -+ £ n+m

?f+§’§+...+f

(5.14.15) Z =
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hényados slrUségfliggvénye. Az el6zlek (5.14/a pont) alapjn l4thats, hogy

a tgrt szdmldléja n szabadségfoku Zz-eloszlésu, nevezfje pedig ugyancsak

X ~ -eloszldsu m szabadsédgfokkal, s a feltételezett fliggetlenség kovetkexz-

tében a sz4mlél6 fuggetlen a nevez6t6l. Ha a & véltozé sliruségfuggvényét

h(z)-vel jeldljuk, akkor a fuggetlen valésziniségl véltoz6k hdnyadosdnak sU-
. rilségfuggvényére vonatkozé (2.6.11) formula alapjén

n P +m Ty(l4z)
4 n - t+z
(5.14.16) h(z) = e dy =
2 n2+m l"('zll) T’(%l-) °
p{.'ﬂn_) Iz_l
_ 2 z" -1
N m n+m
regré) o+

d) A béta - elogzlis

Ttbb statisztikai alkalmazésnél, els6sorban a rendezett minték el-
méletében jétszik szerepet az un. béta eloszlés, amely a (5.14.15) formu-
ldval definidlt & val6szinuségi véltozs egy figgvényének a

3

xX= i¥s valoszinliségi viltozonak az eloszlédsa,

H k{x)-szel jeltljlik a %k véltoz6 eloszldsfiggvényét, akkor

X

r & 1/-5 3 -1

x x) = ————— —~—m dz
rG ra) 2y
Az integrandusban I—:-z— = t helyettesitést alkalmazva a
m
A4+ m X n -1
& 7 ) -1 2
(5.14.7) k{x)= ————— [t @1-t) dt (0 < x ¢1)
re G

Ez az un. Euler-féle béta integrél 0-t61 x-ig, amelyet szokds nem teljes
béta-fliggvénynek is nevezni. '

- 148 -



A k(x) fuggvény speciélis esete az un. béta-eloszldsoknak. Altaldno-
sabb alakban (o, ) rendd béta eloszldsnak nevezzilk azt az eloszlést,
amelynek eloszldsflggvénye

X

-1 p-1
B ez)=ﬁl:(gi)%) f: Q- dt ©<x<l)
' o

Léthatjuk, hogy a k(x) filggvény Bn m (x) alakban irhat6, tehit
2" 2 :
(% s _r;_) paraméterl béta eloszlds,

5.15 A nagy szamok térvényének Bernoulli-féle alakja

A gyakorlatban igen sokszor 1ép fel az a probiéma, hogy valamely
bennlinket érdekl6 A esemény ismeretlen P(A) = p valdszinlségét n

szdmu kisérlet alapjén a -E i'elattv gyakorisédggal kbzelitve, mennyire tér
el a relatlv gyakorisfg az ismeretlen val6szinlségt6l. Arrél a tényr6l, hogy
n esetén a i— relativ gyakorisdg tetszlleges kevéssel tér a p valészinl- -

ségtfl, meggy6z benniinket a nagy szdmok tbrvényének Bernoullit6l szdrma-
z6 megformulizédsa.

Alkalmazzuk a Csebisev egyenlftienséget a binomidlis eloszldsra,
A (3.3.11) formuléval kifejezett

1
P(|f-M (§)|>as)sT
tsszefliggésben €=k, M (F) =np, 6= npq helyettesitéssel:
P(|k-np|>AVnpg)s —%

A
A zdr6jelen bellili egyenlftienséget n -nel osztva:

P(|§-p|>af-§-)si2—

Vezesslik be a Av %— = £ jeltlést, ekkor
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Tehét:
(5.15.1) p(|E-p|> )60y
T : 1°P 4ng

Az (5.15.1) Usszefliggés a nagy szdimok tbrvényének Bernoulli-féle alakja.
(5.15.1) jobb oldala n— + co esetén nyilvdn zérushoz tart, ami azt jelenti,
hogy a kisérletek szdmét korldtianul nbvelve, a relativ gyakorisdgnaka
val6szintségt8l valé eltérése tetszlleges nagy biztonséggal el6irt kicsiny
lesz. A gyakorlatban nincs m6dunk a kisérletek szdmdt korldtlanul novel-
ni, ezért elsédleges érdekességil szdmunkra, hogy rogzitett n esetén

mekkora lesz nagy val6szinlséggel a ;lk- relativ gyakorisdgnak a p val6-
szinliségtdl valo eltérése, illetve milyen nagyra kell n-et, a kisérletek szé-
mét vélasztani ahhoz, hogy a |§ - pl eltérés elfirt € -ndl kisebb legyen.

Erre a kérdésre az (5.15.1) Osszeflggés alapjn is vdlaszolhatnénk, ekkor
azonban a szlikségesnél nagycbb n értéket nyernénk. Ennek okét a (3. 3)
pont végén tett megjegyzésiink vildgitja meg. _

LAttuk, hogy a binomindlis eloszlds az 5,10 pontban emlitett feltéte-
lek kozbtt normilis eloszldssal kozelithetS. A 2, téblizatbsl 14thats, hogy
egy normilis eloszldsu ¥ val6sziniségi véitoz6 igen nagy valészinliséggel
kevesebbel tér el a vdarhat6 értékéedl, mint sz6rdsdnak a hiromszorosa,
azaz

“P(|€-m|<36 )=~ 0,997

Tehét kuzelitSleg ugyancsak 0,997 amnak a valészinlisége, hogy az
A esemény k gyakorisdga az np vdrhat6 értékéi6l kevesebbel térjen el,
mint szérésdnak a hdromszorosa, tehét
(5.15.2) P(|k-np|<3Vux )=0,997

Més szavakkal olyan kevéssé valészintl, hogy a | k - np | nagycbb le-
gyen, mint 3 ¥ npg, hogy gyakorlatilag alig kell vele szdmolnunk. Ez az
un, 3 & -szabdly.

Az (5.15.2) képletben szabad az egyenlftlenség mindkét oldaldt n-nel
osztani, anélkiil, hogy a val6sziniiség megvditozzék, azaz

(5.15.3) p(fE-p] <3 ‘(-En—g-)::{],%?
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Ez azt mutatja, hogy igen nagy val6szintiséggel a i % relativ gyakorisé g
kevesebbel tér el az ismeretlen p val6szintségtdl, rnirnt 3 [%S-T .
Figyelembxe_) véve, hogy a pq = p (1 -p) kifejezés értéke nem lehet na-
gyobb, mint 3 » gyakorlatilag biztosra vehetjuk, hogy

4
oo <8
2 V" /n
' k 1,5 . k_ 1,5
azaz csaknem biztos, hogy a p .vaIOszinliség a = = ég —+ 7R

szdmok kdzé esik,
Ez a hibahatdr akkor tekinthet§ jénak, ha az ismeretlen valoszinliség

5 kizelében van, Ha a p val6sziniiség lényegesen eltér ;— -t6l, akkor
pq is idsebb mint 4— , tehdt a relativ gyakoriség sz6risa V% kisebb,

mint —7= v
Ilyen esetben a p valosziniiség he- f

lyett a E relativ gyakorisig érté-

H
két irjuk és q = 1-p helyébe
k _ n-k
1 il et irunk, igy
L
pq .1 l[!t_(_.._ls). Z
n n n Ful
4
Még jobb becslést kapunk a
szérdsra, ha a gyok alatti kifejezés 7] - _L b et
nevezfjében n helyett n-1-et irunk. 7 !

Igen nagy valészindséggel 50. 4bra
gyakorlatilag ugyszélvén biztosan :
igaz tehdt, hogy

g-pl< km-k)

n-1

Ha arra akarunk vélaszolni,' mekkordra kell n-et, a kisérletek szé-

mét védlasztani, hogy a- E relativ gyakoriség az ismeretlen p valészintség-

*)

Ugyams az y = x (1-x) fuggvény maximumét csak ott veheti fel, ahol
y' =1 -2x=0, vagyis az x = 7 helyen. Mivel y" = - 2 <0, valéban
maximumnsl van sz6.
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t6l csaknem biztosan kevesebbel térjen el, mint pl. € =0,1, akkor az
(5.15.3) Usszefliggés alapjén csak az
1,5

ﬁ= 0,1

egyenletet kell megoldanunk, amelyb6l n = 225 ad6dik.

Az £=0,1 érték a gyakorlatban sokszor nem klelégit6 pontossdg, Ha
nagycbb pontosségra tbrekszink, akkor viszont nagyon megnivekszik a
szlkséges kisérletek széma. Ha pl. €= 0,05-6t vilasztunk, az {5.15.3)
egyenlethdl

n =900

adodik, mig €=0,0l esetén, ez mér igen nagy pontossig, amire a gyakor-
latban ritkén van szukség a szilkséges kisérletek széma:

n = 22 500,

5.16 A kozponti hatareloszlastétel

4 kbzponti vagy centrélis hatdreloszldstétel magyardzza meg annak
elméleti hitterét, hogy miért 1ép fel a természeti jelenségek vizsgdlatdnil
olyan gyakran normélis eloszlds. A tétel tartalménak lényege abban 411,
hogy ha a vizsgdlt § valészinliségl vdltoz6 véletlen ingadozésa sok egymds-
161 flggetien véletlen komponens eredménye, amely komponensek killon-kil-
18n kis mértékben hatnak, de hatdsuk Usszegez6dik, akkor € normdlis el-
oszlésu,

A binomiilis eloszlds vizsgélatdndl littuk, hogy a binomiélis elosz-
ldsu ‘¢ val6szinlségi vdltoz6 n darab fi'ggetlen karakterisztikus véltozs
Usszege: '

‘§=§l+§2+...+~§n

ahol az egyes fi véltozok egyméstol fliggetlentil veszik fel a 0 vagy 1 ér-

téket, és mint kimutattuk, a binomislis eloszlds normélis elosiléssal ks-
zelithet§, hacsak a p paraméter értéke nem tul kicsi, vagy nem tul nagy,
més sz6val, ha az egyes § i véltozok nem olyan természetiiek, hogy csak-

nem mindig egyik értékiket veszik fel. (Ugy is mondhatjuk, hogy ha a fi
véltozok eloszldsa nem tulsdgosan elfajult.)

A binomidlis eloszldsnak normdélis eloszléssal valé kozelithet6sége
csak specidlis esete, bir nagyon fontos speciélis eset, egy sokkal 4ltalé-
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nosabb torvényszeriségnek, amelyet ugy fogalmazhatunk meg, hogy ha igen
nagyszému egym 4stél fliggetlen valésziniiségi véltozét adunk Ussze és az
egyes komponensek véges sz6rdsnégyzettel birnak, akkor az bsszegiik nor-
mélis eloszldsu lesz, fuggetlentil attél, hogy az egyes komponensek milyen
eloszldsuak. ,

A centrélis hatdreloszlés tételének tobbféle matematikai megfogalma-
zdsa ismeretes. Mivel a matematikai statisztikdban rendszerint fliggetlen,
egyforma eloszldsu komponensekkel 4llunk szemben, el6szbr a tételnek azt
a véltozatdt ismertetjlik, amikor a fliggetlen komponensek azonos eloszlé-
suak,

Tétel: Ha §,, fz. ... , azonos eloszlésu, fliggetlen és véges sz6-

risu valésziniségi vdltozék, M (fk) = m, Dz(fk) = 62. k=1, 2, ...,
akkor :

2

_ x o
f1+'§2+...+fn-nm 1 fe 3
oo

(5.16.1) lim P ( <x)= du

n-»o00 Gfn Yai
A tétel bizonyitésa karakterisztikus fuggvény alkalmazdsédval végezhet§ el
legegyszeribben.
Jelbljuk cp(t)-vel a fk -m valGsziniiségl v4ltoz6 karakterisztikus
g, -m

figgvényét, Ekkora—-k—— véltozé karakterisztikus fliggvénye
6/n
Pl——) k=1,2, ...)
6/n
Legyen:
P +f, +...+¢ -nm s E, -m
y = 1 2 n = >k
SVn k=1 ©ym

A kbmponensek fuggetlénsége miatt az Usszeg karakterisztikus fliggvénye az
Usszeadandok karakterisztikus fliggvényeinek szorzata,tehdt:

wo-frg]

Vezesstik be a = u jeltlést és fejt silkk Taylor-sorba a @ (u) figgvényt:

6fn
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cp(u)=q;(o)+q@) Cf"z(’o) u2+...

A karakterisztikus figgvény u = O helyen vett derivdltjai kifejezhe-
t6k a (4.2.10) formuia alapjdn a momentumok segitségével:

2 k
14 (lu) (iu) k
P (u) 1+ocliu+oc2 31t FO +o{)
fk -m
ahol o¢ j a véltoz6 j-edik momentuma.
©fn

Ezek alapjédn:

2 t2 t2
Pl =l gpro ()= 1 = g +o(q)
Tehét 2
» n 2 2 .-_t—
t t
Iim [(P( ):l =lim l-——-+o(l—) =e
n-—-od GG n+oo[ 2n n]

Mint a normélis eloszlds tdrgyaldsdndl littuk (4sd (5.9.13) formula), ez
éppen a standard normélis eloszlds karakterisztikus fliggvénye.

A tétel kbvetkez6 megfogalmazdsa nem kuti ki, hogy az Usszeadand6k
azonos eloszldsuak legyenek, de feltételezi azok harmadik abszolut momen-
tumainak létezését, .

Laplace-Ljapunoy tétel: Ha §1' fz, ey fn, ... fiiggetlen val6szi-

niiségi véltozok, amelyek harmadik és kovetkezdleg alacsonyabb rendu mo-
mentumai léteznek, M(fk) =0, (k=1, 2, ..., )tovibbd
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lim 3 = o
n-»coc S
n
ahol
B - Sl ¥t g2lp? _
k-M(|fk| ) S = 11\: O™ (%), akkor:
X -u2
: §, 45+ 8] ! 5
lim P 3 <x)= e du
n-+oco ’ n rzﬁ: -
-c0

A centrélis hatdreloszldstétel igen nagy gyakorlati jelentGségii. Egy-
részt ha a tétel feltételei teljesiilnek legaldbbis j6 ktizelitéssel, akkor jo-
gossé teszi azt a feltételezésunket, hogy normélis eloszléssal 4llunk szem-
ben, amelyet a megfigyelési adatok alapjén a matematikal statisztika méd-
szerelvel ellenérizni tudunk. Mésrészt a matematikai statisztikdban szerep-
16 un. statisztikai figgvényekben az esetek nagy részében fiiggetlen val6-
szinliségi véltoz6k Usszege szerepel, igy nagyszdmu megfigyelés esetén
maguk a statisztikai fliggvények mint valészinliségl véltoz6k ugyancsak nor-
mélis eloszldsuak, igy a normélis eloszlds sajétsdgai és a normilis elosz-
14s filggvénytdbldzata a statisztikai dontések meghozataldban alapvetd se-
gédeszkoziink lesz. .

- 155 -



6. fejezet

MARKOV-LANCOK

6.1 A Markov-lanc fogalma

Ttbb gyakorlati probléma megolddsdban sikerrel alkalmazhats a ko-
vetkezd modell; adva van egy fizikal rendszer, amelynek véges sok 4ilapo-
ta van, s egymis utdn ktvetkez6 4llapotait véletlenszerlien véltoztatja.

A rendszer 4llapotait valamely t o v tys - idGpontokban figyeljilk meg.

(Feltételezzilk, hogy a megfigyeléseket szabilyos id6ktztkben végezzik.)
Az 1d6egység megvilasztisa tnkényes, Példa ilyen fizikal rendszerre egy
viztdrozé, amelynek mondjuk K m® a ktbtartalma és azt mondjuk a tdrozé
a t id6pontban az i 4llapotban van, ha i m3 viz van benne. A tirozét
egy foly6 vize téplélja, s a viz hozzdfolydsa ktvetkeztében a tirozé "ma-
gasabb 4llapotba 1ép"”, ntvekszik a benne lev§ viz mennyisége, mig az id6n-
kénti leeresztés {vizkivétel ipari célra vagy a tulfolyds elkertilésére) k-
vetkeztében a tdroz6 viztartalma cstkken, a rendszer "alacsonyabb 4lla-
potba 1ép”.

A vizsgilt fizikai rendszertink 4dllapota bidrmely iddpontban val6szi- -
nliségi vaitoz6. Ha a rendszer at = tn id6pontban az i 4llapotban van, ak-
kor §, =1i.

o

A ftd , § g 1 e val6sziniségi viltozok felvett értékel
megadjik a rendszer mozgdsdinak, élettdrténetének leirdsit, Eo’ a kiindu-

16 dllapot, amely adott esetben lehet véletlenszerd dllapot is.
Ha ft =i és ft = j, akkor azt mondjuk, hogy a rendszer egy 1é-
k k+l
pésben az 1 4llapotb6l a j 4llapotba ment 4t ({,j=0, 1, ..., n), vagy
roviden { =] 4tmenet tortént, Az 1-»j egylépéses 4tmenet valoszinlisé-
gét Pij -vel jeldljuk, ami lényegében a kUvetkez§ feltételes valoszinliség:

P . =P(F =il = 1)
i bl gtk

Ha az i — } itmenet valészintisége nem fiigg attol, hogy mely id6pontban

taldljuk a rendszert az 1 4llapotban, azaza P (ft =j | Pt = 1) feltéte-
e+l e

les val6sziniiség ugyanakkor a minden € =0, 1, 2, ... értékre, akkor a
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rendszer Allapotvéltozédsait id6ben homogénnek vagy rtividen homogén 4lla-
potviltozdsoknak nevezzik, A tovdbbiakban csak homogén &llapotviltozé-
sokkal foglalkozunk. (Ez olykor erfs egyszerlUsitést jelenthet gyakorlati
szempontb6l, azonban iddben inhomogén 4llapotvéltozdsok térgyalésa ma-
tematikailag sokkal bonyolultabb.)
A rendszer éllapotvéltozdsainak sorozatdt, vagy ami ugyanaz a

ft » § t s oeer § ¢ v e valészintiségi véltozok sorozatdt homogén Mar-

o n

kov-ldncnak nevezzlik, ha tetszfleges pozitlv értékl <ty <. <t id6-

pontok és kl’ y coes kn+1 dllapotok esetén (k1 =0,1,2, ...,k
i=1,2, ..., n+l)

(6.1.1) (E, =1<nH|*;'t =k, £, =ky, ..o. B, =k )=
n+l 1 n

n

=P(§ =k Ift =kn

tn+1 n+l

A (6.1.1) tsszefliggés azt jelenti, hogy a rendszernek a tn idépont uténi
élettdrténete csak att6l fligg, hogy a t id6pontban mely 4llapotban van a

rendszer és ktzvetlenll nem flgg att6l, hogy kordbbi id6pontokban mﬂyen
4llapotsorozatot futott be, mely 4dllapotokon keresztill jutott a t idﬁpontbeli

k dllapotba. Ugy is mondhatnénk, hogy a rendszer Iépésr61 lepésre elfe-

le]ti korébbi multjdt,
A mir emlitett viztdrozok esetében pl. ez a feltétel nyilvéan teljestil,

hiszen ha 2 tdroz6 a t idépontban k m3 vizet tartalmaz, akkor a tn+1

id6pontban k +s éllapotban lesz, ha egy idGegység alatt s m3 viz folylk
bele, vagy k - ¢ 4llapotha kerlil, ha a tdrozét t idSpontban lezdrjuk és

{ m3 vizet IeeresztUnk, fuggetlenlil attsl, hogy korébban milyen Gteml volt
a feltoltés vagy hogy hdnyszor és menny! vizet eresztettiink le beldle.
Mutatunk most egy mésik egyszerl péld4t homogén Markov-léncra.
Tegylk fel, hogy egy részecske bolyongést végez a szdmegyenes egész ér-
tékd pontjain, pl. az x = 0 pontb6! indulva &s idGegységenként egyet 1ép
jobbra vagy balra -;-4»;— valészintséggel. Az egyes l1épésekhez hozzé~
rendelhetjilk az ‘21 3 '12, TITIL WP fuggetlen _vaIOszinUségi véltozokat a

kivetkez§ eloszldssal:
1 .
P("Il:l):'z-: P(’71=-1)=5| (i=1,2,...)
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A bolyongé részecske helyét t = n idSpontban jelSije a ?n val6sziniségi vél-
toz6. Ekkor

B = Mgt - 9, B 21
Ugyancsak homogén Markov-ldncot kapunk, ha a részecske utjdba a szdm-

egyenes adott szakaszénak két végpontjéba elnyeld vagy visszaver( falakat
helyezlink:

51. ébra

Atmeneti valosziniségek:

A Markov-ldncokra szokéisos terminolégidval azt mondjuk, hogy a
vizsgdlt fizikai rendszer idGegységenként "Lép" egyet, azaz vditoztat 4lla-
potdn, lépésnek tekintve az 1 — i &tmenetet is, amikor tehdt nem tor-
ténik 4llapotvédltozds, azaz a rendszer "helyben marad".

Jelbljuk Pfjr) -rel annak val6szinlségét, hogy a rendszer az t 4lla-
potb6! r lépésben megy 4t a j 4llapotba:

(r)— = =
P”_P(ftmr jlftk Y

T = 1 esetén a mér bevezeteit egylépéses dtmenetvalésziniségeket kapjuk,
amelyeket egy matrixba rendezhetlink el, amelyet egylépéses dtmenet-
matrixnak nevezlink és P-vel fogunk jeltlni.

r b

o P o Poy

(1) P=l B0 P P
L P P e
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Az r-1épéses itmenetval6sziniiségeket természetesen ugyancsak elrendez-
hetjik matrixba, jeltljlik ezt a matrixot P -rel és nevezzuk r-lépéses it-
menetmatrixnak.

(1‘) (1') r) )
00 01 s PE()k i
(r) p® (r)
o M1 o Py
P =
=r
(1’) I,.(1') (1')
\ kl k2 kk /

. Az egylépéses és r - 1épéses dtmenetmatrixok kbzutt lge;l egyszerl Ussze-
fuggés 41l fenn, ugyanis

azaz az r-1épés dtmenetmatrix egyszerilen az egylépéses dtmenetmatrix
r-edik hatvdnydval egyen!§,

Ennek az 4llitdsnak a bizonyitdsa egyszerl. Szdmitsuk ki annak valo-
szinliségét, hogy a rendszer az i 4llapotb6l két 1épésben kerll a j 4lla-
potba, Az 1 —j 4tmenet két 1épésben ugy kivetkezhet be, hogy a rend-
szer az i 4llapotb6l egy 1épésben valamely v 4llapotba megy 4t, majd a
v A4llapotbs]l ismét egy 1épésben a j 4llapotba. A v édllapota 0,1, ..., k
éllapotok bdrmelyike lehet, de kozullk csakis egy, tehét

6.1.2) .P(z) Z P,

”j

A (6.1.2) usszefliggés jobb oldala a P matrix 1i-edik sordnak ugyanezen
matrix j-edik oszlopdval valé kompondltja a sor-oszlop szorzési szabdly

alapjén, vagyis Pi(;_z) a 5(2_) matrix i-edik sordnak j-edik eleme. Altit4-
sunk tehdt r = 2 esetére igaz. '
Tételezzik most fel, hogy

r-1
-—Br-l -

“l-u

Mivel az i —= j ftmenet r lépésben k +1 egymdst kizdré mdédon tr-
ténhet, mégpedig ugy, hogy a rendszer az i 4llapotb6l r-1 1épésben va-
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lamely- v dllapotba megy 4t, ahol v a0, 1, ..., k dllapotok valamelyike,
azutin a ¥ éllapoth6l egy 1épésben a j A4llapotba 1ép, ezért:

(6.1.3) (r) Zp(“) P,

ahol a (6.1, 3) tsszefliggés jobb oldala a Pr matrix 1i-edik sordnak és a P
matrix j-edik oszlop4nak komponéltia, vagyis

(6.1.4) p=F L p=F .

Ebbél az is k_dvetkezik. hogy

P =P

=T = =£ sr-€ '
hiszen nyilvdnvals, hogy
Er - 28 ) Br-f ,

ami részletesen kiirva azt jelenti, hogy a Er matrix (i, |} eleme az r 1é-
pésben torténd | — j dtmenet val6szinusége felirhats

(6.1.5) ‘r) Z P“) (r

alakban. Ez ut6bbi tsszefliggést Markov-féle egyenléségnek nevezzik, Az
dtmenetmatrixokra vonatkozélag megjegyezzilk, hogy un. sztochasztikus
matrixok, ami azt jelenti, hogy elemeik nem negativ szémok, és bdrmely
sor elemeinek Osszege 1, hiszen pl. az (1) egylépéses Atmenetmatrix i-edik
sora elemeinek tsszege éppen annak valészinuségét fejezi ki, hogy a rend-
szer az i-edtk 4llapoth6l indulva vagy a 0 vagyazl ... vagyazi... vagy
a k dllapotba megy 4t egy 1épésben, ez pedig biztos esemény. Egyszeril
szdmoldssal az is beldthat6, hogy sztochasztikus matrix. /

Léttuk tehdt a (6.1.4) dsszefliggésbbl, hogy az r-1épéses dtmenetva-
l6sziniiségek meghatirozdsa egyszerii matrixhatvdnyozédsi probléma (amit
dltaldban elektronikus szdmit6géppel célszerii végezni, killdntsen nagy
matrix esetén). Abbé6l a tényb6l, hogy az (I) matrix sorai elemei nem nega-
tivok és Usszegiik 1, ktvetkezik, hogy amikor a P matrixot 6nmagéval szo-
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rozzuk, akkor a _Li_z matrix j-edik oszlopdnak elemei a P matrix j-edik
oszlopa elemeinek sulyozott szdmtani kézépértéket az egyes sorok ele-
mei, mint sulyok segitségével. (=0, 1, 2, ..., k-ra.)

@) _
Poi = Poo Foy * Por Pyj+Pog By tee Py Py

2) _
Plj = P10 Poj. +Pu le' +P12 sz +... +P1k ij
G=0,1,2,..., k)
(2)=P '
Pij i0 P(}j +Pil Plj +P12 sz +... +P1k ij

@ _
Py = Peo Poj * P Py *Pg Pyt + Py P

Mivel a k+l szdm sulyozott szdmtani kdzepe a legnagyohb és legkisebb ér-
ték kozé esik (feltéve, hogy 1-nél kisebb sulyok is szerepelnek) dltaldban a

2(2) matrix j-edik oszlopdnak legnagyobb és legkisebb eleme koztttl kii-
lonbség (j =0, 1, 2, ... k-ra). Méginkdbb igaz ez a P matrix magasabb
hatvényainak oszlopaira az ismételt sulyozott kdzepelések kivetkeztében.,
A matrix hatvényozdsa sordn tehdt az oszlopok elemei kbziitt bizonyos ki-
egyenlitédés torténik. Bizonyos esetekben elég nagy hatvinyokra a j-edik
oszlop legnagycbb és legkisebb eleme kozdtti kiltnbség eltlnik, az oszlo-
pon bellil mindegyik elem egyformévd vilik, azaz a Pi(jn) 4tmenetval6szinti-
ség minden i-re azonos lesz, azaz az n 1épéses 4tmenet-valoszintiség
i-t6l, az indul6 &llapott6l nem fugg. Az ilyen tulajdonségu Markov-ldncokat .
ergodikusnak nevezziik,

Matematikailag fogalmazva: egy Markov-ldncot ergodikusnak nevez-
zlik, ha 1éteznek a

lim Pf_“) =P
N-» 00 J

hatdrértékek, amelyek i-t81 fuggetlenek és

k
2 PB-=1
ji=o J



Nehezebb kérdés eldonteni, hogy adott dtmenet-matrix esetén létez-
nek-e hatdrval6szintiségek, Erre vonatkozik az aldbbi tétel.

Markov-tétele: Egy véges sok 4llapotu homogén Markov-ldnc akkor,
és csak akkor ergodikus, ha az dtmenetval6szintiségek

\
(P P Po
o Pun B
P=
C P00 Pa Bk

matrixdnak van olyan P hatvdnya, amelynek legaldbb egy oszlopdban min-
den elem pozitiv. A P, hatdrértékekhez val6 konvergencia sebességét ille-
téleg utmutatdst ad aZ alébbi osszefiigpés:

n
™, s !
Pij -Pj_(l-Nlé)

ahol N1 a gs matrix azon osziopainak szdma, amelyek csupa pozitiv ele-

mekbél 4llnak, & pedig az ezen oszlopokban 4116 elemek koziil a legkisebb,
A tétel bizonyit4sat illet6leg az irodalomra utalunk, 14sd pl.: [15)
A hatdrmatrix

r N
) Py P
PO P1 Pk
lim£n=___ =
n+»oQ .
\PO Pl Pk )

minden sora egyforma. A hatdrvalosziniiségek dltal alkotott valésziniiség-
eloszlédst staciondrius eloszldsnak is nevezik. A PO’ Pl, cees Pk hatdr-va-

l6sziniségek azt fejezik ki, hogy mekkora valoszinliséggel taldljuk a rend-
szer hosszu dllapotvéltozds sorozat utdn az egyes 0, 1, 2, ..., k éllapo-
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tokban. A { 0, R Pk} hatdreloszlés kielégiti a kiivetkez§ egyenlet-
rendszert:

6.1.6) Pj=Z Pvlz’j(j=0,1,...,k)ész P =1.

Ugyanis a Markov egyenlfség szerint (6.1.3) formula

k
(nl) _ (n)
Pi] Piv PPj
¥ =0

(a4)_, p o)

Ha most n-»og, akkor PJ i w =Py, vagyis a (6.1.6) bsszefiig-

gést nyerjuk. A Z P, =1 reléci6 kdvetkezik abbol a tényb6l, hogy
i=0

sztochasztikus matrix minden hatvdnya ismét sztochasztikus matrix.
A (6.1.6) vsszefliggést a kivetkez6 alakban is felirhatjuk:

(
(Bo Pluvees B Py P Bo)
o P Pk
= (B By ooen B
o P Pek

Ha most ezen egyenlet mindkét oldalit jobbrél ismét megszorozzuk a P
matrix-szal, akkor

(PG' Pl' ""Pk) .=(P0, Pi""'Pk)

CAEE

Ezt az eljdrdst akdrhinyszor megismételhetjlﬂc 8 azt az éxedményt kap--
juk, hogy tetsz6leges n-re:

€ Py -e- B
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(P{)’ Pl;..., Pk) (PG' P, ...,Pk) .

[¢]

A Markov-léncokkal kapcsolatban eddig csak dtmenetvalosziniiségekrél be-
széltink, Kérdezhetjlk természetesen, hogy mi a valészinlisége, hogy
rendszeriinket 2 t =n id6pontban a j 4llapotban taldljuk, azaz kereshet-
juk a {fn = j} esemény val6sziniségét, =0, 1, ..., k.) Ezt a val6-

szintiséget abszolut valészinliségnek nevezzik.
AP (fo =j), G=0, 1, ..., k) valészintiségeloszl4snak nevezzlik.

Jeldljuk a kezdett val6sziniiségeloszldst

(P(o). P§0) , (0) )-lat

Annak valoszinisége, hogy a rendszer egy lépés utdn a J 4llapotban lesz
a teljes val6szinliség tétele alapjdn

k k
P(E, =i= ) P(F, =il§g=DP(F,=1 Z W p

i=0

amelyet matrixos jelSléssel a kbvetkez{ alakban irhatunk:

0 (0 (0)
(By By 5 -oes BY) rPOO PDkW
Pro - Pix

g )

L PkG Pkk /

Annak valésziniisége, hogy a rendszer a t=n id6pontban a j 4llapotban
lesz, ugyancsak a teljes valoszinliség tétele szerint:

P(E -J)-Zp(g -31E, ‘”P‘fo""'zp(ﬂ) m

vagy matrixos jelolessel.
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©) O (0)
(P0 R TIPS Pk P(n) P(n)

{n)
By s By e B

A t = n idépontbeli abszolut valészinliségeket tehdt egyszerlien ugy szdmit-
juk ki, hogy a kezdetl eloszldst (mint vektort) megszorozzuk az n-1épéses
dtmenet matrix-szal. Ha van olyan [QO’ Qpr +-es Qk] kezdeti eloszlés,
amelyre teljesl! a

Qy Q» ---» Q)
6.1.7) [g’j = Qp Qr - » Q

reldci6 minden n-re, akkor az ilyen eloszlést staciondrius eloszldsnak ne-
vezzUk. Littuk, hogy ha a Markov-linc ergodikus, akkor a nyert hatdrel-
oszléds staciondrius eloszlds,

Megjegyezzlik, hogy ha.a P egy- J/
1épéses 4tmenet matrix kétszeresen ,rq\/-\
sztochasztikus, azaz nemcsak a sorok, g — st Ef
hanem az oszlopok elemeinek Usszege 0 ! 2
is 1 és a ldnc ergodikus, akkor a

52, 4bra

lim gn matrix is kétszeresen sztochasz-
n+soo
tikus, igy a hatdrmatrix minden eleme
l_(Tli-T , vagyis hosszu dtmenetsorozat utdn a fizikai rendszert birmely 4lla-
potiban egyforma val6szintiséggel taléljuk.
Mutatunk egy egyszerl példt a stacionérius eloszlés meghatdrozé-

sédra a (6.1.7) Usszefiggés segitségével.

" Tegylik fel, hogy egy részecske bolyong visszaver( falak kvzttt -
a szdmegyenes 52, dbra szerinti szakaszén. A részecske id6egységenként
1-et 1ép jobbra vagy boira, a jobbra 1épés valészinlisége legyen p, a balra
1épésé q-= 1-p. Ha a részecske az x = 0 pontt6] balra 16p, akkor a falon
visszaverfdik, ezért helyben marad. Ugyanez a helyzet, ha a részecske
az x = 2 pontb6t jobbra 1ép. Az egylépéses dtmenet-matrix most a kiivet-
kezd:.
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O‘v
o
=C
[
v
N
]
o
=]

Hy
It
o
o
o
i
0
o=}
g~

10 11 12
F20 F21 P22 0 a ®
Keressiik a Usszefliggést kielégit6 (P Pz) staciondrius hatdr-

eloszldst, Teljestilnie kell a

(P, Pl’ Pz) q p 0
q 0 p (P P P )bsszeﬂxggesnek azaz
0 g p
0 q+P .q +P2 0= P0
Po.p+i’1.0+f’2 q = Pl
Py- 0 p+P P =P

Az els8 egyenletbdl P1 .q= P0 (L -q)= P0 . p, vagyis

!
— = P
A g

A mésodik egyenletb6l

2
- =p - - - oy
Py.q=P -Py.p=P Pp-a=P (-g)=PF.p=-. P

2

azaz P, = (5) . By

Mivel PO + P1 + P2 =1 kell legyen,

2
B
P0+qP +()P0

By =
1+ P— (R)
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P, =
p,/P
l+q+(q)
y)
&
P, =

Konnyit beldtni, hogy hap=q = ;— , akkor P0 =P =P =;— . Ez esetben

a (I) alatti P matrix duplédn sztochasztikus, igy az erre az esetre vonatko-

26 megjegyzésiinket is igazoltuk példdnkban.

6.2 A Markov-lancok alkalmazésa
viztdrozokkal kapcsolatos problémakra

Tegyilk fel adva van egy véges k m3 kapacitdsu tirozé. A t idépontban
a tdrozéban levs vizmennyiséget jeloliiky -vel, A valoszinliségi véltozé ér-
téket diszkrét {t=0, 1, 2,,..) id6pontokban figyeljik meg. A (t, t+l) interval-
lumban befoly6 viz mennyiségét nevezziik hozzifolydsnak és jeloljiik €¢-vel.
Feltesszlik,hogy a ¥, §1s. .., ¥k +.. valoszinlségi véltozok fuggetlenek és
azonos eloszlisuak. Ha ¥ ¢ = ‘gt > k,akkor a (t, t+l) intervallumban tulfoly4is
torténik, azaz

S AR

mennyiségii viz tulfolyik.

Feltessziik, hogy minden egységnyi idSintervallum végén azonos M m3
vizet leeresztiink a tdrozobol. (M ésszeriien vélasztott dllands, a,lmelyet
rendszerint a szlikséglet hatdroz meg és természetesen M< k. Altaldban
M-et egységnyinek vélasztjuk. )

A gor 8y» --- valoszinliségi viltoz6k sorozata homogén Markov-14n-

cot képez, amelynek staciondrius hotdreloszldsa létezik. Attol flggéen,
hogy a bevitel, a gi valésziniiségi védltozék milyen eloszldsuak, a staciond-

rius hatireloszlis mds és mds lesz.
Legyen
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P(F =1) = 9 G=0,1,2,...)

2 hozzifolyds valoszinliség-eloszldsa.
Feltesszlik, hogy q j > 0 minden j-re. Képezziik most a hozzéfolyéds

eloszlds generdtorfliggvényét a
o0
G(z)=Zq zj (|]z]|<1)
j=o0

fuggvényt. A generitorfiggvény segitségével konnyen kiszdmithatjuk az idé-
egységenként 4tlagosan befoly6 viz mennyiségét, az dtlagos hozzifolydst. .
A (4.1.2) formula alapjén:

(>~
M) =m=0'M=2 Jq
=0

A { ;t} Markov-ldnc egy 1épéses étmenetvaléézlnliségeinek matrixa

most a kdvetkezs:

(p P P Y (q.+ h )
00 oL """ T0,k-1 QPtq 9 93 o Qg
Plo  Pipoor Bga 9% 9 9 L L
P= =1 0 9P 9 9 -3Mk-2
P P ...P
k1,0 Tke1,100 ke k-
o 0 o ‘qg by

(A jeltlés megvildgitdsa céljébol mégegyszer megemlitjik, hogy a tdrozé
4llapotdt mindig a (t, t+1) intervallum végén regisztrdljuk.)t=0, 1, 2, ...
a t id6pontbeli ¢ 4dllapothoz hozzdjin Et a {t, t+H) egységnyi intervallum-

ban befolyt viz mennyisége, de ugyanezen id6 alatt M =1 egységnyi vizet
is kivettink (ha van benne). A tédroz6 tehdta 0, 1, ... k-1 4llapotokban le-
het. A tdroz6 a g, =0 dllapotban marad, ha %, =0, ekkor a (t, t+l) inter-

vallumban nem j6tt viz és nincs mit kivenni, ennek val6szinisége Qg Vagy

ha ft =1, ekkor a (t, t+) intervallumban egységnyi mennyiségli bevitel
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van, aminek q, a val6szinlisége, viszont ugyanennyi vizet ki is veszlink a

{t, t+1) intervallumban. Altaldban a tdroz6 a fentl modellnél az i dllapot-
b6l a j é&llapotba 1ép egy 1épésben (ezen 4tmenet valésziniiségét az i-edik
sor j-edik eleme szolgdltatja, ha ;t =1iés ;t = j+1, ennek val6szinlsége

qj+1 . Itt is figyelembe kell venni, hogy a (t, t+l) intervallumban egységnyi

mennyiségll vizet kivesziink).
A fenti matrix utolsé oszlopdban

w -
b= a, i=1,2,..., K
vy=1i

Mivel feltételeztiik, hogy qj >0(=0,1, 2, ...)a fenti egylépéses dtme-

net-matrixnak van olyan oszlopa (a két utolsé oszlop), amely csupa pozitiv
elembdl 411, tehdt a Markov-ldnc ergodikus, létezik a staciondrius hatdr-
eloszlés. Ennek a staciondrius hatdreloszldsnak az explicit meghatdrozdsa
bizonyos bevitel -eloszldsok esetében a szukcessziv matrix hatvdnyozis
tényleges végrehajtdsa nélkll is elérhet6. Ehhez nyujt segitséget az aldbbi
tétel:

Moran tétele: Ha egy k kapacitdsu tdrozéban tdrolt vizmennyiség
stacionédrius eloszldsa a

0 1 2 k-1
P, B B ... P
eloszlds, akkor a -
Pi
P = (i=1,2, ..., k1)
' %o

hényadosok k-t6l fligretlenek és a 19i mennyisége a

q, (1-2z)

VO T =

generdtorfiggvényben a 2 hatvany egyitthat6ja.
A fenti Osszefliggésben 9,8 bevitel-eloszldsban a{'ft = 0} esemény

valOsziniisége, G (z) pedig a hozzdfolyds eloszldsdnak generdtorfiggvénye,
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Eltekintunk itt ezen hasznos tétel bizonyitds4tol, 14sd:[10], csak v4-
zolni kivénjuk, hogyan alkalmazhat6 a tétel bizonyos specidlis bevitel-elosz-
14sok esetén.

Megjegyezzik, hogy ha a 1"i szdmokat sikeril meghatdrozni, akkor a

{ Py Ppoooees Pk-l} staciondrius eloszlést is meghatdroztuk,

Py+P +...+P _ =1

0 k-1
1évén
P P
1 +-l-,l—+... +—';,—l-=—;—-,
0 0 0
azaz
k-1
'ﬁ'i =-;l—- ..1
i=1 Pn
1
ﬂo-

k=1
1+_Z191
i=1
P =P ., i=1, 2, ..., k-1

A stacionérius eloszldsra vonatkozolag diszkrét véges modell esetében
explicit eredmények ismeretesek geometriai-, negativ binomiilis- és
Poisson eloszldsu hozzéfolyds esetére.

Meghaladja a jegyzetiink kereteit e problémakdr részletes tdrgyaldsa,
csupén a geometriai eloszldsu hozz4folyds esetére mutatjuk meg, hogyan
alkalmazhaté Moran tétele, majd néhdny megjegyzést és irodalmi utaldst te-
szlink,

Tételezzlk fel, hogy a trozéba a vizbevitel geometriai eloszldsu,
azaz legyen P (¢, =j+1)=pg, 4=0,1, 2, ...), ahol O<p<l és
q=1-p. : '

A geometriai eloszlds generétorfliggvénye

cey= ) pdZ=p D @ =7 e
j=0 j=0
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A geometriai eloszlds vdrhats értéke:

B =G0 = gEo)

A V(z) generétorflggvény:

oo
__p(t-z) _lt-qgqz . _ i
Ve BBl ) 2 o

1qz "2

Innen

| _ TS SO o S AP RN, |
«9'0-1,'3'i—p B =R - =,

k-1 kel |k
2 Yi=1l+q pt=1:‘—*"t—1_,,t
0 i=1

A keresett staciondrius eloszlés tehas:

P0= 1-k+1'Pi=ﬁJi%Lv(i=1s2"-" k-1)
PA-u ) 1-p

Gyakorlati szempontbél igen fontos az a kérdés, hogy adott eloszldsu hozz4-
folyds és leeresztés esetén mi a valészinlisége, hogy a tdrozé kilirl, mi-
eldtt tulfolyna. Ez a probléma lényegében visszavezethetS egy bolyongdsi
problémdra a kvetkez8 modon: A tdrozé lehetséges 4llapotaia 0, 1, 2, ...,
4llapotok.

Tegyiik fel, hogy az indul6 4dllapot z. Ha most egy idfegység alatt
£ m3 viz jon bele, a tdrozé a z + £ dllapotba 1ép. Ha megdllapodunk abban,
hogy idSegységenként pm3 vizet kiveszink, akkkor £m3 hozzéfolyds esetén
a tdroz6 a z dllapoth6! egy lépésben a z + £ - p 4llapotba 1ép. Attol fiigg6-
en, hogy € - x>0 vagy { - Jt <0, atirozé z-nél nagyobb vagy kisebb
4llapotba 1épett. '

Tegyiik fel most, hogy egy részecske bolyongést végez a szdmegye-
nes egész koordindtdju pontjain a (0, k) intervallumban, azx=0ésx =k
pontokban einyel8 falakat helyezlink el, a részecske az x = z pontbs! indult
és idSegységenként jobbra vagy balra 1ép akkora tévolsdgot, amennyi a viz
bevitel és kivétel kultnbsége egy idSegység alatt (egész m°-ben szdmoiva),
azaz £ - . nagysdgu lépést tesz. (£ - lehetséges ériékei:
M, g+l L, -1, 0,1, 2, 000)
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53. 4bra

Ilyen tipusu bolyongést probléma megolddsédval ttbben foglalkoztak, més-
més moédszerrel, Kuldndsen emlitésre mélt6 Feller [3]; Wald [25] ,to-
vébbé Girsick modszere [25].

Ha a foly6 vizhozama, a hozzéfolyds olyan eloszldsu, hogy elenyészé
kicsi annak valészintisége, hogy bizonyos véges v mennyiség esetén
ptv m3-nél ttbb viz jon egy idGegység alatt, azaz a részecske egylépéses
ugrdsaa -p, -p+l,...,-1,0,1,2,...,V értékeket veheti fel és
az ugrdshossz virhat6 éxtéke 0, azaz a hozam és a leeresztés kiegyenliti
egymdst, akkor annak Pz valészinuségére, hogy a z kezdeti 4llapotu té-

roz6 elébb kiliriil, mint megtelne, a ktivetkez8 Fellert8t eredd becslés ad-

k-2 k+p-2z-1
P ————

hato: o1 =B ¢ k+p-1

Ha k nagy . +v -hbz képest, akkor ez igen j6 becslés a fenti val6szinlség-

re.

, ahol k a tdrozé kapacitdsa.
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7. fejezet

A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMEI

7.1 A matematikai statisztika targya
és alkalmazasi teriiletei

A matematikai statisztika a valésziniségsz4dmitdsnak igen fontos, a
gyakorlat szdmdra nélkultzhetetlen fejezete, amelynek tirgyét ugyancsak
a véletlen tomegjelenségek vizsgilata képezi, azonban probléméi és ennek
kovetkeztében legttbbszbr a moédszerei is sajdtosak.

A val6sziniségszdmitds el6z8 fejezeteiben bizonyos események val6-
sziniségeit ismerteknek tekintettlk, s azt vizsgédltuk, hogy ezen események
val6szinlségeinek ismeretében hogyan lehet méds, Usszetettebb események
val6szinliségét kiszdmitani. Ha pl. ismerjik, hogy egy A esemény val6-
szinisége P{A) = P, - €8y miésik B esemény val6szinlisége P(B) = Py ésaz A

és B események fuggetlenek, akkor az A +B esemény val¢szinlsége:
PA+B)=p +py - P - Py

A gyakorlatban azonban sokszor el6fordul, hogy sem az A, sema

B esemény valészinliségét nem ismerjuk, ezért a fenti formulét nem tud-
juk alkalmazni. Ilyenkor els6 feladatunk az 4, illetve a B események va-
16szinuségének kielégits pontosségu meghatérozdsa. Ezzel a problémdval a
matematikel statisztika foglalkozik.

. A korébbi fejezetekben ugy fogalmaztunk, hogy legyen § normélis
eloszldsu valészinlségi viltozé m vérhats értékkel és & szoréssal, azaz
legyen ¥ surliségfiggvénye:

f(x)=————e
el 2R

s ennek alapjdn ki tudjuk szdmitani, mennyl a valészinusége, hogy € érté-
ke adott hatdrok kbzé essék, A gyakorlatban sokszor ismeretlenek sz4-
munkra az m és & paraméterek, ezek meghatdrozédsa ekkor elsGdleges
feladatunk. Ha pl. § valamely gydrtmény adott méretét jelenti, amely mé-
ret a szabvédny szerint m, kell, hogy legyen, s az illet§ gydrtmény csak ak-

kor hozhat6 forgalomba, ha a kérdéses mérete az m - 260 és m_ + 2 6‘6
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hatdrok ktzé esik, akkor el kell dintentnk, hogy a kérdéses méretet jeldls
¥ val6szinliségi véltozé vdrhat6 értéke valéban m -e, s a 6 sz6rés érté-

ke valsban 6(') -1al egyezik-e meg. Ha ugyanazt a gydrtmdnyt ttbb gépen 4l-

litjuk el8, s az egyes gépeken gydrtott alkatrészek kérdéses méretét a
13 1’ fz, s B valoszinuségi véitozék jelblik, akkor ellen6rizntink kell,

hogy mindegyik gép azonos méretet produkdl-e, azaz fenndll-e, hogy
M(fl) =M (Ez) =... =M (¥,). Lyen jellegl kérdések vizsgélata a mate-

matikai statisztika kirébe tartozik. Mdr ezekbdl a példdkbsl is 14thats a
matematikai statisztika nagy gyakorlati jelentfsége: a valészinliségszdmi--
tds eredményes gyakorlati felhasznédldsdnak elSfeltétele a valoszinliségek
és eloszldsok kielégit6 meghatdrozottsdga, ami csak a matematikai sta-
tisztike médszereinek ismeretében érhetd el. o

Abban az esetben, ha egy vizsgélt ¥ valoszinliségi véltozsra vonatko-
z6lag nagyszdmu (néhény szédz) megfigyelési adat 411 rendelkezésiinkre, ak-
kor ¥ eloszldsa és a vele kapcsolatban bennlinket érdekl6 események vals-
szinUsége a gyakorlat szdméra kell6 pontossiggal meghatdrozhat6. A gya-
korlatban azonban a kitllbnbbtzd fizikai, kémiai, technolégiai kisérletek el-
végzése tetemes mennyiségli idSt és anyagi réforditést igényel, az ipari mi-
nfségellenbrzésben pedig vannak vizsgélatok, amelyek a gydrtmdény tonkre-
tétele vagy rongéldsa utjén végezhetfk csak el, ezért gyakran viszonylag
kevés megfigyelési adath6l kell meghizhat6é kivetkeztetéseket levonnunk,
A matematikai statisztika feladata olyan médszerek kidolgozdsa, amelyek
segitségével a megfigyelt tapasztalati adatokbsl a kérdéses véletlen meny-
nyiségre vonatkozélag a lehetd legttbb informéci6t nyerhetjiik, Feladata a
matematikai statisztikdnak maguknak a kisérleteknek a megtervezése és a
kisérletek optimdlis szdménak meghatirozdsa, tovdbb4 a selejtvizsgilat
viszonylag kis mintén alapulé gazdasdgos médszereinek kidolgozédsa,

7.2 A matematikai statisztika 16 fejezetei

A matematikai statisztikai médszerek természetének megvildgitdsa
céljdbsl vizsgiljuk meg, hogy valésziniségszdmitési ismeretek birtokédban
milyen elSreldtds érhet§ el valamely véletlen jelenség jovébeli lefolydsdra
vonatkozélag. Ha tudjuk, hogy pl. egy A esemény val6szinlisége P(A)="p
(0 < p < 1), akkor arra vanatkozolag, hogy egyetlen kisérlet sordn az A
esemény bekivetkezik-e vagy sem, nem sokat tudunk mondani, hiszen le-
het, hogy A bekovetkezik, de az is lehet, hogy nem kbvetkezik be. Ha
azonban a kisérletet - amellyel kapcsolatban az A esemény érdekel ben-
nilnket - sokszor megismételjitk, akkor p. értéke mér sokat mond szi-
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munkra, mert elfre tudjuk, hogy kb. az esetek p szdzalékiban fog bekt-
vetkezni az A esemény, M4s szoval 'n szdmu kisérlet sorén az A ese-
mény relativ gyakorisdga

=~ P-

‘B

A% relativ gyakorisdg az ismeretlen p val6szinuség kdzelitése, becslése.
. i

Az A esemény p valoszinuségébdl - ha p értékét ismerjik - kivetkez-
tetni tudunk az A esemény relativ és abszolut gyakorisdgdra, ha n elég
nagy. A gyakorlatban azonban P(A) = p értékét 4ltaldban nem ismerjlik,

médunk van azonban a 5— relativ gyakorisﬁg meghatérozéséra Adott A ese-
mény p valdszinﬂsége egy dlland6 szdm, mig a— relativ gyakorisdg rtg-

zitett n mellett is valészinUségi véltozs, ami azt jelenti, hogy ha ttbb n
hosszuségu kisérletsorozatot végzlink, a relativ gyakorisig viszonylagos
stabilitdsa ellenére is klilonbdz6 értékeket vehet fel. A nagy szdmok erfs

torvénye értelmében a ;l:- relativ gyakorisdg 1 val6szinuséggel p-hez

tart, ha n+oco, a gyakorlatban azonban csak véges szdmu kisérletet tudunk
végezni, nyllvdnvalé tehdt, hogy p értékét csak kvzeliteni, "becsilni”

tudjuk rogzitett véges n esetében a 1;— relativ gyakorisdg segitségével.
Amikor az ismeretlen p val6szinigéget, amely a [0,1] intérvallum egy
pontia a % valoszintiségl véltozoval becsliljik, pontbecsléssel dllunk szem-
ben. Felmeriil természetesen az a kérdés, hogy rtgzitett n esetén meny-
nyiretér el a E relativ gyakorisdg az ismeretlen p valoszinilségtél, E
kérdés megvélaszoldsa sordn valészintiségszdmitdsi ismereteinkre timasz-
kodunk. Tudjuk, hogy a -E relativ gyakorisdg mint valésziniségl vdltozoé
binomiélis eloszlist kivet M(%) = p virhat6 értékkel és D (-::—) = VTH;-

szérdssal. Ha n elég nagy, akkor a binomidlis eloszlés normdlis eloszlds-
sal kozelithet6 (Moire - Laplace hatéreloszlds tétel).

Tudjuk, hogy egy normélis eloszlisu § val6szinlségi viltozéra
M(¥)=m, D (f) = @ esetén érvényes a

P(¥- m] <26)=0,95 tsszeftiggés.

P(|—-p] <2 r)~095
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Ennek alapjén:




Mivel pq € -‘11— érvényes a

P(|E-p|<=) =095

n
k 1 k 1
Minden esetre a (;1- - -F, T +—F) intervallum 95%-o0s val6sziniséggel tar-
n n

talmazza az ismeretien p val6sziniiséget. Ez a hibahatér akkor tekinthetd
jonak, ha az ismeretlen p vaiészlnuség {és veIe egylitt —) 3 ktzelében

van. Ha p értéke lényegesen eltér 7 -t6l, pq < » ezért szukebb interval-
lumot nyerlink, ha a zéré6jelen beluli egyenlﬁtlenség jobb oldaldn p helyé-
be E—-et trunk, ekkor

P(|§- -p.|<f—1 5(2_'5230.95

Azt kaptuk tehdt, hogy a (- - - (n- § % k n-k) ) intervallum
95%-0s, val6szinliséggel tartalmazza az ismeretlen p val6szinuséget.
Ez azt jelenti, hogy ha sok kisérletsorozatat végziink (amely sorozatok mind-

Egyike n kisérlethdl 4ll) mindegyik sorozatra kiszdmitjuk a E relativ gya-

koriségot s ezek kbré mint kizéppont ktré megszerkesztjik a fenti inter-
vallumot, akkor ezen intervallumoknak mindtssze 5%-a lesz olyan, amely
nem tartalmazza a belsejében a p pontot.

Az ily médon nyert intervallumot 95%-o0s konfidencia-intervallumnak
nevezzlk. A becslésnek ez a m6dja az un. intervallum-becslés, amely
J. Neyman lengyel szdrmazdsu matematikusiol ered.

Statisztikai becslés szlikségessége nemcsak az ismeretlen p valg-
szinliséggel kapcsolatban merll fel, A gyakorlatban sokszor eléfordul,
hogy a kisériet eredményét jeltl8 € valdszinuségi véltozé eloszlds-tipusit
ismerjuk. Tudjuk pl., hogy bizonyos idSintervallumban érkezé hivdsok sz4-
ma egy telefonkizpontba Poisson-eloszldst kovet, csak éppen nem ismer-
juk ezen eloszlds A paraméterét, tehdt becsllnlnk kell, Igen sokszor tud-
juk, hogy bizonyos mérési eredmény normilis eloszldsu (sokszor elméleti
meggondoldsok utjdn, a centrdlis - hatdrelosztéstétel érvényestilése foly-
tdn kovetkeztetlink erre), de nem ismerjik sem az m védrhat6 értékét,
sem a G szoérds értékét, ezeket tehdt tapasztalati uton kell becsulniink,
Valamely val6rzinliségeloszldssal kapcsolatos 41land6k, paraméterek sta-
tisztikai meghatdrozdsdval a matematikai statisztika becsléselmélet cimti
fejezete foglalkozik.
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Bonyolultabb a feladatunk, ha a vizsgdlt ¥ valészinuségi véltozo
F(x) eloszldsfuggvénye teljesen ismeretlen szdmunkra, mds sz6val, ha
az eloszlds tipusa, figgvényalakja sem ismeretes, vagy legaldbbis nem
vagyunk biztosak abban, hogy ¥ eloszldsfiiggvénye valtéban az F(x) elosz-
l4sfiiggvény, legfeljebb gyanitjuk elméleti meggondolds vagy el8z6 tapasz-
talatok alapjén. Hyenkor ¥ eloszldsdra nézve feltevéssel éliink. Feltesz-
sziik, hogy $ eloszlisfliggvénye adott F(x) flggvény, majd megvizsgéljuk,
hogy a § véltozéra vonatkoz6 megfigyelési, mérési eredmények mennyire
vannak Ysszhangban hipotézistinkkel, majd dontiink, hogy elfogadhatjuk-e
hipotézisiinket, vagy el kell azt vetnlink, A feltevésvizsgdiatnak ezt az ese-
tét illeszkedésvizsgilatnak nevezzilk, hiszen azt vizsgéljuk, hogy ¥ meg-
figyelt értékei, illetve az azokbsl szdmitott statisztikal mennyiségek meny-
nyire illeszkednek az F(x) elméleti eloszldshoz.

Gyakran nincs is szlkség g konkrét eloszlds, illetve gnnak paramé-
tereinek meghatdrozdsdra, hanem csak azt a kérdést kell eldtntenlink, hogy
két sokasdg (pl. két killonboz6 gépen gydrtott alkatrészek bizonyos mérete)
azonos valészinliségeloszlést kbvet-e, illetve megegyeznek-e az adott soka-
sdgok, amelyeket egy-egy valoszinliségl viltozé reprezentil bizonyos pa-
raméterei. Ekkor ugy jirunk el, hogy feltételezziik az eloszldsok, illetve a
kérdéses paraméterek megegyezését, s megvizsgdljuk, hogy tapasztalati
adataink valésziniségszimitdsi szempontb6l Usszeegyeztethetfk-¢ vagy sem
a feltételezésiinkkel, tehdt ismét dontenlink kell hipotézislink igaz vagy ha-
mis voltdr6l. Minthogy megfigyelési adataink mindkét sokasdgra vonatko-
z6lag véletlen, ingadozé értékek, elSfordulhat, hogy tévesen diintiink,

A matematikai statisztika feladata olyan médszereket kidolgozni,
amelyek segitségével - nagy valészinliséggel - helyesen tudjuk eldbntent
hipotézisiink elfogadhats, vagy elfogadhatatlan voltdt,

Azokat az eljirdsokat, amelyek segitségével hipotéziseink helyessé-
gét ellenfrizziik, statisztikai prébdknak nevezzik.

A becsléselmélet és a statisztikai hipotézisek vizsgélata cimd feje-
zetek alkotjdk a matematikai statisztika alapvet6 problémakorét. Wald £b-
rah4m magyar szdrmazisu matematikus a dontésfliggvények elméletében
egybefoglalta ezt a két fejezetet is.

E két legfontosabb problémaktron kivil roviden tdxrgyalni fogunk né-
hdny egyéb kérdéskort is, mint pl. a mintavétel elmélete, a szérédsanali-
zis, a regresszié és korreldci6 statisztikai probléméi, Természetesen
mindezen kérdéskirvknek csupdn legdltaldnosabb, f8ként elvi problémdit
térgyaljuk, s bizonyos kérdésekkel kapcsolatban irodaimi utaléssal kell
megeiégedniink,
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73A mintavétel elmélete

- A statisztikai minta

Mint médr emlitettiik, a matematikai statisztika feladata tapasztalati
adatokbdl valamely val6szinliségi véltozs eloszldsdra, annak ismeretlen pa-
ramétereire vals kbvetkeztetés. A tapasztalatl adatokat valamely ¥ vélet-
len mennyiségre, valészintiségl vditozéra vonatkoz6 megfigyelések vagy
mérések utjdn nyerjiik, s ezeket szdmadatok forméjdban jegyezzliik fel.

Az igy nyert adatokat statisztikal mintdnak nevezziik. Statisztikai mintdn
vagy roviden mintdn tehdt egy valésziniiségi v4ltozora vonatkozs véges szd-
mu megfigyelés (mérés) eredményét értjiik. Hapl. a ¥ val6szinuségl vél-
©.toz6 egy Uzemben adott napon elBillitott villanyksrték élettartamdt (4gési
idejéty jeloli, s a napi terméktomegb6l taldlomra kiemeltink n darab égét
és megvizsgidljuk az élettartamit, akkor vaiam’ely-'xl, Xy eoes X mintét

nye‘rlink. Itt n-et a minta elemsz4dménak, az X 2'2, ... adatokat a minta

elemeinek nevezziik., Ujabb n darab égét kiemelve és azok élettartamét
megfigyeive, valamely mésik Yir Y20 oeen ¥y mintdt kapunk eredménylil.

J6llehet a minta elemei adott esetben konkrét szdmok, ezek értéke
azonban minden megfigyeléssorozatban mds és més lehet, ezért a minta-
elemeket valoszinliségl véltozéknak tekintjiik, s a mintdra a

fly‘f-ztr eer s?n_

jelolést alkalmazzik, _ : ) -
Lényegében mintavételrdl van sz6 akkor-is, amikor egy A esemény
ismeretlen p val6szinlségére akarunk ktvetkeztetni. Ekkor n szdmu
fliggetlen kisérletet végezve 1-est irhatunk valahdnyszor az A esemény
bekovetkezik, amikor pedig A nem kdvetkezik be (vagyis A kovetkezik
-be), akkor 0-t irunk. Ez esetben mindegyik f 1 mintaelem az. A ese-
mény indikdtor-védltozéja, s a

£ By o g

minta minden eleme az 1 ‘vagy 0 értéket veheti fel.

A minta irdnt tAmasztott legfontosabb gyakorlati kivetelmény, hogy
hiven tlikrtzze azt a statisztikai sokasédgot, amelybél a minta szdrmazik,
mds szoval, hogy a minta reprezentativ legyen,

A statisztikal sokaség fogalmét a ktvetkez§ példin érzékeltetjik:
alkossa a mintdt egy 14da csavarbél taldlomra kiemelt 50 db csavar egyen-
ként lemért hosszusdga. Ebben az esetben a sokasdgon a ldddban 1év6 Gsz-
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szes csavarok hosszméreteit értjik. Altaldban statisztikai sokasdgon a
megfigyelés tdrgydt képez6 § valoszinuségi véltozé beszes szdmba johetd
értékeinek halmazit értjlik,

Tekintettel arra, hogy a mint4hol-ax egész soicaség eloszldsdra (tehét
a meg nem figyelt értékek viselkedésére 15) kiivetkeztethettink, érthetS,
hogy miért olyan fontos a minta reprezentativ voltd.

Avégbfl, hogy ez a kﬁvetelmény teljesuijﬁn, 4 mintavételt alkalmas
modon kell végeznlink, Ha pl. egy bizonyos fizikal, kémiat vegy miszaki
kisérlet eredményét kifejez8 § valészinilségl véltozorol van sz6, akkor
ligyelniink kell arra, hogy a kisérletek (miérések) fﬁggetlenek legyenek (az-
az egyik kisérlet eredménye se legyen befolydssal a tobbi kisérlet kimene-
telére)., A mintavétel elméletében feltessziik, hogy olyan jellegli kisérletek~
r6l van sz6, amelyek nagyjdbsl azonos'kbrlilmények kiizott sokszor - elvileg
akdrhdnyszor - megismételhetfk. A mintaelemek sorrendje az észlelés soxf-
. rendjével egyezik meg, ami egy véletlen sorrendet jelent. Ha a minta valé-
ban reprezentativ, akkor a mintaelemek egyforma eloszldsu val6szinliségi
véltozok, s mindegylk mintaelem eloszidse megegyezik az egesz sokaség
eloszldsdval, azaz

P(§, < x)=NE<x)i=1, 2, ..., n-re teljesul.

Azt a tényt, hogya ¥ 1’ §2, cees fn mintaelemek Osszességlikhen fligget-

len és azonos eloszldsu valészintiségl valtozék, roviden ugy szoktuk kife-
jezni, hogy a mintaelemek véletlen sorozatot alkotnak. Hogy az igy értel-
mezett véletlenség val6ban teljeslil-e adott minta esetében, azt statisztikai
préba un. véletlenségvizsgdlat segitségevel ellenérizhetjik, Erre vonatko-
z6 mo6dszert a 10.4 ponthan ismertetj tik.

Nem foglalkozunk részletesen a mintavétel technikdjdval, ez egyéb-
ként fligghet a vizsgélt probléma térmészetétdl, nevezetesen, hogy techno-
l6giai, mezbgazdasigi, kbzgazdasdgi, biolégial kisérletrél van-e sz6,

ezért itt csak egy-két megjegyzést teszlink.
~ Ha a mintavétel el8re megado‘ct véges N eleml sokasdgho! torténik
(pl. tomegcikkek rninéségellenﬁrzéskor) ez esetben a sokasdg elemeit va-
lamilyen médon 0-t6l N-ig megszimozzuk és sorsoléssal (pl. véletlen szi-
mok tébldzata seg1tségével) dontjlik el, mely elemek kerlilnek a mintéba.

Igen gazdasdgos moédja @ mintavétqlnek az un. szekvencidlis (soroza-
tos) modszer, kitlontsen olyankor, amid6n az egyes mintadarabok vizsgé-
lata nem 1genf/e1 tul hosszu id6t. Itt a mintaelemek szdmat nem rogzitjuk
el6rd, hanehr az egyes mintaclemeket. veletlenszeruen vélasztva (flggetlen
kisérletekér végezve) minden egyes lépés utin annék eredményétol fliggGen
vilasziink két. lehet8ség kizdtt, nevezetesen, hogy végleges duntést ho~
. zunk-e- (elfog_adjuk vagy elvetjlk a feldllitott hipotézisiinket), vagy pedig
tovébbi mintaelemet vesziink. Ezt az éljdrdst, amely szdmottevs id6-. és

- 179 -



ktltségmegtakaritdssal jdrhat, Wald Abrahdm dolgozta ki. A szekvenciflis
mddszert a 9.10, pontban ismextetjlik.

Megjegyezzlik még, hogy 2 matematikai statisztikdban szokés kis és
nagy mintdr6l beszélni, j6llehet a két kategéridt nehéz élesen elhatdrolni.
Aitaldban kis mintdnak tekintjuk az 5-30 mintaelemsz4dm esetét, mig 50-
200 elemi minta mir nagynak szdmit. A statisztikai becslés 4ltaldban
nagy mintaelemszémot kdvetel, mig a statisztikal hipotézisek ellenbrzése,
kliltntsen ha a kisérletek elvégzésge kbltséges (pl. a termék megsemmisi-
tésével jair6 vagy bonyolult és driga kisérletr6l van sz6) rendszerint kis
mintdra vagyunk utalva,

7.4 A statisztikai minta jellemzdi

Ha a megfigyeléstink, mérésunk tirgy4t képezd ¥ valoszinuségi vélto-
z6ra vonatkoz6lag n szimu megfigyeléslink, a El’ 52’ vees En minta

rendelkezésiinkre 411, akkor az a kérdés merll fel elfttiink, hogy a minta-
elemek segitségével hogyan kizelithetjuk meg a £ véltoz6 ismeretlen F{x)
eloszlés figgvényét vagy annak egy vagy ttbb 4llandcjit, paraméterét.
Més sz6val az a probléménk, hogy milyen fliggvényt konstrudljunk a minta-~
elemekbdl, amely fiiggvény valamilyen értelemben kozeliti az F(x) elosz-
l4sfliggvényt, vagy milyen szdmadatot szdmitsunk ki az n darab tapasz-
talt szdmértékb6l, amely szdmadat informéci6t ad arra nézve, hogy pl.
mennyi a ¥ véltozé virhat6 értéke vagy sz6rdsa. Abban az esetben, ha az
ismeretlen F(x) eloszldsfliggvény folytonos, célszerii a kbvetkez6 médon
eljdrni. A mintaelemeket nagysdg szerint nsvekv§ sorrendben, vagyis ki-
vélasztjuk a fl. f y eee s § szdmok ktiziil a legkisebbet, ezt f* -gal

jeloljik, az utdna kdve }_kezGt (vagyis a fennmarad6 n-1 szdmu mintaelem
kozUl a legkisebbet) E -gal stb, Eziltal a

* % *
<
£, < ¢ 2 <<%
un. rendezett mintdt kapjuk. Itt £ :-ot a k-adik rendezett mintaelemnek ne-

vezzlik. Abrézoljuk af’f, f;, cees f: szdmokat a szdmegyenesen és al-

kossuk meg a kbvetkezl Fn(x) fliggvényt:
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(7.3.1) F (x) =
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Mint 14thaté, Fn(x) monoton ntvekvs 1épcsds fliggvény, amely balrol
folytonos és az egyes E’: helyeken | % nagysdguugrédsavan (i=1,2, ..., n).

Tehdt az F_(x) fliggvény az eloszldsfliggvények tulajdonsédgaival rendelkezik,
ezt tapasztalati vagy empirikus eloszldsfuggvénynek nevezzik, Mivel a mé-
rend6 ¥ mennyiségrdl feltettilk, hogy folytonos eloszldsu, ezért igen ki-
csiny (gyakorlatilag 0) annak a val6szinlsége, hogy két vagy tobb mérési
eredmény azonos legyen. Ha ez mégis elffordulna, akkor az Fn(x) fugg-

vénynek abban a pontban, ahova a megegyezd nagysdgu mérési eredmények
esnek, nem % ., hanem annyiszor % nagysdgu ugrdsa van, ahdny mérési
eredmény egybe estk. Ha a mintaelemek szdma n nagy, akkor Fn(x) ug-

résai kicsinyek, s ez esetben szemldtomdst Fp(x} valamely nyujtott S-ala-
ku F(x) fuggvényt ktzelit, ekorul ingadozik.

1773’

55. ébra
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Vizsgéljuk meg, hogy milyen F(x) fuggvény az, amelyhez az Fn(x)
tapasztalati eloszldsfliggvény illeszkedik, Erre a kérdésre nem lesz ne-
héz vdlaszolni, ha figyelembe vessziik a kivetkezbket, Az Fn(x) tapaszta-
lati eloszlisfiiggvény értéke az x pontban -E , ha n szdmu mintaelem ko-
riil pontosan k sziému mintaelem értéke kisebb x-nél. Vagyis az Fn(x)

értéke az x pontban a { ¥ <x} esemény relativ gyakorisdga. A { €< x} ese-
mény val6szinliségét az F(x) fiiggvény, a valésziniiségl véaltozo elméleti

eloszlésfiiggvénye adja. Mivel nagy n esetén a relativ gyakorisdg erdsen
megktzelitl a valészinliséget, az Fn(x) tapasztalati eloszldsfliggvény nagy

mintaelemszdmit a § valésziniségl F(x) elméleti eloszldsfliggvényét ko-
zeliti.

Glivenko szovjet matematikus mutatta ki, hogy tetszbleges kis pozitiv
€ és & szdmokhoz megadhat6 olyan N0 kiszobszdm, hogy ha a minta

elemszdma n2 N, akkor annak val6szinlisége, hogy.a tapasztalati és az
elméleti eloszldsfliggvények kozotti maximélis eltérés kisebb legyen € -ndl,
nagyobb mint 1-&.

P{S‘;Plpn(x) - F(x)léE}ZI -8 hacsak n Z N

Glivenko tételét a matematikai statisztika alaptételének szokds nevezni.
Minden diszkrét valészintiségi viltozs eloszldsfliggvénye lépcsds
fliggvény, amelynek a ¢ valoszinlségi véltozs lehetséges értékeit képvise-
16 pontokban akkora ugrésa van, amekkora valésziniiséggel a ¥ véltoz6 az
illet6 értéket felveszi, Ha most % olyan val6sziniiségi véltozd, amelynek

lehetséges értéket éppen a f—if, §§ I 4 : szdmok, a rendezett minta
megfigyelt elemei; s az 7 véltozs a fenti értékei mindegyikét 3 vals-

szinliséggel veszi fel, az eloszldsst az aldbbi tdbldzat mutatja:

ET | € | &5 2

")l H

L
n

1y L L
n n n

akkor m -eloszldsfliggvénye éppen az Fn(x) fliggvény, az empirikus elosz-
l4sftiggvény.
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Mivel az ] valoszinliségt viltozd F (x) eloszldsfliggvénye kbzel van

a % valoszintiségi véltozé F(x) eloszldsfliggvényéhez, kézenfekvs arra
gondolnunk, hogy az 1 véltozé vdrhaté értéke, szdrdsa és egyéb szdm-
szerii jellemzéi a f valtozo vdrhaté értékét, sz6rdsit stb, kozelitik, mds
széval

M(§)x (p), D°(2) x D’ () sth.

Az 7 valoszintiségi vdltoz6 varhato értéke:

- . f’f+f§+...+§: E +E, 4 +En
(7.3.2) (7)= Z_n—fk = n = n -
k=1 :

vagyis M vérhat6 értéke aAm_intaeiemek szdmtani kozépértéke. Az 7 val6-
szinliségi véltoz6 szorisnégyzete,

n

3.2 =.2 =2
o (B -T) +(E, -+ HE -8)

2 1 % 3.2 91 2 2
7.3.90" ()= ) S -8 - t——=5
k=1

- 183 -



Az Si mennyiséget, amely a mintaelemeknek a minta ktézépértékétsl valé

négyzetes dtlageltérése, tapasztalati szérdsnégyzetnek nevezziik.
A mondottak értelmében £ a € valészinliségi valtozs vérhato értékét

_ Si pedig 2 € viltozs szorésnégyzetét kizeliti:
E ~M(E)

2 2

SN ~ D" (%)

Eddigi fejtegetésiinkkel pusztdn azt kivdntuk érzékeltetni, hogy valamely
mérendd (megfigyelend6) ¥ véletien mennyiség ismeretien F(x) eloszlés-
fuggvényének megkozelitése céljdbol kiinduldsul mindig 2 ¥ értékeire vo-
natkoz6 n szdmu megfigyelés a minta szolgél,

At *, f’;, s E: rendezett minta alapjdn konstrudlhsté F(x) ta-

pasztalati eloszldsfliggvény, a minta eloszlésfliggvénye az F(x) ismeretlen
eloszldsfuggvénynek, € a mmtakbzép az M (£) vérhat6 értéknek, az S

tapasztalati sz6risnégyzet a D (£ elméleti szordsnégyzetnek a kﬁzelitése,
becslése.

Minthogy az egyes f mmtaelemek valdszinliségi viltozok, természe-
tesen a belilitk konstrudlt g ill. S statisztikai fuggvények is valészinii-

ségi viltozék. Arra a kérdésre vonatkozolag, hogy 'f mennyire kozeliti
az M (f) elméleti szﬁrésnégyzetet csak akkor adhat6 kielégitd vdlasz, ha

ismerjlk '§ . ill. S eloszldsdt, vagy legalébbis a vdrhat6 értékilket és a
szorédsukat, -
Mivel mind € , mind Sn fliggetien val¢szintiségl véltozék beszege,

ezért a centrdlis hatdreloszldstétel érvényessége folytdn - nagy minta-
elemszdm esetén - kozelitbleg normilis eloszldsuak.

n
Pl. ha n> 30, akkor a = %l- Z fi mintaktzép mér normélis elosz-

ldsunak vehetd, fiiggetlentil att6l, hogy milyen eloszldsu a vizsgélt € va-
l6sziniiségi véltozd, amely azt a statisztikai sokasdgot reprezentélja,
amelybél a mintdt vettiik.

A § val6szinilségi véltozé vdrhat6 értéke:

M(f)-M(—Zf -2 M(;fi) L M(D=M®,
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azaz a mintaktzép virhat6 értéke megegyezik a vizsgilt € valésziniiségi
viltozé virhats értékével,
A % mintakdzép sz6risnégyzete:

I n
2
D@ =0’ (+ ) &)=y ) (gp=—5 .nD (= 2L
1 1 '

=3 Rl

n n

tehdt a mintakozép sz6rdsa: D (§) = P—(Vé » lényegesen kisebb, mint a ‘%
n

véltoz6 sz6érdsa, s a mintaelemszim novelésével f szérisa tetszlleges
kicsinnyé tehet6. Elég nagy (n> SOBminta esetén tehdt f kozelitbleg nor-
maélis eloszldsu, m = M (%), 6= paraméterekkel.
n

Sok esetben elffordul, hogy ‘¢ -re vonatkozélag nem tudunk elég sok
megfigyelést végezni, hanem kicsiny (pl. 8-10 elemil) mintdbs! kell kivet-
keztetnlink a szébanforgo elosz|ds vdrhat6 értékére, ill. sz6rdsdra. Ilyen-
kor sziikségiink van f , 111, Sn pontos eloszldsdnak ismeretére, A gya-

korlat szempontjdbol kliontsen fontos az az eset, amikor normilis el-
oszldsu, ezért fogjuk most megvizsgélni, hogy milyen az eloszldsa egy
normdlis eloszldsu sokasdgh6l szdrmaz6 minta esetében a ¥ mintaktzépnek

< 2 . e £
és a Srl tapasztalati szérdsnégyzetnek,

A normdlis eloszldsu additiv tulajdonsdgdbél kovetkezik, hogy ha $§
normdlis eloszldsu m vdrhat6 értékkel és & szérdssal, akkor a € min-
takOzép ugyancsak normdlis eloszldsu m védrhato értékkel és _&_ sz6rds-

n

sal, n barmilyen értékére (tehdt nemcsak nagy n-re),
Vizsgéljuk most az Si tapasztalati szorésnégyzetét, eloszldsat,

Az 4ltaldnossdg csorbitdsa nélklil feltehetjlik, hogy € N (0,6) elosz-
ldsu. (Ha ugyanis § vdrhat6 értéke m # 0, akkor minden megfigyelt érték-
b8l levonhatunk m-et, igy O vérhat6 értéki valésziniiség véltozot vizs-
gdlunk.} Ekkor a fl , ‘Ez, vaes fn valosziniiségi véltozok fiiggetlenek és

mindegyikiik N (0, &) eloszldsu.
Tekintsik a ¢, For cees fn mintit egy n-dimenzi6s véletlen vek-

tornak és vdlasszunk egy olyan A = [aij :] n-edrendti ortogonélis matrixot,

amelyben az utolsé sor minden eleme L . Ilyen matrix nyilvédn taldlhato,

n
: 1
hiszen geometriailag arrél van sz6, hogy az (—}——, —l-, ... —— ) vektor-
Vo o ry
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hoz vélasztanunk kell n-1 darab rd merdleges vektort, ezek lesznek a
meatrix sorai. liyen alkalmas matrix pl. a ktvetkez&:

(a),

e
I

a

12

292

Végezzlk €l az

(a),

81

a
“nl

a2

oY)

a
nn

4

S -

-

-

£2

.

\fnl

T
2
L2
V2.3 2.3
AL
3.4 V3.4

4
/n

roh\

T2

Y/

<o

o

WI
. w
L |

mils

ortogonilis transzformdci6t, amely az n-dimenziés térben az origé koriili

elforgatdst jelent, s ennek sordn valamely pontnak az orig6t6l valo tdvolsa-

ga véltozatlan marad, tehdt

L o2 2
%fi-éqzi

ahol, mint a transzformilé egyenletbSl lithats:

T= ]__Zl % 3
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Mivel A ortogonélis matrix, A . é = E (itt A az é* matrix transz-
pondljtit, E pedig egységmatrixot Jeliil), azaz -

{I hai=j
Zalk k; - 0 hai#j
k=1

.“aa _f 1 hais=j
2 ki % .

k=1 0 hai#j

Az Tir Tgr ooy valoszinliségl viltozok szdrmaztatdsdbsl kézenfekvs,

hogy:

M) =M() o, §) = ) a, M(F)s0
mivel:

M(f])=0 i=1,2, ..., n
Tovibb4: |
(7.3.4) M(7,9;)=M (Zaikfk)(Zajkfh)
k n
)
=%— {aikaihM(fk =6 Zkaikajk=0

(7.3.5) hai# ésM(ﬁ):Gz

Kimutathat6, hogy ha a ¥ 1 fz, -ees B, valészinuségi véltozok
egylittes eloszldsa, vagyis a 'f'= (g 8o cees E n} véletlen vektor elosz-

lisa normélis eloszlds, akkor ezen vektor birmely linedris transzformadlt-
Ja ugyancsak normdlis eloszldsu, feltéve, hogy a transzformécié determi-
ndnsa zérustél kiilonbozik. Esetiinkben, mivel ortogonélis transzforméciot
alkalmaztunk, amelynek determindnsa 1, ez a feltétel teljesil, tehét az

'71, P90 0 g véltozok egylittes eloszldsa normélis eloszlds, az egyes

véltozok N (0, ©') eloszldsuak és a (7.3.4) Osszefliggés alapjin korreld-
la%tanok ami ez esetben a fliggetlenséget is jelenti.
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Az Tt 12 Tn

- 2 valésziniségi viltozok filggetlen N (0, 1) eloszls-
6 e -8
suak.
Mint a transzformdls egyenletbdl 14thats
7,= $fn
n n 2 n-1
Z_Z _—2-Z 2_ % Z 2
nSn— (gi )y = fi n§ = 7
1 1 1
‘Tehdt: 9 n-1
n Sn ~ Z T2
=/ (&)
© 1
2
n S!1
Az viltoz6 n-1 szdmu N (0; 1) normélis eloszlésu valésziniiségi v4l-

62
toz¢ tsszege, tehdt ‘)(,Jz eloszldsu n-1 szabadségfokkal, Tovébbd, mivel az
MNir Mgr oo 7 p-p Yéltozok figgetienek az 9 = ¢ Y1 véltozéktol, ko-

vetkezik, hogy f és Slz1 fiiggetlenek egymdst6l. Ezt az eredménylinket a

8.1 pontban fogjuk felthasznélni.
Osszegezve a kapott eredményeket: ha a vizsgélt ¥ val6szintiségi
viltoz6 N (m; 6) normilis eloszldsu, akkor a ¥-re vonatkoz6 n elemii

mintdb61 szdmitott f mintakzép N (m; —-—6;) normdlis eloszlésu, az
n

n 82

n

2

statisztikai figgvény pedig X 2 eloszldsu n - 1 szabadsédgfokkal.
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8. fejezet

BECSLESELMELET

8.1 A becslés fogalma és tulajdonséagai

A statisztikai gyakorlatban szdmos esetben el8fordul, hogy a vizsgdlt
f valészinliségi véiltozo eloszlisdnak fliggvényalakjdt az F(x) eloszlédsfiigg-
vényt, 111, az f(x) sliriségfiggvényt megad6 formulit ismerjlik, az eloszlds
azonban bizonyos ismeretlen paramétereket tartalmaz, azaz
fix) = f (x; @1, 92, cons 912 alakban irhat6, ahol @1 @2, ek az is-

meretlen paraméterek. Gyakori eset, hogy bizonyos mérési eredményrgl
tudjuk, hogy normélis eloszldst kivet, azaz siiriis égftiggvénye.

- 2
] (x 61) (}_{_m)z
2

20 262
2 i

1
fx; 9,, @)= , e = e
1’72 e, 7270 6VoR

itt © =M @2 =6 az esetleg ismeretlen paraméterek,

A slrliségfliggvény formuldjéban szereplé paraméterek a gyakorlat
szdméira legfontosabb esetekben az eloszlds vérhat6 értékét, szérisdt
esetleg korreldciés egytitthat6 tobbdimenziés eloszlds esetén jelentik, ame-
lyek ismerete rendkiviil fontos, nélkilozhetetlen ahhoz, hogy a vizsgdlt vé-
letlen mennyiségre vonatkoz6lag valoszinliségi jellegli megéllapitdsokat te-
hesstink, hiszen pl. a normélis eloszlds esetében annak val6szinlisége,
hogy a § véltozé megfigyelt értéke adott [a, b] intervallumba essék, igen
kiilonbtz6 lehet, attél fiiggden, hogy mekkora az m és & paraméterek éxté-
ke, amint azt az aldbbi dbra is mutatja:

Ty My 7 ! |

SES

57. dbra
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Tudjuk, hogy egy telefonktzpontba befuté hivdsok szdma Poisson-eloszlést
kovet, igy pl. annak valésziniisége, hogy egy percig szdmlédlva a hiv4dsokat,
pontosan 12 hivist észleljlink:

Nyilvdnval6é, hogy a A paraméter ismerete nélkiil ezzel a formuldval sem-
mit nem ériink, A értékét tehdt megfigyelési adatokb6l feltétleniil meg kell
becsiilnlink ahhoz, hogy a kérdéses val6szinliséget akdr ktzelitSleg is meg
tudjuk mondani egy adott kdzpont esetében.

Az egyik alapvetd statisztikai probléma tehét a kbvetkezs: a vizsgélt
¥ val6szintiségi véltozé slirliségfliggvénye legyen f(x; © ), ahol © isme-
retlen paramétert vagy paraméter-vektort jelsl. Hogyan lehet meghatdroz-
ni (legaldbbis j6 kozelitfleg) a © ismeretlen paraméter értékéta F-re
vonatkoz6 n szdmu megfigyelés, a fl' fz, ey §n minta alapjdn?

Minthogy a mintaelemek valészinliségi véltozék, s mindegyik minta-
elem eloszldsa megegyezik a vizsgalt § viltoz6 eloszldsdval, a minta
nyilvén tdjékoztatdst, informéci6t rejt magdban § eloszlésdra és az el-
oszlés 4llanddira, paramétereire venatkozélag. Ha a mintaelemeket a
szdmegyenesen dbrézoljuk, s e mintaelemek valamely pont korlil tomoriil -
nek, ott gyanitjuk az eloszlds sulypontjit, vdrhaté értékét,

i 1[||,|+|H||1| i I
T LML L LI LN I G ] T T

58. 4dbra

A mintaelemek szétsz6rtsigibol vagy tomorliltségébél az eloszlds sz6risdra
igyekszlink ktvetkeztetni, A probléma els&sorban az, hogy miféle szdmada-
tokat konstruéljunk a mintaelemekbdl, milyen "fiiggvényt" képezzlink a

14 1’ f2' cees ?n véltozéknak, hegy a konstruilt szdmadat, amelyet statisz-

tikdnak is szokds nevezni, valamilyen értelemben j6l kbzelitse az ismeret-
len ® paraméter értékét,
Ha a fl, L S §n mintaelemeknek valamilyen

é = é (fl,fz, ceas fn)

figgvényét képezzik, ez a fiiggvény ugyancsak val6észiniiségi vdltozs. A ¥
val6szintiségl véltozé eloszldsa meghatdrozott fiiggvénytipusu fix; © ) sirl-
ségfiggvény esetében a © paraméter értékétdl fiigg, ugyanez érvényes min-
den egyes Ei mintaelem eloszlisdra és ugyanugy a © paraméter értékétdl
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fiigg a 6=0 (fl’ fz, cens fn) statisztikai eloszldsa Is, Ha @ kiszdmit4-
sdnak az a célja, hogy vele a © paraméter tényleges értékét becsiiljiik, ak-
kor azt kivdnjuk meg & -t6l, hogy értéke minél kizelebb essék O tényle-

ges értékéhez, azaz O eloszldsa a © pont mint sulypont koriil koncentré -
lédjék. Ez alapvetd kividnsiga egy "i6" becslésnek,

A becslés "j6sdgdnak’ megitélése igen kiilonboz6 szempontokbsl lehet-
séges. Altaldban arra toreksziink, hogy statisztikdnk, becslésiink az al4bbi
tulajdonsdgokkal rendelkezzék:

1. A becslés legyen torzitatlan. A 6=96 (fl ) fz, cees B n) statisz-
tik4t a © paraméter torzitatlan becslésének nevezzilk, ha a ® vérhaté ér-
téke O-val, a becsiilt 41land6val egyezik meg, az

M(d)=0

Mutatunk egy péld4t torzitatlan becslére. Tegyitk fel, hogy egy nor-
mélis eloszldsu § val6sziniiségi v4dltoz6 © = m vdrhat6 értékét akarjuk
becsilni a ¥-re vonatkozs El , ‘Ez, vers f minta segitségével, A

pontban vizolt meggondoldsok alapjén az M ( E) = m vérhat6 érték becslésé-
re a mintaelemek szdmtani kozepét haszndljuk, azaz képezziik a

- f +f +... +§
8= £ = 1 2n % mintaktzepet.

A 'E mintak6zép torzitatlan becslése M (§)-nek, mert a mintakozép véarha-
té értéke

M (§) = Z M(E)= L. aM®= M@ =m.

Megjegyezzilk, hogy ha a © = m vérhat6 érték becslésére a mintaelemeknek
valamely sulyozott szdmtani ktzepét haszndljuk, azaz képezzik a

O=p %, +p, % *P g statisztikat, ahol

. n
ap szdmok mindegyike nemnegativ és Z P = 1, akkor ugyancsak tor-
i=1
zitatlan becslést nyeriink m-xre nézve, ugyanis:
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M(©)=p M($)+py M(E,) +...+p M(F)=M(E)p, +... p) =m

Ennek ellenére a @ = m virhat6 érték becslésére elnybsebb a mintaele-
mek kozonséges szdmtani kbzepét haszndlni, mint bdrmely mis sulyozott
szdmtani kOzepet, mint azt mindjdrt ltni fogjuk,

Ha a ¥ val6szinlségi viltozé O = 62 szérdsnégyzetének becslésére a
n

o = Si = -11-1- Z (fi -?)2 statisztikdt haszndljuk, ez a becslés nem tesz
i=1

eleget a torzitatlansdg kivetelményének, ez s becslés torzitott, mert

M (Sz) # 62. Az 52 statisztika ugyanis a kovetkez6 alakban irhats:
n n

n n
2
2 1 Tl 1 2 . 2
-1 ) [ -m-Emw] =L ) - w -
1 1
22 2
M (%, -m)”=D" (f)) =6
2
- 2 2.z g §5 tht..+E 1 2 6
M (§-m)” =D (§)=D" ¢ - Ty=—5 0D (§)= 2
n
Ezek alapjén
2
M2y L ne2.8_ _g2g. Ly n-lg2
n n n n n
2 2 2 &2
Tehét az Srl valoszintiségi vdltoz6 értékei nema G, hanema 6~ - "

érték kbril ingadoznak. A torzitds kbnnyen kikliszobtlhet§, mert az

Si-z = E%— Srz1 statisztika mdr torzitatlan becslése Gz—nek:
-.2 >.2 =2
(¢ 'f)"'(fz‘f) t+...+(¢ -%) 9
M (s’:z)= M 1 Y-

n-1

Egyébként a-»co esetén (1 - %) 62» 6'2, tehdt nagy n esetén a torzitds
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jelentéktelen. Az olyan becslést, amely n -+ oo esetén torzitatlanné vélik,
aszimptotikusan torzitatlannak nevezztik,

2, Arra torekszlnk, hogy a becsiés minél hatdsosabb legyen. Ezen
azt értjuk, hogy a O statisztika értékei nagy val6szinuséggel 2 O para-
méter értékének minél kisebb ktrnyezetébe essenek, azaz,

M [( o -0 )2] minél kisebb legyen. Torzitatlan becslés esetében ez a ko-
vetelmény azt jelenti, hogy ® minél kisebb szordsnégyzetii legyen, HaG)
és 92 a O paraméter két becslése, akkor koztlik azt tekintjik hatdso-
sabbnak, amelyre M [( 01 -0) ] kisebb. Az 92 becslés relativ ha-

tdsfokét a © 1 becslésre vonatkozolag az

M[(6, -0))]

hdnyados definidlja. Ha e hényados értéke kisebb, mint I, akkor G) hatd-
sosabb becslése ©O-nak, mint 92

Ha pl. a O = m varhato érték becslésére valamely
6,=p gl +p, ‘f2+... +p, B,
statisztikdt haszndlunk
n
2.b=
1
akkor
n
2 2 2 2 2 2]
D™ (8,)= 2p D' (§)=6" 2 p 2
1
Ugyanis a Cauchy-féle egyenlftlenség alapjén
2 2 2
(Zaibi) < Zai Zbi

legyen most ai = Py bi =l(i=1,2, ..., n), ekkor
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2 2
1=(Z p.1" <2 p . n
vagyis

1

Tehita O = m vArhat6 érték becslésére a £ szdmtani kbzép a legjobb
hatdsfoku linedris becslés, mivel a mintaelemek bdrmely konvex lineédris
kombinéciéjdnak nagychbb a szérdsa, mint a ktzonséges szdmtani ktzépnek.

3. Minél tobb megfigyelést végzilink valamely f-valészinuségi vélto-
z6ra vonatkoz6lag, azaz minél nagyobb a minta elemszdma, annél ponto-
sabban tudjuk becsiilni a kérdéses O paramétert. :

Legyen G 6 ( gl' §2’ .es § ) torzltatlan becslése ) ~nak,
Ha M [(O -0 )ﬁ——» 0 ha n-»oo, akkora Cseblsev egyenl()’tlenseg-
bél kovetkezik, hogy
@M S -0]|>e)>0 ha n—>oo
Ugyanis torzitatlan becslés esetében:

" 2
) M[(6 -0)
P(| &, -0pE)< [ ‘;2' ]

amibdl a (%) reldcié mir adodik, Az olyan én becslést, amelyre a (%)

Osszefliggés teljesll a O paraméter konzisztens becslésének nevezzik,
Felmeriil a kérdés, hogy rogzitett véges n elemti minta esetén a
legjobb hatdsfoku O becslés sz6érisa tetszblegesen kicsi lehet-e, vagy

pedig megadhaté olyan als6 hatdr, amelynél @n szorisa nem lehet kisebb,

Erre ad vdlaszt az un. Rao-Cramér egyenlStlenség, amely azt mondjs ki,

hogy véges rigzitett n elemi mint4b6]l szdmitott bdrmely becslés széré-

sa nem lehet kisebb, mint egy bizonyos el6re kiszdmithat6 mennyiség.
Legyen ugyanis £ (xl, Xgs oo s X5 Q) a € valészinliségi véltozdra

vonatkozs ¥, §2' cees En mintaelemek egylittes Sﬁrﬁséngggvénye,
amely egy ismeretlen © paramétert tartalmaz. Legyen tovdbb4
Q-0 (Ei, fz, ..., §5) @2 O paraméter torzitatlan becslése. Nyilvdn
fenndll, hogy
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(=) o0
8.1.1) /m'/f(xl,xz....,xn;e)dxldxz...dxnz /fdv=1

-0 -0

Feltesszilk, hogy szabad a @ paraméter szerint az integrél jel alatt deri-
vilni, azaz a (1) Osszefliggés mindkét oldalit © szerint derivélva:

8.1.2) | dO fdv- /—-—dv—

A (8.1.2) vsszefliggés az aldbbi alakban is irhaté:

1 df _ 1df -
(8.1.3) _/F % fdv-/f i 9f = 0

Rn Rn

@hol F jelol a mintaelemek egylittes eloszldsfiiggvényét),
Mivel & 2 © paraméter torzitatian becslése,

fé fdv=0
Innen:

a df
8.1.4) / QE fdv = 1,

A (8.1.3) bsazefliggésbdl kivetkezik, hogy

1 d¢
=~ = fdv=0,
(8.1.5) /e f &
Rn

A (n) és (5) Usszefluggéseket kivonva egymdsb6l, kapjuk, hogy

1 dr . 1
8.1.6) /(G} G)f I6 fdv—/(@ G)(f de)dF-l
Rn

A (8.1.6) tsszefiiggésre alkalmazva a Schwartz-féle egyenl6tlenséget:
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N 1
1= f(@ 9) (f do)dF S/(O—O)zdF. J(f :(fa)zdF
R
n

R
n n
Innen:
6.1.7) /(6-9)2 dF 2 1
df .2

A (8.1.7) tsszefliggésben a baloldalon a O statisztikai fliggvény sz6résa
411. A jobboldal nevezéje az un. Fischer-féle informéci6és mennyiség:

1 df 2 _ dén f 2
(8.1.8) ,[(f i5) 9F = f( ~1g ) 9F

R R
n n

Ha az f (xl. Xgs s Xod ©) fuggvényben az Xp» Xoo enesr X viltoz6k he-
lyévea §,. ¥, ..., § mintaclemek megfigyelt értékeit helyettesitjuk,
akkor f jl , fz. vees fn; Q) vaIészinﬂségl viltoz6, ktvetkezésképpen a

(8.1,8) bsszefliggés jobboldala a @'}g_g valészinUségi véltozénak a vir-
hat6 értéke, azaz
_ denf 2
=M g )

A (8.1.7) egyenlé8tlenség, a Rao-Cramér egyenltlenség, amelyet a mate-
matikai statisztika hatdrozatlanségi reldci6jdnak nevezhetlink, azt mondja
ki, hogy a © paraméter tetszbleges @ torzitatlan becslésének sz6ris-
négyzete nem lehet kisebb, mint a Fischer-féle informiciés mennyiség re-
ciprok értéke:

a 1
D (O)?-T .

Bizonyos becslésekre az alsé hatdr eléretik, azaz ilyenkor

*futatunk erre két példét.
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a) Legyen § binomiélis elosztdsu ©= p paraméterrel.
A¥ i k4 PURRED fn mintaelemek egylittes slirliségfliggvénye most:

f(flv le ---:fn; P = pk a- P)n-k

(tha az n szdmu megfigyelés sordn k-szor kbivetkezett be a benniinket ér-
deklS esemény).

Mivel
fnf=k {np+(n-k) {n(1-p)
dfnf _ %k _n-k _k-np
dp p i-p pl-p
2 2
k- np] 1 2_ D (k) np(l-p) n
1=M[ = «.M(k-np) = = =
- 2 2 2 2 2 2 p(-
PP ] 2 pa-p’ p-p- PEP
Ha most a p paraméter becslésére a p =:‘—l relativ gyakorisdgot hasznél-
juk, akkor
k, .1 e
M(D)=- M(Ek==" =p
2 k., _pl-p __1
D QY= =7

Ez az dsszefliggés mutatja, hogy a p valoszinuség becslésére nincs jobb
hatdsfoku becslés, mint a relativ gyakoriség.

b) Legyen § Poisson-eloszldsu A paraméterrel, s tegylk fel, hogy
a E-re vonatkoz6 n szdému megfigyelés sordn a
L4 1= kp, fz = k2. cees fn = kn értékeket észleltlik,

Ekkor
k k k
1 2 - n - nx
A A A
f(glpgzy.--lfn;k)=k T k|-.-k' €
: 1° 2’ n
va Nk 5a
far - "t IR +3
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: » “-n
e lodt 21 2 . _n
I=MF R ) =73 él Dy =~

S

3]

=2
A

~ -k +k2+... +kn _
Ha most a A paraméter becslésére a ) = = f statisz-

n
tikai figgvényt haszndljuk, akkor
PGyt 5 pPay-tr-A L
T2 i’ 2 n I
n i=1 n

Eredményiink azt mutatja, hogy Poisson eloszlds esetében a A véirhato
érték becslésére nincs jobb hatisfoku becslés, mint a szdmtani kvizép,

4, A matematikal statisztikdban arra torekszink, hogy a vizsgdlt
¥ valoszinliségi viltozé eloszidsdra vonatkozolag a G fz. cees fn min-

taelemekbdl minden informici6t kimeritsiink, amit a mintaelemek az el-
oszldst illetSleg tartalmaznak. A becsléselmélet szempontjib6l ez a torek-
vés ugy fogalmazhat6, hogy a mintaelemekbdl lehetéleg olyan statisztikai
fiiggvényt igyekszlink konstrudlni, amely mindazt az inform4ci6t magiban
foglalja, amit a minta a becsiilt paraméterre vonatkozolag tartalmaz. Az
ilyen tulajdonsdggal bir6 statisztikai filggvényt elégséges becslésnek ne-
vezzik,

Bizonyos esetekben a kérdéses paramétert illetSleg lehet elégséges
becslést taldlni. Mutatunk erre néhdny példét.

Tegylik fel, hogy ¥ N (m;&) normaélis eloszldsu valosziniségi vélto-
z6, amelynek m védrhat6 értékét a

$10 5 0¥y

- n
mint4b6l a ‘§ =% Z f i mintakdzéppe!l becsuljuk,
|

Mint 14ttuk, f eloszldsa N(m; _§'_) normdlis eloszlés, tehdt a siirii-
i1

ségfliggvénye:

252

1

1
L®W=5 13

- 198 -



Minthogy a fi mintaelemek fliggetlenek és N (m; €') normélis eloszlésuak,

egylittes slriiségfliggvénylik az egyes mintaelemek sliriiségfliggvényeinek
szorzata:

262 Zl-(x

f(xl,xz, cees X

)= —r
" (6[2_':'5)

Figyelembe véve az aldbbi egyszeril szdmoldssal beldthat6 Usszefliggést:
| 2 5 2 2
g(xn'f)=;(xk'm) -n®-m) ,

a mintaelemek egylittes slirliségfiiggvénye a kovetkezd alakban irhaté:

2 ' n
n{X - m : 1 2
__?l. -___7_7 %, %)
' i o 2 1 1
Eop X0 v X ) == Yaw © @RI ©

at 1’ fz, Peey f.n véltozok egyiittes feltételes siirliségfiiggvénye, azon
" feltétel mellett, hogy a f mintakozép egy adott X értékkel egyenl6:

1
RN

1 26

f(X,, Xy 0+ X f=i)= —_—
1 %2 n‘ 6'{2—?3—)“-11/_5

0 egyébként ha = X

Ez a feltételes siiriiség tobbé nem fiige m értékétdl, Ez azt jelenti, hogy
amikor a fl v 89, ..., §,, mintaclemekbél a f= X mintaktzepet meghat4-

roztuk, ezzel az m véirhat6 értéket illetSleg a2 mintaelemekb6l minden in-
formdciét kimeritettiink, tehdt 'g elégséges becslés az M (g) = m vérhaté
értékre vonatkozélag,

Megjegyezziik, hogy a mintakgzép Poisson-eloszlds, valamint az ex-
ponencidlis eloszlds esetében is elégséges becslése a A paraméternek.
Ugyancsak elégséges becslés a relativ gyakorisig valamely A esemény’
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ismeretlen P(A) = p valészinuségére nézve, ugyanis, ha az A esemény ¥
karakterisztikus vdltoz6jdra vonatkozé

fl' EZ' seer §, minta k-szdmu l-est'(és n-k

szdmu 0-t) tartalmaz, akkor mivel binomidlis eloszldsrél van sz6:
k n-k
P(§)+6+...+F =K =()p A-p)

A mintaelemek egyiittes eloszldsa:

" n-k {0 n
P(§, =€, Bp=pn o B = E )= G- (€, =) ZIE = K

Ez annak a val6szintsége, hogy az A vsemény éppen olyan sorrendben
kovetkezzék be k-szor, ahogyan a mintaeiemek mutatjdk, (Tudjuk, hogy

k-szdmu l-es n helyen ( :) féle nwinon helyezkedhet el, az adott min-

tink ezen elhelyezkedések egyike.)

8.2 A becslés mddszere, maximum-likelihood modszer

Megismertiik a becslés kiflonbozs "j6” tulajdonsédgait és egy-két sta-
tisztikai fliggvényré! megmutattuk, hogy rendeikezik a vdzolt tulajdonsd -
gokkal vapy azok egy részével. Azt is tubb helyen emlitettlk, hogy valame-
lyik val6szinliségeloszlds vdrhat6 értékének becslésére a korrigilt empiri-
kus szordsnégyzetet valamely esemény ismeretlen val6szikiiségének becs-
1ésére az illetd esemény relativ gyakorisdgit haszndljuk. A gyakorlatban
legtibbszir ezek az ismeretlen parainéterek, amelyeket becsllniink kell,

A matematikai érdeklédésu olvas¢ban természetszerlileg fel meriil
az a kérdés, hogy nincs-e valami olyan 4ltaldnos matematikai médszer,
amelynek segitségével adott f(x;, Q) eloszlds esetében 2 O paraméterre
vonatkozolag “j6" becslés nyerheté,

A legfontosabb 4ltaldnos médszer a becslésre az un. maximum likeli-
hood (maximélis valészeriség) modszere, amelyet R, A, Fisher vezetett
be, s amelyet az aldbbiakban ismertetiink, -

Tegyiik fel, hogy egydimenziés folytonos eloszldsu ¥ vaiészintségi
véltozéval dllunk szemben, amelynek eloszldsa egy ismeretlen paramé-
tert tartaimaz, tehdt siriiségfiiggvénye f (x;©) alakban irhats.

Legyen a § vdltozéra vonatkozé minta:
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fl’fZ' ceey ‘fn

Definidljunk most egy fliggvényt, az un. likelihood-fliggvényt az alébbi reld-
ci6éval: :

L(xl, Xps vees xn;e)=f(x1;@) . f(xz; o)... f(xn-,@)

Mint ldthaté, az L (xl, Xgs vens X5 O) figgvény a fl’ fz, cees En valtozék
egylittes siirlisége az n-dim. tér (x1 1 X vees xn) pontjiban,

Ha a vizsgélt statisztikai sokasdg, illetve a sokas4got reprezentils
§ val6sziniségi vdltoz6 diszkrét eloszldsu és P(§ = xl) =P, {©), s az

X0 Xgy ovey Xy mintaértékek gyakorisdga rendre

ki» kyy ouey k., akkor a likelihood -{iiggvényt az ’
. k- k k
1 2 by
L (%, Xy, ...,xn;®)=[p1(9)] Lry@)] “ ... [p, (@)]

reldci6 definidlja.

A likelihood-fiiggvény tehdt folytonos eloszlds esetében a mintaelemek
egyiittes sliriségét, diszkrét eloszlds esetében a mintaelemek egylittes va-
loszinliségét jelenti. (A mintaelemek fliggetlen val6szinliségl véltozok!)

Ha a mintaértékek mdr adottak (az n szdmu megfigyelést elvégez-
tik), akkor a mintaelemek értékét a likelihood fliggvényt definidlé egyen-
letbe helyettesitve, a fuggvény értéke csak a © paramétert6l fiigg, mind
folytonos, mind diszkrét eloszlds esetében.

A maximum-likelihood médszer abbél 411, hogy meghatérozzuk azt az

® értéket, amelyre L (xl, cees X5 O) minta O fliggvénye maximdlis

értéket vesz fel és ezt a O értéket az ismeretlen © paraméter becslésé-
nek fogadjuk el. .
Az L=L (x1 v Xgy -v., X3 O) fiiggvény maximumdénak meghatdrozdsa

céljdbol az a differencidl-szd mitdsb6l ismeretes a

egyenlet megolddsait kell vizsgdlnunk,
Mivel {¢n L ugyanott veszi fel maximumét, mint az L likelihood
fiiggvény, vizsgilhatjuk a
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egyenlet megold4sait, ez rendszerint egyszerlbb szdmol4st igényel. Ezen
egyenlet valamennyi gytke a mintaclemeknek egy

0 =0(8 8y -oes §)

figgvénye.

Ha egy O gybknek a likelihood fuggvény maximuma felel meg, akkor
8 -tao paraméter maximum-likelihood becslésének nevezziik.

Mutatunk egy példit a maximum-likelihood médszer alkalmazdsdra,

Tegylik fel, hogy £ Poisson-eloszldsu valoszin Uségl véltoz6 isme-
retlen A paraméterrel, amelyet a fl’ fz, vers f mintaértékekbdl aka-
runk becslilni.

A §1 . §2, cees En mintaelemek nundegyikének elvileg lehetséges

értékei a 0, 1, 2, ..., végtelen sorozat elemei, a mintéban azonban csak
véges értékek vannak képviselve. Jeltlje r a legnagyobb megfigyelt érté-

ket és legyenek a 0, 1, 2, ... r szdmok gyakoriségai ko, k1 g eres kr ’
" T
ahol természetesen Z ki = n, hiszen n elemil mintdnk van. Annak valé-
i=0

szinlisége, hogy valamelyik mintaclem az 1 értéket vegye fel

i
P(fj=1)={-‘i-e"L

A likelihood fuggvény tehit:

by i k
-A
L= T ™!
=0
i T i

r
A - A
£nL=Zk1€n(—i-—!-e )=iZ=;ki‘fn—i—!—-nA

figyelembe véve, hogy Z k’ =1,

i=0
A A paraméter szerxinti derivéltat képezve,
T
i-1
9dn L Z il X 1 Z
k, —. -n=— ik -n
E M= RIS r g

A kapott eredmeénybél:
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oLy 1 < -
no9 ' ki n ]Z-—-l tj ¥
_ A maximum-likelihood médszer tehdt a A paraméter becslésként a

$ mintakdzepet szolgiltatja. Mint tudjuk* M (¥ )=A vagyis abecslés
torzitatian, :

Vizsgdljuk most meg, milyen statisztikdhoz vezet a maximum-~likeli-
hood médszer valamely A esemény ismeretlen p val6sziniiségének becs-
1ésekor. _

Tegylik fel, hogy a p valészinlségii A esemény n kisérlet sordn
k-szor kovetkezett be,

A likelihood-fliggvény most:

k n-k
L=p (1-p

log L=k 4n p+(n-k) £€n (1 - p)

A p paraméter szerint derivdlunk és a derivdltat 0-sal tegszlk egyenl6-
vé:

dtL _k n-k _k-kp-np+kp_k-nmp _,
gp P 1P p{d-p) p (1-p)

Tehét
k-np=20

tsszefiiggésre jutunk, amelybdl

=N L

A
p:

tehdt az ismeretlen p valésziniiség becslésére a maximum-likelihood méd-

szer a relativ gyakorisdighoz vezetett, amely ugyancsak torzitatian becslés.
Abban az esetben, ha a $ val6szinUségi véltozo6 eloszldsa tobb isme-

retlen parameétert tartalmaz, azaz siiriségfiiggvénye f(x; 0y, By) alakban

irhat6, akkor a @, és O, paraméterek 5] L 68 ] o maximum likelihood
becsléseit a

d¢nL dfnL _
20, =0 & 20, =0

egyenletekbdl nyerjik.

*1.4sd: (5.5.2) formulétl
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Minden olyan (@)1, @2) gyokpdr, amely mellett L-nek maximuma van,
a @)l és @)2 paraméterek egyiittes maximum-likelihood becsiése,

Legyen pl. a2 ¥ val6szinliségi viltoz6 normdlis eloszldsu ismeretlen

m és & paraméterekkel. '
Tegyiik fel, hogy. a kapott mintaértékek az

Xl, X2, seey X

n
szamok.
A likelihood-fliggvény
(Xi - m)2 n (xi - rn)2
) 262 | ) =1 262

LT .
GY2% (6725

A paraméterek szerinti derivadltakat kiszdmitva

24n L i

= = 0
om =1 &
n {x m)2
d4n L > 1 i~
—_—= -—=— + ——)=0
96 i © 63 :

egyenletekbdl,

adédik. A maximume-likelihood médszer tehdt a vdrhaté érték becsléseként
a mintakbzepet, a szérdsnégyzet becsléseként az empirikus szérdsnégyze-
tet szolgdltatja. Az ut6bbi becslés, mint tudjuk, torzitott, j6llehet a torzi-
tds nagy n esetén nem jelentés.

Megjegyezzik, hogy a maximum-likelihood médszerrel meglehet8sen
dltaldnos feltételek mellett konzisztens és aszimptotikusan normélis elosz-
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ldsu becsléseket nyeriink, amelyek azonban, mint littuk, nem mindig tor-
zitatlanok. Ki lehet mutatni azt is, hogy a maximum likelihood-becslések
kozott a legkisebb sz6rdsnégyzetiiek, és amennyiben valamely paraméter
becslésére létezik elégséges statisztika, a mintaelemekben rejl6 informd-
ciot legjobban kimeritd statisztika, akkor a maximum-likelihood médszer
az illet§ paraméter becsléseként ilyen statisztikdhoz vezet. Ezek azok a
tulajdonsdgok, amelyek a maximum-likelihood médszert a tobbi becslési
médszer kbzul kittintetik. ‘

+

8.3 A becslés megbizhatésiga

A becslésrol sz616 eddigi fejtegetéseink sordn az eloszlds valamely
ismeretlen © paraméterét egyetlen mennyiséggel, a mintaelemekbsl
konstruilt egyetlen & szédmadattal becsuituk. A becslésnek ezt a modjat
szokds pontbecslésnek is nevezni, ’
mivel a © paraméter valédi ér- . ,
téke a szdmegyenes valamely pont- é é '
ja, s ezt a pontot a mintibsl szi-
mitott & ponttal igyeksziink "elta- 59. ébra
laIni", vagy legaldbbis j61 kozeli- '
teni (59, 4bra).

A O statisztika - melyr6l tegyik fel, hogy torzitatlan becslés-vals -
szinliségi véltoz6, amelynek értékei szérédnak a becsiilt © paraméter va-
16di értéke koriil. A gyakorlati munkdban, amikor egy n eleml minta
alapjén valamely & = & ( E'l, fz, --+» §) statisztikai flggvénnyel be-

csuljik a © paramétert, tdjékoz6dni kivénunk becsléslink megbizhat6sdgd-
r6l, tudni akarjuk, milyen kizel van & a becstlt © értékhez. Hogyan tud-
hatnink ezt meg, kérdezheti valaki, amikor @ igazi értékét nem ismerjlk
és mindgssze egyetlen n- elemi mintdval rendelkezink.

Val6sziniiségelméleti megfontoldsok segitségével meg tudunk adni
olyan & hibahatdrt, hogy a O becslés a © paraméter értékét6l nagy va-
loszintiséggel J -ndl kevesebbel tér ei,

Egy példdn vizoljuk, mit jelent ez az 4llitds. .

Tegylk fel, hogy egy normilis eloszldsu € val6sziniiségi véltoz6 is-
meretlen m vérhaté értékét becsiiljitk a mintaktzéppel, amely a virhat6
értek torzitatlan becslése. Feltesszlk, hogy az eloszlds szérését ismer-
jik: & =4,

¥ -re vonatkozélag 100 eleml mintdt veszlink

LSTR PURPRIIR PV

és kiszdmitjuk a frnintaktizepet.
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Tudjuk, hogy f ugyancsak normélis eloszldsu valészinlségl viltozs,

m vérhat6 értékkel és Gé=
100
A normadlis eloszids tdrgyaldséndl mondottak szerint annak valoszi-

= 0,4 sz6rissal.

niisége, hogy !f-m] <2 -% legyen, 0,95-tel egyenl§, azaz
n

P(m-2-2 <§<m+2—6—)=9(m -0,8< §<m+0,8) 0,95
- n t[ﬁ.

Al 'E- m|<2 £ egyenlftlenség azonban
n

?—2——6'—:<m<f+2 28

Vo n

alakban is irhats, tehdt

P(E-2-L <m< §+2—§—)zo,95
Vn n

Ez azt jelenti, hogy 0, 95 annak val6szinlisége, hogy

- s - s
((-2—, §+2-2)

n n

intervallum tartalmazza az ismeretlen m paramétert, Ebben az esetben

természetesen f, azaz aZ intervallum kozéppontja, vagyis az intervallum

helyzete a valdszinliségi vdltozé, az m paraméter rogzitett szdm. A fenti

kijelentés azt jelenti, hogyha ¥ -re vonatkozélag sok 100 elemll mintét

veszink, mindegyikb6l kiszdmitjuk a '§ mintakzepet, s mindegyik minta-
=1

ktzép mint kézéppont ktré 2 —— sugaru intervallumot rajzolunk, akkor

n
ezen intervallumok 95%-a olyan, hogy tartalmazza az ismeretlen m para-
métert.
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ey

@) frys Bror o--r Eq 5 E e
11 12 1 =
g Hy
. z(2) —a—xn
(2) fz]: fzz: L on’ E 5'-'(5)’
. ol 5@
- 50
. . _(N) I———;:_(?;
® S, 3ny, L BN £ T
m
(A nyert intervallumokat ittekinthetdség
céljdbol egymdés folé rajzoltuk.) 60. 4bra
A gyakorlatban egyetlen n elemi ’
mintink van,
LIVS AR
p . g
Normdlis eloszlés esetében mint l4tjuk, megadhat6 egy olyan = — hi-
n

bahatdr, hogy a mintdb6l szdmitott £ mintakozép 0,95%-0s valészintiséggel
d -nél kevesebbel tér az ismeretlen m paramétertdl.
' A(g—-—— §+£§)vé-
n Vn

letlen helyzetil intexvallumot 95%-o0s
konfidencia (megbizhatésdgi) intex-
vallumnak nevezzllk az m vdrhat6
értékre vonatkozolag.

' Ilyen intervallum grafikus
megszerkesztését S =1 esetén

n
a 6l. dbra szemlélteti.
Abban az esetben, ha

¥ N {(m; &) norm4lis eloszldsu

és mind m mind & ismeretlenek,
tekintjlk a

oLt

valosziniiségl viltoz6t, amely n-1 szabadségfoku Student- eloszlésu
Itt az el8z6 esettd] lényegében csak annyl az eltérés, hogy 62-et az

Si korrigilt empirikus szérdsnégyzettel helyettesitettlk.
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A I téblizatb6l meghatdrozhat6 olyan t, €rték, hogy annak valo

sziniisége, hogy t értéke a (- ¢ ot )mtervallumba essék, 0,95 legyen, az-
az teljesiiljon

P(-t, <Vn-l %:E<%)x035
n

relﬁcid, vagy ami ezzel ekvivalens, fennélljon a

S S
= n = n _
P(¥ to_mT < m<¥§ +t° — y= 0,95
Osszefliggés.
Ez esetben a
S S

(8-t —2—, 3+¢ —2 )
g e T

intervallum 95%-0s konfidencia intervallum az ismeretlen m véarhaté ér-
téke.

A konfidencia intervallum alkalmazdsit szokds intervallumbecslés-
nek is nevezni. Mint emlitettilk, amikor a © paraméterpontot egy & sta-
tisztikdval becslljik és a kiszémitott @ pontot is felvisszik a szdmegye-
nesre, alkor szinte biztos, hogy & tobbé- kevésbé eltér O -t6l, telitald-
lat igen ritka & szordsa miatt. Azonban O eloszlasét ismerve, meg tu-
dunk adni olyan &-t, hogya & kbzéppontu 24 szélességl intervallum
szinte biztosan el fogja fedni az ismeretlen © paramétert.
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9. fejezet

STATISZTIKAI HIPOTEZISEK VIZSGALATA

9.1 Elvi megjegyzések

Az elfz6kben méir emlitettik, hogy a gyakorlatban sokszor elfre tud-
juk, hogy milyen tipusu eloszldssal 4llunk szemben. Ha a kisérlet kimene-
telét sok véletlen tényezd befolydsolja és ezek a tényezSk kuldn-kiltn cse-
kély mértékben hatnak, de hatdsuk vsszegezidik, akkor 4ltaldban normélis
eloszlds 16p fel, mint arr6l a centrilis hatdreloszléstétel kapcsén sz6ltunk.
Amikor a kisérietnek csak kétféle kimenetele lehet, més szoval egyszeri
alternativdval van dolgunk, s a kisérletet tobbszdr megismételjliik, akkor
dltaldban Poisson-eloszlés 1ép fel, valamely jel megjelenéséig eltelt vira-
koz4si 1d6 pedig exponencidlis eloszldsu stb.

Igen gyakran azt tudjuk, hogy a vizsgélt § valoszintségi véltoz6 su-
riiségfiiggvénye egy adott f(x; O ) fuggvény, és ezzel kapcsolatban csak 2
© paraméter értékét nem ismerjik pontosan. Sokszor fordul elf az is,
hogy a © értékét mér meghatdroztuk, s azt Oo-nak taldltuk, a kisérlet

egy tovébbi szakaszében pedig arra vagyunk kivdncsiak, vajon nem vélto-
zott-e meg a @ értéke, vagyis fenndil-e, hogy O=e°. Nlyenkor feldllitjuk

a Ho 0= eo ugynevezett null-hipotézist, és a § véltoz6ra vonatkozo meg-

figyelési adatok alapjén ellendrizzlik, hogy elfogadhat6-e ez a feltevésiink
vagy sem. ’ )
Haa Ho 10 =0, hipotézis elvetése mellett dontittlink, akkor ez-

zel mdris a H :0# 9, ellenhipotézist vagy alternativ feltevést fogadtuk el.

Eléfordulhat, hogy gyakorlati tapasztalat alapjén biztosak lehetlink arrél,
hogy ha &= G)O nem 41! fenn, akkor az értéke csakis valamely (G)l. 3,) in-

tervallumba eshet, tehit H, :© €(0,,0,), s6t az is lehetséges, hogy
0 i 90 esetén csakis O= O i lehet, és ekkor Hl HlC =0,.

Az eloszlés 4ltaldban ttbb paramétert tartalmaz. Tegyuk fel, hogy a
£ surliségfiiggvénye f(x; ei, 62, ces ’@k’ alaku. Ha a Ho hipotézisben
valamennyi paraméter értékét specifikiljuk: Ho: 0, =o;, O RaPTIRRRE

aes Qk = akkor azt mondjuk, hogy ez egyszeri hipotézis, ha pedig
valamelyik paraméterre tobb lehetséges értéket engediink meg (pl. azt
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‘tételezzlik fel r6la, hogy az értéke valamely intervallumba esik), vagy pe-
dig semmit sem tesziink fel némelyik paraméterr6l, olyan esetben tssze-
tett hipotézisrdl beszéliink, '

Ha pl. tudjuk, hogy ¥ normélis N(m; & ) eloszlédsu, akkor a

HO: m=0, =1 egyszeril, a

Hc :m=0 pedig Osszetett
hipotézis, mext ekkor a © paraméter értéke a (0, +o0) intervallum bér-
mely pontjalehet.

A gyakorlatban igen sokszor a I—Io feltevés arra vonatkozik, hogy két

val6szinlségi véltoz6, a ¢ és a m azonos eloszlisuak. Jeloljik a § elosz-
l4sfuggvényét F(x)-szel, az 1 eloszlisfiiggvényét pedig G(x)-szel. A
H0 : F(x) = G(x) nyilvén bsszetett hipotézis, hiszen a paraméterek a szd-

munkra lehetséges értékek birmelyikét felvehetik, csupén azzal a feltevés-
sel élunk, hogy mindkét eloszldsban ugyanazt az értéket veszik fel.
Meglehet az is, hogy még az eloszldsfuggvény tipusdban sem vagyunk
biztosak, legfeljebb azt gyanitjuk, hogy milyen eloszldssal dllunk szemben,
llyenkor a Ho feltevés abbél 4ll, hogy a ¢ eloszldsnak adott F(x) eloszléds-

fliggvénye vagy f(x) sirlségfliggvénye van. Ez esetben ellendrizzik, hogy a
¥ -re vonatkozé megfigyelési eredmények mennyire vannak 8sszhangban a
Ho hipotézissel, a kapott értékek mennyire "illeszkednek” az F(x) elosz-

14sfliggvényhez, illetve az f(x) slirliségfiggvényhez, vagyis un. illeszkedés-
vizsgdlatot végzlink. Ha az F(x) eloszldst paramétereivel egylitt, tehdt a
maga teljességében tételezzik fel, akkor tiszta illeszkedésvizsgdlatrol,

ha pedig az eloszlds paramétereit a mintdbdl kell becsliilntink, becsléses
illeszkedésvizsgdlatrol beszélink, Az illeszkedésvizsgdlat leggyakoribb
moédja az un. normalitdsvizsgdlat, amelyrSl részletesebben a 10,3 pontban
sz6lunk.

Statisztikai hipotézisen mindig egy ¥ vslosziniiségi vdltoz6 f(x; )
eloszldsdra vonatkoz6 valamilyen feltevést értjik. E hipotézis ellendrzésé-
re szolgdl6 eljdrést statisztikai probédnak, mdsnéven teszinek nevezzik. A
proba célja, hogy dinteni tudjunk arr6l: elfogadjuk-e vagy pedig elvetjiik a
szébanforgé feltevést.

Ezzel kapcsolatban megvizsgiljuk, hogy mi a klilonféle statisztikai
probdk kozds vondsa, mi a préba lényege?

A hipotézis ellenGrzéséhez, tehdt a préba elvégzéséhez alapul a ¥
valoszinliségi vdltozora vonatkoz6é n szdmu megfigyelés, mds széval a

510800 6y
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adatokbé! 4116 minta szolgdl. Mint tudjuk, a mintaelemek val6sziniiségi v4l-
tozot, tehdt a minta egy f =(¢ 1° f2' eray En) n-dimenziés véletlen vek-

torként foghat6 fel, vagyis a minta egy véletlen pont 2z n-dimenziés térben.
Az érdekel bennlinket, hogy a minta, tehdta ( §,, Eyr cons B ) vélet-

len pont helyzete igazolja-e feltevésiink helyességét, vagy ellentmond-e an-
nak, Egyszeriien oly médon jdrunk el, hogy az tsszes lehetséges

Fp by g,

minték terében az un. mintatérben az n-dimenzié térben, vagy annak bizo-
nyos részhalmazdban, valamilyen meggondolds alapjdn kijelolink egy K
tartoményt, amelyet kritikus tartomdnynak nevezink. Ha az észlelt

-
X = (x[, Xy eees xn)

mintapont a K tartomédnyba esik, akkor elvetjik a Ho feltevést, ha pedig

a K tartomdnyon kiviil esik, akkor elfogadjuk.
Léssunk szemléletesség kedvéért egy
egyszerii példat. El akarjuk donteni, hogy
bizonyos gydrtmdny-tomeg, pl. valamilyen P‘”
egyforma alkatrészekbdl 4116 tétel selejtard- |
nya bizonyos korldt alatt marad vagy sem.
Evégb6l n szdmu gydrtményt minéségellen-
6rzési vizsgdlatnak vetiink ald, s ha selejtes

darabok g relativ gyakorisdga nem nagyobb - / -1,

egy bizonyos po({) < Py < 1) szdmnél, akkor

azt mondjuk, hogy a tétel elfogadhats. Min-

den ellendrzdtt darab vizsgilati eredménye X,r

egy % val6szinliségi viltoz6, amely vegye 62. fbra

fel a G értéket, ha adott gydrimédny meg- ’

feleld és az 1 éxtéket, ha selejtes. Itt most az a n hipotézis, hogy az

‘Usszes sz6ban forgd gydrtményok selejrardnya p < Py
A .

TR TUREEES

minta most a 0 és az } jegyekhdl .

4ll6 sorozat.
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Mivel a fl , fz. vees fn véltoz6 mindegyike a 0 vagy az 1 értéket

egyarint felveheti, az bsszes lehetséges mintdk szdma 2n, ennyi lévéna 0
és az 1 jegyek segitségével képezhet§ n elemil sorozatok szdma. Minden
ilyen sorozatot az n-dimenzi6s tér egy pontjdnak tekintve, a mintatér most

2" sz&mu pontbol 411,
Tegylk fel, hogy k a legnagycbb olyan egész szdm, amelyre

E— < p, de k—:li 2 P, - Ekkor a K kritikus tartomény mindazokb6l a

b4 1’ Tos oees £, mintapontokbé6! 411, amelyekben legaldbb k+l szédmu

1-es taldlhats, mert minden ilyen mintira selejtes darabok relativ gyako-
risdga a po-nél nagyobb.

Az n-dimenzi6s tér e pontjainak halmazét, a K kritikus tartomény
természetesen nem tudja szemléltetni, még elképzelni sem, hiszen szem-
1életiink nem terjed tul a hiromdimenzi6s téren, amelynek fizikai realitdsa
van, de erre nincs is szitkségiink. Mindazokon a mintikon, amelyekben leg-
aldbb k+l darab 1-es szerepel, fenndll a

§= §1+§2:...+‘§nzpo

bsszeflggés, hiszen itt a mintak8zép a relativ gyakoriségnak felel meg.
Valahdnyszor a ¥ = (%, ‘fz. eres §n) mintapont a K kritikus tarto-

ményba esik, az adott mint4b6l szdmitott ¥ mintakdzép a szémegyenes p_

pontjit6l jobbra van. Annak a val6szinusége tehdt, hogy a § val6szintségi
véltoz6ra vonatkoz6 mintapont a K kritikus tartomdnyba essék, megegye-
zik annak a valésziniiségével, hogy a szdmegyenes (po, +00) intervalluméban
vana E mintakozép. Azt is mondhatjuk tehdt, hogy a Ho =f< Py feltevés

ellen8rzése céljibol kritikus tartoménynak a szdmegyenes x = P, ponttsl

es részét, vagyis a (p_+ co) intervallumot vélasztjuk.

A gyakorlatban m?ndig hasonlé médon jarunk el. Valahdnyszor egy n
eleml mintdnk van, az Osszes lehetséges mintapontok tere, a mintatér, az
n-dimenzi6és tér, vagy annak valamely részhalmaza. A kritikus tartoményt
gyakorlatilag rendkivll nehézkes lenne az n-dimenziés tér részhalmazaként
megvdlasztani, ehelyett vesszik a mintaelemeknek valamely

uzu(flnfzv ---!fn)

statisztikai fuggvényét, amelynek értékei a szimegyenesen vannak. Azt is
.mondhatjuk, hogy az u fuggvény a mintatér egy
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- (0 () (0)

f°=(!1 % TIPS fn ) pontjénak a szémegyenese egy

u =u, 43 f», fgo)' vees f:,)) pontjit feleltetl meg.

Kritikus tartoménynak ekkor a szdmegyenes alkalmas részhalmazét vé-
lasztjuk, vagyis a mintatér K kritikus tartoménya helyett a szdmegyenes
KX} kritikus tartomény4val dolgozunk. Azt mondjuk, hogy legyen a K kri-
tikus tartominy mindazoknak a

? = (flo fza Y fn)
mintapontoknak a halmaza, amelyekre az
u-=1u (gl' gzv"i ?ﬂ)

fuggvény értéke a szdmegyenesen megvélasztott K(x) halmazéba esik.

N X 3

63, 4dbra

3

A szdmegyenes K(x) kritikus tartoménydnak megvélasztisa utdn a
§1. fz. <o ¥y mintaelemekbdl kiszdmitjuk azu=u (fl, fz, cees B n)

fliggvény értékét, s ha az u értéke a K(x) kritikus tartoményéba esik, akkor
elvetjik, Ho~t, ha pedig u értéke nem a kritikus taxtoményba esik, akkor
elfogadjuk a HO feltevést. A kritikus tartomény megvélasztdsa utdn tehat

a minta, illetve a mintdbo6l szdmitott u fuggvény értéke egyéi-telmﬁen el-
donti a Ho hipotézis sorsit. Valamely statisztikai préba megvélasztésa te-

hét lényegében a kritikus tartomény megvélasztdsdt jelenti.

A kritikus tartomdny megvélasztisinak modjét, s a vélasztds kivet-
kezményeit néhény konkrét statisztikai proba tdrgyaldsa sordn ismertet-
jk.
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3.2 Az u-préba

Tételezztk fel, hogy a ¥ normélis eloszldsu ismert &= 6'o SZ6ras-
sal. Feldllitjuk azt a Ho hipotézist, hogy a ¥ vérhat6 értéke m = m . Ezek
utdn az a kérdés, hogy elfogadjuk-e a

HD tM (%)= mo
feltevést a

H =M(f)#m_

alternativ feltevéssel szemben.
Tekintslik a § -re vonatkozé n szdmu fliggetlen megfigyelésbél 4116
£i: €, ..., §, mintdt, és alkossuk meg a ktvetkez{ statisztikit:

§-m

n

u=
0

Ha fenndll a [-Io hipotézis, vagyis a ¢ védrhat6 értéke valéban m

akkor tudvalevfena  vidrhaté értéke is m, szo6risa , ezértaz u
n
statisztika standard normélis eloszldsu, tehdt u eloszldsa N(0, 1). Ekkor
egy megadott val6sziniiségi szinthez normélis eloszlds tihidzatdbol megha-
tdyozhaté 1 -oc {pl. <= 0,05 esetén 55%-0s) szintli konfidencia-interval-
lum, vagyis
P (- u,<u

0 < u“<|H0)= 1-c¢

ilyenformén tehat, ha feltessziik, hogy a Ho igaz, akkor 1 -o¢ annak a va-

l6szinlisége, hogy az u értéke a (- u_, uy) intervallumba esik, annak a
valoszinlisége pedig, hogy az u val6sziniiségi véltozé értéke kivlil van
2zen az intervallumon, ©t-val egyenld.
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= ¢ L =

64. dbra

Az u - probdndl mir a mintavéte! el6tt megadjuk az oc valészinliségi
szintet és megvélasztjuk az ezen szinthez tartoz6 u, értéket, Ha az u

val6sziniségi valtoz6 értéke a (-ua_ , u ot) intervallumon kivitil esik, akkor
a Ho hipotézist elvetjlik és a H, -et fogadjuk el. Ezt a dontésiinket arra
alapozzuk, hogyha a Ho val6ban igaz, akkor annak a valészinlisége, hogy
az u viltoz6 értéke a (-u ¢+ W) intervallumon kivul essék, mindtssze

o, amelyet rendszerint kicsire vilasztunk. Ennélfogva tehdt, ha az u
észlelt értéke mégis a fenti intervallumon kiviil esett, akkor olyan kis
valészinliségi esemény kbvetkezett be, mely nem eréfsiti meg feltevésiin-
ket,

Ebben a prébaban a szdmegyenesnek & -u_ szdmt6l balra és az uy

szdmt6l jobbra esf részét vilasztottuk kritikus tartoménynak, a (-u U or.)

intervallumot pedig elfogaddsi tartomdnynak nevezziik. Konkrét esetben
legyen pl. o¢ = (0,05, Ekkor az u valészinuségi viltozéra, mivel N(0,1) el-
oszlésu a (-2,2) intervallum 95%-os konfidencia-intervallum, a (-u o U or.)=

= (-2,2) tchét a kritikus tartomdny és a (-2, 2) intervallum kiegészit6 hal-
maza a szidmegyenesen.,
Elsforduthat, hogy a Ho igaz, azaz M(¥) =m o és az u viltozo ér-

téke a kritikus tartomdnyba esik, vagyis a Ho-t eivetjiik. Ebben az esetben

tehdt hibds dontést hozunk. Az olyan hibdt, amely onnan 4l el8, hogy a
helytdllé hipotézist elvetettilk, elsGiaju hibdnak nevezzik., Az els6faju hiba
elkbvetésének val6szinlisége

P(ju] >u°<lH°)= oL

és az esettinkben 5%,

A mondottak szerint megvélasztott kritikus taxrtomdny tehat igen
nagy valészinUséggel biztositja, hogy a helyes feltevést nem fogjuk eivet-
ni, nevezetesen 100 esetb6l itlagosan 5 izben tévedink.
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Mint mondottuk, a kritikus tartomény megvélasztdsa utén teljesen
mechanikusan jarunk el, vgyanis ha azu =u (gl . fZ' cees fn) értéke a

* kritikus tartoményba esik, elvetjik a Ho-t. ha pedig az elfogadési tarto-
ményba esik, akkor elfogadjuk. Igy tehit a H -t akkor is elfogadjuk, ha

nem igaz (amit persze nem tudunk réla), de ugyanakkor az u értéke az
elfogadési tartoményba esik. Megeshet, hogy a § vérhat6 értéke nem sz
m_ szdm, hanem egy mésik m, érték:

M(§)=m1#mo

vagyis a H; feltevés igaz, s az u véltozo éxtéke mégis az (-u » Uy ) in-

tervallumba esik. Ez esetben a H -t hibdsan fogadjuk el. Ezt a hibét

mésodfaju hibinak nevezzik.
Vizsgéljuk.meg, hogy mekkora a mésodfaju hiba val6szintisége ? Fel-
téve, hogy M (§) =m;, az u val6szinliségi viltoz6 mér nem O virhats

értéki, hiszen ekkor M(g) =m,; és

:E- mo ml i mo
M = Yan=A40n
So 6'o
n

Adott M(¥) = m; esetében a mésodfaju hiba elkbvetésének val6sziniiségét
a 65. dbra vona}kézott része mutatja:

Jeloljiik misodfaju hiba elkovetésének valosziniiségét {3 -val.
p=P (-u <u < uu] m,)
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A mésodfaju hiba val6szinlisége nyilvdnvaléan fiigg az m, -t6l, vagyis att6l,

hogy mekkora a ¥ vdltozo varhat6 értéke. Az dbra alapjdn konnyl beldni,
hogyha az m, értéke ktzel esik az mo-hoz, akkor nagy val6sziniséggel el-

fogadjuk a Ho-t, holott a Hl igaz, més sz6éval masodfaju hibit kbvetiink el.
Kedvez§ korlilmény azonban, hogyha az m, kozel esik az mo-hoz, akkor a
Ho feltevés majdnem teljesiil, s ezért az elfogaddsa a gyakorlatban nem

okoz nagy kart.

LAttuk tehdt, hogy a kritikus tartomdny fenti médon torténd megvé-
lasztdsdval biztositani tudjuk, hogy az elsffaju hiba valgsziniisége gyakor-
lati szempontb6l kielégité biztonsdgu o¢ legyen, ahol az o -t tetszfleges
kicsiny értékiinek (dltaldban 0,05-nek) vdlaszthatjuk. Kellemetien, hogy
minél kisebbre vélasztjuk az o¢-t, éltaldban annédl nagyobb lesz a 3, a mé-
sodfaju hiba valésziniisége, amint az a 66, dbridbs! is kitiinik,

-
s

A rrrrsise ////ﬂ//ﬂ/ ISV OITrr s

—Ua A/} (gc

MdsrészrSi azonban a2z is igaz, hogyha » hipotézis helyes elvetését
iltetden kisebb biztonsdggal is megelégsziink (tehdt az o¢ értékét nagyobbra
valasztjuk), akkor dltaldban csokken a mdsodfaju hiba. A nagyobb biztonsdg-
nak tehdt dra van, a kisebb elséfaju hibat nagyobb mésodfaju hibdval kell
megiizetnlink.

Amikor a kritikus tartomdnyt oly médon vidlaszijuk meg, hogy az el-
s6faju hiba val6szinlisége oclegyen, olyankor a probit o terjedelmiinek ne-
vezzik. A probléma konkrét természetétél fligg, hogy egy adott H0 feltevés

vizsgélatdra mekkora terjedeimii prébat alkalmazunk, nevezetesen azt kell
meggondolnunk, hogy 2z els§-, illetve a masodfaju hiba elkovetése milyen
terjedelmii szakmai vagy anyagi kdrt okoz.
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9.3 Az erofiggvény

Az el@zbkben l4ttuk, hogy a mésodfaju hiba £ valésziniiségét nem
lehet egyszerilen meghatdrozni, mert ez a valésziniiség

{3=P(-u°(_< u < u“]}-ll)

att6l filgg, hogy milyen Hl alternativ hipotézis igaz, mas széval az u-pré6-

ba esetében mekkora az m v4rhaté érték. A mésodfaju hiba helyett a ki-
egészité esemény valoszinliségét szoktuk vizsgilni, vagyis annak a val6-
szinliségét, hogy az u=u { fl’ fz, e ¥ h) statisztika értéke a kritikus

tartoményba esik, feltéve, hogy a H1 hipotézis igaz. Ez a valészinilség
nyilvdnvaléan

1-f=P(|ul >u°<|H1)'=P( ul >u, | m)

AP (| uj>u,|m) valoszinliséget, mint m filggvényét a proba erdfliggvényé-

nek nevezzik. Az erffliggvény m minden értékére megadja annak a felté-
teles val6szinlségét, hogy az u-statisztika a kritikus tartoményba esik,
tehit a H -t elutasitjuk, feltéve, hogy m a tényleges véarhato6 érték.

Jeloljtik az erdfiggvényt E(m)-mel. Ezek szerint tehit:
(9.3.1) Em)=1-B=P(u|>u,|m)
Kéonnyen bel4thats, hogyha o¢ terjedelmi prébit alkalmazunk, akkor

E (mo) = oC

hiszen anmak val6szinisége, hogy Ho-t elutasitjuk, feltéve, hogy a tényle-

ges varhat6 érték m o vagyls I-Io igaz, éppen az elsdfaju hiba valészinilségé-
vel egyenid,

Valamely préba alkalmazéisakor természetesen az lenne az ideélis,
ha mind az elséfaju hiba o val6szinisége, mind a mdsodfaju-hiba B va-
lészinlisége nagyon kicsiny lenne. Sajnos nincsenek ilyen idedlis prébéak.
Az elséfaju hiba val6sziniiségét, a préba terjedemét of-nak vilasztva
nyilvdnval6an az a kivdnatos, hogy & (3 minél kisebb, illetve az
1 - # = E(m) minél nagyobb legyen, més széval, hogy minél erGsebb pré-
bét alkalmazzunk,

Lattuk, hogy a proba oc terjédelmének megvdlasztdsa egyben deter-
mindlja az erdfiiggvény értékét az m = m pontban, azaz

- 218 -



E (m0)= o

ez pedig 4ltaldban kicsiny (pl. o¢ = 0,05). Mivel az eréfiiggvény az m-nek
folytonos filggvénye, ennélfogva értéke az m -nak nem nagy kdrnyezetében

4ltaldban kicsiny. Gyekorlati szempontbdl azonban az m -hoz ktzeli érté-

kek nem jelentenek lényeges eltérést, ezért az erdfiiggvény irént azt a ki-
vetelményt tdmasztjuk, hogy értéke valamilyen (-m; < m < ml) kérnye-

zeten kiviil érjen el a konkrét feladatnak megfelelS eléggé nagy értéket,
Az u-préba esetében az erdfliggvényt nem neléz explicit alakban
megadni:
Em=P(Jul>u, Jm)=1-P(uy,<u< Uy | m) =

§-m .

=1 -P(-u,< 5 jf_ﬁ<u“|m)

(m-m)yn
Bevezetve 2 An = ——————— jeldlést, E(m}-re az aldbbi kifejezést
kapjuk: 6,

E(m)=1 -P(-u ~-An< §-m <u,6 - An | m)
o % o
Minthogy az M(¥) = m feltétellel M(f) = m, azaz f-m {1 véltoz6 stan-
o

dard normélis eloszldsu, és ennek az eloszldsfliggvénye

X t2
1 "7
Ox) = e dt az E(m) erSfuggvény explicit alakja
28 oo
(9.3.2) Em=1-¢ @y -A)+ ®(-u -4

A (9.3.2) képletben szerepl§ E(m) fliggvény alakjit a 67. dbra szemlélte-
ti.
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67. dbra
A (9.3.2) képlet kissé részletesebben kiirva az
m-m m-m

E(m)=1-Q -—g;—° Y1)+ (-uge -

Vn)

usszefliggésbdl kitUnik, hogy

Im E (m)=1imE (m)=1

m--o00 m-+oo

{ugyanis ¢(-o0) = 0).
Az E{m) erffuggvény értékeit ismerve minden egyes m értékre a
mésodfaju hiba valészinusége: 3= 1 - E(m) is ismert.

9.4 A Student-féle t-prdoba

Legyen ¥ N(m; &) normélis eloszldsu valésziniiségi vdltoz6, ahol
az m és a6 1ismeretlenek. Legyen a Ho hipotézistink, hogy ¥ virhat6 ér-

téke m = m. Végezziink a ¥ -re n szdmu megfigyelést, s a

%%y o0 B
5 mo
mintdbsl szdmitsuk ki at=1Y n-1 -5 statisztikdt, amely un. n-1

szabadsdgfoku Student-eloszldsu, s amelynek a slirliségfliggvényét a 68.
dbra tUntet fel.
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L

!
63. dbra

N+
%

Jeldlibn a t olyan értéket, hogy

f-o )
P(-t < 1 - <) = 0,95

legyen, n-1 szabadsigfoku Student-eloszlds esetén. Ilyen t érték a III. tdb-

14z atb6l kbzvetlenill kiolvashaté.
A

f-m
-to<an 3 <to

egyenlftlenség ekvivalens a

- S -
g -t <m« +t
° ¥n-1 f ° ¥ n-1
egyenlitlenséggel. Ez azt jelenti, hogy
s S = S
P(’g-to <m<§+t° y=0,95,
n-1 n-1
azaz 95% annak a val6szinlisége, hogy a (‘f- to S .f-&- to S )
¥n-1 n-1

intervallum tartalmazza az ismeretlen m vdarhaté értéket. M4s szé6val,
ha a ‘§ -re sok n-eleml mint4t vennénk,

- 221 -



(1) (1) (1)
fl , g2 ""'gn

(2) (2) @
fl ] gz ) "'vfn

) (N) ™)
fl 1 fz 3 svoey gn

tovdbb4d mindegyik mintdb6l kiszdmithatndnk a f(i) mintaktzepet és az s
tapasztalati sz6rdst, majd mindegyik mintakdzép mint felezSpont koré fel-
mérnénk a

B0 S, 0, S

intervallumot, akkor az N szdmu intervallum 95%-a olyan lenne, amely
magdba fogadja az ismeretlen m vérhat6 értéket,
A

[‘f-to ]/Sn_-l , E-H0 ;;]

intervallumot 95%-08 megbizhat6sdgi intervallumnak nevezzik. Ha a felté-
telezett m. = m érték nem esik bele ebbe az intervallumba, wakkor aldvet-
jik a I—IO hipotézist, mondvdn hogyha Ho mégis igaz lenne, akkor csak az

esetek 5%-4ban fordulna el§, hogy m nincs benne, a fentl médon konstru-

41t intervallumban. M4ds szavakkal tehdt olyan kis val6szinliségli esemény
ktvetkezett be, hogy a hipotézis aligha lehet helytdlls,

Kétmintds eset

Legyenek § és 7 normdlis eloszlisu, flggetlen valszintiségi vélto-
z6k, amelyek egyforma szérdsuak, azaz D(¥)= D(y) és vizsgéljuk a
Ho : M(¥) =M (%) nullhipotézist.

Legyenek a f Al 9 valtozékra vonatkozs mintdk:

LIED 15 PYRERS M
Ty Ty o T
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Képezzilk az aldbbi statisztikat:

t
=4

Vn m . (n+m-2)
+ (m-l)S:lz

t = 4
nm-2 n *2 mHm
n

Amennyiben a H_hipotézis igaz, vagyis a két valészinlségl véltozo

egyforma vérhat6 érté?ctl, akkor tn-i—m—z statisztika n + m - 2 paraméteril

Student-eloszlést kévet,
Ha ellenhipotézisiink Hy: M(¥) # M (1)), akkor az egymintds esethez

hasonl6an szimmetrikus kritikus tartoményt vdlasztunk, azaz a Student-el-
oszlés tiblizatbsl megkeressitk azt a t P értéket, amelyre

P(-tE < tn+

m-~2 < t€)= 1-£.

Ha a kiszdmitott tn+ statisztikdnk nem esik a (-tE rtg } inter-

m=-2
vallumba, akkor a H0 hipotézist g -szinten elvetjiik.

9.5 Welch-préba

Két normélis eloszldsu valészinilségi v4ltoz6 vdrhato értékének 6sz-
szehasonlitdsa 1smeretlen és killtnbtz8 sz6risok esetén,

Legyenek a § és n valosziniiségi v4itoz6k normialis eloszlisuak és
vizsgiljuk a H0 :M(®)=M (1) hipqtézist, ha a szdérisok nem ismeretesek

és az F-préba a D(¥) # D(7) eredményre vezet. Ez esetben a kétmintés
t-préba nem alkalmazhats, sét egzakt préba nem is adhaté meg., A Ho hi-

potézis helyességének elddntésére Welch a kdvetkez§ statisztikdt adta meg:

t=ﬂ_

f 2 2
S S
m o, Tm
n m

ahol ¥ és % a mintakdzepek, Slz_1 , 111, szn a tapasztalatl szérasnégyzetek

a megfeleld
f :fl' fg’ et fn

Tl - Tm

mintdb6l szdmitva. -993 -




A Ho hipotézis fenndlldsa esetén a te statisztika kbzelitSleg Student-

eloszlisu f paraméterre, ahol f értékét a ktvetkezd médon hatirozzuk
meg:

- 2 B ‘2
s? 52
_m_ n
11 m |, 1 | ==
f m-1 82 SZ n-1 SZ 52
n m n m
n m | | n m

9.6 Az F-proba

Ha azt akarjuk eidtnteni, hogy két normdlis eloszldsu valészintségi
védltozé sz6risa megegyezik-e vagy sem, akkor az F-probit alkalmazzuk,

Legyenek ¢ és 7 normilis eloszlisu valészintiségi véltozok, ame-
lyek vérhot6 értéke kUiltnbtiz lehet, s legyen a Ho hipotézislink a szérdsok

megegyezése, azaz:
H_: D(%) = D(1)
Legyenek a f » ill. % véltoz6ra vonatkoz6 mintdk:

IS N

T Ty o T

A sz6rdsok egyforma vagy kulonbozé voltdt az

'2 g

statisztika alapjdn dintjiik el, ahol f1 =n-1 és f2 = m-1. (Azt, hogy melyik

minta tapasztalati sz6rdsa szerepeljen a szamldléban, a mintavétel elftt
dbntjuk el.)
Az Ff f val6szinliségi véltoz6 misodrendd béta eloszlidst kivet,
1’ 2

azaz eloszlasfiggvénye:
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g, 7!
)
fy My 3
- X2
Mty <P7E TF 1 f| f1+f du %20
M5y (1+;m)
2742 f
o 2
A Hl : D(f) # D("), ellenhipoté-
zissel szemben kritikus tartomédnyként
1 -€ szinten a 69. 4brédn lathat6 tarto-
ményt szokds vilasztani.
A gyakorlatban rendszerint ugy jé-
runk el, hogy a nagyobb tapasztalati sz6- £ (8/2) h (8/2)
rasnégyzetet oszijuk a kisebbel, vagyis
az ' 69. dbra
51-2 S;z
FiE = max{ =, =] >1
Sﬁz ng
m n

statisztikét tekintjiik és F* értékét hasonlitjuk tssze a tdbldzatbhell F1 ¢

értékkel. (A tibldzaton szerepld f mindig a szdmlél6hoz, f a nevezhtz
tartozé mintadarabszdm eggyel csﬁkkentett értéke. < F e esetén

elfogadjuk, F* 2F esetén elutasitjuk Ho-t.

1-¢€

9.7 Tobb szbras megegyezésének vizsgalata,
a Bartlett-proba

Mint a 9. 6 pontban lattuk, azt a kérdést, hogy két normadlis eloszldisu
valésziniségi vdltoz6 sz6rdsa megegyezik-e, az F-préba segitségével dunt-

jUk el. Legyen most E(l), ?(2)_, ceny f(k) bsszesen k-darab valészi-
nliségi vdltoz6, amelyek normélis eloszldsuak, s azt akarjuk megvizsgél-
ni, hogy ezek szérisa egyenl§-e.



Legyen tehit
HO:D(E(‘))=D(§(2))= ... =p(z%®)

Legyenek az egyes viltozokra vonatkoz6 mintdk:

~

f(l)’ | TR SPURELY §m

LA LPSTIE 7YORITLR PN

fm’fkt"sz' SIS S

: 2
Szémitsuk ki mindegyik mintib6l a tapasztalatl sz6résnégyzetet ST s

Szz, cees S; 2 -et, valamint ezek sz4mtani kiizepét

k
£2 1 %2
S =1 iélsi et.

Bartlett kimutatta, hogy a kiivetkezf statisztika:

X2

2_ 2,3026 *2 log si )

k o k@1)(logS™ -

M

1
=

e
[

ahol C = 1+ -akk—*('nl—l) , kizelitSleg X -eloszldsu k-1 paraméterrel. A ko-
zelités akkor kielégit§, ha egyes mintik elemszdma>4. (A log itt 10-es ala-

pu logaritmust jelent.)

9.8 Pitman-préba

A gyakorlatban a statisztikai vizsgélatok sordn igen gyakran felmieriit
az a kérdés, hogy a két valésziniségi véltozénak, ¥ -nek és 7 -nak azonos-e
a vérhat6 értéke vagy sem. Ha mind ¥, mind % normélis eloszlésuak, ak-
kor a Student-féle t-proba kétmint4s viltozatdnak alkalmazésdval donthetd
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el a kérdés. Igen gyakran azonban nem normilis eloszldsu véltozokkal van
dolgunk, igy a t-préba nem alkalmazhat6. Ha a val6szinliségl véltozokra vo-
natkozélag a normélis eloszlis nem feltételezhets, de eloszlistipusuk azonos,
akkor a H :M(g)=M (‘»l) hipotézis ellen8rzésére Pittman a kivetkezs el-
jérast ajé.nlotta.

Legyen a §-re vonatkoz6 minta: Xps X1 oeens xn O

az 1 -re vonatkoz6 minta: Yy Vg coe0 Yoo (II)
Tételezziik fel, hogy ¢ és %) egyforma eloszlésuak, ekkor lényegé-
ben egy n+m elemt mintdnk van valamely eloszldsb6l. Igy (m+n) eleml

mintét (n:n m) féle mddon oszthatunk be két csoportba ugy, hogy egylk n-ele-

mii, a mésik m eleml legyen. Ugy tekintitik, hogy a rendelkezéslnkre 41-
16 két megfigyelés sorozat a lehetséges csoportositdsok egyike.

Szémitsuk ki az adott két mintéra vonatkozélag a két minta szdmtani
kbzepei kozbttl eltérés abszolut értékét, azaz képezzlk a

' n
{x) d=l§']—f|=n+m (Z xi-ni)

statisztikét, ahol Z a két minta egyesitésébdl nyext (III) Zgs Zgr eenn T

minta szdmtani kzepe. m
Kis mintk esetében a {Imintsbol elkészithetjuk mind az (""

szimu csoportokra bontést és minden felbontdsra kiszdmithatjuk az |x y]
statisztikit. Ez a (#)formula alkalmazéséval jir legkevesebb szamitdssal.
Jeldlje a nyert értékeket d' g, ovs & nagysig szerint cstkkend

sorrendben felsorolva. (n::

)

Legyen most k olyan egész szdm, hogy x_ = (pl. o= 0,05),
Ha 61. 52 s eeas & szdmok kozott kevesebb mint k szdmu olyan

e

m
van, amely nagyobb, mint d, azaz d. X < d, akkor a Ho hipotézist 1-o¢

szinten elvetjlik. 7
Nagy mintdk esetén ez az eljdrds nem vihetd keresztill, de nincs is
ra szllkség. A Ho hipotézis fennillésa esetén a

nm{n+m -2)

d=[ % -5]|=

[ rms) )
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statlszﬂk’a Student-féle t-eloszldst kiivet, igy lényegében a kétmintds t-pré6-
ba alkalmazhat6 akkor is, ha az alapsokasdg nem norméliseloszlisu.

9.9 Tobb normélis eloszlasu valdszinliségi valtozo
varhatd értékének dsszehasonlitisa

(Sz6rdsanalizis)

Mint a 9. 4 pontban l4ttuk, két normdlis eloszlisu, azonos sz6risu
valészinliségl vdltoz6 virhats értékének Bsszehasonlitdsdra a Student-féle
kétmintis t-préba szolgil. Vizsgiljuk most, hogyan lehet eldonteni, hogy
ttbb fliggetlen, azonos de ismeretlen sz6rdsu valészinliségi valtoz6 szoré-
sa megegyezik-e vagy sem. ' _

Az ismertetend§ matematikal médszer az R, A, Fisher 4ltal kezde-
ményezett un, szérisanalizis, vagy idegen széval variancia-analizis ttb-
bek ktzitt ennek a problémdnak eldbntésére is alkalmas, Maga a sz6rés-
analizis szdmos terilleten alkalmazést nyert, a kérdéskir részleteit itt
nem t{rgyalhatjuk, utalunk erre vonatkozélag a [23] kényvre,

Legyenek ¥, ¥, ..., ¥ _ fliggetlen, normélis eloszlisu valdszi-
nlségl viltozok egyforma, de ismeretlen & szdrdssal (ezt a Bartlett-pr6-
béval ellenfrizni kell). Jeltljuk az egyes vdltoz6k vdrhato éxtékeit
M(€))=m,, M($)=m,, ..., M( E)=m_-rel és legyen a H hipotézis
m =m,=.-=m =m, '

Legyenek, az egyes valésilnﬂségl véltoz6kra vonatkozé mintdk, ame-
lyek nem feltétlen egyforma elemszimuak:

31:, xu, x12’ ...,xh_Il
§2° Xarr Fgprcovr Xgp
b2
n=n
. i=1 1
fr: ' M LA xrnr

Amennyiben a H hipotézis igaz, valamennyi ¢ . mintaelem N(m, &) el-
oszldsu, ° . : 4
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n

1
Képezzilk most az egyes mintdk szémtani k¥zepeit az i1=—nl— 2_ X
statisztikdkat, valamint az Ysszes megfigyelés szdmtant kbzepét, amely
egyben az egyes mintdk szémtani ktizepeinek szdmtani kizepével egyezik
meg.

ij

Konnyil beldtni, hogy

Ili n

r T 1
2 2 (k%) (-5 = 2 [(ii—i.) 2 (xy %) )] =0

=1 ! i=1 =1
Ugyanis
n
él(xij -xi)=nixi-nixi= 0
Ennek alapjin:
yo 2 o " 9
0.9.0 ) & -®= ) 5 & X +%-% =
S~ U =S
r N , I Y )
=Z Z(xij-il) + Z Z(ii-i)=
=1 =1 i=1 #1 _

la ]

J 2. s 2
=) Z(xn-xi)+z n & - %)
=1 =1 i=1

Az ut6ébbi formula mutatja, hogy az osszes megfigyelés négyzetes el-
téréseinek tsszege két bsszegre bomlik. A formula jobb oldalédn 4116 elsS
vsszeg az egyes mintik elemeinek az illet§ mintaktzéptdl valé négyzetes
eltéréseinek tsszege (nevezzlk ezt csoporton bellll négyzettsszegek bsz -
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szegének) a mdsodik a csoportitlagoknak az Usszes megfigyelések 4tlagdtol
val6 négyzetes eltéréseinek sulyozott Usszege. ’

Ha a Ho my=m,=...m hipotézis igaz, akkor mivel mindegyik

x, i véltoz6 egyforma eloszlésu és fliggetlenek

9.9.2) f (x, -5% = (@-1) s
1=1

%2 eloszlisu (n-1) szabadségfokkal, (Ldsd: 5.14.a pont). Hasonldan a

By

2
&, - %)

memyiség is X2~eloszl£su {n-1) szabadségfokkal. sz-eloszlés addiciés
tétele alapién (5.14.a) a

b ni
©.9.3) gl %—1 x, -'i)2=(n-r) sg

T
ugyancsak 1,2~eloszl§su Z (ni - 1) = n~r szabadsédgfokkal.
=1
Az(n-r)sz tagot kvadratikus maradékisszegnek nevezzilk,

Amennyiben a Ho hipotézis igaz, akkor érvényes a kivetkezf tétel:
A .

- =2 2
n, (x, - X) —(r-l)S

NMn

e
(]

1

mennyiség figgetlen az (n - 1) S mennyiségtdl és x eloszlésu (r-1) sza-
badsigfokkal,

A tétel helyességét beldthatjuk az alibbl, Fishert5l ered§ letnma se-
gitségével (lisd [22]), amelyet bizonyitds nélkil ktzliink.

Lemma: Legyenek S,, SZ’ ..., S, fuggetien valészintiségl viltozck

k
egyforma N(0, &') eloszlissal. Legyenek tovébbd 9, % -+ -+ "ipfp<k) lines-
ris fuggvényet a Sl' Sz. . Sk viltozcknak: '

1=C, §I+cizsz+... C, S, 4=1,2 ..., p)
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ahol a cij _ egylitthatok az aldbbi ortogonalitisi rel4ci6knak tesznek ele-

get:
k , i1 ha i=§
2 Cn c'j =
j=l 0 bha if! (l,f=l. 2, veey P)
Ekkor a
k P
PAR I 3K B
F1 =1

kulﬁnbeégfﬂggetlenaz'ﬁ. JORERY 'qpvéltozdktol tehit figgetlen a

P
Z Qf négyzettsszegétll is, és 12 -eloszldsu k-p szabadsfgfokkal.
i=1 -

A lemmidra t4 odvanemnehéz kimutatni, hogy az (r-1) kifeje-
zés fliggetlen (n-x) S -tfl és x -eloszlésu (r-1) szabadsigfokkal,

Ennek kﬁvetkeztében
T 2 x ni
2 gx H & s’ él é(x“
. (9f9_’.4)____ sl= r-1 és 2= . n-r

véltozok 1s fuggetlenek, kizos virhats értékik: M (S2) = ME)=6" &
hényadosuk amennyiben H igaz - F -eloszldsu {14sd: 5. 14.c pont)

(r 1; n - r) paraméterrel. A H hipot&is ellenSrzésére tehdt az F prdba
alkalmazhazhsts,
Amennyiben az

F >F(€E)

r-1'n-r

LW | A

(€ a vilasztott valészinUségi szint), akkor a Ho hipotézist € -szinten

elvetjik, A F({E) kritikus értékek a VII. t4bl4zathsl olvashatck ki.
’ A szérdsanalizisben szok4sos az alibbi un. szérasfelbont6 tablizat
készitése:
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A szérédis Szabadsdgi Empirikus
oka Négyzetvsszeg fok szo6risnégyzet
T
r D n &%’
Csoportok 2_ = =2 . 2 =1
Koz |5 = glnl(xi-x) LI
: T i
c k 2 & ok 2 2 2 jzl(x
soportokon - 2 =l J=
{n-r)s_= Z Z- {(x,.-X) n-r S = -
beluli 2 & =1 1j 1 2 n-r
by ni
, . N 2 Z(xij-x)
2 i=
Teljes @1s’= ) 3 & %’ a1 |siELEL
ij n-1
=1 F1

Megijegyezziik, hogy t: IadenkéBpen nem az S szérésnégyzetet bon-
tottuk tsszeadanddkra, hisz:n S + S # 82, hanem a szordsnégyzetek a

szabadsigfokkal szorozva bsszegezﬁdnek, azaz
(r-1) S + (@-1) si = (m-1) s>

mint ez a (9.9. 1) formuldbo! lithato.

9.10 Szekvencialis médszer hipotézisvizsgalata

A becslésrél és hipotézisvizsgilatr6l sz616 eddigl fejtegetéseinkben
dltaldban feltételeztlik, hogy a mintaelemek n szdma rogzitett. Az egyes
becslési és hipotézisvizsgilati médszerek 4ltaldban annél pontosabbak,
minél tibb elemil mintdval dolgozhatunk. Az id6 és a koltségek azonban
ma jdnem mindig korlitot szabnak a megfigyelések szdma nivelésének. A
Wald Abrahdm &ltal kidolgozott szekvencidlis modszer Iehet6vé teszi, hogy
wavaw iecsléselmélet] vagy hipotézisvizsgédlati problémékrol van 8z6,
lényegesen kevesebb mintaelembdl ugyanolyan biztonsiggal vonhassunk le
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statisztikal kovetkeztetéseket, mint a légjobb fix mintaelemszémon alapul6
eljérdsok alkalmadval, ) S
Az eddigi eljdrisok folyamén egy Xp» Xgr cens x'n mint4db6l mint

szdmadatokb6l készitettiink valamilyen statisztikét, néhiny szdmadatba t5-
moritettilk 2 mintaelemek szdmértékeit és csakis ezeket a szdmértékeket
vettlk figyelembe, Nem érdekelt benntinket, hogyan véltoztak ezek az ér-
tékek id6rendben, s igy a mint4ban tikroz6ds valsszinliségl vdltoz6t tekint-
ve értékes informéciot hagytunk kihasznilatlanul. Megjegyezziik, hogy killsn-
bbz6 megfigyelések, kisérletek sordn sokszor igen fontos lehet a mintaele-
mek értékén kivll az értékek id6beli alakuldsa, valtakozdsa is.

Az aldbbiakban a szekvencidlis mé6dszert hipotézisvizsgdlat esetére
ismertetjlk, amikor mind a H_null-hipotézis, mind a2 H_ alternativ hipo-

o 1

tézis egyszerl feltevés. :

Tételezzik fel, hogy valamely ‘¢ val6szinliségl valtozs eloszl4s4t
az f(x; ©) slirliségfliggvény jellemzi.

Legyen a Ho null-hipotézis: © = eo,' tovdbb4 a

H1 alternativ hipotézis: ©= © 1

A szekvenciilis médszer lényege, hogy egymdst kivei§ megfigyelé-
seket végezve, minden egyes mintaelem megfigyelése utén a kivetkezd
dontések valamelyikét hozzuk:

a) a Ho hipotézist elfogadjuk
b) a Ho hipotézist elvetjlik
c) folytatjuk a kisérletet, ujabb megfigyelést végzlink.

Az a) és a b) dontéseket, vagyls a H hipotézis elfogadésit vagy elve-
tését végsd dontésnek nevezziik. °

A szekvencidlis hipotézisvizsgélat alkalméval elGzetesen megadjuk,
hogy mekkora els6-, illetve mésodfaju hibit (tévedési valdszinliséget) en-
gedink meg. Legyen az els6faju hiba valészinlisége o¢, a mésodfaju hi-
béé (3. Szémitsuk ki az

_1-p __ B
A= ; és B= 1ood

mennyiségeket. Az A és a B szdmok a szekvencidlis préba szeinpontjé:
bol alapvetS hatdrmennyiségek lesznek, nevezetesen ezek a szdmok a szdm-
egyenest hirom szakaszra, tertomdnyra osztjdk.

ielfogadési tart, = indifferens tart. , kritikus tart.
B A
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A szimegyenesnek az A ponttél jobbra esS részét kritikus vagy elutasitdsi
tartoménynak, miga szdmegyenesnek B pontt6l balra es6 részét elfoga-
d4sl tartoménynak nevezzilk. A B és A pontok kizé es$ szakasz az
indifferens tartomany.

Magét a szekvencidlis prébét az aldbbi médon hajtjuk végre; a § va-
16szintiségl véltozora egymiés utdn végzink megfigyeléseket. Legyen az el-
58 megfigyelés eredménye, az elsé mintaelem ;- Kiszdmitjuk az f(xl; eo)

és f(x,3 01) értéket és képezzlik az

Le f(x, +9)
f(x B Q o)
hényadost.
Ha pl. ¥ normdlis eloszldsu valosziniiségl véltoz6 ismert szdrdssal
ésH :M(§)=0, H : M (%) =1, akkor

x, - 1

Amennyiben
f(x.: ©,)
1 1
. =g 24,
1 f(xl H G)o)
a Ho hipotézist méris elvetjik, mert ¢ 1 értékg az elvetési tartoményba
esett. Ha '
f(xl; 01)

=——-_ £ B,
1 f(xl. Go)

akkor a Ho-t elfogadjuk, mert az 'El értéke az elfogadési tartoményba

esett, Ha viszont



akkor ujabb megfigyelést végzlink, mert az { 1 értéke az Indifferens tarto-

ményba esett. Tegyllk fel, hogy az utébbi eredményt kaptuk, vagyis az el-
s6 mintaelem x,» nem eredményezett végsd dontést. Ekkor ujabb megfi-

gyelést végzunk, legyen ez x,, és kiszdmitjuk az

£y= fx; 0 )

hényadost, majd képezzilk az

1] .

L=t 6" g 9,) f(x5: O,)

mennyiségeket és a duntést illeten ugyanugy jarunk el, mint az el6bb. Ha
az L értéke ismét az indifferens tartoményba esik, akkor ujabb megfigye -
1ést végzlink, legyen ez Xg és ismét kiszdmitjuk az

3
) . . ]T f(x;: ©,)
f(xl,el) f(xz, E)l) f(xa. 91) 1 i 1

3" fx; 0 ) fxys © ) f(x530 )

L=t 2,8 3
i'|'=|'1f(xi-, e)

hényadost, amelyet likelihood-hdnyadosnak nevezlnk.
Altalsban a k-adik mintaelem megfigyelése utén (ht az elsé k-1
szdmu megfigyelés nem vezetett végs6 dvntéshez), az

k
]:l' £(x30)) o
L=‘>£ 3 E = i=1 = 1k
172 "%k 'k Pox
1T x5 ©)
i=1
likelihood alapjdn
L 2A

esetén elvetjlik a Ho—r,



.esetén elfogadjuk a Ho-t,
BL LKA

esetén pedig ujabb k+l -edik mintaelemet vesziink. A mintavételt mindad-
dig folytatjuk, amig L értéke az A vagy a B hatdrokat nem lep1 at.
Vegyiik kissé szemlgyre az

ﬂf(x,e)

p i1
L__p_lﬁ_l-l

kT 1z 0
i=1

likelihood-hdnyadost,
Ezt az els6 k megfigyelés eredményeként kapott

xl, X2, v ey Xk

minta alapjdn szdmitottuk, ahol az X mintaelemek filggetlen, azonos el-

oszldsu val6szinliségi véltozok.
Ha a ¥ diszkrét eloszldsu, akkor az f(x;3 ©;) jelentse a P(f= X, | Hl),’

az f(x;; © ) pedig a P(§= X, IH ) valosziniiséget. Ekkor ]T fx, G)l) az
egyes mintaelemek egyiittes bekovetkezésének, vagyis a;-:dott mintdnak a
val6szinlisége azzal a feltétellel, hogy a Hl felteves igaz, a iﬁ (xi, c) 0)
pedig a minta val6szinlisége azzal, hogy a H, feltevés igaz. Az

= ;fi h:-i_nyados tehat azt fejezi ki, hdnyszorta val6sziniibb az adott :mn-(
ta elﬁfordu_lasa a I-{1 , mint a Ho feltevéssel,

Ugyanez a helyzet akkor is, amikor a ¢ folytonos eloszldsu. Ez
esetben a kérdéses valdszinliségek hdnyadosdt (mivel P(€= x ilﬂl) =
% 1(x;30) Ax)

ﬂf(xi; 0p) &%,
fo(xi; 048 X,
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 alakban kellene irnunk, azonban a Ax tényez{ktdl el szoktunk tekinteni.

Az L jelentese alapjén a fent leirt prébét valészinliségi hinyadosprébénak
nevezziik.

f(x H )
A préba végrehajtisa alkalmdval az egyes £, = i f-(———e—)—-
mennyiségek helyett ezek logaritmusait hasznéljuk mert ekkor szorzis
f(x
)

helyett 6sszeaddssal dolgozhatunk, A z logf = log o——— f( 5)
o

véltozok bevezetésével

k

T x5

logL-Iog-ik—————-zl+zz+... +zkr .
1M x;0)
i=1

‘Minden egyes mintaelemre kiszdmitjuk a

f(xi:(-)l)

z; = log t:;0,)

mennyiséget, éshaalog B-¢ Zp tZp+. etz < log A, akkor a minta--
vételt folytat_]uk viszont : ‘

CZ tzZyt... +z, Z log A esetén elvetjik a Ho-t,

Z) +2, +... +z < logB esetén elfogadjuk aH -t.

k

E két utdbi esetben tehdt végsS dontést hozunk, Az egyes mennyiségek pozi-
f(x50,)
tiv vagy negativ értéket vesznek fel aszerint, hogy az fi_e_) értéke l-né_l
nagyobb vagy kisebb, Sy
Az elmondottak jobb megvildgitds4ra 14ssuk a normélis eloszlds ese-
tét. Tegyik fel, hogy a ¥ normélis eloszldsu viltozs G2 =1 szorisnégy- .
zettel, ismeretlen © vérhat6 értékkel. Legyen tovdbb4

‘H°:0=9-0 , H}.:G)=G)l

(ahol Ol > 90).
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Ekkor

p e
L:-_}—k-:!;l i
ok n'e-'z- (K-eo)z
i=1
1 2 1 2 2
"7 79 z [(xi "0y - ("1'91)]
Z =log 3 =loge
-3 (% -0
e
2
%, (0, -0 )“I-l—((?!2 -80)
i*7l o "2 0 i 1 2 2
Zi=loge =§-(eo -@l)+(01 -(ao)xi

Az véltozsk Usszegét képezve:
Lk
2y 2yt +Zp = (0 -90) [.(x1 + X%, +...+xk) ~ 5 ((31 +O° )]

1-
log B = log &<zi+z2+... +Z, <log—@-—log A

egyenldtlenség tehdt most ekvivalens az
1 g

1 1{5
o o, log 7=+ 2(@ +60)<Zx <o 5. log —~+5 (01+e)

Konkrét ésetben tegyuk fel, hogy o¢= 0,05, =0,10 elss-, illetve
méisodfaju hibdt- engedlink meg (gyakorlati megfontoldsok alapjén, a vizs-

gilt ismérv természetétdl és a kiilonféle fajtdju hibdk okozta kirtol fiiggben)
és legyen
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o, =%5 ©, =10
Ekkor a
-4,50+9,75 k<in<5,78 +9,75k

egyenlftlenséghez jutunk.

Am ennyiben in < - 4,50 +9,75 k, (L) elfegadjuk a H -t: ©= 9,5,
ha viszont in = 5,78 +9,75k,(Il.) elvetjlk a H -t és a
Hl : ® =10 feltevést fogadjuk el. Ha az (I) vagy a (II) esetek egyike sem

fordul elé, akkor folytatjuk a megfigyeléssorozatot.

Misik példaként nézzilk meg a binomiélis eloszids esetét. A legyen
binomi4lis eloszldsu valészinlségi vdltoz6 ismeretlen paraméterrel. Itt
tehdt a kisérletek olyan sorozatdr6l van sz6, amelyben minden egyes ki-
sérletnek csak kétféle kimenetele lehet. Jeldljiuk az egyik kimenetelt 1-
gyel, a mésikat 0-val, vagyis az x, mintaelemek mindegyike az 1 vagy a 0
értéket veheti csak fel. Ekkor

P(§=1)= €1, p) = p, P(§=0)=£(0, p)=1-p

Legyen a Ho hipotézis: p = P, 2 I-i1 alternativ hipotézis: p = Py

Erre az esetre

Py
| log— , haxi =1
(x5 py) Po
z, = log———— =
i fx;s p)
1 - P
log , hax =
1-po i
\
‘Ha Kn-nel jeloljlik az els6 n szdmu mintaelem kozil az i-esek szamdt,
akkor
pl 1-p
z, +z2+... +zn= KnlogB:+(n - Kn)log 1 B, =
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1-p P 1-p,

1 1 '
=nlo + K (log — -1o =
gl._po n(gpo gl_po)
1-p pp 1-p,
=nlog‘1 7, +Kn(1°g5; i = )

A kisérletsorozatot mindaddig folytathatjuk, amig fennéll, hogy
log B <z, +tZy ..otz <log A

més széval amig

- pO .
log -5
©.10.1) —8E ___ 1l ¢x«< logd
p, 1-p pp L-p n .p 1l=p
log S 2 log 1 0 lcg—i 2
P, 1-p P, 1-p P, 1-p
lo - %
27 7,
+n 1=
logil- %
P, l-p
Ez az egyeniftienség
(9:10.2 _ et 1:1(:!<Kn-<c2 + nd

alakban trhat6, ahol c, , c, és d jelentése a (9.10.1) és a (9.10.2) reldci-

6k Usszehasonlitdsa alapjdn nyilvdnval6. A (9.10.2) egyenlbtlenség elsé és
utolsé tagja egy-egy egyenes egyenlete, amelyek pirhuzamosak, a d irdny-
tangens pedig pozitiv el§jelli. -

- Ezek utédn az (n, Kn) értékpdrokat egy derékszbgli koordindta-rend-

szerben dbrézolva, a (9.10,2) egyenl6tlenség 4ltal meghatdrozott tarto-
mdény a sik mindazon egész koordindtdju pontjaib6l un, rdcspontjaibol 4il,
amelyek a c + nd és c, + nd pirhuzamos egyenesek ktzott vannak (70.

ébra).
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A szekvencidlis proba le-
folyédsét olyan bolyongdsként is
értelmezhetjliik, amelyben a
mozgd pont 2 P valdsziniség-
tol figgden P valdsziniiség-
gel 1ép egyet fiiggbleges irdny-
ban. Ha a mozgé pont utja az
also6 ¢+ nd egyenest metszi

it, akkor a Ho-t elfogadjuk,
ha pedig a felsé ¢y + nd egye-

nest metszi, a Ho-t elutasit-
juk,
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10. fejezet

NEMPARAMETERES PROBAK

Az eddigiekben ismertetett statisztikai prébdkat - mint azt megje-
gyeztlk - akkor alkalmazzuk, ha a vizsgdlt eloszlds fliggvényalakja ismert
és feladatunk az eloszlds paramétereire vonatkozé dintés meghozatala.

Gyakran elSfordul a gyakorlatban, hogy nem vagyunk biztosak az elosz-
14s fliggvényalakjsban sem, legfeljebb gyanitjuk, hogy pl. normélis vagy
lognormilis, vagy egyenletes eloszldsr6l van 826, Az is el6fordulhat,
hogy semmiféle timpontunk nincs a sz6ban forgé § valoszinliségi véltozs
eloszl4sét illetSleg. Nlyenkor nagy mintdbol kell kilndulnunk (ha van rd
lehetdséglink 150-300 megfigyelési értékb6l). Elfszbr célszeri a gyako-
risdgi-hisztogramot megalkotni, ennek alakja utalhat valamilyen elméleti
eloszlds-tipusra, majd statisztikai probdval un. illeszkedésvizsgéilattal
ellen8rizziik, hogy az észlelt megfigyelési értékek, a minta elég j6i "il-
leszkedik-e" a feltételezett F(x) elméleti eloszlishoz. Abban az esetben,
ha tapasztalati alapon médunkban 411 az F(x) elosziis paramétereit is fel-
tételezni (pl. ha feltehetjiik, hogy adott m = m_ vdrhat6 értékil és
G = 6'0 sz6rdsu normidlis eloszldssal dllunk si.e':mben), akkor un. tiszta

illeszkedésvizsgélatot végezhetiink, Ha viszont az eloszlds paramétereit
illet6leg nincs tdimpontunk, csak az eloszlés tipusét sejtjlk, akkor a para-
métereket a mintdbol kell becsiilnlink és un. becsléses illeszkedésvizsgd-
latot végezniink, ami az eljdrds hatdsfokdt némileg cstkkenti.

Az illeszkedésvizsgédlatra haszndlatos probdk kbzott a két legelter-

jedtebb a Kolmogorov-préba és a X 2-pr6ba. A Kolmogorov-priba csak
folytonos eloszldsu § val6szinliségi véltoz6 eloszldsdnak vizsgélatdra al-

kalmas, a Xz-proba mind diszkrét, mind folytonos eloszldsok esetében
alkalmazhat6. Az illeszkedésvizsgélat leggyakoribb esete az un. normali-
tdsvizsgélat, amelyre egyéb egyszerii grafikus eljiréds is hasznélatos,
leginkébb els8dleges tdjékoz6dés céljidra. Sajnos mind a Kolmogorov-pré-

ba, mind a 7(.2 préba elsdsorban nagy mintaelemszim mellett megbizhat6.
Kisebb mintaelemszdmok esetén még normalitdsvizsgdlatnil is bonyolul-
tabb szfmitésokhoz, a valtoz6k transzforméicijdhoz kell folyamodnunk.
Lésd: {17
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Igen gyakran felmeriil§ statisztikai probléma, hogy két valészintiségi
véltozs, € és % azonos F(x) elosztdsuak-e vagy sem. Ha mind ¥, mind i
folytonos eloszldsuak, akkor a probléma megvilaszoldsdra nagy minték
esetén Szmirnov-tétele és az azon alapuls statisztikai préba a leghasznéla-

tosabb. Ugyancsak alkalmazhats erre az esetre is a zzproba egyik vélto-
zata. Kisebb mintaelemszimok esetén a két minta sszehasonlitdséra a
Gnedenko-Koroljuk-féle tétel €s annak 4ltaldnositisa szolgilhat alapul.
Roviden ismertetlink egyéb médszereket is két minta bsszehasonlitdséra.
Az ismertetend§ prébik jelent8s része kevés szdmitdst igényel, fGleg a
rendezett mintdk elméletén alapul6 eljdrdsok esetében. A prébdk ismerte-
tése elftt célszeriinek ldtjuk roviden vdzolni a rendezett minték elméleté-
nek legfontosabb elemeit,

10.1 A rendezett mintak elméletének elemei

A rendezett minta fogalmét méir emlitettlik a tapasztalati eloszlés-
fliggvénnyel kapcsolatban., A mintaelemek nagysig szerintl rendezése azon-
ban koréntsem csak & tapasztalati eloszldsfliggvény megalkotdsdhoz szik-
séges "fogds", hanem a nagysig szerint rendezett megfigyelési értékek,
mintaelemek eloszldsdval kapcsolatos vizsgilatok a matematikai statiszti-
kénak gazdag fejezetévé fejlbdtek és statisztikai kbvetkeztetések levonésd-
nak fontos és hasznos eszkozeivé lettek,

Roviden ismertetjiik a rendezett minték elméletének néhény elemét.

Legyen ¥ folytonos eloszldsu val6sziniiségi véltozé F(x) eloszlds-
fiiggvénnyel és legyen fl. EZ' cees f a ¥-re vonatkozé n szdmu meg-

figyelés, a minta. Keressik ki a mintaelemek kbzlil a legkisebbet f 1 -gal

stb, Az eljdrdst folytatva adatsorunk nagysdg szerint ntvekvd sorrendben
4ll eléttink: .

508 SRS 4

Ez a rendezett minta, ahol most mér az indexek nincsenek Usszeflig-
géshen az észlelés sorrendjével csak a nagységrenddel. Ha pl. egy folyo
vizdllédsa egy adott pl. junius h6napban és fl’ 1 STEE. 4 30 2 naponta

mért vizdlldsokat jelvlik, akkor ha junius 10-én észleltiik a legalacsonyabb
vizdlldst abban a h6napban, akkor fl 0 f’f , mig ha a legmagasabb juniusi
vizdlldst junius 1-én észleltik, akkor 4 1 = §§0 stb
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Az F(x) eloszlésfiiggvénnyel biré folytonos eloszldsu ¥ valésziniisé-
gi véltoz6ra vonatkozé minta elemei, a f 1 f?. s seay fn valésziniiségi

valtozék mindegyikének F(x) az eloszldsfliggvénye, azaz

P(§i<x)=F(x), i=1,2,..., n.)

Aziltal, hogy a mintaelemeket nagysdg szerint rendeztiik, kbzbttlik
bizonyos reldci6k keletkeztek, igy a { f: < x} esemény valoszinliségét nem
adja meg az F(x) eloszldsfliggvény. Az g: valészintiségl viltoz6 eloszld-

sdnak meghatdrozdsa némileg bonyolultabb, de anndl hasznosabb, mivel
ennek ismeretében pl. a foly6 legkisebb, vagy legnagyobb vizdlldsdnak, azaz

ff-nak és ‘f: -nak eloszlését is ismerjtik.

Hatdrozzuk meg a nagysdg szerinti k-adik mintaelemnek, E: -nak az
eloszlésfiggvényét,

Tekintstik a (7.3.1) formuldval definii!t tapasztalati eloszldsfugg-
vényt, Fn(x)-et. Emlitettlik, hogy az Fn(x) tapasztalati eloszldsfliggvény

a { € < x} esemény relativ gyakorisdgét adja meg.
Az Fn(x) fuggvény rogzitett x pontban % -nel egyenld, ha pontosan

m-szdmu mintaelem kisebb, mint x, a ttbbi n-m szdmu mintaelem pedig

nagyobb, mint x, azaz alapjdn, mivel binomidlis eloszldssal 4llunk
szemben: _

m n m n-m
(10.1.1) P(F_(x)= =)= (m) [Fe] [1-rw]

A{’ft < x} esemény akkor kovetkezik be, ha legaldbb k szdmu minta-

elem kisebb mint x, azaz

(10.1.2) Gy p 00 =P(Ey <3) = P(F, (1) 2 £y-
n n ’ m n-m
=) (O [Fw] [1-Fw)]
m=k

Konnyt belédtni, hogy a Gk n (x) eloszldsfliggvény integrédlalakban is felir-
hat6 a kovetkez8 médon: '
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Fix)
ni -1
«-D -0 vy

0

(10.1.3) Gy n®) =

A (10.1.2) és (10,1.3) ekvivalens voltdt parcidlis integrédldssal nyerhetjuk.
Amennyiben ¥ eloszldsdnak sliriségfuggvénye létezik és ez f(x),
akkor fk siirus égfiggvénye:

n-k
10.1.4) g ®= e l)f(n i [F(x)] [1 - F(x)] . f(x)

Ha pl. ‘§ a [0 1] intervallumban egyenletes eloszldsu, akkor slriségfligg-
vénye:

n!

! 1 n-k
- 4 £
kD1 * @ »haldex <l

(10.1.5) 8¢.n (x) =
0 : egyébként.

Ez esetben un, béta-eloszldsrél van sz6.
A {10.1.3) formula alapjgn adédik k=1 helyettesitéssel, hogy a leg-
kisebb rendezett mintaelem, §1 eloszl4sflggvénye:

F(x)
(10.1.6) Gl;n(x)=P(g’f <x)=n / (1-;)“'1
[+

1 F() n
= [-n (l—-nll—] =1- [1_ - F(x)]
0

A (10.1.3) formuldboél k=n helyettesitéssel nyerjik a legnagyobb mintaelem,

azaz § ’: eloszldsfliggvényét:

: Fx) n
(10.1.7) Gn,n (x)=P(f:< X)=n f t"-1 dt:[F (x)]

o
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Ez ut6bbi fontos ereimény egyébként a rendezett mintdk elmélete nélkil is
egyszerilen szdrmaztathat6, hiszen a legnagyobb mintaelem akkor kisebb,
min x, ha mindegyik mintaelem kisebb, mint x, azaz mivel fliggetien ese-
ményekrdl van sz6: :

_ n
P(§:<x)=P(§l<x)P(§2<x)... P(gn(.x)=[F(x)] .

A minta terjedelmének eloszlésa

Az R =§: - ff mennyiséget a minta terjedelmének nevezziik, A

minta terjedelme egyben ¥ értékeinek szor6déséra jellemzs mennyiség,
Rn nyilvin ugyancsak valésziniiségi v4ltoz6, hiszen mintdrsl mintdra vél-

tozhat. Jelljik a minta terjedelmének eloszldsfliggvényét Wn{r)-re. Ezt
az eloszlésfiggvényt a ktvetkezd formula szolgéltatja:

®° n-1
{10.1.8) W ()= nj [F (r+u)-F (ui_l £ (u) du.
-co

A (10.1.8) formula sz4rmaztatdsa egyszerl. Annak val6szintisége, hogy
az n szdimu mintaelemb6l valamelyik az {u- Au, u) intervallunb z esik,
kozelitbleg

nf{)Au.
Annak val6sziniisége, hogy egy
Au tovibbi mintaelem az {u, u+r)
t t i y intervailumba esik: F(u+r)-F{u).
g v b Annak val6sziniisége, hogy
71. 4bra ez utébbi esemény n-1 szdmu

mintaelemre teljesll:

n-1
[F (ut+r) - F(u)]
Figyelembe véve, hogy a legkisebb mintaelem (-co, +o0)-ben bér-
hova eshet, nyerjlik a (10.1.8) integrél kifejezést.
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10.2 Kolmogorov-Szmirnov tipusd hatareloszlasok
és statisztikai atkalmazasuk

A rendezett minték elméletének nem csak abban 41l a jelentOsége,
hogy ezen elmélet segitségével a legnagyobb, illetve legkisebb mintaelemek
{pl. vizéllis maximumok, ill. minimumok) eloszldsa meghatdrozhat6, bir
a gyakorlat szimdra ez sokszor fontos lehet. A most ismertetésre kerils
eredmény ek segitségével, az aldbbi fontos statisztikai problémdkra véila-
szol.

1. Valamely folytonos eloszldsu $ valészinUségi véltozéra vonatkoz6
megfigyelési adatsor, a % 'fz. e By minta 8zdrmazhat-e adott F(x)
eloszldsu sokasdghol?

2. Ké& val6szinuségi véltozo § és 7 amelyekrfl feltesszilk, hogy
folytonos eloszlésuak, azonos eloszlédssal birnak-e, azaz a ¥ -re vonat-
kozé

fllle "'lfn
és az %) -ra vonatkoz6
11:72: .."7111

mintdk azonros eloszlisbé6l szdrmaznak-e ? (Ilyen problémiéval 4llunk szem-
ben, ha pl. egy folys viz4llésdra vonatkoz6lag n+m szdmu mérési adatunk
van egy adott szelvényen és arra vagyunk kivdncsiak, hogy az utols6 m
adat alapjén ktvetkeztethetiink-e mederfelttit6désre. )

Ismertetjik most a rendezett minték elm&etén alapul6é eredményeket,
amelyek a fenti kérdések megvélaszoldsihoz elméleti alapot nyujtanak. '

Az el8z6kben l4ttuk, hogyha a megfigyeléslink tdrgyét képezs folyto-
nos ¥ val6szinliségi véltozo eloszlisflggvénye F(x), akkor a ¥ -re vonat-
koz6 n szdmu megfigyelés eredményét nagység szerint rendezve, a

* * *
gl' fzs seey ?Il

rendezett minta alapjdn konstrudlt Fn(x) tapasztalati eloszldsfliggvény nagy

n esetén kizeliti az F(x) elméleti eloszlisfliggvényt. Ezt a tényt fogalmaz-
za meg szabatcsan Glivenko tétele. Ez a fontos tétel azonban semmit sem
mond arré6l, hogy milyen valészintiséggel 1ép fel az F(x) elméleti és Fn(x)

tapasztalati eloszlésfiiggvény kozbtt adott nagysdgu eltérés. Ahhoz, hogy
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el tudjuk donteni azon hipotézisitnk helytdlldsit, hogy a ¥ valészinUségi vdl-
tozé eloszlésfliggvénye valéban az F(x) figgvény, ismerniink kell a ¥ -re
vonatkozé megfigyelési eredmények alapjén nyert F (x) tapasztalati elosz-

lisfuggvény és az F(x) elméleti eloszldsfliggvény kbzbttl maximdlis elte-
rés mekkora valészinliséggel marad adott korldt alatt.

/ F
74";:(7—@

Dy

72. ébra
Jeltlje D az |F'n(x) - F(x)] legnagyobb értékét,* azaz legyen
D =sup |Fy&)- Fx|
-00 < X<00
Mivel az Fn(x) tapasztalati eloszldsfiiggvény alakuldsa a [, 52, vaey fn
mintaelemek nagysigétol, vagyls a véletlentdl figg, a Dn mennyiség vald-
sziniségi véltozé, beszélhetlink tehit a Dn mennylség eloszldsdrol.

Abban az esetben, ha f eloszldsfuggvénye val6ban az F(x) fuggvény,
amelyr6l feltesszik, hogy folytonos, tovdbbd ha a mintaelemek szdma n
igen nagy, akkor azt vérjuk, hogy Dn értéke kicsi lesz, Ha meg tudunk ad-

ni olyan z, hatdrt (korldt-szdmot), amelynél nagyobb eltérés Fn(x) és F(x)

kozott mér nagyon kicsi valészinliségl, akkor donteni tudunk arrél, hogy el-
fogadhat6-e az a Ho hipotézis, hogy ¥ eloszldsfliggvénye val6ban F(x). Ha

az észlelt Dn mennyiség értéke eléri vagy meghaladja a megadott korlétot,
akkor a hipotézist elvetjlik, mig Dn <z esetén azt mondjuk, hogy a kisér-

let nem mond ellent hipotézisiinknek,

A Dy, valoszinuségi véltozé eloszldsdt Kolmogorov szovjet matemati-
kus hatdrozta meg, aki kimutatta,hogy amennyiben F(x) folytonos, akkor
n-oo esetén

* A legnagyobb eltérést supremumnak nevezziik és a sup. roviditéssel je-
161jlk.
A D, > A esemény val6szintisége n-oo esetén Glivenko tétele értelmeben
0-hoz tart,ezért szerepel a fenti hatdreloszlédsban a {n D, mennyiség.
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Z— A "2A222
P(f'ﬁDn<z)—->K(z)= (-1) e

A=-c0

Nem foglalkozunk itt a fenti reléci6 bizonyitdsdval, csak arra muta-
tunk réd, hogyan haszndlhat6 fel a gyakorlatban az emlitett hipotézis ellen-
Srzésére. Szdmunkra most csak az a lényeges, hogy ismeretes egy olyan
K(z) eloszldsfliggvény, amelynek értékei t4bl4zatba vannak foglalva,(l4sd:
II. téblizat), amely minden egyes z = z, értékre megadja, mi a valészi-
niisége, hogy

<
'fEDn z,

legyen.

Gyakorlatilag mér most ugy jérunk el, hogy a € val6sziniiségi v4lto-
z6éra vonatkozélag n szdmu megfigyelést végriink, a nyert mintaelemeket
nagység szerint rendezzlk, megkonstruiljuk az Fn(x) tapasztalati eloszlds-

filggvényt és megnézzilk, hogy mekkora a maximélis eltérés az Fn(x) és az
F(x) gbrbék kozbtt abszolut értékre nézve. Tegylk fel, hogy ez az eltérés
D:. . Ezutdn kiszdmitjuk a Z, = ﬁDG értéket és megnézzilk, mennyi a
K(z}) eloszlasfiiggvény értéke a Z, helyen, azaz a II. tdblézatbsl kikeressiik

K(z )-t. Ha a kisérletek szdma n nagy, akkor

P(V_:iDn <z)xK (zo)

1- K(zo)z P(\fHDl_l 2 2zg).

Hal - K(z o) értéke kicsi, mondjuk kisebb, mint 0,05, akkor olyan kis va-
l6szinlségi esemény ktvetkezett be, hogy az F {x) és F(x) kozotti ekkora

eltérés nem igen magyardzhaté véletien mgadozaskent tehdt elvetjilk azt.
a H hipotézist, hogy § eloszldsfiiggvénye F(x).

Megjegyezzlik ,hogy az elméleti és tapasztalati eloszldsfiiggvény ké-
zotti maximélis eltérés helyett tekinthet§ a két fliggvény kozitti szdzalé-
kos eltérés maximuma. Erre vonatkoz6lag Rényi Alfréd végzett v1zsgai1a-
tokat és a kbvetkez8 hatdreloszl4sokat nyerte:
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fa_

y 1-a -
U
Fn(x) - F{x) 2 2
lim P(¥{n sup T<y) =V % e dt, {t > 0}
n->co X
és
F (x}- F(x)
lim P (Yn sup <y) =

n-»co a =F(x) F(x)

__4_? -1y’ oy 1-a .
== 4 P exp 3 . ay2 » (¥ >0).

A részletek irdnt érdekl6dS olvasé szdmdra utalunk a kdnyvre. A Kolmogo-
rov-préba alapjén a felvetett els6 kérdéstinkre tudunk vélaszolni, az elmé-
leti és tapasztalati eloszldsfliggvények kozotti maximdlis eltérés, mint a
két fuggvény kbzotti "tdvolsdg" figyelembevételével,

A mésodik kérdésre, a Szmirnov-féle hatéreloszlds és az erre éplils
statisztikai préba adja meg a vélaszt.

Azt a problémét vizsgiljuk tehdt, mondhat]uk e, hogy két minta:

D Xps Xgs s X

(I ¥y th cver ¥y

ugyanazon folytonos F(x) eloszldsu statisztikai sokasé.gbél szdrmazik,

TekintsUk az (I) mintdt egy folytonos F(x) eloszldsu ¥ val6szinlségi
véltozé megfigyelt értékeinek, a (II) mintét egy ugyancsak folytonos G(y)
eloszldsu 7 viltoz6é megfigyelt éxtékeinek.

A probléma megolddsa céljsbol nagysdg szerint novekv sorrendbe
rendezzik az () és (II) minték elemeit. Az (D) és (II) mintdkban a minta-
elemeket megfigyelésiik sorrendjében tlintettiik fel.

A rendezés utén az

(1*) xl’x 3 eeay XiE

n

(Il*) 12 x2, y’:

rendezett mintdkat nyerjiik.
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A két rendezett minte alapjdn konstrudljuk meg az Fn(x), ill. Gn(y)
tapasztalati eloszldsfliggvényeket.

73, &bra

Jeldlje D: az Fn(x) és Gn(y) tapasztalati eloszldsfuggvények kozotti
legnagyobb pozitiv eitérést, azaz legyen

+ ——
DY = sup [Fn &) - Gn(y)]
x
(tegnagycbb eltérés Fn(x) javéra)
Az a kérdés mertl fel, hogy milyen nagy lehet a két tapasztalati eloszlds-
fuggvény kozotti Dn maximélis eltérés ahhoz, hogy a Ho hipotézis még el-
fogadhat6 legyen. Ha a mintaelemszdm, n igen nagy szdm,és a H’Ohipo'tézis
igaz, akkor mind az Fn(x), mind a Gn(y) ugyanazt az F(x) elméieti elosz-

14sfiiggvényt kozelitvén, egymdst6l sem térhet el nagyon, A D: mennyiség

nyilvén valészintiségi viltoz6, ha ennek elosz}'_ését ismernénk, akkor meg
tudnénk hatdrozni olyan z korlitot, hogy a- Dn* >z, esemény val6szinlsé-

ge kisebb legyen egy elbirt o(pl. 0,05) mennyiségnél,
Szmirnov kimutatta, hogy nagy n érték esetén

-'222

P { fg s:p [Fn(x) - Gn(y)] < z} x1l-e

Més szoval annak valészihllség'e, hogy a tapasztalt D:; mennyiség 521— -

szerese nagyobb legyen, mint egy z szdm:
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no_+ 22"
P(V_z: Dn>z) x e

Nyilvénvalsé, hogy ez a val6szinliség anndl kisebb, minél nagyobb z érté-
ke. Ha tehdt azt kivdnjuk meghatdrozni, hogy mekkora z, esetén lesz ez a

val6sziniiség kisebb, mint o<, akkor az

2
-220

e = o

egyenletet kell megoldanunk, amibdl
= I/ -1
Z,= . in o
adedik.

Ha tehdt a tapasztalt D: mennyiség nagyobb mint

2 1 {n
Y Er =y

akkor a Ho hipotézist o valoszinliségi szinten elvetjlik.

A D'r'l' mennyiség pontos eloszldsdt Gnedenko és Koroljuk szovjet ma-

tematikusok hatdroztik meg, és eredményilk a kovetkezé: Ha-az és
megfigyeléssorozatok azonos eloszlisb6l szdrmaznak, akkor

[ 2n )
n _+ _,_n-c¢
' o e
n
ahol ¢ = [Zo V—Z-n] {a z, ¥2n szdmban foglalt legnagyobb egész szdm. )

Ismertetjlik a gondolatmenetet, amelynek segitségével a fenti ered-
mény szirmaztathat6.

Az (D xf, x’zt', cees x’:
h * *® *
és (ID) Yir Vg eees yn

A rendezett mintdb6] készitstink most egyetlen
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* ¥ *
(III)zl, Zny oons Zon

rendezett mintdt, amelyben mindkét minta elemei egylittesen szerepelnek,
szigoruan nagysig szerint névekvs sorrendben. A (III) minta minden eleme
ald irjuk oda, hogy melyik mint4bol szdrmazik, mégpedig ugy, hogy ha g*
az {I) mintdbol ered, irjunk ald + -et, ha a (II) mintdb6l val6, akkor irjunk
ald (-1)-et. Ugyanigy jdrunk el mindegyik‘gt mintaelemnél a (3) sorozatban,

Eziltal egy +1 és -1-ekbdl 4116 2n elemil sorozatot kaptunk, Jeltljlik ezt a
sorozatot

‘an W,

-nel, ahol & = 41,
2n -

1

Egy ilyen +1 és -1-ekbdl 4116 sorozatot grafikusan dbrézolhatunk a kisvet-
kez8 médon: egy derékszbgii koordindtarendszerben az origébol indulva +1
esetén jobbra felfelé, (-1) esetén jobbra lefelé rajzolunk egy V_Z' egység-
nyi hosszusdgu vektort:

~,
/'/ N 20
e
/
’
v
//
//
) /\//
/\ \v/
N
V4
A4 .
n
74, dbra
A, 4y, ..., ¥ sorozat elemei kozott n szdmu +1 és n szdmu -1
1" V2 2n

szerepel, mivel a (III) sorozat elemeinek fele az (I) fele pedig a (1) mint4-
b6l szdrmazik,
Képezziik most a (IV) sorozat részletdsszegeit:

5,=0, S =, ..., 5, = F o+ L+

0 k

E részletbsszegek kozlil a legnagyocbb éppen a két tapasztalati eloszldsfligg-
vény kizti legnagyobb eltérés n-szerese, azaz
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nD: = sup Sk
0<k<2n

Tehdt az 4ltalunk keresett valésziniiség

P(nD: < z Y 2n) =P (sup 5, <c).

(Ugyanis, ha a tapasztalati eloszldsflggvényt, Fn(x)-et ugy raj-
zolndnk, hogy minden x = f’: pontban -f-]- helyett 1 ugrédsa van, akkor a
D: mennyiség éppen sup Sk-val lenne egyentd.)

Az (1) és (2) minték elemeinek véletlenszerl alakulds4tél fliggfen a
fenti eljirds mellett kiltnbtz6 49‘1 , A, .., ""Zn sorozatokat kapndiik,

amelyek mindegyikében persze csak H és -1 jegyek szerepelnek, és mind-
egyikben pontosan n szému + és -1 van, a legkllonbtzbbb sorrendek-
ben.

Mindegyik ilyen sorozatra igaz, hogy S2n = 0, vagyls mindegyik le-

hetséges (n) sorozatnak olyan trajektoria felel meg, amely a @n, 0)
pontban végz6dik., Az Usszes lehetséges (n) sorozatok és nekik a megfeleld
trajektoridk szdma most (nn), mivel n szdmu +l-es ennyiféle modon he-

lyezkedhet el 2n szimu helyen. Ha meg tudjuk hatdrozni, hény olyan (n)
sorozat van, amelyre sup S, < ¢, azaz hdny olyan trajektoria van, amely

a (2n, 0) pontban végzadik és lefutdsa sordn nem éri el az y = c egyenest,
akkor egyszeriien megkapjuk a kérdéses valészinuséget.

Szémitsuk ki, hogy a kérdéses trajektoridk kozil hdny olyan van,
amely eléri az y = c egyenest! Ha egy olyan trajektoridt, amely azy =c
egyenest eléri, az els elérési ponit6l kezdve tikkrdzzlk az y = ¢ egyenes-
re, olyan trajektoridt nyerlink, amely a (2n, 2c) pontban végz8dik. Ha most
ez a trajektoria x-szer lépett felfelé és y-szor lefelé, akkor '

X+y=2n

y-y=2c¢
Xx=n+c
y=n-c¢

Azon trajektoridk szdma, amelyek az y = ¢ egyenest elérik:
(25)-(22)
n-c n+c
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Nyilvén azon trajektoridk szdma, amelyek az y=c egyenest nem érik el

C)-(e)
n nc
Ezek alapjén:
2nY_f2n 2n
) ey ()
P(sup Sk<c) = P(nDn <z, Y 2n)~=—F;-)-——=1 - .[.z_n_].
n n
Azon hipotézisiink ellen6rzése céljdbol, hogy az Fn(x) és Gn(x) ta-

pasztalati eloszldsfliggvények tekinthetfk-e ugyanazon folytonos F(x) elosz-
14sfiiggvény kbzelitésének, azaz a két minta azonos eloszldsbd szdrmazik-e,
nem szlikséges az F (x} és Gnr(x) flggvényeket ténylegesen megkonstruil-

nunk, hanem elkészitve a H és -1-ekbé6l 4116 (IV) sorozatot és megrajzolva
a neki megfelel6 és a 74. dbrén 14that6 tipusu trajektoridt, azt kell csak
megnéznlink, hogy a trajektoria metszi-e az alkalmasan vélasztott y = <,

egyenest, ahol c= [zo y 2n] . Ha metszi, akkor a hipotézist elvetjtik.

A probléma most mir csak az, hogyan vdlasszuk a ¢ szdmot ahhoz,
hogy pl. 0,05-nél kisebb legyer a metszés valoszinisége.
A Stirling formula alkalmazdsdval beldthat6, hogy a

- ) [2 n)
Psup S, > ¢ = T%_;:T

kifejezésben nagy n esetén

( 2 n) 2 .

n-c) -

"["2—57~e ahot [z I/E]—C.
n

Igy egyrészt lithat6, hogy n-»oco esetén

222

P(supsk>c)=P(nD:>zV~2n=P(VT‘2‘—_D;’>z)=e )
vagyis a Gnedenko-Koroljuk-féle eloszlds a Szmirnov-féle eloszldsba megy '
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it, masrészt, mint l4ttuk, ha hipotézistinket o valoszinliségi szinten akar-

juk ellen6rizni, akkor Szmirnov eredménye alapjdn z = p - ;— ne vélaszt-
hats,

Ha tehdt hipotézistinket grafikus uton, a trajektoria megrajzolésdval
akarjuk ellen8rizni, akkor a

Co = [20{2—11]= [U -n &n OC] magasségban huzott

egyenes alkalmas kritikus vonal, amennyiben a trajektoria a ¢ magassédgu
egyenest {Ir_xetszi, a hipotézist o¢ szinten elvetjlik.
A Dn mennyiség az Fn(x) és Gn(y) tapasztalati eloszldsfiiggvények

" kbzott az Fn(x) fiiggvény javdra mutatkozé maximélis eltérést méri. Az

olvaséban felmeriilhet a problé-
ma, mit csindlunk, ha a két
rendszerezett mintdbsl készitett
1épcs6s fuggvények koziil Fn(x)

A

mindvégig Gn(y) alatt fut. Ez a
Ho hipotézis fenndlidsa mellett

0 val6észinliségi esemény, ha te-
héat ezt tapasztalndnk, akkor
Ho-t elvetjitk,

75. dbra Megtorténhet viszont, hogy

a ket tapasztalati eloszlésfliggvény kozott nem mutatkozik nagy eltérés
Fn(x) javédra, de nagy eltérés mutatkozik G _(y) javdra, azaz pl. a két
tapasztalati eloszldsfliggvény a 75, dbra szerinti.

Arra gondolhatunk, hogy ekkor egyszerlien felcseréliik a két minta
szerepét, hiszen mindegy, hogy melyik eloszldsfliggvényt nevezem Fn(x)-

nek és melyiket Gn(y)—nak, bennlinket csak az érdekel, hogy egyéltaldn

milyen nagy az eltérés a két tapasztalati eloszldsfliggvény kozotti maximé-
lis eltérés abszolut értékét, a sup IFn(x) - Gn(Y)l mennyiséget vizsgil-
X

juk,
Jeldljiik ezt a mennyiséget Dn-nel, tehdt

D=0 | 1,60 - 6,0]

- p . . +
A Dﬂ valésziniiségi véltoz6 eloszlisa természetesen nem ugyanaz, mint Dn

eloszlds, bonyolultabban irhaté fel, gyakorlati szempontb6l azonban ez nem
sok nehézséget jelent,
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Szmirnov kimutatta, hogy nagy n érték esetén D eloszldsa
aszimptotikusan az aldbbi alakban irhats:
-2z2 -22. 2z2 -32, 2z2
P(nDn>zﬁn)z2e -2e +2e " e

A sor gyorsan konvergdl, igy gyakorlati célra elegend( az elsd néhdny tag-
jat figyelembe venni.
Megjegyezziik, hogy

oo -Zlczz2

lim P(@Dn<z)=K(z)=Z (—l)ke , haz > 0,

n-»oo k=-co

ami nem mds, mint a Kolmogorov-féle K(z) fuggvény, igy nagy n érték,
pl. n > 30 esetén a két minta sszehasonlitisdra a Kolmogorov-féle pr6-
ba alkalmazhat6.

Megjegyezziik még, hogy abban az esetben, ha a két minta elemsz4-
ma nem azonos, mondjuk ¥ -re vonatkoz6lag n, 7 -ra vonatkozélag m
szdmu megfigyelésiink van, akkor megtehetjiik ugyan, hogy m > n esetén
m-n szdmu megfigyelési adatot figyelmen kivil hagyunk, hogy egyenlé le-
gyen a mintdk elemszima, ezéltal azonban esetleg értékes informiciot ve-
tlink el. Célszeribb ugy eljirni, hogy képezziik a

+ - -
Bn,m = m:x [n Fn(x) m Gm(y)]
statisztikdt, ahol Fn(x) a f -re vonatkoz6, Gm(y) az 7-ra vonatkoz6 ta-

pasztalati eloszldsfliggvényeket jeldli.
+ . .
A Bn m statisztika pontos eloszldsa:

(2
+ 2k+1+m-n n-k
P(Bn.m—k)' m+k-+H ) [rn-i-n)’ k=0,1,2,...,n
n
Ez esetben hatdreloszldsként n-» co, m - oo, L c{mzn, ¢ 20),
a kovetkez$ Usszefliggést nyerjuk: Y m+n
2
-2z" -4 ¢z
lim P (B < z)=1 -e
M -» co .
n -»oo
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Ugyancsak ismeretes kiilonbbz8 mintaelemszdmok esetén a kétoldalu
maximilis eltérés eloszldsa, A kérdéskdr részletei irdnt érdekldds olvasé
szdmdéra utalunk a [14] dolgozatra.

10.3 Tovabbi médszerek illeszkedésvizsgalata

a) Normalitds vizsgélat

Folytonos eloszldsu ¥ valoszinliségi viltoz6 esetében, ha nagy min-
tdval rendelkeziink, a legmegbizhatébb illeszkedésvizsgélati medszer a
Kolmogorov-préba. A gyakorlatban legttbbszbr normélis eloszléssal 41-
lunk szemben, s annak eldtntése, hogy adatsorunk valéban normélis elosz-
lasbol szdrmazik-e, igen egyszerii grafikus médszereket is kidolgoztak,
amelyek ugyan kevésbé megbizhatoak, de elsédleges tdjékozéddsra igen
praktikusak. Ismertetjlik ezért réviden a normalitdsvizsgélatnak ezeket az
egyszerli médszereit. A normdlis eloszldst vagy a siirliségfliggvénye, vagy
az eloszldsfiiggvénye segitségével reprezentdlhatjuk, ennek megfelelSen
vagy azt vizsgéljuk, mennyire illeszkedik a mintaelemekbdl konstrudlt
hisztogram a normélis eloszlds surtiségfliggvényéhez, vagy azt, hogy meny-
nyire illeszkedik a mintaelemekbdl készitett tapasztalati eloszldsfliggvény
a normélis eloszldsfiiggvényhez,

7o) ey

AT

76, dbra

A legegyszeribb és leggyakrabban alkalmazott médszer a tapasztalati elosz-
14s hisztogramjdnak OUsszehasonlitdsa az elméleti eloszlds slirliségfliggvé-
nyével. El8szor megnézhetjiik, hogy a hisztogram eléggé szimmetrikus-e
és hasonlit-e az alakja a normdlis eloszlds ismert siirliségfiiggvényének
alakjéhoz.

Pontosabb képet kapunk az illeszkedésrél, ha a megfeleld normélis
- eloszlés siriiségfliggvényét rérajzoljuk a hisztogramra. Ilyenkor ugy ja-
runk el, hogy elkészitjlik a minta osztdlyba sorolt értékeinek relativ gya-
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korisédgi hisztogramjit, majd a vizszintes tengelyen felmérjlik a minta szdm-
tani kbzepét és ett6l szdmitva mindkét irdnyban a korrigdlt empirikus sz6-
réds tobbszbroseit, azaz feltlintetjik az

- 1 - - —

x,xifs, XxX+s, X +128 X + 3s
abszcissza értékeket. Ezen abszcissza pontokban fligg8leges irdnyban a
kovetkezd ordindtaértékeket mérjiik fel:

x: y:
% 0,402
s
-1 h PR
X+ 38 0,35 s (h az osztdlyktz hosszit,
s a korrigdlt empirikus
s 0,24 1;1 szérést jeloli.)
X+2s 0,05 ;—1
X+3s 0,004 15—‘

Ezek az ordindta értékek az elméleti siirliségfiggvény értékei a meg-
felel6 abszcissza pontokban., Az igy nyert 9 pontot gbrbével Usszekitve a
normélis eloszlds slrliség-gbrbéjének kozelitd képét kapjuk.

Arra vonatkozélag, hogy a siiriiség-gbrbe és a hisztogram kbzott
mekkora eltérés engedhet§ meg, nehéz lenne gyakorlati tdmpontot adni, ez
erfsen fligg a minta elemszdmitél, az intervallumok szdm4té6l stb., Ez az
eljdrds csak elsfdleges, kbzelit§ tdjékozsddsra alkalmas, Megjegyerziik,
hogy ha méds-mds mintdb6l slrliség-gbrbe kozti eltérésre vonatkozélag va-
lami alkalmas mérfiszdmot tudunk konstruédlni, akkor ez a mér8szim egy
val6sziniiségi véltoz6 lesz, amelynek eloszlését kell ismerniink ahhoz, hogy
az észlelt eltérés alapjén az illeszkedést(a normalitdsi hipotézist) elfogad-
haténak vagy elvetenddnek itélhessiik. Késébb litni fogjuk (a X2 préba c.
pontban), hogyan kell eljdrnunk ahhoz, hogy adott valészinlségi szinten
donthesstink hipotézisiink elfogaddsét vagy elvetését illetfen,

M4sik grafikus eljdrds normalitds vizsgdlatra, a tapasztalati elosz-
ldsfuggvény és a normélis eloszlds eloszldsfiggvénye kozti illeszkedés
vizsgilatdra irdnyul.

Ezt a célt szolgdlja az un. Gauss-papir (lisd: Melléklet), amely el-
-sfdleges tdjékozoddsra igen alkalmas. A Gauss-papir fliggfleges skéldja a
standard normélis eloszlds ¢{x) eloszldsfiiggvényének inverze, a ¢ (x)
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fuggvény értékei szerint van skdlizva, 0,0001-t6l 0,9999-ig, azonban ezen
értékek 100-zal vannak szorozva, igy 0,01-t6l 9¢, 99-ig vannak a szdmok
feltiintetve.

1
37
g
4(39-09999
§ Y
a(-m-W |
|
¥=-37 X=37
_37.
77. ébra

A vizszintes tengely egyenletes beosztdsu, de nincs skdldzva, ide a
ténylegesen megfigyelt mintaértékeket visszik fel. (Az origé a (0, - 3,7)
pontban van elhelyezve.)

Ha Gauss -papiron egy N(m; 6) normdlis eloszldsu § val6észiniiségi
viltozé F(x) eloszldsfiiggvényét dbridzoljuk, akkor egyenes vonalat kapunk.

Ugyanis a Gauss-papiron valamely x* értékhez az y=Fx)=9% f‘-:e.m)
érték helyett az

Y =07 [Fe] +3,7= 0" [¢ ("jsm)] +3,7=232 43,7
ordindtit mérjik, ahol x = A x¥ - 3,7 (A X szimot ugy vélasztjuk, hogy az

x* = —;—- (x + 3,7) transzforméciét a (-3,7, 3,7) intervallumot a (0,1) inter-

vallumba vigye 4t.

*
- . 3
Ezek szerint y*=—]-‘—’-‘——§6i——”-‘+, 3,7= %r-x*+ 3.7 - .76+m),

ami nyilvédn egyenes egyenlete,
Ha most a ¢ val6sziniiségi valtozéra, amelyrdl feltesszlik, hogy
normilis eloszidsu, n szdmu megfigyelést végztink:

Xps X20 oee s X
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és minden x, mintaelemhez kiszdmitjuk az F (xi) tapasztalati eloszl4sfiigg-

i
vény-értéket, akkor mivel F (xi) ~ F(x), az [x Fn (xi)}pontok a Gauss-

papiron ktzelitSleg egyenes vonalon helyezkednek el,

Megjegyezziik, hogy ez a grafikus médszer is elsfsorban nagy minta-
elemszdm esetén alkalmazhaté {(mert ekkor lesz kicsi az eltérés az F(x)
elméleti és F_(x) tapasztalati eloszldsfilggvény kozbtt).

Amennylben az egyeneshez val6 illeszkedés nem l4tszik meg:iyugta-
tonak, finomabb médszerekhez fordulunk. {Kelmogorov-préba, -pré-
ba).

b) A ]tz pxoéba

Abban az esetben, ha a vizsgdlt ‘¢ valoszinliségi vdltozé diszkrét el-
oszldsu valamely Xis Koy eees Xpy oo lehetséges értékekkel, amelyeket

rendre Py» Pgs oees . val6sziniiségekkel vesz fel, (pl. diszkrét

h v
egyenletes eloszldst, vagy pl. Poisson-eloszlést feltételezhetiink), akkor
az eddig tdrgyalt médszerekkel nem tudunk illeszkedésvizsgélatot végezni,
mert azok csak folytonos eloszlésok esetében alkalmazhat6k. Iyenkor az
1lleiszkedés -vizsgélatot un, ;:L prébéval végezzilkk. Megjegyezzik, hogy a

préba folytonos eloszlds esetén is alkalmazhatt illeszkedésvizsgilat-
ra, Ennek modjit is ismertetjik a normélis eloszlds esetére.

Vizsgéljuk el8szbr, hogy végziink illeszkedésvizsgélatot diszkrét

egyenletes eloszis esetén. Ekkor a ‘¢ valésziniségi véltozénak csak vé-

ges n szdmu lehetséges értéke van és mindegyik értékét % valészinliség-

gel veszi fel. Konnyebb megértés kedvéért az n = 6 esetet vdlasztjuk,
amelynek szemléletes modellje a kockadobds. Gondolatmenetiink tetszéle-
ges véges n kimenetel esetére alkalmazhat6, a megfelelS formuldkat fel
fogjuk irni.

Tegylk fel, hogy egy jdtékkockdt dobdlunk, Minden egyes kisérletnek
{dobdsnak) hat lehetséges kimenetele van: Xj = 1, Xy = 2, ..., Xg = 6.

Abban az esetben, ha a kocka anyagédban homogén és szabdlyos, ak-
kor bdrmelyik szdm egyforma valoszinliséggel kovetkezik be minden egyes
dobds sordn, Més sz6val a kockadobdshoz rendelt ¥ valosziniiségi véltozé
lehetséges értékei: 1, 2, 3, 4, 5, 6, s ezeket rendre Py=Py=-..=Pg = -16-
valészinliséggel veszi fel. N dobds sordn mindegyik szdm korllbeliil
Ig—— -szor fog bekovetkezni. (Amikor ugyanis azt vizsgédljuk, hogy pl. az 5-
os szdm el6forduldsdnak mennyi a varhaté értéke, akkor A-val jeldlve azt

- 261 -



"az eSeményt,_ hogy a dobds eredménye nem 5-ts P(A) = % = p, P(A) =

_ 8 mivel binomidlis eloszldssal 4llunk szemben, a vérhat6 érték:

Np =g~ . Ugyanez érvényes az 1,2,3,4,6 szdmok mindegyikére.)

o\

=q,

A kocka szabdlyos yoltira vonatkozd Ho hipotézisiinket statisztikailag

ugy ellenSrizhetjilk (mondhatndnk ugy is, hogy a kocka szabdlyos és homo-
gén voltdt statisztikailag mérjuk), hogy nagyszdmu dobdst végziink vele és
megvizsgéljuk, hogy az egyes szémok elbforduldsi gyakorisdga elég egyen-
letes eloszldsu-e. Tegyiik fel, hogy valaki 60 dobdst végezve a kockdval,
az egyes szdmokra az aldbbi gyakorisdgokat kapta:

1 2 3 4 5 6
Megfigyelt X X b b4 X X
gyakorisdg: ! 15 2 7 3 4 4 11 5 6 6 17
elméleti var- np np, np | np np np
hat6 érték: Vg0l 210 310 % 10] O 10f © 10
eltérés 5 - =3 -6 1 -4 7

Megfeleinek-e a kapott gyakorisdgok vdrakozdsunknak? Az a tény,
hogy az 1, 2, .., 6 szdmok bdrmelyike nem pontosan 1(-szer kivetkezik
be, egészen természetes a véletlen ingadozdsok miatt, Kérdés azonban,
hogy a ténylegesen tapasztalt eltérések sszességiikben tulajdonithatck-e
pusztén a véletlen szerepének, '

Ha felrajzoljuk a kockadobdshoz rendelt ¥ val6szinlségi viltozé el-
méleti gyakorisdgi diagramjdt, valamint a megfigyelt gyakorisdgok diagram-
jét (78. sbra), s bsszehasonlitjuk Sket,

/5 '

- r

=] . |

73 S SR S SRR ————ay
- | ? i !
o ! ]

S N L N O [
B 11 | { i i ]

78. dbra

azt kell megédllapitanunk, hogy a két diagram nem nagyon hasonlit egymés-
hoz, s a kocka szabdlyos voltdt illetSen kétségeink tdmadnak,
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Mennyire térhet el a két diagram egymdstol ahhoz, hogy még elfogad-
juk Ho hipotézislinket ?

Hogy erre a kérdésre vdlaszolhassunk, alkalmas mérészdmot kell
konstrudlnunk a két diagram eltérésére vonatkozélag. Egy ilyen mérték-
szdmnak, amely természetesen ugyancsak a véletlent6l fiiggd mennyiség,
kUlonféle j6 statisztikai tulajdonsdggal kell rendelkeznie. Megkivénjuk tdle,
hogy viszonylag konnyen kiszdmithat6 legyen, ismert eloszldssal birjon
stb.

K. Pearson az elméletileg vdrhat6 Npi gyakorisdgok és a megfigyelt

X, gyakorisdgok kozotti eltérés mérésére az aldbbi mennyiséget vezette be:

2 i (x].l - Npi)2
(10.3.1) X< = —
i=1 Ney

Példdnkban ez a mennyiség:

2 (15-10)2+(7-10)2Jr (4-10)2+(11-10)2+ (6-10)2+ (17—10)2 _
X = 10 10 10 10 10 10 -

=—l-10- 2 +3% 4 6% 412 4 42 +72)=—130~ @5+9 +36 +1 +16 +49) = 13, 6

A fenti ‘xz mennyiségben az egyes Usszeadand6k azt fejezik ki, hogy a meg-
figyelt és az elméletileg virhat6 gyakorisdgok kbzotti kiilonbs ég négyzete
mekkora hdnyada a vdrhat6 gyakorisdgnak. Ha az igy konstrudlt ¥ 2'mennyiség
nem tulsigosan nagy, akkor a kisérlet nem mond ellent a Ho hipotézisnek.

A kapott x2 =13, 6 eredmény értékeléséhez sziikséges lenne tudnunk,
hogy a ténylegesen szabdlyos kockdval nagyon sokszor elvégeznénk a 60
dobédsbol 4ll6 kisérletsorozatot, s minden ki%érletsorozathoz kiszdmitandnk
a nyert gyakorisigok alapjan a megfelel6 % “ mennyiséget, akkor a soro-
zatok hédny szdzalékdnél kapnink x“-re 13,6 vagy ennél nagyobb értéket.
Ha ez a szdzalék kicsiny, elvetnénk a Ho hipotézist. Ismernilnk kellene te-

hit a P {7(2 2 13,6} esemény valésziniiségét, vagy mésként kifejezve a
fenti x2 mennyiség val6szinliségeloszlédsdt, '

A (10, 3.1) tsszeflggéssel definidlt 12 mennyiség természetesen
diszkrét eloszldsu val6szinliségi v4ltoz6, eloszldsa azonban j61 kozelithets
egy folytonos eloszldssal az un, X “-eloszldssal, hasonl6an, mint ahogy a
binomidlis eloszldst nagy N esetén kizeliteni tudtuk norm4lis eloszldssal.

Vegylik tekintetbe, hogy kockadobésndl az 1, 2, ..., 6 szdmok gya-
korisdgai az X11 X9y o0y Xg mennyiségek binomidlis eloszldsuak,
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Legyen most

Ekkor a z, véltozok (ugyancsak binomiélis eloszl4suak) nagy szdmu
kisérlet esetén kbzelitSleg normélis eloszldsuak .

A (10. 3. 1) vsszefiiggés alapjén
& - Npl

Npi

6
=2 %
i=1

6
=D 22
i=1

A 7C2 mennyiség tehdt felfoghaté, mint normélis eloszldsu val6sziniségi vél-
toz6k négyzettsszege, ahol a z, valtozok kbzbtt egy esetiinkben igen egysze-

rli linedris &sszefiggés 4l1 fenn:

Mo

Ugyanis
1 8 1
Z)+2Zy ... tZo= ——-—-Z (xl-Np)=.-——(N-N)=0
Np i=l Np
mert
§ N
xl+x2+...+x6=N és % Np=6—6—=

A x eloszlds térgyalésémil mondottak alapjdn {14sd 5.14/a pont)
a (10.3.1) osszefliggésben szereplé x2 mennyiség eloszldsa kizelithets az
5. szabadsdgfoku X“ eloszldssal, amelynek stirliségfliggvénye:

X
2
e

ko (x) =
> (

)

B
mjen] Mg
(XYIY)]

2°r
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E siiriiségfuggvény gorbéje a 79, dbrédn lithats. Annak
val6szinlisége, hogy kockadobdsnil x2 > 13,6 legyen
a fiiggvény alatt 13,6-t6l jobbra esé terlilet mértékszs-
miéval egyenls, azaz

7 Y
2
P(X“ 2 13,6) = /k(x)dx=1-k {13,6)
1363 5 79. dbra

ahol X
ks(x) =/(; ks(t) dt

A ;Lz eloszlds tdbldzatdt haszndlva (I. tibldzat) megéllapithité, hogy 5 sza-
badsdgfoku X 2_eloszlds esetén annak valészintisége, hogy A“ 2 13,6 legyen,
kisebb, mint 0,02. Mivel szab4dlyos kocka mellett x“ 2 13,6 igen kicsiny
valoszinliségl, a Ho hipotézist elvetjuk.

A tdrgyalt példdban kovetett gondolatmenetet alkalmazzuk tetszGleges
diszkrét eloszldsu véletlen mennyiségre vonatkozé tiszta illeszkedésvizs-
gilatra.

Ha egy N elemii megfigyeléssorozatban a ( 2 x; = N),

kl' k2' oy kn
értékek rendre

xl,xz, sy Xn

gyakorisdgokkal fordultak el§, s az a Ho hipotézislink, hogy a sokasig,

amelybdl megfigyeléseink (kisérletiink) 41tal mintdt vettiink, clyan diszkrét
eloszldsu, amelyben a kl érték bekovetkezésének Py, @ k2 értéknek Porees

a kn-értéknek p, @ val6szinlisége, akkor a Ho hipotézisink helyességének

ellen6rzése céljdbol a kisérleti adatok alapjén kiszdmitjuk a

2 2 2
xz - (xi NDI) N N (xl'l = an) B i (xl - Npl)
Np Np, i=1 Np;

mennyiséget
(Megjegyezziik, hogy szdmitdsi célra a X° mennyiség egyszerubb
alakra is hozhato):
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2 2 2
n (xi-Npi)— n ?1_2xini+N2pi i
T Ny i Ney
2 2
noX n n n Xy
da ot S fne S

A (10.3.1) alatti }C mennylség eloszl4sét n-1 szabadségfoku X -elosz-
ldssal kozelitve a X2 eloszl4s tibldzatdbol megkeressik azt az x meny-
nyiséget, amelyre

2 =1 - =
P(X*2x)=l-k 4 &)=E

ahol £ egy megadott kis szdm, £ > 0. Ha a szédmitott 7(2 mennyiség ér-
téke nagycbb, mint x e’ akkor ez azt jelenti, hogyha hipotézislnk igaz len-

ne, akkor olyan esemény kovetkeznék be, amelynek valészinlsége kisebb,
mint £ . Mivel igen "valésziniitien" esemény kovetkezett be, elvetjlik a H

hipotézist. Ha viszont a {10. 3. 1) alatti x, mennyiség értéke kisebb, mint
Xg akkor a kisériet nem szél a H0 hipotézis ellen.

Becsiéses illeszkedésvizsgilat ; xz-prdbéval

Abban az esetben, ha ismerjiik azon elméleti eloszlds paramétereit,
amelyre H hipotézistink vonatkomk akkor ezeket a minta (megfigyelés so-

rozat) adata1bdi becsiiljilk, 8 ezutdn becsléses illeszkedésvizsgélatot végez-
hetiink.

Ha pl. feltételezzlik, hogy megfigyeléssorozatunk adatai egy normé-
lis eloszldsu sokasdgh6l szdrmaznak, s megfigyeléslink eredményei a
€y fz, vees fn szdmok, akkor a feltételezett normélis eloszl4s varhat6

értékét a mintakozéppel, szérdsnégyzettel becsliljik, azaz az eloszlds pa-
ramétereinek az

m -~

_ & +E +... +F
F - 1 °2 N

N
2 2 1 g
6 ~ SN-I = _N_l Z (fi -f)




mennyiségeket tekintjiik, s feldllitjuk azt a Ho hipotézist, hogy min-
tdnk az

2
x5
)
1 2SN-].
(10.3.2) fx) = ———e
2 g2
: N-1

siiriségfiggvénnyel bir6 normélis eloszldsu sokasdgh6! szdrmazik, Jelsijlik
ezt a sokasigot reprezentil6 valészintiségi viltozét ¥ -vel,

Az illeszkedésvizsgdlatot ezutdn a kbvetkez6 médon végezziik, £ ér-
téktartoméinydt valamilyen ésszerl médon n szédmu intervallumra osztjuk
(a gyakorlatban n értékének 10-15 korUll szdmot célszerl venni), s a nor-
mélis eloszlds tdbldzata segitségével megdllapitjuk, hogy mi a valészini-
sége annak, hogy & értéke az egyes intervallumokba essék.

N

7X;

X Xz [ X/-_/ X; _____ X
80, dbra

Pi. annak valészinisége, hogy ¥ értéke a Ax, intexrvallumba essék (az
f(x) sirliségfiggvény alatti teriiletnek a Ax, intervallum 618 es6 része):

~

F(x)-F(xi_l) =B -

Ha a sokasdg, amelyb8l mintdnk szdrmazik, val6ban a (10.3.2) alat-
ti stiriiségfiiggvényli normélis eloszldssal bir, azaz ha a Ho hipotézis igaz,

akkor annak valésziniisége, hogy [ értéke a Ax, intervallumba essék,

i
éppen Ia'i, és annak vdrhat6 szdma, ahdnyszor N kisérlet sordn ¥ értéke
PAN x, -be fog esni: Nﬁi .

Most megszdmldljuk, hogy a megfigyelt fl’ fz, . fn értékek
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kozul hiny darab esik az egyes intervallumokba., Tegylik fel, hogy a Axi

intervallumba ezen értékek koziil m, szdmu esik i=1, 2, ..., n:

X, =00, X = ©0) és megalkotjuk a
n {(m, - Np )2
XZ - Z i pi
i=1 Npy
mennyiséget.

2
Az igy szdmitott X~ mennyiség most is x2 eloszldsu, a szabadsdg-
fokok szdma azonban kevesebb, mint a tiszta illeszkedésvizsgilatndl, mert
a ﬁ'i val6szinliségek most g-tél és Si_l-té’i fiiggnek. A szabadsdgfokok

szdma ezértn - 1 - 2 = n - 3, (Elméletileg klmutatfnato, hogy becsléses
illeszkedésvizsgdlatndl, amennyiben a szdmitott X~ mennyiség n-szdmu
komponensbél 3ll, a kozelité ¥ 2 ¢loszlds szabadsdgfokainak szdma n-1-
nél annyival kevesebb, amennyi a becsiilt paraméterek szdma.)

Megjegyezzik, hogy az intervallumok hosszédnak megvdlasztisdnél
arra kell ligyelntink, hogy Np; 2 10 legyen.

A fent leirtak sordn egyben igyekeztiink érzékeltetni, hogy folytonos
eloszlds esetében is hasznédlhat6 egy alkalmasan szdmitott X~ mennyiség
illeszkedésvizsgalaira. Meg kell azonban jegyezniink, hogy folytonos el-
oszldsok esetén eljdrdsunk az osztépontok onkényes megvilasztisa miatt
kevésbé megbizhatd, mint diszkrét eloszlds esetében.

Folytonos eloszldsra vonatkozo hipotézisek ellenfrzésére a 10, fe-
jezetben taldlhat6 médszerek megbizhatébbak.

10.4 A minta véletienségének vizsgalata

Mint az eldz6 fejezetekben 14ttuk, a matematikai statisztikai vizsgi-
latokhoz kiinduldsul a vizsgdlt € val6sziniuségi vdltozora vonatkozé n
szdmu megfigyelési adat, a El' 1 ST ‘§'n minta szolgél. A mintaele-

mekr6l mindvégig feltettiik, hogy fluggetlenek és azonos eloszldsuak, Rovi-
den ismertetiink most egy eljdrdst, amelynek segitségével ellenbrizhetjik,
hogy teljesiil-e ez a feltevésiink. Az eljdrdst Wald és Wolfowitz dolgoztdk
ki. Feltételezziik, hogy a vizsgélt € valosziniscpi vdltozo folytonos F(x)
eloszldsu.

A gl’ fz, vy En mintdrél azt mondjuk, hogy véletlen minta, ha a
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mintaelemek teljesen fliggetlenek és azonos eloszldsuak. Azt, hogy a vélet-
lenség feltétele teljesiil-e, a kovetkez6 moédon ellendrizhetjlik. Képezziik a
mintaelemek szdmtani kozepét, a

- S5t +E

mennyiséget és vonjuk le a mintakbzepet mindegyik mintaelemb6l, azaz al-
kossuk meg a

fi =§1'§' §é=f2-§ ""'f;l=§n-f

valészinuségi vdltozékat, ami 1ényegében csak az orig6 specidlis megvdlasz-
t4s4t jelenti. (Az origot a § pontba helyezztk.)
Képezzlk most a kivetkezs statisztikai fliggvényt:

n-1

R=2 ¥ FlL 450 -

R nyilvdn valészintiségi véltoz6, mint minden statisztikai fliggvény. Wald
és Wolfowitz kimutattdk, hogy

M (R) = - ’
n-1
szérisnégyzete:
2 n n 2 n n 2
fo) I & (fo) -2 5 ¢! (Z ff)
Dz(R): i=l i=1 + i=1 i=1 i=1

n-1 (n-1) (n-2) (n - l)2

Az emlitett szerz6k ugyancsak kimutattdk, hogy az R valdszinliségi vdlto-
z6 szimptotikusan normélis eloszldsu, azaz n»oo esetén:

X 2

t
"7
P(&.—mq):, 1 / d&.
D (R) %
j"-C.\O
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Ennek alapjén, ha n elég nagy ahhoz, hogy hatdreloszldst haszndlhassunk,
{n >> 30), akkor ha

* _ R-M(R
R ="5®)

értéke kivill esik a (-2, +2) intexrvallumon, el kell vetnlink a véletlenségre
vonatkozé hipotézislinket. :

10.5 Crameér-Mises proba

A Kolmogorov-préba esetében az Fn(x) empirikus eloszldsfliggvény-

nek az F(x) elméleti eloszldsfliggvényt6l valé tdvolsdght a két flggvény k-
zbtti maximailis eltéréssel (illetve annak abszolut értékével) mérilk, s a
Ho hipotézist, amely szerint a vizsgdlt ¥ val6szinlségi véltoz6 eloszlés-

fggvénye F(x), akkor fogadtuk el, ha a fenti médon mért tdvolsdg | n-sze-
rese elég kicsinek ad6dott,

Két flipgvény tdvolsdginak egy mésik szokdsos mérfszdma, a két
figgvény kozbtti kiiltnbség négyzetének integrilja, Tekintettel arra, hogy
az Fn(x) empirikus eloszldsfuggvény értéke minden rogzitett x-re valészi-

niiségl véltozs, kovetkezlleg valoszintségl véltoz6 az F_(x) mennyiség is.
Tételezzik fel, hogy a benntinket érdeklé ¥ valoszinliséngi véltoz6 elosz-

lisfuggvénye F{x). Legyenez a H, hipotézis. Definifljuk az v valoszi-

niiségi véltoz6t az

7 =a[F,60 - Fey ]

mennyiséggel, vagyis az empirikus és elméleti eloszldsfiggvények négyze-
tes eltérésének n-szereségel. A Cramér - Mises préba alkalmazédsakor az

<o
(0.5.1) M(7) = W = n /[Fn(x) - Fe]? aFeo
- 00

mennyiséget (a két fuggvény kozotti négyzetes eltérés n-szeresének virha-
t6 értékét) haszndljuk annak mérésére, hogy mennyire tér el az empirikus
eloszldsfuggvény az clméleti eloszldsfliggvénytdl, Minél kisebb M( 1), an-
nél jobban illeszkedik a minta a feltételezett elméleti eloszldshoz,

A (10.5.1) formula gyakorlati szdmitdsok céljdra a
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f}f =%, ¥ ?; =Xy e § : = x_rendezett mintaelemek figyelembevéte-
lével a kiivetkez§ alakban irhaté6: 7
2

n 21 -1
+ 2 [F &) - =5z ]
i=n

(10.5.2)

Ha vélasztunk egy 0 < ot < %— mennyiséget (a gyakoriatban oc = 0,05

vagy o= 0,001 szokdsos), akkor minden n-re meghatérozhat6 egy w(n, cc)
szdm ugy, hogy a Ho hipotézis fenn4lldsa esetén

P (wzn > win,o) S
teljestiljbn.
A H hipotézist w > win, o) esetén 1- X szinten elvetjik. A meg-
feleld w(n ) szﬁmokat Walsh hatdrozta meg.

A w2 valésziniiségi viltozé hatdreloszldsdt Owen, Anderson és Dar-
ling hatérozték meg. A Cramér-Mises proba ereje lényegesen nagyobb,
mint a xz probéé.

Kétmintds Cramer-Mises préba

A Szmirnov-prébshoz hasonléan a Cramér-Mises préba is hasznélhat6
annak eldontésére, hogy két minta azonos folytonos eloszlésu statisztikai
sokasdghol szdrmazik-e,

Tegytik fel, hogy ¥, %3y ..., ¥, minta a folytonos F(x) eloszlis-

figgvénnyel bir6 ¥ valoszinliségl véltozéra vonatkozé megfigyeléssorozat,
az Nys Ygr eeer P minta a folytonos F(x) eloszldsftiggvényd 7 val6-

szintiségi véltozéra vonatkozik,
A Ho : F(x) = G(x) hipotézis ellenfrzésére most a

2
-G 00] d Ko

statisztikdt haszndljuk, ahol N= m +n, és

(10.5.3) WN =

K@) = [0 Fy0) +10 6 60)]
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Mivel Fn(x) és Gm(x) lépcsbs fuggvények, dKN (x) minden olyan x pont-

ban, hol egyik lépcséfliggvénynek sincs ugrdsa, igy a (10.5.3) formuldban
szerepl§ integrdl Gsszegezéssel szdmithat6.

A WN statisztika hatireloszldsdt (nagy n és m értékek esetén

haszndlhaté) Kiefer hatdrozta meg és tdbldzta. Abban az esetben, ha
WN bizonyos kritikus mennyiségnél nagyobbnak adodik, elvetjiik a Ho hipo-

tézist.

-272 -



11. fejezet

HIBAELMELET

11.1 Kézvetlen megfigyelések

Valamely fizikai mennyiség meghatdrozdsa, mérése folyaman minden
egyes mérési eredményt (megfigyelést) mérési hiba terheli. Ha ugyanarra
a mennyiségre nézve ismételt méréseket végzlink, akkor az eredmény dlta-
ldban mérésrél-mérésre valtozik. A hibaelmélet - amelynek eredete
Gausshoz és Laplacehoz nyulik vissza - olyan moédszereket dolgoz ki, ame-
lyek segitségével a vizsgdlt fizikai mennyiség numerikus értéke megbe-
cstithet8 a kapott mérési eredményekbdl és amelyek lehet6vé teszik szé-
munkra, hogy a kapott becslés pontossédgédra bizonyos hibahatdrokat adjunk
meg,

A mérések alkalmdval fellépd hibdkat &ltaldban két csoportra szokték
osztani, a szisztematikus rendszeres hibdk és a véletlen hibdk csoportjé-
ba.

Szisztematikus hibdnak 41taldban a mérdberendezésben vagy a megfi-
gyelési rendszerben rejlé hibdkat nevezik. Ilyen pl., ha egy fémdarab su-
ly4t akarjuk meghatdrozni egy mérleg segitségével, s a hasznalt sulysoro-
zat egyes sulyai a szabdlyos sulyokndl konnyebbek. Ilyenkor minden méré-
si eredmény torzitott, s a torzitottsdg ardnyos a sulyok hibdjdval. (A fém-
darab sulyit a val6sdgosné! nagyobbnak mérjiik.) A szisztematikus hibdk a
mérdéberendezés vagy a megfigyelési modszer gondos elemzésével, vala-
mint ellenérzésével dltaldban kikiiszobolhetdk, s a tovdbbiakban feltesz-
sziik, hogy méréseinket szisztematikus hibdk nem terhelik.

Akdrmilyen mérési, ill. megfigyelési modszerhez folyamodunk, min-
dig szdmolnunk kell véletlen hibdk fellépésével, amelyek okait nem tudjuk
pontosan szdmitdsba venni. DIyen okok lehetnek tobbek kozott a berendezés
elGre nem lthaté rezgései (pl. villamos megy el az éplilet eldtt), a hémér-
séklet ellendrizhetetlen villozdsai, leolvasdsi hibdk szemiink elfiraddsa
kovetkeztében, gyenge 1égdramlds stb. A véletlen hibdk 4ltaldban szdmos
olyan tényez kovetkeztében 4linak el8, amelyek egyenként csekély mérték-
ben hatnak ugyuan, de hatdsuk osszegez6dik. Az igy fellép6 véletlen hibdkat
valosziniiségi vdltozoknak tekintjik, s valosziniségelméleti médszerekkel
tdrgyaljuk dket,

A centrilis hatdreloszlds-tételbdl tudjuk, hogy normélis eloszlds
16p fel minden olyan esetben, amikor nagyszdmu, kilon-kiilon kis mérték-
ben haté véletlen tényezd Ssszegezett hatdsdro) van sz26, és ezek a ténye-
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z6k egyméstol fiiggetleneknek tekinthetSk. Ugy fogjuk fel, hogy az egyes vé-
letlen tényez8k okozta hibdk fl , 'fz, cees -Fn val6sziniiségi viltozék, amely

Ei viltoz6k bsszességlket tekintve (legaldbbis j6 kizelitésben) filggetlenek,

s az egyiittes hatds eredményeként fellép6 hiba, amelyet a ¥ valészinii-
ségi véltozoval jeldlink, a fl , fZ’ seay ‘fn véltoz6k Usszege, azaz:

E=% +5,+... + %,

Itt a ¥ normdlis eloszlésu valészintségi valtoz6. A mérendd mennyiség
tényleges nagysigit a ¥ valészinlségi véltoz6 m vdrhaté értékével, a
mérleszkoz pontossigit pedig a ¥ viltoz6 S sz6réisdval azonositjuk,

Ezek alapjén a mért fizikai mennyiség m nagysdgét (numerikus ér-
tékét) n szdmu mérés elvégzése utén a kapott

T S X
mérési eredményekbdl becsliljuk.
n

- n -
Kiszdmitjuk a ¢ = = , valamint az 52 - L (.- %)
noE ot =

=]

mennyiségeket és mint az el6z6kben ( ) l4ttuk, t alkalmas vdlasztisd-
val
-~ 8

+t
-0

b

n-1

az m-re kivént pontosségu konfidencia-hatdrokat szolgdltat, ahol a t, ér-

téket a Student-eloszlés tdbldzatbol keressiik ki (III. tdbldzat) az n-1 sza-
badsigfoknak megfelell sorbél,

Ha a nagy, pl. n>30, akkor adott pl. 95%-os megbizhat6sdgi szin-
tet véve kovetelménynek, a konfidencia hatdrokat a normilis eloszlds tdb-
l4zata segitségével is megdllapithatjuk.

(T-2-2—, E+2-=

fn /n

intervallum 95%-0s megbizhat6sdgi intervallum.
Ha ugyanis a vizsgdlt € val6sziniiségi véltozé N(m; &) eloszldsu,
ahol m értéke (a mért fizikai mennyiség numerikus értéke) ismeretlen, a

)
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& szérist tételezzik fel ismertnek (a gyakorlatban rendszerint ez a hely-
zet) és akkor a ¥ mintakozép N(m, €. ) eloszlssu, tehst
n

P(m-.?\—{% < f <m+¢\—%)=2¢(;\)-1

A zérdjelben 4116 esemény mindannyiszor bekovetkezik, valahdnyszor a ¥

5]

kozéppontu (f -A & , f+ A —= )intervallum lefedi az m ismeretlen
n Vn

(egyébként fix 4llando) értéket, azaz

P(f—i£<m<f+a—§—)=2¢(ﬁ)—l
Yn n

A = 2esetén2 ¢2) -1%0,95, te-
hét a fenti intervallum 95%-o0s kon-
fidencia intervallum. Ennek grafi-

kus megszerkesztését (_§_ =1

n
egységet véve) a 82, dbra mutat-
ja.

Ha & értéke ismeretlen és

5] 2-et az BP:T S:JZ tapasztalati

széréisnégyzettel becsliljuk, akkor
mivel a § szordsa

62
'—-'n ennek becsléseként az
¥n-1

. . s x
n esetében nem tér el lényegesen —— -tdl.
n

mennyiségeket kapjuk, ez pedig nagy



12. fejezet

KORRELACIO- ES REGRESSZIO ANALIZIS

12.1 Valbszinliségi valtozok kozotti sztochasztikus
kapcsolatokrol

A természettudomanyokban és a technikdban gyakran talélkozunk funk-
ciondlis Usszefiiggéssel, amelynél egy bizonyos fizikai mennyiség egy vagy
tobb mésik mennyiség egyértékii fliggvényeként jelenik meg, azaz

yzf(xl,xz, vees xn)

alaku fiiggvénykapcsolattal 4llunk szemben, tehdt az Xys Xgs oeny X vélto-

z6k értékeinek ismeretében y értéke egyértelmlen meghatdrozhat6., llyen
funkcionélis Osszefliggés valésziniségi valtozok kozott is fenndllhat. Ha a
€ és 4 val6szintiségi véltozok kozott funkciondlis kapcsolat van: 9= f (§),
akkor tehit § értékénck megismerése egyben 7% értékének ismeretét is
jelenti, § értéke egyértelmilen meghatdrozza 7 értékét. Gyakran két
(vagy tobb) valoszintiségi vdltoz6é kozott nem ennyire szoros az tsszeflig-
gés. El6fordul, hogy egyik véltoz6 pl. £ értékének ismeretében nem tud-
juk ugyan egyértelmien megmondani 7 értékét, de mégis egy sziikebb in-
tervallumot tudunk megadni, ahova 7 ért¢ke nagy valosziniiséggel csik,
mintha ¢ értékét nem ismernénk.
Képzeljik el pl., hogy valamely

( £,7) val6sziniiségi valtozépirra sok

megfigyelést végziink, s az észlelt
7 (x i y.l) (i=1,2,...,n) értékeket mint

véletlen pontokat egy koordindta-rend-
szerben dbrézoljuk, amelynek ered-
ménye a 82. dbrén l4that6 alaku
pontfelhd:

Ekkor ha €= X, 32 7 véltoz6

o
...___)~_.\l
——

A
e értéke nagy valoészinuséggel az A
intervallumba esik, mig ha § = x,, ak-

1
|
1
|

pmm el :
\
n

SS -k
T

kor nagy a valésziniisége, hogy %

megfigyelt értéke a p intervallumba
esik. llyen esetben, amikor tehdt £
82, dbra értéke nem hatdrozza meg egyértel-
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miien ) értékét, de § kulonboz6 értékeihez 7 -nak mdés eloszldsa (leg-
aldbbis mds paraméerekkel bir6 eloszldsa) tariozik, azt mondjuk, hogy
§ és 9 kbzont sztochasztikus kapcsolat van.

Ha pl. mind §, mind U] tobb véletlen komponens fliggvénye,

§ =f (;l' ;2' ----;i)

N2t (5)r Bgn -0 gy

ahol az argumentumok § ill. % értéké meghatdrozzik, § és n kozou 41-
taldban nem fogunk fliggvénykapcsolatot észlelni, de sztochasztikus kapcso-
lat 4ltaldban mutatkozni fog kozbttik. Ilyenkor ¥ nem argumentuma 7 -
nak, legfeljebb argumentumainak egyike, de lehet, hogy az sem, mégis

ugy tiinik, hogy f értéke befolydsolja 7 értéket, mert mindkét vdltozé nagy-
j4b61 ugyanazon véletlen hatdsok eredménye, legaldbbis a 1ényegesebb hati-
sok kdzosek.

A matematikai statisztikdban kiilldnbdzé médszereket dolgoztak ki a
sztochasztikus kapcsolatok vizsgdlatira. E moédszerek egyike az un, korre-
14ci6-elmélet. Két val6szinliségi v4ltozé kozotti korreldcios egyiitthats fo-
galmédval mir a pontban megismerkedtiink. El6fordul, hogy § és 7
pontos eloszldsdt nem ismerjik, ilyenkor a

¢ - MLCE-M(E) (1-M el
D(¥) D (7

korreldci6s egyiitthatot sem tudjuk meghatdrozni, hanem a (¥, ) véltoz6-
pdrra vonatkoz6 (xl,_y].) i=1,2,...,n) megfigyelt értékpdrok, a minta

alapjan kell becstiilniink, megalkotnunk a "tapasztalati” vagy "empirikus”
korrel4ci6s egyiitthatot.

A tovébbiakban vizsgilni fogjuk a sztochasztikus fiiggés néhény alak-
jit és megmutatjuk, hogy bizonyos elméleti mennyiségeket hogyan célszeri
becsiilni.

A korreldci6-elmélet egyik legfontosabb feladata prognézis feldllitd-
sa az 7 valoszinuségi véltozé értékére, ha a & val6szinliségi viltoz6,
amellyel 7 sztochasztikusan osszeflgg, adott értéket vett fel. Ez a meg-
fogalmaz4s a gyakorlatban felmeriil6 szémos probléma altaldnositdsa. Egy-
szerii példa erre: jelslje ¥ a Duna vizgyiijt5 teriletén bizonyos id6tartam
alatt lehullott csapadék mennyiségét, m pedig a Duna vizdlldsdt adott szel-
vényen. Nyilvdn ¥ és» kozott sztochasztikus kapcsolat van. A korreldcio-
elmélet segitségével tudunk bizonyos el6rejelzést adni a vizé4ll4s alakuldsa-
ra vonatkozélag, Ha tudjuk, hogy §= x, akkor az % véltoz6 értékére vonat-
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kozé "legjobb jéslatunk” az m véltozo feltételes vérhat értéke az
M(7 ! ¥ = x) szdmérték lesz.

12.2 Regresszidos-gorbék. Feltételes szorasnégyzet

Két valosziniiségi valtoz6 kozbtti sztochasztikus kapcsolat egyik leg-
fontosabb megnyilatkozdsa, hogy egyik véltoz6 feltételes closzlésa a m4sik
véltoz6 értékeire, mint feltételre vonatkoztatva, értékr6l értékre véltozik.
A feltételes eloszlds véltozdsa a paraméterek viltozdsét is jelenti, ezért
szlikséglink van a feltételes vdrhat6 érték alkalmazdséra:

M(|8t=%=5x
ME| =y =X

Ezeket a feltételes vdrhaté értékeket, mint fuggvényeket, regresszi-
Os gorbéknek nevezziik.

Ha § és = kbzott funkciondlis fliggés van, akkor ¥ (x) természetesen
azt a fliggést fejezi kit % = y(¥). Hasonl6 a helyzet a mésik regresszi6s
gorbével. Ez esetben 7 szérdsa §= x esetén zérussal egyenl8. Ha § és
7 kozott nincs funkciondlis tsszefliggés, csak ennél gyengébb sztochaszti-
kus kapcsolat, akkor 7 értékei sz6rédnak az ¥{x) gbrbe korul minden egyes
T = x rogritett érték esetén (ezt a sz6rédést természetesen csak akkor
észleljuk, ha elég sok megfigyelést végziink a (¥, 1) értékpdrra vonatko-
z6lag).

§7
Yix)

- o
83, dbra
E sz6r6dés klilonboz6 x érték esetén kiilonboz6 lehet, tehit maga a
szordédds is x fiiggvénye.

Ez a feltételes szordsnégyzet-fiiggvény diszkrét véltozok esetén
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m 2
@220 & @l =0" (n]0= 2 [3 -y ] 2|0

folytonos véltozok esetén a
oo
2 2 2
az.2.2) 67 (q|x)=D (q]x}=f[Y'y(X)] £ | x)dy
. -0

Két valésziniiségl vltozé kozotti sztochasztikus kapcsolat szorosséd-
girol elsbdleges képet nyerlnk az (xi, y.) pontokat dbrdzolé diagramok
segitségével: .

(a) (0)

84. 4dbra

€)

A korrelici6-elméletben els6dleges szerepet a feltételes varhat6 ér-
ték gorbe és a feltételes szords jitszik.

Ha az ¥{(x) regresszi6s gorbe ismert és ha a § val6sziniiségi véltoz6
adott Xy értéket vett fel és az 7 véltoz6 leendd Yo értékére vonatkozéslag

josolunk, akkor D(7 |x) a j6slds 4tlagos kvadrativ hibdjaként foghato fel.
Mivel D(7 | x) az x véltoz6tol fugg, a joslds pontosséga is x-t6l figg, az-
az att6l, hogy ¢ melyik értékét veszi fel. Ha a joslds 4tlagos pontossigi-
r6] akarunk beszélni, akkor az 4tlagos feltételes szordsnégyzetet haszndl-
juks

m
(12.2.3) M{o? (1) 2 6% (q1x) k)
i=1 ‘
2 2
(12.2,4) M{D" (q I 0} = f 6 (m 1 x) f(x) dx
- cQ

A (12.2.2) formula alapjdn konnyii beldeni, hogy
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(12.2.5) M{D2

[ =

2
- [ Jo-7e) tex naxay=m[y- 58]

oo oo 2
('qlx)}=ff[y-§(x)] fly | x)f(x)dy dx =

-00 ~00

2

12.3 Regresszid a legkisebb négyzetek elve alapjan

Tegylk fel, hogy megfigyelésiink tdrgyét a(§, 7 ) val6sziniiségi vek-
torviltozé képezi, amely folytonos eloszldsu, h(x, y) kétdimenzids szbg-

85. dbra

fiiggvénnyel. A (§, %) véletlen pontra
vonatkozdlag nagyszdmu megfigyelést
végezve és a nyert pontokat koordind-
ta-rendszerben dbrizolva egy pontfel-
hét nyerlnk (85. dbra).

Ha a ¢ és % vdltozsk kozotti
sztochasztikus flggést kozelitlleg
fuggvénykapcsolat formdjiban kivdnjuk
kifejezni, akkor keressiik azt az
y = ¢ () fiiggvényt, amely a fenti
pontfelh8hoz a legjobban illeszkedik a
legkisebb négyzetek elve alapjdn, azaz
amelyre

2
M [’1 - (% )] = minimum

Nem nehéz kimutatni, hogy a minimum feltételt kielégits fiiggvény ép-

pen az

“M(qE=x)=F ®

fuggvény, az 1 vdltoz6 §-re vonatkozé regressziés gorbéje.
Ugyanis, ha g(x) tetszfleges mdsik fiiggvénye x-nek, akkor rogzitett
€ = x helyhez tartozé (] viltozé értékét ozx-szel jelotve a Steiner-formula

szerint {lasd: 3.3 pont)

2 2
(12.3.1) M[g, - M (0] £ M [y, - g0]
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Mivel a (12.3.1) egyenlStlenség minden x-érték mellett igaz, igaz az y(x)
figgvényre.

Azt az eredményt kaptuk tehdt, hogy a (¥, % )pontokbol 4116 ponthal-
mazhoz z legkisebb négyzetek elve értelmében legjobban illeszkedd y =¢p(x)
figgvény az 7 véltoz6 ¥ -re vonatkozé regressziés gbrbéje: y = ¥(x).

Abban az esetben, ha a _(f ,» M )} vektorviltozs eloszlisa kétdimenzi6s
normailis eloszlds, akkor az y(x) regressziés gorbe egyenes. (Ugyanigy
x = X(y).)

Ekkor ugyanis

1 (x -ml)2 (x-m; (y-mz)
- 2y -29
2(1 -¢%) G2 6 6’2
1

+

hix,y) = e
276, 6, /1-92
2
(Y - mz)
+—_—-—.—_
2
C';2

Tovabbd az i véltozo feltételes siiruségfiiggvénye a (2.5.5) formula sze-
rint

2 2
T3 [v - my '9%0""‘1)}
2(l-¢ )62 1

hix, 1
g(ylx)=——§—"(,T)ﬂ i
fz_rfcz 1-0
6‘2

Rogzitett x esetén ez N (m2 +9Q - (x-mi)', 6'2 1- 92) normdlis eloszlds
' 1
stiriiségfiiggvénye, vagyis:
- 62
yx)=M(f=x)= m, +¢ z (X“ml)
1

Tehdt kétdimenziés normélis eloszlds esetén az y(x) regresszios gbrbe

6.
9%,—— irdnytangensii egyenes, amely itmegy az (ml, m2) ponton, a két-
1
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dimenzi6s normélis eloszlds esetén a korreldci6s egylitthaté geometriai je-
lentésére is fény derllt,

12.4 Linearis regresszio

Ha a (%, 7) val6sziniiségi vektorviltozo eloszldsdt nem ismerjik, ak-
kor az ¥{x) regresszi6s gorbe egyenletét nem tudjuk meghatdrozni. Az
(xi. yi) értékek halmaza, a megfigyelt pontfelh alakja sokszor lehet6vé te-

szi, hogy a ¥ és m véltozok kozotti figgést linedris fliggvénnyel kozelitsik
és ez a gyakorlat szdmdra legtobbszor kielégit6. Ilyenkor tehdt feltessziik,
hogy az % valoszintiségi v4ltoz6 a ¥ véltoz6 linedris fuggvénye, azaz kize-
litGleg 7= a¥ +b.

Keresslk tehdt azt az a ¢ +b linedris fuggvényt, amelyre

M[’Q- ag - b]z = minimum.
A zéréjelen beliili kifejezést 4talakitva, keresslk azon a és b szdmokat,
amelyekre
2
l\‘fll:";_-m2 -a((-m)+my-am - b] = minimum
ahol

M(§)=m, , M(7) = m,
Elvégezve a négyzetre emelést:
? 2
M { ("l-mz)2 -2a{n- rnz)(’g- mi) +a (g - ml) +

+2 [mg-am1 - b] M [(‘rl-mz}-a(f— ml)] +(m2 -am -b)z} = rini-
nimum

Figyelembe véve, hogy
M [(1- my) - (€~ m)J= M (7= my) - M (§- m)) =0
M (1~ mp)’ = DX(7) =6
M (¢- mp)? = D? () =67
M[(g- m X7 mp)] =¢&| &)
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a minimalizdlandé fliggvény:
2 2
(12.4.1) f(a,b)=6'2-2ag6'1 6'2-0-&6'? +[n12—ar1ral -b]

Az f(a,b) fiiggvénynek csak ott lehet széls6 értéke, ahol mind az a mind
a b szerinti parcilis derivdltja zérus.

(12.4.2) =-29616'2+236f-2[m2-—am1 -b]ml=0

2-aml-b]=0.

21
da
of _ _
(12.4.3) 55 =2 [m
A (12.4,3) bsszefliggésbfl

b=m2-aml

Ezt az értéket (12.4.2)-be helyettesitve:

4
A keresett linedris fliggvény tehdt:
6"2 6'2

(12.4.4) y=9ETx+m2'—6Y I.'I'll
melyet a kovetkezd alakra hozhatunk:

: y - m, x - my
(12.4.5) =9

62 6'l

Elméleti vizsgdlatunk tehdt azt mutatja, hogyha a § és + valészinuségi
valtozokat standardizdljuk, azaz a

% §-ml e 7~ m,
f - GA‘ 1P’l _——gw

2

értCkeket tuntetjiuk fel a koordindta-rendszerben, akkor az igy nvert pont-
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halmazhoz a legkisebb négyzetek elve értelmében legjobban illeszkedd egye-
nes itmegy az origén és irdnytangense éppen a ¥ és o kozotti korreldciés
egylitthat6.

Eddigi vizsgdlatunk a regressziéval kapcsolatban elméleti jellegit
volt, mivel vagy azt tételeztlik fel, hogy a (§, 1) valésziniségl vektorvél-
tozé kétdimenzi6s sirliségfuggvényét, hix,y)-t ismerjuk, vagg pedig ieg-
alédbb a o korreléciés egylitthat6, tovdbbd az M (€)= m,, D4(§)= & R

M(q[) = m,, D2( ‘rz)=6§ mennyiségek ismeretesek. A gyakorlatban azon-

ban igen sokszor az a helyzet, hogy mindezeket a mennyiségeket nem is-
merjlk. Nem tudunk teh4t mést tenni, minthogy a (§, 1) véietlen vektorra
vonatkozolag nagyszdmu megfigyelést végziink, s az észlelt (x,y,),

(xz,yz), cens (xn, yn) pontokat egy koordindta-rendszerben 4bridzoljuk.

86, 4bra
Ezutdin megkeresslk azt a y = ax +b egyenest, amely a nyert pont-

halmazhoz a legjobban illeszkedik a legkisebb négyzetek elve értelmében,
azaz meghatirozzuk azt azon a és b szdmokat, amelyekre

n
f(a,b) = Z (y1 -ax - b)2 = minimum

i=1

A megolddst a differencidlszdmitds segitségével nyerjik:

n
(12.4.6) —2—2:-22@1 - ax ~b)x, =0
i=1
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(12.4.7) —?-f—--zg'( —ax, -b) =0
4 ab " TtL Uity o s

A(12.4.6) és (12.4.7) vsszefiiggésekbdl az a és b ismeretlenekre az
aldbbi egyenletrendszert nyerjlik:

(fo) a+(in)b =in Y

(2 x) a+nd =2y,

A Cramér-szabdly alkalmazésdval:

ininxl
) 2y, = _“inyi'z"i Zy
as= 2 = 2
lein anf-(in)
.
ZX? in
b - in n =Z"f Zyi- in inyi

Iy x| aZx-(Zx )’
Zx n

i

Ezzel gyakorlatilag feladatunkat megoldottuk. A legjobban illeszked$ egye-
nes irdnytangense

n2xy - 2x 2y 2 R0 -9

i aniz -(in)z ) Z(Xi‘i)z

alakban is irhat6, amely kifejezés az elméletileg nyert irdnyhatdrozé becs-
lése:

a
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G.
2
Y

Tekintettel arra, hogy

‘/Z(yi-y)z ) lfz(xi-i)z
e R R L o et

5 2600 D
5, .
2 VZ-(Xi - x)ZZ (Yi-§)2

Az igy nyert r statisztikai fuggvényt tapasztalati korrelécios egyiitthat6-
nak nevezzlk, amely a ¢ elméleti korreldciés egylitthat6 becslése,
A bevezetett jeltlésekkel az (xi, yi) i=1, 2, ..., n) pontokbol 4il6

(12.4.8) g=xa

halmazhoz legjobban illeszked§ egyenes egyenlete:

S

5

(12.4.9) y=r1 (x - %) +¥

alakban irhat6. Ennek alapjdn ha § =x a megfigyelt érték, akkor 7 értéké-
re a legjobb lineédris "josldsunk” a  Usszeflggés szerinti y érték. A
{12.4,9) tsszefliggést konnyebh megjegyzés kedvéért

(12.4.10) I

alakban irhatjuk, teljes tsszhangban az elméletileg nyert (12.4.5) formuls-
val.

Felmerul természetesen az a kérdés, hogy adott n szdmu megfigye-
1ési adatb6l szdmitott r tapasztalati korreldci6s egylitthaté mennyire koze-
liti a § és 4 kozouwti o elméleti korreldcios egyutthat6t. Erre vonatkozélag
akkor tudndnk pontosabb vdlaszt adni, ha ismernénk az r statisztikai fligg-
vénynek (amely nyilvdn val6szintségi viltoz6) az eloszldsét. Ha a ¢ = (§, 7)
vektor eloszldsa kétv4ltozés normélis eloszlds, akkor r siirliségfiiggvénye

(12.4.11) £ (55 9)="Tl'_2—(1-92) a-2%) f 7

0Q1-¢ :t(z)n-l f l=x2

y =1zl
ahol @ az elméleti korreldcits egymg%zgé.



Ha & nem kétdimenziés normdlis eloszldsu, akkor r eloszldsdnak
meghatdrozdsa bonyolult feladat. Ha § eloszldsénak els6 négy momentuma
létezik, akkor r vérhaté értékére és szoérisnégyzetére érvényesek a k-
vetkez8 aszimptotikus formuldk:

2,2
(12.4.12) M(r) =g + 0 (IE)‘ D)= & 4;19 Y i o (nal/z )

A (12.4.12) osszefliggés mutatja, hogy az r tapasztalati korreldcios
egyltthat6 a ¢ elméleti korrel4ciés egyiitthaténak aszimptotikusan torzi-

tatlan becslése,
R.A. Fisher bevezette a

1+r
l1-1r

(12.4.13) z=—%— 1n

statisztikai fuggvényt, amelyre vonatkoz6lag, ha n nagy, akkor:

1+¢ ¢ 2, .1
n1~9 T2(n-1)éSD(z)"n—3

(12.4.14) M) = -;-1

Lithatd, hogy z szérdsnégyzete nem fligg a korreldciés egylitthatd
értékét6l, z elég 4ltaldnos feltételek mellett kozelitfleg normélis elosz-
14su a (12. 4. 14) formuldval kifejezett paraméterekkel.

Megjegyezzik még, hogyha a (§, 1) vektor eloszlisa kétdimenzi6s
normilis eloszlds, akkor a
T
(12.4.19) t=fn-2

1 -1

statisztikai fliggvény Student-eloszldsu n-2 paraméterrel. Abban az eset-
ben, ha ¥ és 7 fuggetlenek, a t statisztika értéke kizel van a zérushoz.
A (12.4.15) statisztika felhasznédlhat6 a HO:P(_E < x, 'tl<y)=P(_§< x) 1<y}

fiiggetlenségre vonatkoz6 hipotézis ellen8rzésére.

- 287 -



125 Korrelacid- és regresszio tébb valtozd esetén

Regresszi6s fellilet és sik

A miiszaki gyakorlatban sokszor tisztdznunk kell, hogy bizonyos meny-
nyiségek hogyan fliggnek més mennyiségekt8l, ezek kozill melyektsl fiiggnek
erbsen és melyekt§l 1ényegtelenlil, Sokszor vizegélnunk kell olyan kérdést
is, hogy két mennyiség erfs tsszeflggése valéban okszeri-e vagy csak to-
vabbi mennyiségek okozzdk a szoros kapcsolat 14tszatét,

Tegyuk fel, hogy egy adott gyakorlati vizsgilatndl n szdmu meny-
nyiség jdtszik szerepet, ezek mindegyike valészintségi v4ltoz6 és egylitte-
sk egy n-dimenzi6s vektor ugyancsak valssziniiségi viltozs.

Az n szdmu véltoz6 bdrmelyikét vizsgilhatjuk a ttbb n-1 véltozé
fuggvényeként, esetleg 2 (vagy hdrom) kivdlasztott viltozst a tobbi n-2 vagy
n-3 véitozo6 fliggvényeként, (Természetesen n megvélasztdsa bizonyos fo-
kig onkényes, mindenesetre igyeksziink a vizsgélt jelenség alakuldsdban 1é-
nyeges szerepet jitsz6 valamennyi komponenst figyelembe venni.)

Jeltljiik a széban forgd valészintiségl viltozok egyiittesét a
(%,.¢ g+ +-+» §,) véletlen vektorral, s ennek n-dimenzi6s suruségfugg-

vénye legyen f(xl » Koy eeny xn).
Vizsgélhatjuk, hogy a §1 véltoz6 értékeita §,, €5, ..., £, véltozok

mely fiiggvényének értékei ktzelitik legjobban. A legkisebb négyzetek elve
most is a feltételes vdrhat6é értékhez vezet, amely most n-1 v4ltozés fligg-
vény:

M(fllxz, Xgs «eny xn)=g(x2, Xay <ves X)
o0

fxi f(xl, Xpy eens xn) dx1

ot %]
o0

ff(x, Xos 000y X )dx
L S n 1

Aglx,, ..., x ) fuggvényt §, -nek, a (fz » -+« §)-Te vonatkoztatott
regresszi6s felliletének nevezziik, Adott rogzitett (megfigyelt) RgsXgresss X,
értékrendszer mellett g(xz, Xgy ooey x,) képviseli a lebjobb j6slést }’1

megfigyelendd értékére vonatkozolag,
Abban az eseiben, haa (§,, ¥ PRy fn) viltozok egylittes eloszlé-

sa n-dimenzi6s normélis eloszlds, akkor a regresszios feliilet sik, vagyis
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X =M(g ] §,=%), 0¥ =x) =apy Xy F A, tx k... b X ta

A fl véltoz6 helyett természetesen a § i véltozok birmelyikét kifejezhet-

juk a tobbi véltozé flggvényeként, esetleg nem is mindegyik v4ltozot vesz-
sziik a fz, coss fn viltozok kozil. Annak kifejezésre juttatisa, hogy me-

lyik véltoz6t emeljlik ki és mely tobbi véltoz6 fliggvényeként kbzelitjiik, meg-
lehet§sen bonyolult jelslésméddal lehetséges, amelyet nem kivdnunk beve-
zetni, inkdbb megdllapodunk, hogy mindig az aktudlis kivédlasztott véltozoét

Hasonl6an a két valésziniségi vdltozé kozotti regresszis gorbe egye-
nessel val6 kozelitéséhez, tobb val6szinliségl v4ltoz6 esetében is gyakran
megelégsziink egy kivdlasztott fl véltoz6 értékeinek linedris fliggvénnyel

val6 kizelitésével, meghatdrozzuk azt a regressziossikot” (valéjdban n-1
dimenziés un. hipersikot), amelytél fl értékei a legkisebb négyzetek elve
értelmében a legkevésbé térngk el,

Egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy

M(fi)=0 i=1,2, ..., n
Ezt mindig elérhetjiik azdltal, hogy mindegyik val6sziniiségi viltozébsl le-

vonjuk a vdrhaté értékét,
Keresslik tehdt azt a

Fi=apfyta St ta ¥

n-1 véltozos linedris fiiggvényt, amelyre
2 .
(12.5.1) M(f1 -8, §2 -al3f3 - ... —alngn) = minimum

Feltételezve, hogy a széban forgs véltozék folytonos eloszldsuak, a (12.5.1)
Usszefliggést integrél alakban is irhatjuk:

L= < I~ s ] .
5 .
(12,5.2) // (xl T 89Xy ... -alnxu) f(xl’XZ""’xn)dxide"'dxn =
-0 -0
: = minimum

A vegyes momentumok jelolésére (kbvarianciék) bevezetjik a
[=o)

bij = bjir = fxi x}. f(}:l-,xz, - {xn) dxldxz. . .dxn
jelolést. Specidlisan ~*°
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2 2
b, =M(5, )=D(¥) a=1,2,...,n

Differenciildssal az ismeretlen 2, egylitthat6ékra a kovetkez§ linedris
egyenletrendszert kapjuk: )

bi2 2, +b13 a4 +...+bin aln=b11 i=2,3,...,n)
Feltéve, hogy
b11 b12 vee bln
_ kovariancia-matrix nem szin-
(2.5.3) B= b21 b22 ce b2n guldris (azaz determindnsa nem
zérus),
bnl bn2 bnn
megolddsként az
Blk
{12.5.4) a = - e— k=1,2, ..., n)
ik B11

kifejezést nyerjlik, (ahol Blk' ill. B11 a blk' ill. b11 elemekhez tartozé

aldeterminéansokat jeltlik).
A §1 és fj valésziniségi viltoz6k korreldcios egylitthat6ja (ldsd:
pont)

Mg by

§y = = F
g gy Vo by

Képezzitk most az

¢ i=12,...,m

1 .

M,=51-2, 82723 §5--- e, 8T ET

n
11 =

TR

(itt figyelembe vettlk (12.5.4)-etl)

kllnbséget az un. maradékot, amelyet tehdt ugy nyerunk, hogy _El értéké-
bél levonjuk a linedris kozelitést, Konnyen beldthatjuk, hogy 'Igl korreldlat-
lan a fz, §3' s En viltozdkkal, viszont fl -gyel pozitivan korreléit.
Ugyanis
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n
M"Zl'fi’=M(71’fi)'j2=——l a; M, Ty =

’

E—B—l hai=j
B

=2 2n: B b, =< o

By 1m WU
0 hai#]

(It | B] a B kovariancia-matrix determininsét jelsli. ) Minthogy a
E 1’ fz, ceey ?n véltozok mindegyikének vdrhats értéke zérus, a (3.1.4)

és (3.1.5) tsszefliggések alapjdn kovetkezik, hogy M ('71) =0,

Megjegyezzik, hogy abbsl a ténybdl, hogy a B kovariancia-matrix
szimmetrikus, kovetkezik, hogy |[B| és B, nemnegativ értékek, s abban

az esetben, ha a fl . fz, vens En véltoz6k kozott nem 411 fenn linedris fug-

gés, a fenti determindnsok értéke pozitiv. Az 7, és §1 véitoz6k kozotti
korreldcisos egylitthato:

_MEp1) [
£ 50 =B Bi7,) | By By

Haa (¥ 1 fz, ceus f n) véletlen vektor-eloszlésa n-dimenziés normailis

eloszlds, akkor 7, fuggetlen a fz, .++2 § VAltozoktol, 7 -gyel pedig
pozitivan korreldlt, Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy "zl -ben a
$q 53' « s & véltozok hatdsét teljesen kiklszoboltik.

12.6 Parcialis korrelacio

Tekintstk ismét a§y, §,, ..., § valésziniségi vditozokat, Ha ki-
sz4dmitjuk a fi és ’fkvéltOZOR kozotti

(e, - Mcg)) [, - ]}
Ry 80 = Q= Dry ) oigp
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korrelicids egylitthatst, - amelyet szokds totdlis korreldciés egylitthatonak
is nevezni, - akkor mint a 3.5 pontban kifejtettiik, ez a korreldci6s
egylitthaté -1 és +1 kozott tetszlleges értéket felvehet, s ha abszolut értéke
ktizel van 1-hez, akkor azt mondjuk, hogy ¥ i és fk kozott szoros korreld-

ci6 411 fenn. Szoros korreldcié mutatkozhat annak kovetkeztében is, hogy
mind fi’ mind fk értékeinek alakuldsdt a tobbi valészintségi vdltozok ér-

tékeitl valé fiiggés irdnyitia, egymdéssal pedig nincsenek okozati dsszeflig-

gésben és taldn ha a tobbi vdltozd hatdsét kiklisztbOinénk, nem is taldlndnk
kozottik szoros korreldciot. A tobbi véltozs hatdsdnak kikliszobolése céljd-
b6l ugy jdrunk el, hogy mind fl-et, mind _‘fz-t kifejezzik a f3’ vees fs

véltozékra vonatkozé legjobb kozelité regresszios felliletekkel

1t n
WEZ g E 52 e,
Ezutdn képezziik a
il n
T=d 53 8y e el ]f;; “ %

maradékokat, amelyekrdl tudjuk, hogy a §3’ eres gn valtoz6kkal korreldlat-

lanok, egylittes normadlis eloszlés esetén pedig fiiggetlenek is téluk, vi-
szont 7, pozitivan korreldlt §l—gye1, 7, pedig pozitivan korreldlt $,-vel.

Az 1 és 19 maradékok kozotti korreldcis egyltthatét a € 1 és §'2 vélto-

zok kozotti parciilis korreldci6s egytitthatonak nevezzik. Ugy tekintjlik,
hogy a parcidlis korreldciés egyiitthaté 4 1 és §2 kapcsolatit tiikkrozi, meg-

tisztitva ezt a kapcsolatot a §2, cees fn valésziniliségi viltozok hatdsérol,
A parcidlis korreldcios egylitthatora bevezetjik a ktvetkezs jelolést:

1,2) MO 1) B2
B

93,4, ....,0 D@D
laats: By« By

ahol B, 2 B korreldci6s matrix (l4sd 12.5.3) b, eleméhez tartozé algeb-

rai aldeterminénst jeltli.

A korreldcio és regresszio elmélettel kapcsolatos mondanivalonk be-
fejezéséll még egy megjegyzést tesziink. Fejtegetéseink sorin a linedris
modell jitszott kbzponti szerepet, mind a kétvéltozés, mind a tobbviltozés
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regresszié esetében, mivel ennek kezelése egyszeril, a szdmitdsok keresz-
tiilvihet6k €s els§ kbzelitésre, a tendencifk megdllapitisdra a gyakorlatban
legtobbszbr kielégit8. Ennek ellenére elfordul, hogy két valdszinlségi val-
toz6 regresszi6s gbrbéje kvzelitfleg sem linedris, a (¥ ,7) viltoz6-pir
megfigyelt értékeibbl 4116 ponthalmaz egyditaldn nem "illeszkedik™ egyenes-
hez. Ilyenkor kereshetjuk <€ -nek azt az

2 n
a0+alf +a2§ +... +an‘§

n -edfoku polinomjdt, amely 7 -t legjobban ktzeliti a legkisebb négyzetek
elve értelmében, azaz amelyre

2 n, 2 ..
M("-a -8 §-a% -...-a% } ¥ = minimum,

Bevezetve a = 13T '§2 =f5 s fn = fn jelvlést, az ismeretlen egylitt-

haték meghatdrozdsdra most is alkalmazhatjuk a 12.5 pontban ismerte-
tett mdédszert, csak szem elftt kell tartanunk, hogy mit jelentenek most a

El . §2’ vees ?n véltozok,

A legkisebb négyzetek elve alapjén legjobban kbzelité polinomot szo-
kés polinomidlis regressziénak is nevezni. A kbzelit§ polinom fokszdmét
n-et illetfleg a megvélasztis bnkényes, legttbbsztr a ponthalmaz alakja,
vagy az elméleti siiriiségfliggvény ismerete nyujt tdmpontot. A gyakorlatban
4ltaldban harmad vagy negyedfoku polinommal megelégszlink, merxt ennél
magasabb foksz4dm esetén a szdmolds rendkiviil munkaigényes.

A legkisebb négyzetek médszere alkalmazdst nyer iddsorck elemzése
esetében is. Ilyenkor az argumentum az id§, a fliggvényéxtékek valészinii-
ségi viltozok, s a tendencidk megéllapitdsdra a legkisebb négyzetek mdodsze-
re hasznos szolgdlatot tesz. E kérdéskdr ir4nt érdekl6d8 olvass szdméra
utalunk a [8] és [18] munkékra,
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A nem teljes [ -fitggvény tdblézata

V. tébladzat

n A=0,001 A=0,002 A=0,003 A=0,004
1 0, 000999 0,001988 0,002995 0, 003952
2 000001 000001 000005 000008
n A=0,005 A=0,006 A=0,007 A=0,008
1 0,004987 0, 005982 0,006976 0,007968
2 000013 000018 000024 000032
A=0,009 A=0,01 A=0,02 A=0,03
1 0,008960 0, 005950 0, 019801 0,029555
2 000040 000050 000197 000441
3 060002 GO00D4
n A=0,04 A=0,05 A=0,06 A=0,07
1 0,039211 0,048771 0,058236 0, 067606
2 000779 001209 001730 002339
3 000010 000020 000034 000054
4 000001
n A=0,08 A=0,0% A=0,10 A=0,11
1 0,076884 0,086069 0,09563 0,104166
2 003034 003815 004679 005624
3 000080 000114 000155 000204
4 000002 000002 000003 000006
n A=0,12 A=0,13 A=0,14 A=D,15
1 0,113080 0,121905 0,130642 0,139292
2 006649 007752 008932 010186
3 000263 000332 000412 000503
4 000008 000011 000014 000018
5 000001
n A=0,16 A=0,17 A=0,18 A=0,19
1 0,147856 0,156335 0, 164730 0,173041
2 0i1513 012912 014381 015419
3 000606 000721 000850 000992
4 000024 000031 000038 000047
§ 000001 000001 000001 000001
n A=0,20 A=0,22 A=0,24 A=0,26
1 0,181269% 0,197481 0,213372 0,228948
2 017523 020927 024581 028475
3 00l149 001506 001927 002414
4 000057 000082 000114 000154
5 000002 000004 000006 000008
6 000001
n A=0,28 A=0,30 A=0,40 A=0,50
i 0,244216 ° 0,259182 0,329680 0,393469
2 032597 036936 061551 090204
3 002970 003600 007926 014388
4 000205 000266 000776 001752
3 000011 0000t 5 000061 000173
5 000001 00000 000004 000014
7 000001 000001

- 300 -




V.tébl, folyt,

n A=L,0 A=1,5 A=2,0 A=2,5
1 0, 63212 0,77687 0, 86466 0,91792
2 26424 44218 59399 71270
3 080630 19116 32332 45619
4 01899 06564 14288 24242
5 00366 01858 05265 10882
6 00059 00446 01656 04202
7 00008 00093 00453 01419
[ 00001 00017 00110 00425
9 00001 00002 00024 00114
10 00005 00028
1 0000k 00006
12 00001
n A=3,0 A=3,5 A=4,0 A=4,5
3 0,95021 0,96980 0,98168 0,98889
2 BO0SS 86411 90842 93890
3 57681 67915 76190 82542
4 35277 46338 56653 65770
5 18474 27456 37116 46789
6 08392 14239 21487 29708
7 03351 06529 11067 16895
8 01191 02674 05113 08659
9 00380 00987 02137 04026
10 00110 00331 00813 01709
11 00029 00102 00284 00667
12 00007 00029 00092 00240
13 00002 00008 00027 00081
14 00001 00008 00025
15 00002 00007
16 00001 00002
17 00001
n A=5,0 A=5,5 A=6,0 A=6,5
1 0,99326 0,59591 0,99752 0,99850
2 95957 97345 98265 98872
3 87535 91§62 92804 95696
4 73497 79830 84880 88816
5 44951 64248 71494 77633
6 38404 47108 $5433 63096
7 23782 21296 39370 47347
8 13337 19051 25603 32724
9 06809 10564 15276 20843
10 03£83 05378 08392 12262
1 01369 02525 04262 06684
12 00545 01099 02009 03389
i3 00202 00445 00883 01603
14 G970 00169 00363 00710
is 00023 00060 - 00140 00296
16 00007 00020 00051 - 00116
17 00002 00006 00017 00044
18 00001 00002 00006 00015
19 00004 00(02 00005
20 QO00L (0001
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V. tbl, folyt.

n A=7,0 A=7,8 A=8,0 A=8,5
1 0,99909 0,99945 0,99966 0,9%980
2 99271 99530 99698 99807
3 97036 97975 98625 - 99072
4 91823 93085 95762 96589
5 82701 86794 90037 92564
6 69926 75565 BO&76 85040
7 55029 62184 68663 74382
8 40129 47536 54704 61440
9 27091 33803 40745 47689
10 16950 22359 28338 34703
43 09852 13776 18412 23664
12 05335 07924 11592 15134
13 02700 04267 06380 09092
14 01281 02157 03418 05141
15 00572 0E026 0E726 02743
16 00241 00461 00823 01383
17 00095 0019% 00372 0i11}
18 00036 00079 00160 00300
19 00013 00031 00065 00130
20 00005 0oo1t 00025 00054
21 00004 00010 00020
22 00001 00003 00008
23 00001 00003
24 00001
n A=9,0 A=9,5 A=10,0
1 0,99988 0,99993 0,99996
2 99877 99921 99950
3 99377 99584 99724
4 97877 98514 98966
5 94504 95974 97075
6 88431 91147 93291
7 79322 83505 86986 .
8 67610 73134 77978 ¢
g 54435 60818 66719
19 41259 47817 54207
11 29401 35467 45696
12 19699 24801 30322
13 12423 16338 20844
14 07385 10186 13554
15 04147 05999 08346
16 02204 03347 04874
17 01111 01773 02704
18 00533 00893 01428
19 00243 00428 00719
20 00IG6 00196 00345
21 00044 00086 00159
22 G00i8 00036 00070
23 00006 00015 00030
24 00003 o006 00012
25 00002 00004
26 00001 00001
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A Poisson - féle eloszlés

VII. tdbldzat

P 1 2 3 4 S ] 7 -]
i} 0,36788 0,13534 0,04978 0,01831 0,00673 0,00247 9,00091 0,00033
1 0,36778 0,270667 0,14936 0,07326 0,0336% 0,01478 0, 00638 0,00268
2 0,18394 0,27067 0,22404 0,14653 0,08422 0, 04461 0,02234 0,01073
3 0,06131 0,18045 0,22404 0,19537 0,14037 0,08923 0,05212 0,02862
4 0,01532 0,09022 0,16803 0,19537 0,17547 0,13385 0,09122 0,05725
5 0,00806 | 0,03609 0,10082 0,15629 0,17547 | 0,16062 0,12772 0,091 60
[ 0,00051 0,01203 0,05040 0,10420 0,14622 0,16062 0,14%00 0,12214
7 0, 00007 0,00343 0, 02160 0,05954 0, 10444 0,13768 0, 14900 0,13959
8 0,00085 0,00810 0,02977 0,06527 0,10326 0,13038 0,13959
9 0,00019 0, 00270 0,01322 0,03626 0,06883 0,10140 0,12408
10 0,00003 0,00081 0,00529 0,01813 0,04130 0,07098 0,09926
Il 0,00022 0, 00192 0,00824 0,02252 0,04517 0,07219
12 0, 00005 0,00064 0,00343 0,01126 0,02635 0,04812
13 0, 00001 0,00019 0,00132 0,00519 0,01418 0,02961
14 0,00005 0,00047 0,00222 0,00709 0,01692
15 0,00001 0,00015 0, 00089 0,00331 0, 60902
16 0, 00004 0,00033 0,00144 0,00451
17 0,00001 0,00011 0,00059 0,00212
18 0,00003 0,00023 0,00094
19 0, 00001 0, 00008 0, 00039
20 0,00003 0,00015
21 UyOTIUO
22 0,00002
k 9 10 11 i2 13 14 15
] 0,00012 0, 00004 0, 00001
1 0,00EE1 0,00045 0,00018 0, 00007 0, 00002 0, 00001
2 0,00499 0, 00227 0,00101 0, 00044 0,00019 0, 00008 0,00003
3 0,01499 0,00756 0,00370 0,00177 0,00082 0,00038 0,00017
4 0,03373 0,01891 0,01018 0, 00530 0,00269 0,00133 0,00064
5 0,06072 0,03783 0,02241 0,01274 0,00699 0,00373 0,00193
5 0,09109 0, 06305 0,04109 0,02548 0,01515 0, 00869 0,00483
7 0,11712 0,0%9007 0,06457 0,04368 0,02814 0,0273¢9 0,01037
8 0,13176 0,11260 0,08879 0,06552 0,04573 0,03043 0,01944
9 0,13176 0,12511 0,10853 0,08736 0,06605 0,04734 0, 03240
10 0,11858 0,1251} 0,11938 0,10484 0,08587 0,06628 0,04861
11 0,09702 0,11374 0,11938 0,11437 0,10148 0,08435 0,06628
12 0,07276 0,09478 0,10943 0,11437 0,10994 0,09841 0,08285
13 0,05037 0, 07290 0,09259 0,10557 0,10994 0,10599 0,09560
14 0,03238 0,05207 0,07275 0,09048 0,1020% 0, 10599 0,10244
15 0,01943 0,03471 0,05335 0,07239 0,08847 0,09892 0,10244
16 0,01093 0,02169 0,03668 0,05429 0,07188 0,08655 0,09603
17 0,00578 0,01276 0,02373 0,03832 0,05497 0,07128 0,08373
18 0, 00289 0, 00709 0,01450 0,02555 0,03970 0,05544 0,07061
19 0,00137 0,00373 0, 00839 0,01613 0,02716 0,04085 0,05574
20 0,00061 G, 00183 0,00461 0,00968 0,01765 0,02859 0,04181
21 0,00026 0,00088 0,00241 0,00553 0,01093 ¢, 01906 0,02986
22 0,00010 0,00040 0,00121 0,00301 0,00645 0,01213 0,02036
23 0,00004 0,00017 0,00057 0,00157 0,00365 0,00738 0,01328
24 0,00001 0,00007 0,00026 0,00078 0,00197 0,00430 0,00830
25 0, 00002 0,00011 0,00037 0,00102 0,00241 0,00498
26 0,00001 0, 00004 0, 00017 0,00051 0,00129 0,00287
27 0, 00002 0,00007 0,00024 0, 00067 0,00159
28 0,00003 0,00011 0,00033 0,00085
29 0, 00001 0,00005 0,00016 0,00044
30 0, 00002 0, 00007 0,00022
31 0,00003 0,00010
32 0, 00001 0,00005
33 0, 006002
34 0,0000%
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