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Az olvasohoz

Bz a jegyzet a Matematika c. jegyzetsorozat kiegészitd
kétete. A scorozat a kdvetkezd kdtetekbdl 411:

I. k&tet: A matematika alapjai
IT. kbtet: Egyvdltozds valds fliggvények
III. kotet: Linedris algebra
iV. kotet: Végtelen sorok
V. kOtet: Tobbvditozds valds filiggvények
VI. kotet: Differencidlgeometria és vektoranalizis
VII. kétet: Komplex fliggvények
VIII. kotet: Differencidlegyenletek
Funkciondlanalizis -

A sorozat a szigorlati Matematika anyagot tartalmazza.

A sorozat nyolc kdtete tobb mint tizéves. Erre a kie-
gészitd kbtetre a kovetkezd okokbdl volt szlikség. Egyrészt
- tekintettel a funkciondlanalizis n&vekvs jelentdségére a
miszaki alkalmazdsokban - célszerd volt a nyolc kdtetben el-
szérva, nem hangsilyozottan szerepld idevdgd ismereteket egy-
ségesen, bizonyos mértékig kiegészitve tdrgyalni.
Masrészt a nyolc kdtetben egy sor olyan, ldtszdlag 6ndlld dj-
bé1l és 1jbdl megtanulandd anyagrész fordul eld, amely a funk-
ciondlanalizis keretein beliil egységesen, egy ismeretként
tdrgyalhaté. Ilyen mddon lehetSvé vdlik pl., hogy az egyvdl-
tozds valds figgvények megismerése utdn a hatdrérték folyto-
nossdg és derivalhatdsdo fogalmdt dltaldnosan, absztrakt mé-
don tdrgyaljuk és az igy szerzett ismereteket késdbb az Ssz-
szes tanult flggvénytipusra (tobbvadltozds fiiggvények, vektor-
vektor flggvények, komplex fiiggvények stb.) kdzvetleniil al-
kalmazzuk. Az absztrakt ismeretek elsajidtitdsdnak természe-
tesen megvan a maga nehézsége. A megszerzett absztrakt isme-
reteknek ugyanakkor azt az eldényét éivezhetjiik, hogy igen
szemléeletesen tudunk ldtni és mélyen megértiink bonyolult,
ldtszolag eltérd fogalmakat. Ezen az alapon vdlik igazdn éri-
hetdvé bonyolult fliggvénytipusok hatdrértéke, folytonossdga
eés derivdlhatdsdga az egyvdltozds filiggvényeknél megszerzett
szenléletre tdmaszkodva. A k&zdnséges vektorockrdl kialaki-
tott szemléletes ismereteink alapjdn fgy valik igazédn hozzd-
férhetdveé a Pourier—-sorok elmélete stb.
Harmadreészt az elmilt években a szigorlati matematika anyag
kiegészitése, ] ismeretek felvétele is sziikségessé valt.



Ezért kerilt az anyagba a miszaki alkalmazdsokat tekintve
kiemelkedd fontossdgu Laplace-transzformicid.

A jegyzet azokhoz a gépészmérntik hallgatdkhoz szdl,
akik a Matematika c¢. tdrgy elfaddsait és gyakorlatait l4to-
gatjdk. Ezért nem tartalmaz hosszadalmas magyardzatokat,
bevezetd és illusztrativ példdkat stb., hanem "csupdn" a
tulajdonképpeni anyagot lehet8ség szerint teljességre és
maximdlis tOmdrségre tdrekedve. A sorozatot a Matematika P&l-
datdr kotetei egészitik ki, amelyhez Kiegészitd Példatar a
Matematika Tdrgyhoz cimmel egy kiegészitd kdtet készil.
Ezekben az olvasd nagy szdami kidolgozott és kidolgozatlan
példit, feladatot taldl.

Budapest, 1984. mdrcius

A szerzd
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Bevezetés

A matematikdnak ez az dga alig 50 éves miltra tekint
vissza, tehdt meglehetdsen 4j.

Kifejlesztésében kimagasld érdemeket szereztek tdbbek kdzdtt
David Hilbert német, Neumann Jdnos magyar szdrmazdsid ameri-
kai, Ricsz Frigyes és Haar Alfréd magyar matematikusok.

A funkciondlanalizis jelentds, sét, ma miar azt kell
mondanunk, hogy alapvetd dga a matematikdnak, segitségével
a matematika ldtszdlag egészen kildnbdzd fejezetei is egysé-
gesen tdrgyalhatdk. E tudomdnydg nélkiil egy sor, az alkal-
mazds szempontjdbdél nélkiildzhetetlen eredmény nem létezne.

A miszaki tudomdnyokban, miszaki problémdk megolddsd-
ban egyre inkdbb tért hdditanak a funkciondlanalizis mdd-
szerei, eljdrdsai. A sok fontos alkalmazdsi teriiletbdl, ame-
lyek k&ziil néhdnnyal a hallgatd a késdébbi tanulmdnyai sordn
taldlkozik, példaképpen a k&vetkezbket emlitjlik: linedris
szabdlyozdsck, optimdlis irdnyitdsok, nemlinedris problémdk
kezelése, véges elemek mddszere, numerikus analizis.

A parcidlis differencidlegyenletnél nélkiilézhetetlenek a
funkciondlanalizis eszk&zei és szinte nincs is olyan mérnd-
ki tudomédny, ahol parcidlis differencidlegyenletek ne for-
dulndnak eléd.

A funkciondlanalizis 1lényegét tanulmdnyaink szempontjd-
b6l egészen tdombren a kdvetkezdképpen foglalhatjuk Sssze.

A kézbnséges vektorok fogalmdt dltaldnosithatjuk. Ennek az
&ltaldnositdsnak a révén a legkiildnbdzdbb matematikai struk-
turdk (pl. flggvény halmazok) vektorterekként kezelhetdk.
Ezekben az absztrakt vektorterekben sorozatokat és sorokat
értelmeziink és ezzel Adltaldnositjuk a numerikus sorozatok

és sorok fogalmdt is. Végill a flggvények fogalmdt is dlta-
lanositjuk: az egyvdltozds valds fliggvények tulajdonsdgait
kiterjesztjik absztrakt vektorokon értelmezett és absztrakt
vektor értékl (illetve skaldr érték{d) filiggvényekre, mds
néven operdtorokra (illetve funkciondlokra).

Ebb81 a rbdvid tsszefoglaldbdl az is kideriil, hogy a
"funkciondlanalizis" elnevezés nem hiven tiikr®dzi annak tdr-
gydt, inkdbb a matematika ezen dgdnak a tdrténeti kialakulg-
sdval fligg Yssze.

Erdemes &dttekinteni, hogy a minket k&riilvevd hdromdi-
menzios teret leird vektorok milyen tulajdonsdgait dltald-
nositjuk, miket "mentiink 4t" egyes absztrakt vektorterekbe.
Roviden felsoroljuk a tulajdonsdgok k&ziil a legfontosabba-
kat:



- a vektorok Gsszegezhetdk: v, + v, ,

1 =2
- skaldrral szorozhatdk: v ,
- létezik nullvektor: o ,

- az Osszeggel, skaldrszorossal és zérus vektorral
kapcsolatosan érvényesek az ismert miiveleti szabd-
lyok,

- beszélhetiink adott vektorok linedris Osszefiiggésérdl
és fiiggetlenségérél,

- létezik bdzis,

- bdrmely vektor a bdzis alkotta koordindta-rendszer-
ben kocordinatdival {x,vy,z) egyértelmlien megadhatd,

-~ a vektoroknak létezik abszolit értéke vagy hossza,
vagy normdja: |v]| , ' »

- két vektor skaldrisan Osszeszorozhatd: v,v,, a két

vektor egymdssal meghatdrozott szdget zdr be, pl. egy-
masra merdlegesek {ortogondlisak)} is lehetnek,

- létezik ortonormalt bdzis (i, J, k) és a koordindtdk
kiszdmitdsa e bdzis alkotta koordindta-rendszerben a
kodvetkezdképpen tOrténik:
ha v = xi + yj + zk , akkor

x =v i
. y = v 3]
z =vk

r

- az ortonormdlt bdzisban a vektor normdja a koordindtai
ismeretében a

2
wi® = eyt vz
Bsszefliggés alapjdn hatdrozhatd meq.

A numerikus sorozatok és sorok konvergencidjdnak, va-
lamint a torléddsi pontnak a fogalmdt ki tudjuk terjeszteni
a kdzdnséges vektorokra és ezen keresztilil absztrakt vekto-
rokra is. :

Mint emlitettilk, az egyvdltozds valds fiiggvényeknél be-
vezetett alapvetd jelentéségli fogalmakat ugyancsak sikeril
kiterjeszteni operdtorokra, ill. funkciondlokra:

hatdrérték,

folytonossig,

homogén linearitds (cx}:
derivdlhatdsdg, derivdlt,
sth.



Bar dltaldnosan nem, de a tananyaqg kés8bbi részeiben
tdrgyalandd konkrét struktdrdk esetében az integrdl fogal-
mat is ki fogjuk terjeszteni. .

Ezek utdn ejtsiink néhdny szdt arrdl, hogy milyen esz-
k&zbk dllnak a matematikusok rendelkezésdére a fent vdzolt
absztrakcidk, dltaldnositdsck végrehajtdsdhoz. Ezeket az
eszkbzbket, médszereket dgy érthetjilkk meg, ha vildgosan 18t-
juk az axidmdk szerepét a matematikdban.

Nagyon leegyszeriisitve azt mondhatijuk, hogy a matematika
definicidkbdl és tételekbdl épiil fel. A definicidk célszerd,
Uj fogalmak bevezetését szolgdljdk és Onkényesek abban az
értelemben, hogy a matematika belsd tdrvényszerliségei tel-
jes szabadsdgot engednek a matematikusnak a definicidk meg-
alkotdséban. Természetesen, ha azt akarjuk, hogy a matema-—
tika a kivdnt irdnyban fejlédjdn és a valdsdg ilven vagy
olyan részének leirdsdra, modellezésére alkalmas legyen, ak-
kor a matematikus keze, mdr erdsen meg van kdtve.

A tételek ezzel szemben éppen, hogy nem &nkényesek, ha-
nem objektiv tdrvényszeriliségeket tikrdznek. A tételek igaz-
sdgdt egzakt matematikai eszkdzikkel be kell bizonyitani.

A bizonyitds sordn mdr bebizonyitott tételeket haszndlunk
fel. Ha ebben a bizonyitdsi ldncban visszafelé haladunk, ak-
kor trividlis, nyilvanvald, bizonyitdsra mdr nem szoruld té-
telekhez jutunk. A matematika mindennapos miiveldse, a tanu-
lds stb. sordn itt legtdbbszdr meg is 4dllhatunk. Azonban a
matematika alapjait kutatd, vagy egy-egy Uj matematikai tudo-
ménydgat kifejleszteni akard matematikusnak mélyebbre kell
dsni. Meg kell keresnie -azokat az elemi "tételeket", amelye-
ket mé&r nem is lehet bizonyitani (tehdt nem lehet még egy-
szerlibb igazsdgokra visszavezetni), és amelyek segitségével
minden tétel bizonyithatd. Ezek az axidmik.

(Pontosabban: az axidémdkkal "szinte minden" tétel bizonyit-
hatd. Szdzadunkban kideriilt ugyanis, hogy ha egy matematikai
rendszer egy bilzonyos értelemben elég kifejezd, akkor min-
dig vannak benne bizonyithatatlan tételek. Szerencsére azon-
ban ennek csak eivi jelentdsége van, mert e bizonyithatat-
lan tételek a gyakorlatban - legaldbbis az alkalmazott mate-
matika mai gyskorlatdban - nem fordulnak el8.)

Az el&z§ évszizadokban az axidmikat Srdkérvényd igaz-
sdgoknak tekintették. Bredetiiket a materialistdk az anyagki
vildgban keresték, az idealistdk pedig istenben.

A matematika fejlédése és elsdsorban a halmazelméleti
kutatdsck eredményeképpen szdzadunk elejére kideriilt, hogy
az axidmdkat (feltéve, hogy azok egymdsnak nem mondanak el-
lent) matematikai szempontbdl dnkényesen vehetjiik fel, te-
hdt az axidémdk ilyen értelemben lényegében definicidk.

Ezt a rendkiviil fontos felismerést gy kell érteniink,
hogy barmely ellentmonddsmentes axidmarendszerre feleplthe—
t6 matematikai dlSZClpllna. A matematika belsd tOrvényszerii-
ségeibdl sokszor még az sem deriil ki, hogy milyen axidmarend-
szert érdemes felvenni és milyent nem.



Egy-egy axidmarendszer értékét akkor Iftélhetjlik meq,
ha a matematikdt arra haszndljuk, amire vald: a valdsdg
megismerésére és ezen kevesztiil dtalakitdsdra. Ha a valdsdqg-
nak ezt vagy azt az oldaldt hiven akarjuk matematikailag mo-
dellezni, visszatiikrtzni, akkor a valdsdgnak az adott olda-
lat leird, adott matematikai részteriilet axidémdi mdr nem ve-—
hetdék fel &nkényesen!

Végs8 soron azt mondhatjuk, hogy a matematikdban elvi-
leg bdrmely ellentmonddsmentes axidmarendszer felvehetd.

A bevezetett axidmarendszer jogossdgdt, értelmét haszndlhatd-
sdga donti el.

Ez a felismerés rendkivil termékenynek blzonyult a mate-
matikdban. Az axidmdk ilven kezelése mellett hallatlan ered-
mények sziilettek.

Mindezek tikrében tekintsiik 4t, hogy milyen fébb dtjai
vannak az axidmarendszerek létrejtttének, ill. létrehozdsa-
nak.

Bizonyosmatematikai struktiérdk (pl. a természetes szi-
mok, az euklideszi geometria, to&bbé-kevésbé a valds szdmok
és a kozbnséges tér vektorai) a kdzvetlen gyakorlati tapasz-—
talat révén alakultak ki. Itt a matematikusok dolga az volt,
hogy olyan axidmarendszereket keressenek, amelyekre valdban
felépithetd az adott struktura, illetve a régi felfogds sze-
rint megkeressék az eleve adott axidmdkat.

Habdr ezek az axidmdk semmiképpen nem voltak eleve
adottak, annyi mindenesetre igaz, hogy ezeket szinte kivétel
nélkiid, - kimondva vagy kimondatlanul, tudatosan vagy &sztd-
ndsen: mds kérdés - a szabatos megfogalmazds elétt is hasz-
ndltdk az adott terilileteken.

Bélyai Jdnos korszakalkotdan mds utat kdvetett. Az euk-
lideszi geometria pdrhuzamossdgi axidmdjit elvetette és he-
lyette Onkényesen egy sokkal dltaldnosabb axidmit vezetett
be. Csak jéval kés8bh szdzadunkban deriilt ki, hogy tdbb év-
ezredes hiedelemmel ellentétben a valdsdgos fizikai tér nem
euklideszi szerkezetld (csak kozelitdleg az!), hanem olyan
geometridval irhatd le (legaldbbis mai ismereteink szerint},
amely a Bélyai dltal megkezdett dton érhetd el.

A valdészinségszdmitds a XVIII.-XIX. szdzadban lendiile
tes fejlddésnek indult. A tovabbfejlodes érdekében didntd
lépés volt, hogy Kolmogorov szovjet matematikus a 30-as
években elvegezte a tudomdnydg axiomatikus felépitésének a
munk&jédt. Olyan 4j, eddig nem létezd axidmarendszert konst-
rudlt, amelynek alapjén a valészinusegszamltas virdgzd fej-
18désnek indult.

Véglil nézziik meg, hogy mi tortenlk voltaképpen a funk-
ciondlanalizis axiomatikus felépitése sardn.

J61 ismert, régen bevdlt és viszonylag egyszer(i ma-
tematikai struktidrdk axidmdit rendszerbe foglaljuk. Semmi-
képpen nem azért, mintha a struktdérdk gyakorlati alkalmazd-
sa sordn erre szilikség lenne (bdrki kit(nden megtanulhat pl.
a vektorokkal dolgozni anélkiil, hogy rendszerbe tudnd fog-
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lalni az axidmdkat, amelyek mellesleg végteleniil egyszerlek-
nek, magdtdl értetdddeknek tlnnek), hanem azért, hogy a ka-
pott axidmarendszert (ill. annak egy részét) merdben més

és tobbbnyire bonyolultabb struktirédra is rdhidzhassuk annak
érdekében, hogy fgy ezt az utdbbi struktiridt 1enyegesen job-
ban megértsiik, lenyegesen egyszeribben tudjuk kezelni és az
analdgidk messzemend kihaszndldsdval sckkal eredményesebben
tudjuk mivelni.

Ha pl. axiomatikusan meg tudjuk ragadni a vektorok ska-
ldris szorzatdnak lényegét, és, ha pl. az egyvdltozds valds
fliggvények korében Onkényesen (bdr a célszeriliség szem eldtt
tartdsdval) olyan miveletet definidlunk, amely eleget tesz a
skaldris szorzat axidémdinak, akkor ezt a mfiveletet most mar
joggal nevezhetjlik sakldris szorzatnak és élvezhetijiik mind-
azokat az eldénybket, amelyek az analdgidbdl szdrmaznak.

Az analdgidbdl eredd szdmtalan elény kdzdtt az egyik
legnagyobb, hogy a kiinduldsi egyszer(bb struktira jél be-
valt definicidi (pl. derivdlt) roppant egyszerifien vihet8k &t
az 1j bonyolult strukturdkba. '

A kiinduldsi struktira axidmdi és definicidi nem csak
egyetlen, hanem beléthatatlanul sok mds struktirdra is r&—
hizhatdk. 88t, nem tilzds, ha azt mondjuk hogy sokszor #
mérnodk gyakorlatl matematikai nunkajanak a resze, hogy &if-
4lldan olyan miiveleteket konstrudljon, "gyvdrtson" amelyek
eleget tesznek az adott axidmdknak. Eppen ezért felesleges
lenne, s6t az dltaldnos vizsgdlatot gdtolnd, ha a funkcio-
ndlanalizis kifejtése sordn valamely konkrét struktirdhoz
(pl. az I intervallumon értelmezett egyvaltozds valds foly-
tonos filiggvények) kotédnénk. Ehelyett eltekintiink a vizsgdlt
struktira minden egyedi, specidlis tulajdonsagdtdl és kizd-
rdélag azokat a tulajdonsdgokat tekintjiik csak, amelyek az
adott axidmdkbdl erednek. Ilyen értelemben absztrakt halma-
zokat fogunk tekinteni, ezeken értelmezziik az adott axidma-
kat, és igy absztrakt struktdrédkat hozunk létre. Ezeknek az
absztrakt struktirdknak néhdny konkrét realizdcidjit péladk
kapcsdan mutatjuk meg.

Az dltaldnosnak és a specidlisnak ezt a megklildnbdzte-
tését fogjdk tikrdzni a kiilénbdzd struktiurdkra vonatkozd je-
161éseink is, amelyekrol érdemes lesz néhdny szdt ejteni.

A jelblések egy része konkrét struktirdkra utal. P1.

R a valds szamok halmaza, R" a valds rendezett szdm n-esek
halmaza, o" 111. s™ n elenf oszlopvektorok, i1ll. sorvekto-
rok (mint specidlis mdtrixok) halmaza, E3 a kbzonséges 3-di-
menzids vektortér, C? az I intervallumon folytonos flggvé-

nyek halmaza stb.

A- jeldlések masik része absztrakt struktirdkra utal,
tehdt lényegében az Osszes - az adott absztrakt struktirat
leird axidméknak eleget tevd ~ konkrét struktira kdzds jele.
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Pl.: L linedris tér, K normdlt tér, E” n-dimenziés euklide-
szi tér stb. Ha tdbb ugyanolyan tipusi absztrakt struktdra-
rél beszéliink egyideifileg, amelvek helyett a konkrét reali-
z4cid soran kiildonbdzd konkrét struktirédk dllhatnak, akkor a

megkiildnbdztetést indexezéssel érjiik el. Pl. K1 és K, két

normédlt tér, amelyek nem feltétlen azonosak. Mivel - mint

14tni fogjuk - IR és ®" is normalt tér, igy egy lehetséges
realizdcid:

) El&8fordul, hogy ezt az elvet nem mindig kévetjitk kdvet-
kezetesen, sét néha nem is egyértelmiek a jeltléseink. E=z

mar az emlitett példdkbdl is kitlnik, hiszen E3 egyrészt a
k&zdnséges teret és absztrakt 3-dimenzids euklideszi teret
egyardnt jelenti.

Erre most csupdn a figyelmet hivijuk fel, az okra a meg-
feleld anyagrész tdrgyaldsakor utalunk.



. Linearis terek

Jeldljdk K -val azt a halmazt, amely tetszdlegesen le-
het a valds szdmok (R) illet8Sleg a komplex szdmok (C) (ska-
idrok} halmaza.

[.1 Definicid

Az L nem ires halmaz linedris tér (mds néven vektortér), ha
telijesiilnek az aldbbi axidmdk L elemeire:

- értelmezett az Ssszeadds és a skaldrral vald szorzds
az ismert miveleti szabdlyok érvényesililése mellett,
vagyis, ha
X, ¥, Z€L, X2, p€K, akkor x + y€L és xixe€L,
tovdbba

X+y =¥+ X
(x+v} + z = xn + (y+z)

Alx+y) = Ax + Ay

(X+H) x =rx +px

Al pox) (xp) x
1 . X = X

- L-ben létezik egy 0-val jeldlt ¥n. nullelem vagy
zérus elem, vagy nullvektor, hogy minden x €L-re

x + 0 =
- minden x € L-nek van Un. -xé€L ellentettije, hogy
x + {(-x) = 0.

x + (-y)-t egyszerlen x-y=-nak irjuk.
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Ha K= R, akkor L valds linedris tér, ha pedig K =€, ak-
kor komplex linedris tér.

[.2 Definicid

1.2.1. Az x ,an L vekteorok linedrisan Osszefiggdk,

qre

ha van l1,..., XIIEIK , amelyekre
My + ee # X[, >0 és auxtbd x =0
1.2.2. Az x1,...,xn6iL vektorok linedrisan flggetlenek, ha

nem linedrisan Osszefiiggdk.

Ha az x <X L vektorok linedrisan flggetlenek, akkor nem

17"
lehet k&zdttik zérus vektor. Ugyanis, ha feltesszilk az el-
lenkez&jét (pl. %) = 0), akkor Ai = (0, ha i # k és lk #F 0

vdlasztasdval éppen e vektorok linedris Osszefliggése mutat-
hatd ki.

Beldthatdé, hogy ha Karwoer X vektorok linedrisan filig-
getlenek, akkor a X1x1+...+ XX, < 0 egyenl&ség pontosan ak-
kor lehetseges, ha x1 = LZ = ... = ln = 0.

1.3 Definicid

1.3.1. Az L vektortér n dimenzidés (jelben ) {(n €N), ha
van L-ben n szdmd linedrisan fliggetlen vektor,
de bérmely n+l1szémi vektor linedrisan Osszefiliggd.

1.3.2. Az L vektortér végtelen dimenzids, ha 1.3.1. semmi-
lyen n & N-re sem teljesiil.

[.4 Definicid

1.4.1. Ha x;,...;xné-Ln és e vektorok linedrisan filigget-

lenek, akkor L"-ben bizist (koordindta-rendszert)
alkotnak.

14



1.4.2. Az {xn} ; X, €L, n€N vektorok (ahol L es - dimenzids)

linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak, ha beldliik
bdrmely véges szdmi vektor linedrisan fliggetlen.

b1 Téte

P

Bdarmely x €L elem el8411ithaté L” bazisa elemeinek
linedris kombindcidéjaként:

X = lqu + L.+ bR Ny
ahol az Xqreee g egyértelmien meghatdrozott ska-

ldrokat x koordindtdinak nevezziik.

BIZONYITAS:
S Eqree X X nyilvdn linedrisan Osszefliggbek, {gy létezik

H,... )}“.x’ nem csupa zérus skaldr, hogy

Ha X = 0, akkor kax1 + ... F l;xn = 0, amelybsdl a

ka = lé = ... =2 = 0 ellentmondds ktvetkezne.

Tehdt X' # 0.
Ekkor azonban:

X X
G X1 oot Y Xn = 11X1+...+ lnxn .

X =

Tegylk fel, hogy x-nek létezik ettdl eltérd eld4llitdsa is
a bdzis elemeinek linedris kombindcidjdval: ’

X = Puxy b bR X

7 4

A két elS41litdsbSl azonban k6vetkezik, hogy - :

~

( 11 -J$1) Xy oot ln_}Ln) x = 0 .

A bdzis linedrisan filggetlensége miatt azbnban
P 0, i=1,...n.

Tehdt az elddllitds létezik és egyértelmii!

15



Ha L végtelen-dimenzids és {xn} , n&N 1lin. fiiggetlen rend-

szer, akkor L elemei dltaldban nem Allithatdk eld e rendszer
véges sok elemének linedris kombindcidjaként.

1.5 Definicio

Legyenek L1 és L, linedris terek.EkiLZC L,E és Lz—ben az

1.1. Definicid szerinti miveletek, a nullelem és az ellen-

tettek ugyanazok mint L1—ben, akkor L2 L1—nek altere. Ha

ezen felidl L2 # L1, akkor L2 L1—nek valddi altere.

Egyszer(ien beldthatdk az aldbbi &llitdsok helyessége:

- ha L, n—dimenziés(L?), akkor L, L?—nek pontosan akkor
n

valddi altere, ha L2C.L1, a mﬁvelétek,a nullelem és

ellentettek L1—ben és L2—ben megegyeznek és L2 m-di-

menzids (L?), ahcl m<n.

- ha LY L, -nek altere, ahol L., e -dimenzids, akkor

2 71 1
Lg L1—nek valddi altere.
- L2 L1~nek akkor is lehet wvalddi altere, ha mindkettd

oo —dimenzids.

PELDAK

Az aldbbi halmazok az Osszeadds, skaldrral vald szorzds, a
zéruselem és az ellentett szokdsos értelmezése mellett li-
nedris teret alkotnak. Ahcol ez a szokdsos értelmezés az ed-
digi tanulmdnyok alapjdn nem nyilvédnvals, ott ezt ismer-
tetjik.

1. R
A valds szdmok halmaza egydimenzids valds linedris tér.
Az egyetlen elemi bdzis bdrmely nem zérus valds szdm lehet.
C
A komplex szdmok halmaza egydimenzids komplex linedris tér.
Az egyetlen elemd bdzis bdrmely nem zérus komplex szam
lehet.
¢ kétdimenzids valds linedris térnek is tekinthetd.
Ebben az esetben a kételem bdzis bdrmely z és Z, komplex

sz4dm, amelyek nem zérusok és mint sikvektorok nem pdrhuza-
mosak. Legcélszerlibben: z, = i1, és z, = i.

16



2. R"

A rendezett valds szdm n-esek n-dimenzids valds linedris
teret alkotnak, ha a mlveleteket és a zérus elemet a kdvet-
kezdképpen értelmezziik: ’

xe R? és yeR®, ahol

b
jo]
>
"
[}
=
=
1l
ad
=]
[0
0n

n i
Xty = X Fya,eee X0 y),
Ax = (lxw .,kxﬁ
~-X = (—x1, ..,—Xn)
0 = (0,...;0)

Egy lehetséges bdzis:

(1,0,...,0)

(0,1,...,0)

Cn

A rendezett komplex szdm n-esek n-dimenzids komplex vagy
Zn-dimenzids valds linedris teret alkotnak.

3.

n ¥ m-es matrixok. Ezek n x m-dimenzids:zk.
n

4. Q

Az n x 1 méretd mdtrixok, tehdt az n-elemli oszlopvektorok
n-dimenzids linedris teret alkotnak.

S1’1

Az 1 x n méretd mdtrixok, tehdt az n-elemfi sorvektorock n-di-
menzids linedris teret alkotnak.

Attdl fliggben, hogy e matrixokban az elemek valdsak vagy
komplexek, a linedris terek is valdsak vagy komplexek.
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5. E3

A koz&nséges (hdromdimenzids euklideszi) tér, vagyis a k&-
zbnséges vektorok tere hdromdimenzids linedris tér. A sik-

vektorok E2 és az egyenes vektorainak E1 tere két, ill. egy-
dimenzids linedris tér. . .
Tekintsiik most E3 egy két-dimenzids valddi alterét. Ebben az
altérben vegylink fel egy bdzist: a,b. Ez az eltér az a és b
vektorok dltal kifeszitett {és természetesen az origdn 4t-
mend) sik. Forditva is igaz: egyszerlien beldthatd, hogy min-
den origén &tmend sik a tér egy két-dimenzids altere. A nem /’
origén dtmené sikok a tér részhalmazai ugyan, de nem képez-'i,
nek linedris teret, igy a térnek nem alterei.

Tanulsdgos ezt bebizonyitani.

E sik helyvektorait

. r=1xr, *ap *pg

alakban irhatjuk fel, ahol r,r B és gq nem’ komplandrisak.

Legyen r, és r, a sik tetszdleges két (kiildnbszd)

pontja: ! 2
I, Iyt A P tE, g

I, =X, *X, P +}*2 q

z

Akkor'£1 és 1, m&r nem eleme a siknak:

Ip ¥ Ep T2, v (A ) p oy (py v Ry) g

Ha E3 kétdimenzids altereit keressiik, akkor tekintsiik tehdt
az origdn dtmend sikokat.

E sikok kdzil melyik E2? Nyilvédnvaldan nem létezik kitiinte-
tett sik, hiszen a térnek sincs kitilintetett dimenzidja.

Ilyen értelemben E2 nem egyértelmlien meghatdrozott: eldszdr
taldlkozunk a bevezetdben emlitett tdbbértelmiséggel.

Ha a tér Osszes, vagy legaldbbis t8bb 2~dimenzids al-
terét egyszerre tekintjilk, akkor ez a tdbbértelmi jeldlés
természetesen elfogadhatatlan, a megkiildnbdztetéds nélkiildz-

hetetlen. Ha pl. E3-ban szokdsos médon az i, j és k bdzist
vettiik fel, akkor az ezekkel kialakuld Descartes-féle koor-
‘dindta-rendszerben nyilvdn élesen meg kell kiildnbdztetniink
pl. az =x=y, az yz és az xz sikokat.

Ha azonban egyetlen sfkot ragadunk ki és ezt csak 6n—
magdban vizsgdljuk, még csak nem is dgy, mint E3 egy alte-
rét, akkor teljesen érdektelen, hogy melyik ez az éppen ki-
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ragadott sik, st az sem lényeges, hogy e sik E3—nak vald-
ban altere-e vagy sem. A sikokat Snmagukban vizsgdlva a
sikok megkiildnbbztethetetlenek (a sik gecmetridja teljesen
fliggetlen attdl, hol fekszik ez a sik a térben).

Ilyen értelemben beszélhetiink a sfkrdl, tehdt mint egy egy-
értelmlien meghatdrozott objektumrdél és ilyen értelemben

haszndljuk az E2 jeldlést.
Ez a jelenség nagyon fontos a matematikdban, ezért va-
lamelyest &ltaldnosabban is érdemes megfogalmazni, habdr
a kérdés mélyebb taglaldsdra itt nincs mdédunk. :
Tekintsilk bizonyos matematikai struktirdk (jelen eset-
ben sikok) 8§ halmazdat. Tegyilk fel, hogy § bdrmely két S1 és
82 elemére (tehdt az 51 és 82 struktdrdra, vagyis jelen eset-

ben S1 és 82 sikra) igaz a kovetkezd: e struktdrdk kdzdtt

¥6lcsbndsen egyértelmi megfeleltetés 1étesithetd, vagyis az
egyik struktira minden egyes elemének, az elemeken értelme-
zett minden egyes mliveletnek, az elemek kdzott értelmezett
minden egyes reldcidnak egy-egy értelml mdédon felel wmeg a
mdsik struktdira egy bizonyos eleme, egy bizonyos mivelete,
egy bizonyos reldcidja. Ezt a koriilményt mds szdéval tdgy fe-
jezzlik ki, hogy a két struktira izomorf. Mindez nem jelent
médst, minthogy e struktdrdk egyenként "bellilrdl" tekintve -
nem kiilonbdznek egymdstdl, vagyis megkiildnbéztethetetlenek.
A megkiilénbbtztetés csak "kiviilrél" (példdnkban tehdt a tér-
b81l, ahol e sikok konkrét helyzetét is tekintjik) lehetsé-
ges. Igy, ha $ elemeit egyenként, "bellilrél" wvizsgdljuk,
akkor & valamennyi elemérdél mint egyetlen elemrdl, egyet-
len struktdrdrdl beszélhetiink.

© ct C“ , ahol I valamely intervallum.

6. Co, CI,

Nullelem az azonosan nulla fuggveny. E linedris terek mind-
egyike oo -dimenzids. ‘ : ) :
Tekintsiik példaképpen C;;—t, tehdt az egész szdmegyenesen
értelmezett, akdrhédnyszor derivdlhatdé fliggvények linedris
terét. E térben egy lehetséges fiiggetlen rendszer:

2 3 n
Ty X; X 3 X ) veayg X 4 aas

E rendszer véges sok elemébdl képezett linedris kombindcidk
a polinomok. Nyilvan nem minden CE;—beli fiiggvény polinom;

Latni fogjuk azonban, hogy a fiiggvények dltaldban igen jdl
k6zelithetdk polinomokkal. Késdbb azt is 1dtni fogjuk, hogy
e rendszer Osszes elemébdl képzett linedris kombindcidkkal
(in. hatvénysorokkal)} mér nem csak e polinomok, hanem a
legtdbb ismert figgvény elddllithatd, azonban még ezekkel
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sem 4llithatd eld CE minden eleme. Ezért az ilyen lined-
risan filiggetlen rendszereket nem nevezhetjiik bdzisnak.
Tekintslik most CE, néhdny (véges sok) linedrisan fliggetlen

{egyébként tetszdleges) elemét: fT""'fn' Akkor ezen filigg-

vények Osszes linedris kombindcidja C

oo

R
alterét alkotja (fesziti ki) és ebben az L™ altérben az
fq""'fn fliggvények bdzist alkotnak. Pl. A legfeljebb n-ed-

fokd polinomok halmaza CE{ n+l-dimenzids altere, amelynek

ecy n-dimenzids

egy lehetséges bdzisa: 1,x,x2,...,xn.

Pekintslik tovdbbi példaképpen az 1, sinx, cosx, sin2x,
co6s2x,...,8innx, cosnx fliggvények dltal kifeszitett 2n+1
dimenzids alteret. Késdbb latni fogjuk, hogy ennek az altér-
nek az elemeivel a 2 & -szerint periodikus filiggvények altali-
ban igen jél k&zelithetbek.

Az emlitett kizelitésnek déridsi gyakorlati és elméleti jelen-
tésége van.

7. X

I ahol I valamely z&rt intervallum.

E tér is oo -dimenzids.

A mveletek szokdsos értelmezése mellett nem képeznek valds
vagy komplex linedris teret az aldbbi halmazok:

. - A +
- a nem negativ valds szdmok halmaza (R ),
- az egész szdmok halmaza,
- raciondlis szdmok halmaza.

Nem képeznek linedris teret az aldbbi halmazok, mert a szik-
séges miiveletek nincsenek értelmezve

- sikidomok halmaza,
- testek halmaza stb.

Legyen L valamely n-dimenzids linedris tér. Rdgzitslink
le ebben egy bézist: SRR E bazist koordindta-rend-

szernek is nevezzik (ld. 1.4.1. Definicid).
Mivel 1" badrmely x eleme egyértelmlen irhatd fel az

= X
x 151 e P ALE,

alakban, ezért az X «— A1,..., Xn} hozzarendeléssel

L™ és R" elemeit kdlcsdndsen egyértelmli médon megfeleltet-
tiik egymdasnak.
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B X s, szdmokat x koordindtdinak nevezzlik az e,,...,e
I
n —_— 1

koordindta-rendszerben. {Ha a koordindtdkat oszlop, ill.

sorvektor formdjdban rendezziik el, akkor P és Qn, ir1. g®
kozott létesithetd ilyen megfeleltetés és akkor x koordi-
ndta oszlop, ill. sorvektorairdl beszélhetiink).
Természetesen mds koordindta-rendszerben mds lesz ez a meg-
feleltetés, vagyls a vektoroknak mdsok lesznek a koordind-
tdi {koordindta transzformdcid).

[.2 Tétel
Tekintsiik az L™ linedris térben az € re--s8 valamint az
§1,...,En bdzisokat. Akkor létezik S mdtrix, uUn. koordindta

vagy bdzis transzformdcié mdtrixa, amely bdrmely x¢ R
elem kétféle bazisbeli koordindta oszlopvektorai kdzdtt az
aldbbi kapcsclatot adja:

u = S 1, 1 = S_1u
Aq 1y
u = : u =1
. | .
*n M
= . :~ = +"'+~ e
XoE et Al A8, A nn
BIZONYITAS:
Az els8 koordindta-rendszerben a mdsodik bdzis elemek
koordindta oszlopvektorai legyenek SqreecsSys
511
S, = .
i :
s .
ni
e, = 511 1 ...t sni n’ i=1,...n.

Az S oszlopokbdl épitsiik fel az S n x n-es mdtrixot:

S = [5152...sn]

21

n



o

Ha tetszd8leges x e L" vektor koordin&ta oszlopvektora a
régi koordindta-rendszerben u, akkor ugyanennek a vektor-
nak az Uj koordindta-rendszerbeli koordindta oszlopvektora
legyen Q. ' 4
Bizonyitsuk be, hogy u = St igaz és S reguldris, amely-

~

b&1 azutdn az u = S-1u egvenldség is kdvetkezik.

u ilyen médon irhatd fel:

0
< |9 . .
ﬁ=l1. + + 3
. n 0
0 1
0
0
A 1 koordindta oszlopvektor (ahol az 1 az i-edik helyen
0
G
411l) nem mds, mint €, koordindta oszlopvektora az Gj koor-

dinata-rendszerben. )
Ugyanennek a vektornak a régi rendszerbell koordindtdit az
si oszlopvektor tartalmazza. Tehat:

S regulédris, ami abbdl a ténybdl kdvetkezik, hogy az
SqreeesSy oszlopvektorok linedrisan fliggetlenek!

A bizonyitds rendkivil témorré és dttekinthetdvé vilik,
ha az €qreeer€ i1l. E1,...,en vektorokat ugyancsak métrix

forméban rendezziik el és a skaldr eleml, valamint wvektor
elemi métrixok k&zdtt a szorzdst értelemszerlien hajtjuk vég-
re (matrixok szorzdsa a szokdsos mddon, egy skaldr szam és
egy vektor szorzdsa ugyancsak az ismert médon).

Legyen tehdat: :

22



[o2

A . n
e = |: ;i 2.¢lL
. i
=
n
Akkor {T-vcl . nransz.ondltat jeldlve):
I-P lj’:] .
i = e S,
~T o~
X =¢e u,
T
X =e u,

amelyb81l u = S0 azonnal kdvetkezik.
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2. Mormalt terek

A linedris tér axidmdival a kdzdnséges vektorock egy sor
tulajdonsdgait sikerilt kiterjeszteni halmazokra is (pl. filigg-
vényekre). Azonnal felt{inik azonban, hogy ugyanakkor mds nem
kevésbé fontos milveletek, tulajdonsdgok (norma, skaléaris
szorzds stb.) nem értelmezhetdk a linedris tér keretein be-
1iil. Ezért tdjabb dltaldnositott fogalmak, axidmdk bevezeté-
sére van szilkség. Ezen az dton haladva a soron kdvetkezd 1é-
pés a norma definidldsa. Latni fogjuk, hogy a néhdny igen
egyszerd axidémdval definidlhatd norma a linedris tér milyen
roppant mértékil gazdagitdsat teszi lehetdvé.

2.1 Definicid

A K 1linedris tér normdlt tér {vagy normdval elldtott 1li-
nedris tér), ha értelmezett egy a K-t IR -ra leképezd figg-
vény (az un. norma, jelben x| , =x€K), hogy teljeslilnek a
ktvetkezd axidmik:

I[xll = 0 pontosan akkor, ha x =0,
Ixxl =Il=) ,  rex,

lx + vyl = x|+ Iyl (hdromsz&g-vagy Minkowski-egyenldt-
lenség).

MEGJEGYZES:

ha a normdra, csak mint fiiggvényre utalunk, és nem ki-
vadnjuk jeldlni a fiiggetlen valtozdt, akkor a szokdsos je-
151és: § .|

Figyeljlik meg, hogy definicidnkba belefér az, amit ép-
pen dltaldnositani akartunk. Nevezetesen: a k&zdnséges vek-

torok tere (E3) normdlt tér, ha || .|| a vektorok abszoldt ér-
tékét, hosszdt jeldli. Axidmdink ezzel igen szemléletes je-

lentést is nyernek. Pl. a hAromszdg axidma E3—ban valdban
hdromszdgre vonatkozik: bdrmelyik oldal hossza kisebb vagy
{legfeljebb egyenld) a mdsik két oldal hosszdnak Gsszegénél.
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Igazoljuk az aldbbi azonossdgot:

|1
%

A hdromszdg egyenidtlenséget haszndljuk fel:

= lyif=lx - vy

Ix<ll = I=-yeyli=lz-yu « 1yl .

iyl = ky-x+x|=s|x-yi + | x{ ,
amelyekbdl

I=] - hyyp=tlx - yi .

hylf = n=) =iz - vl .

és ezekbdl pedig adddik a bizonyitandd azonossdg!

2.2 Definicid

A K normdlt tér tetszdlegesen x;y &K elemének tidvolsdgan
a

gl{x,y) = Jx - vl

figgvényt értjik.

Az utdbbi definicidval a normdlt térbe Un. metrikdt
vezettink be, ezdltal normdlt teriinket metrikus térré tettik.
Tavolsdg fogalmat mds médon is be lehetne vezetni, sét nem-
csak normdlt térben, hanem mds halmazon is lehetséges lehet
a metrika bevezetése és igy az adott halmaz metrikus térré
vald alakitdsa. Mi csak azokkal a metrikus terekkel foglal-
kozunk, amelyek egyben normdlt terek is és ahol a metrikét

a 2.2. Definicié definidlja. Ez a definicid E3—ban valdban
a megszokott tavolsdgfogalmat adja.

2.3 Definicio

Az x0<;K elem qo( 96> 0) sugard kdrnyezetén (Kx Ja ko-

vetkezd halmazt Srijlik: ero

KX 0 = {XE,K: q(xo, x)<:90}
0% o

Ha 0 értéke lényegtelen, akkor egyszerlen KX -t {runk.
o]

o
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2.4 Definicio

Az xoe;K _eleHaQ—nak torldddsi pontja (Q ¢ K}, ha X, minden

kdrnyezetében van 9 -beli (xo—tél eltérd) elem.
Megjegyezzilk, hogy ha X @ -nak torldddsi pontija,

akkor X, minden kornyezetében végtelen sok % -beli elem is
van.

2.5 Definicic

A XK halmaz X, pontja @ -nak (@ < K)

2.5.1. belsé pontia, ha van KX ; hogy KX < @ ;.
o 0

2.5.2., klilsé pontija, ha X £ 9 és ha van KX '
o

hogy K, n2# G,
o

2.5.3. hatdrpontja, ha sem belsd, sem kiilsd pontja.

Nyilvédnvald, hogy ha'xo Q-nak belsd pontja, akkor
XO(:Q, ha kiilsé pontija, akkor pedig X ¢ £ . Hatdrpontndl
xoe.Q és X ¢ egyardnt lehet. A torldéddsi pont belsd
pont vagy hatdrpont. .

Ha pl. K = E% és @ egy téglalap, akkor a téglalap
"belseje" csupa belsd pontot tartalmaz, oldalai csupa hatdr-
pontot tartalmaznak és a téglalapon kiviil kiilsé pontok van-
nak. Bonyolultabb halmaz esetén az osztidlyozds nem ilyen
egyszer(.

2.6 Definicic’

Az ? C K halmaz nyflt, ha minden pontja belsd pont.
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2.7 Definicié

Az @ ¢ K halmaz zdrt, ha minden hatdrpontjédt tartalmazza.

2.8 Definicid

Az C K halmaz korldtos,, ha van Ké, hogy @ C'KO .

2.9 Definicio

Az Y C K halmaz konvex, ha bdrmely x.,x

te[0,1]-re igaz, hogy

17 269-1a és bdrmely

X, + t (%

] - x1)6 Q

2

Az x = x, + t (x2 - x1) egyenlettel definidlt x:IR — K

1

fliggvény ugyanazt a szerepet t&lti be, a normdlt terekben,

mint az r = r, + t (r, - r,) egyenletdi egyenes a k&zdnséges
P = =1 =2 =1

térben. Az

{x: x = X, b o(x, - ox), t.e{0,1]}
halmaz az X, és X, pontckat Osszekdtd "szakasz™ (ldsd:
1. abra).
1]
1
b
)
i
1. dbra
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Az eddigi ismeretek alapjén még nem tudjuk megadni az
"ssszefliggd halmaz" legdltalénosabb fogalmdt. Egy szlkebb
focalom lehet az "Osszefiiggés" definidldsdra a kdvetkezd:
Q ¢ K 8sszefiiggd, ha birmely xT,xzc:Q—hoz vannak
Yqr¥greeer¥y (n tetszdleges) pontok, hogy az x1és Yqir Y4 és
Yore-1¥y és X, pontokat 8sszek6td szakaszok benne vannak
@ -ban (ldsd: 2. &bra)l.

i

2. 4abra

2.10 Definicid

Legyen X, ;X,s ... X ys... & K normdlt tér elemeinek egy vég-

telen sorozata. Azt mondjuk, hogy e sorozat elemei az xe€X
vektorhoz konvergdlnak (jelben 1lim X, = x}, ha
n— o<
lim  Jix_ - x[= 0.
n

n — oo

Ebben az esetben x a sorcozat hatdrértéke. A sorozat kon-
vergens, ha van hatdrértéke.

A tovébbiakban sorozatokkal és sorokkal foglalkozunk.
Az alanti definicidk természetesen IR -ben (mint legegy-
szerlbb normalt térben) is igazak és akkor az ismert fogal-
makat adjdk vdltozatlanul vissza.
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2.1 1 Definicié

Legyen X _,X,,...x s+ a K normdlt térben egy sorozat.

n
Az Ky ¥Xoh e+ X+ Ll {(végtelen) soron (mds jeldléssel:
X, ) az

k=1 K

s, = ¥y

S2 T X} T Xy

S = X, +t ... + X%

n 1 n

in. részletdsszegek sorozatdt értjiikk. E sor akkor konver-
gens, ha az Sqs85r .. sorozat konvergens. Konvergencia ese-

tében a sor hatdrértékén a részletiisszegek sorozatdnak ha-
tdrértékét kell érteni.

2: %, = lim z: X, = lim s, = s
n—o= Il —> o=
k=

1 k=1

(Figyeljlik meg, hogy a z: X, szimbdlumot tehdt két-
k=1
féle értelemben haszndljuk. Egyrészt eqgy sorozat {a részlet-

Osszegek sorozata) jeldlésére, misrészt e sorozat hatdrér-
tékének a jelélésére, ha ez a hatdrérték egydltaldn létezik.)

2.12 Definicio

Legyen X, ,Xq,...,X _,... a K normdlt térben eagy sorozat.
b4 1172 n =

t € K a sorozat torldddsi pontja, ha t Dbdrmely kdrnyezeté-
ben van a sorozatnak t-t61 klildnbézd eleme.

A sorozat torldéddsi pontja a kovetkezd alapvetd tulajdonsa-
gokkal rendelkezik:

- lehet, hogy t eleme, de az is lehet, hogy nem eleme
az adott sorozatnak;

- t bdrmely kornyezetében végtelen sok sorozatbeli
elem is van. Tekintettel azonban arra, hogy a sorozat
kiilonbdzd elemei (tehdt kiilénbdzd indexi elemei) nem
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feltétlenll kilonbdzd elemei K-nak is, ezért a 2.4.
€s 2.12. Definicidk k&zbtt itt lényeges kiildnbség
van;

- ha a sorozat konvergens és hatdrértéke x, akkor x
egyben torldddsi pont is. Forditva azonban nem &11;

- ha a sorozatnak van(nak) torldddsi pontja(i), ebbdl
még nem k&vetkezik, hogy a sorozat konvergens;

~ a sorozat akdr konvergens, akdr nem, ha van torldda-
si pontja, akkor kivdlaszthatd a sorozatbdl ahhoz
konvergdlo riszsorozat (részsorozaton a kdvetkezdt

értjik:
az y1,y2,.. ,yn,... sorczat rész sorozata az
KyrRoreeesa e sorozatnak, ha bdarmely k1-< kz—héz
van j,<],, hogy yk1 = qu, ykz = sz).

2.13 Definicid

A K normdit tér Xy % sorozata Cauchy-sorozat, ha

PLRRE

lim jx_ - x
n’m—foo n

N

2.1 Tétel

Konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

BIZONYITAS:
Legyen X R konvergens: 1lim X, = X

n— o<

qree X

Legyen £ > 0 tetszdlegesen kicsiny. Vdlasszunk olyan N
kiszObindexet, hogy

n>N=fx - X| <e/2.

Legyen most, n,m>N. Ekkor .

ey = ol = Bep=x) + (x=x )=

=l=x, - xl+lx, - x[<e!

A kdvetkezd tétel bizonyitdsdhoz egy segédtételire van szlk-
ségiink.
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Legyen e L bazis K -ben. x| jeldlje az aldbbi
szamot:
[®x] = max Xy 1 ahol
k
3
x =)\ e + +x_e ek .
71 e “n n

Tekintsiik a kdvetkez& H halmazt:

E = {x:eKn: [x] = 1} .
Legyen d az aldbbi szdm:

d = inf x|
X EH

akkor d4d=>o0.

BIZONYITAS

Nyilvdn d = 0.

Tegylik fel, hogy 4 = 0. Ekkor létezik egy olyan LSRR SYRRE
TS AP H-beli sorozat, amelyre
lim kaﬁ =0

kK — o=

Vizsgdliuk e sorozat elemeinek koordindtdit!

(k) (i)
X 7 X 1e1 A I rlen
Nyilvanvaldan f)}k;|£‘1 (i=1,...,n). A jx(k] sorozat kor-
1
litos lévén kivdlaszthatd beldle konvergens részsorozat:
(ki) (kz) (ki) (ki)
Xis X1,..., )-1,... . A x5 sorozat is korldtos

lévén, ebbdl is kivdlaszthatd egy konvergens részsorozat
stb. Végsd soron az x k=1,2,... sorozatbdl kivdlaszthatd

kl
gy Yyr¥or--- részsorozat, hogy az elemek koordindtdi kon-
vergensek:
(k) (k)
Y 7 Haq8p e F’nen’ kal =1
tim Moy
kK — o= j J
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lim fy,§ = 0

k——)eo
Vizsgdljuk most az y THgey Fe..rp el vektort.

Lassuk be, hogy vy<H, vagyis max|p.j]= 1. Ugyanis, barmely

- ] - - : (k} _ (1) .
k-hoz van i, hogy Y = ¥X;. vagyis P’j = Xj . Xie L
miatt max Iiljl = max lp(k)fi 1, igy valdban maxjp.|= 1.

3 g j 3 j ]

Tovéabbd ||y | = 0, hiszen
lyi=ly-v, | + Iy d=e/2 +jy-y | =

) .
=ty = e o - e e 2=

< €/2 + n maxfp, - (k) maxje.l< g,
A T T
J J
ha max “lj - }J?)L<e/(2n max "ej|]), ami teljesiil, ha

© 3 J
k elég nagy. Ebbd8l ktvetkezik, hogy

y:O:}j.1e1+,_,+}.L

e r
nn
1 é[p]}-+|p2| + oL, +|prJ £ 0

Ez pedig ellentmondds, tehdt d > 0!

2.2 Téeel

2.2.1. KnAben (n—dimeﬁziés) minden Cauchy-sorozat konvergens,

2.2.2. K'-ben a konvergencia koordindtdnként szdmithats,
vagyis a sorozat elemeinek koordindtdi rendre a ha-
tdrérték megfeleld koordindtdihoz konvergdlnak.
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BIZONYITAS
n

Vegylink egy tetszdleges x &K vektort:

X = Ax,e. + ...+ e .

11 n n
Legyen X = —ET . Nyilvdn X ¢H. Igy s=2gddtételiink értel-~
mében:
Ixf = 1% xil=1 %xlx| = a|x| ; a#o.

Ha | % f[<e, akkor |x|< €/4.

Legyen most X1’X2""’Xk"" egy Cauchy-sorozat:
A_(k) (k)
X}( = 1e1 + ... * J\.nen
{3) (k)
ij - ka = |t X1 - ) eyt ...
(3 (k)
A S A de < e

Ebb&1l kdvetkezik, hogy

(3) (k)
max |1.i - Xy |<eya ,
i
{k)
tehdt a li sorozat valds Cauchy-sorozat, igy konvergens:
. (k) _
lim D W
k— oo 1

Most mdr egyszeriden beldthatd, hogy x
sorozatunk az

k=1,2,... Cauchy~-

kl

X = l,e. + ... +Xx e
171 nn

sorozathoz konveradl és a konvergencia koordindtdnként is
fenndll!

Figyeljliik meg, hogy a bizonyitds oo ~dimenzidés normdlt tér-
re nem vihetd A4t. Ez nem véletlen: a oo -dimenzids normélt
terekben a Cauchy-sorozatok nem feltétleniil konvergensek.
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(A bizonyitdsban elsdsorban ott haszndltuk ki, hogy K" véges
dimenzidés, ahol az n db koordindta, ill. n db bdzis elem
kdziil a legnagyobb abszoldt értékit, ill. normdjat kivélasz-
tottuk. Ugyanis végtelen valds szdmhalmaznak jOl tudjuk,

hogy nem feltétleniil van legnagyocbb eleme, - még ha korla-
tos, akkor sem!)

2.14 Definicié

A K normdlt tér teljes, ha benne minden Cauchy-soro-
zat konvergens. A B teljes normdlt tereket Banach-terek-
nek nevezzik.

Mint 1l4ttuk, minden véges dimenzids normdlt tér teljes.

igy a "teljes - nem teljes" megklildnbdztetésnek csak oo -di-
menzié esetén van értelme. - Ezért ha Banach-térrél beszéliink,
dltaldban oo -dimenzids térre gondolunk. Véges dimenzids
normélt tereknél pedig a "Banach-tér" vagy "n-dimenzids
Banach-tér" kifejezés helyett jobb az "n~dimenzids normidlt
tér" kifejezést haszndlni.

Teljes terekben definfcidnk értelmében a "Cauchy-sorozat"

és "konvergens-sorozat" ekvivalens fogalmak. Hasonldképpen
ekvivalens fogalmak a "nem Cauchy-sorozat" és a "nem kon-
vergens. {divergens) sorozat". A nem teljes terekben minden
konvergens sorczat Cauchy-sorozat, azonban itt létezik olyan
Cauchy-~sorozat, amely nem konvergens. A nem teljes terekben
olyan korldtos sorozat is létezik, amelynek nincs konver-
gens részsorozata sem.

PELDAK:

A linedris tereknél szerepld példdk eseteiben megmutatijuk,
miképpen lehet normdkat definidlni.

1. R- -ben és G =ben norma lehet az abszoliut érték.

2. R%-pen kétféle lehetséges normdt mutatunk:

X = (x1,x2,...,xn), akkor
2.1, f=xll-= (x? + ... F xi)jf2 az un. euklideszi norma
2.2, x| = max ]xk[ az un. maximum norma.
k

Az Igl—beli bidrmely norma dtvihetd tetszdleges Ln~be a k6-
vetkezd médon. L™-ben felvesziink egy koordindta-rendszert

(bdzist}. Legyenek az .y(ELn vektor koordindtdi az x €R"
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szZdm n-es elemei., Ekkor definicidszer(en
byl = IIx) .

, n . n < . ..
igy pl. Q'-ben és S '-ben azonnal adédik az euklideszi és a
maximum norma.

FELADAT:

a) Mutassuk meqg, hogy az t"-ben ilyen mdédon definidlt
fliggvény valdban norma!

b) Vezessiink be ¢ "-pen normat!
3. n x n-es mdtrixok:

lal= max1 a2 x| ; xeqQ” .

=1 =
FELADAT:

Bizonyitsuk be, hogy |JA{ nem mds, mint az AT A matrix leg-
nagyobb sajdtértékének négyzetgydke!

4. g7, s" 14sa: 2.,

5. E3, E2 és E1—ben a vektor normdja a vektor hossza
{abszolut értéke)
Ez az uUn. euklideszi vektornorma. Az elnevezés egyezése
2.1. elnevezésével indokolt, hiszen a vektor hossza vald-
ban koordindtdinak euklideszi normdja (derékszdgl koor-
dindta-rendszerben!) )

Figyeljik meg, hogy a vektor euklideszi normdja bdr-
mely ortonormdlt koordindta-rendszerben ugyanannyinak adddik
a koordindtédkbdél kiszamitva. Ezzel szemben ha a vektor nor-
nadjdt mint koordindta oszlopvektordnak maxifium normdjdt de-—
finidaljuk (ldsd a 2.2. Tétel bizonyitdsdban a | -] -tt), ak-
kor ez a norma mdr koordindta-rendszer filiggd! Masképpen: a
maximum norma nem egyértelmi, minden koordindta-rendszerhez
mds maximum norma tartozik.

A lehetséges normdk sokféleségérsl kitilind képet kapunk,

ha pl. E2—ben dbrdzoljuk a norma egység "kdrét", vagyis a

B={ree” :|z|=1}

4

halmazt. Ez a halmaz egy az origdra centrdlisan szimmetrikus,
zdrt, konvex alakzat {ldsd: 3. 4dbra). )
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\% :
/

= TN

C

3. débra
a: maximum norma {egy c¢ konstanssal szorozva)
b: euklideszi norma
c: egyéb lehetséges normék "egységkOrei"

FELADAT:

a) Mutassuk meg, hogy az

X

| 2 y2
bzl -= +
a2 b2

tsszefliggés (ahol r = xi + y3 és a,b adott konstansok)
normat definidl és e “norma "egység kre" ellipszis!

b) Mutassuk meg, hogy R" -ben az i1x1 =\/xTVx'6sszefﬁggés
normdt definidl, ahol V pozitiv definit nxn-es mdtrix
(ldsd: 4.6. Definfcidt).

6. Tekintsik C? -t, ahol I kprldtos, zdrt intervallum.

6.1. VezesslUk be az Un. maximum normat:

fec? ; f£h = sup {£(x)] .

I
I .
XE £
Az igy definidlt szdmérték valdban minden fe C?—re ié-

tezik, (s6t bdrmely f-hez létezik x_, hogy [f(xo)|= (]
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figy sup helyett max is irhatd) és ez az egyenlet valdban
normat definidl.
o

Mutassuk meg, hogy ezzel a normdval CI
f_,... Cauchy-sorozat.

1'f2"" n
Legyen N olvan nagy, hogy adott £€> 0-ra

Banach-tér.

Legyen f

n,m > N%“fn - fmﬂ <E.

Ez a kOvetkezdt jelenti:

e>|lf ~f Il = sup [£f (0)]- £ 0 =[f -£f (0] .
xel ]
Régzitett x-re tehdt a numerikus f1(x),fz(x),...,fn(x},...

sorozat is Cauchy-sorozat igy konvergens, hatdrértéke le-
gyen f(x): .

lim fn(x) = f{x) .

n-s e
Ha most ismét teljeslil, hogy n >N, akkor becsililjik meg
régzitett x-re [fn(x) - fi{x}| -t. Mivel bdrmely n,m > N-re
ifn(x)—fm(x}k<£ és lim £ (x) = f(x), igy nyilvdnvaldan

M — oo

£ (x) - £(x)[<€

Mivel ez bdrmelyik x €& I-re igaz, igy

max |f_(x)-f(x)| =€ - £l <&.
xel n n

Most mdr csak azt kell beldtnunk, hogy f€,C§
f£{x) folytonos x_-ben, ha bdrmely € > 0-hoz létezik & > 0,
hogy x_ +AXET, | A x|§<<3:>|f(xo)—f(xo + A x|« & .
Legyen N most olyan, hogy
n>N =>max |f_(x) - f{x)[< € /3
n
xel

és legyené > 0 olyan, hooy valamely n, > N-re

x * AX I,]|Axﬂ<d=‘>|fn0(xo)—fno(xo+ Ax)< & /3
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Ezzel

If(x ) ~f (x_+Ax)

=|£(x) Ty () tE, () oE (xgrAx)

+ fno(xO+Ax)-f(x0-Ax)|£if(xo)—fnotxoﬂ +

- { -
R (x) £ (xo+f_\x)§+|fn {x +4Ax) f(xo+AX)l<é.
o o o
Tekintettel arra, hogy X tetszbleges, igy valdban féic?l
b
6.2. Megmutathatd, hogy az J/‘]f(x}| dx (I=]a,b] hatdro-
a

zott integrdl is normdt definidl. Tehdt

b
L= f [£(x)]| dx

a

Most bebizonyitjuk, hogy ilyen normdval C? nem Banach-tér.
n

Legyen £ (x) = (sgx) Afix] , I =[-1;1]). f  korldtos so-
rozat: lffnil = 1.

Legyen most m=n, akkor

1
m n
| fm—fnfl= / | (sgx} V|x}- (sgx) VYix(| dx =

~1

1 1

m n
=2 / (\/;—r'l\/;)dxsz / (1-" V%) dx
O o]
n

Ha felrajzolijuk \/x, x>0 grafikonjdt (ldsd: 4. &bra},
akkor nyilvénvald, hogy bdrmely e > 0O-ra elég nagy n esetén

1

n
e, - £ = 2 f (1 - Vx) dx<e .

o

Tehat f1 R f2 ey fn’ ... Cauchy-sorozat, de nem konvergens.
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;SF
NS
%E’

ﬂ5> Nz2>Ny4

4. 4bra
Tegylik ui. fel az ellenkezdjét:

lim f_= £, £ € C
n

n—

I

Legyen most & > 0 tetszdlegesen kicsiny és 0<:60<:1
rigzitett.
Legyen N1

I
$/2>0,5 +¢

akkora, hogy n:>N1 esetén

valamely £> O-ra. Nz—re pedig:

n>HN :ﬂﬁn—fﬂ<s.

2

Ezzel

l£- S-e|=le(-D-£ (-Syez_(-$)-

- (& 8y —f (8> Sy (&) -2
LI QI -EQZ|E (-5 -f ()] -28= 1>e
ha n>max (N1,N2).

Ez ‘pedig ellentmond f(x) folytonossdgdnak, vagyis annak,
hogy =~ lim £_ = f, fec‘; létezik!

N —roo
fn tehdt korldtos és nem konvergens sorozat, sét - egyszerii-

en beldthatd - konvergens részsorozata sincs.
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Fliggvénysorozat konvergencidja a fenti két példa szerint a
vdlasztott normdtdél filigg. Lehetséges azonban olyan konver-
gencia fogalom bevezetése is, amely fliggetlen mindenféle
normdtdl:

2.10 Definicid

Az f1,f2,...,fn,... (fn: D— R, DCIR} fliggvénysorozat

pontonként konvergdl az £ filiggvényhez, ha bdrmely rdgzi-
tett x¢&€D-re az f1(x), fz(x),...,fn(x),... numerikus soro-

zat f(x)-hez konvergdl:

lim fn(x) = f{x) .

n — <o

Lattuk, hogy C? a maximum~normdval Banach-tér. Ennek Bizo-
nyitdsdbél az is kideriil, hogy ha fn f-hez konvergdl Banach-

térbeli értelemben, akkor ugyancsak f-hez konvergdl a pon-
tonkénti konvergencia értelimében is. A Banach-térbeli érte-
lemben vett konvergencidt a maximum-norma esetében egyenle-
tes konvergencidnak nevezzilk. Nem természetes, hogy ha foly-
tonos filggvények pontonként konvergdlnak, akkor a hatdrér-
ték fligavény folytonos. Erre éppen a mdr emlitett

(sgx) Mlxi fliggvény jdé példa, amely pontonként konvergdl:

1 ha =>20

1im  (sg x)™/Ix] ={ 0 ha x =

n=== -1 ha x« 0

Ez a fliggvény valdban nem folytonos az' x = 0 helyen.
Ha folytonos filggvények a zdrt I intervallumon pontonként
folytonos fliggvényhez konvergédlnak, még nem biztos, hogy az

emlitett két mdsik C?—beli konvergencia reldcidkkal is kon-

vergdlnak. Ezt egy ropant egyszerf példdval tudjuk bizonyi-
tani. Legyen fn az a figgvény, amelynek grafikonjdt az dbrin
lathatijuk:




i
Y
2
n
grcnffn
o I¥n 2n 1 x
5. ébra
Nyilwvanvaldan lim f (%) = 0. Ugyanakkor maximum nor-
néban: n— <o n
— _ 7 2 -
he -~ = sup [f (x) f )~ n", ha m >n;

xe[0,1]

a targyalt médsik normdban:

1
lg, - £.1 = /lfm(x) - £ (0] dx~mn,ha m> n.
O
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3. Operatorok normale tereldben

A normdlt tér fogalma elég gazdag ahhoz, hogy szinte
minden lényegest, amit az egyvdltozds valds fliggvényekr§l
tanultunk, nagymértékben dltaldnositani tudjunk. A valéds
fliggvények dltaldnositdsail az operdtorok, ill. funkciondlok.

3.A) Operatorok. Operatorok hatdrértéke,
folytonossaga, derivathatosdga

3.1 Definicid -

- Legyenek K, és K, normdlt terek. Az f:Q—+K1, QC K,
fliggvényt operdtornak (vagy leképezésnek, vagy transzformd-
cidénak) nevezzilk. Ha K1 = K, akkor f (valds vagy komplex)
funkcicndl.

3.2 Definicié

Az f: Q—K,, QcC K, operdtor hatdrértéke az x_€ X, he-
lyen {ahol 2 Q torldéddsi pontija)l yOeK1
{(jelben: lim f(x) = yo), ha tetsz8leges € >0-hoz létezik

X—X
o

>0, hogy x€Q és 0< [x - % | <d-bs1

||yo - £(x)||< € kdvetkezik.
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3.3 Definicio

T.to1. Az f:Q-—bK1,QCK operator folytonos az erQ

2
torldéddsi pontban, ha

1im fi{x} = f(xo) .

XX

3.3.2. £ folytonos HC%-ban, ha annak minden pontijdban
folytonos.

3.4 Definicid

Az f:KZ-» K? cperdator

3.4.1. homogén, ha f{xx) = xf(x},
3.4.2, additiv, ha f(x,I + x2) = f(x1) + f(xz),
3.4.3. linedris, ha additiv és folytonos Kz-ben.

Az A homogén linedris operdtor esetében A(x) helyett Ax-t
irunk.

MEGJEGYZES:

a szakirodalcomban gyakran azt értik linedris operdtoron,
amit itt a 3.4. Definicio értelmében homogén linedrisnak
neveziink.

3.1 Tétel

Legyen az f:Kz—ﬂ K1 operdtor homogén és additiv.

Ha K2 n-dimenzids, akkor T folytcnos.

BIZONYITAS:
Feltételezés szerint f egész Kz—n értelmezett.
Nyilvdn £(0) = 0, hiszen
£(0) = £ (0x) = 0 f({x} = O,
Most megmutatjuk, hogy £ 0O-ban folytonos, vagyis

lim f{x}) = £(0)
x — 0 .
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g ~ben e resss@ bdzis. E bizisban valamely

Legyen K 1

XxeK,—re

2

A 2.2 Tétel eldtti segédtétel értelmében:

I 2x)=d max |{x a>o,
k

ol

ahol d az adott bdzisban rdgzitett konstans.
Ezzel

TExy-£OM =NECO] =X Ele )+ ..+ x _£le M=
< 111|Hf(e1)” Lt |ln|“f(en)ks ﬂgin max [lf(ek)“<e .
k
amennyiben
dt
Ix}< 8

‘'n max [£(e }|
K k

Tehdt £ 0-ban valdéban folytonos. Ebb&1l azonban az kdvetke-~
zik, hogy f mindenhol folytonos. Ugyanis:

fix+ Ax)-T(x)=£(xX)+£(Ax)-F(x} = £{Ax),
igy valdban

Iim f(x +Ax) = £f(x} !
Ax—0

3.5 Definicid

normé& érben fo onos Utnak nevezziik a
A K 21t térb folyt itnak ik
v: I=K; TCcR; (I intervallum) folytonos operédtort.
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3.6 Definicid

Az ¥ ¢ K halmaz &sszefiiggd, ha badrmely két XvX2€§?

pont &sszekdthetd @ -ban haladd 3§ folytonos Gttal:
I = [a,b]
T(a) = x,, y(b) = x5,
¥ (t)e?® ha té€ {a,b]
MEGJEGYZES: :
a 3.6. Definicid szerinti fogalom pontosabban az 1n. ivsze-
rien 8sszefliggfség és az Osszefliggdséagen egy bonyolultabb

fogalmat kell érteni, amellyel itt nem foglalkozunk. A r&-
videbb szdhaszndlat értelmében mi az ivszeriden Gsszefliggdt

T
X, X2
6. abra
7. &bra
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fogjuk egyszerilien &sszefiiggdnek nevezni. Ez—beii Osszeflig-
g8 halmazt a 6. &bra, a 7. &bra pedig nem Osszefliggé hal-
mazt mutat.

3.7 Definicié

Az f:SP—+K1, 9t:K2 operdtor derivalhatd az g £ 9 tor-

16déasi pontban, ha xo—nak van olyan KX kérnyezete, hogy min-

den x € Kx N Y -ra ©
0
fix) - f(xo) =AAx +ec{Ax) ,
ahol
Ax = x -~ x_,
o)
A homogén linedris operdtor,
£ pedig O0-ban folytonos operdtor,
ezenfeliil
1im ﬁiﬁ) = U .
x — 0

A Ax-t szokds a megvdltozds f6 részének,mig e (Ax)-t az
elenyész8 résznek nevezni. Ha A nem a zérus operdtor
(amely minden XGEKz—hOZ a 0-t rendeli), akkor ezt az elne-

vezést az indokolja, hogy az "AJAX"/”E(A %)} hanyados tet-

sz6legesen nagy lehet, ha | Axl megfeleléen kicsiny.
Az A és az e operdtorck xo—nak fliggvényei, amennyi-

ben minden x0642pontban m&s és mds az A valamint az &

operator a fenti egyenld&ségben. .

3.B} A szukcessziv approximacic

3.8 Definicié

Tekintslk az f: Q= K, @ C K cperdtort. f-nek xoeiQ fix

pontja, ha f(xo) = X,
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3.9 Definicié

Tekintsik az f: Q-K, @ C K operdtort. Szukcessziv app-
roximacidnak nevezziik (amennyiben létezik) az aldbbi rekur-
ziv megaddsd sorozatot:

xoezQ {(kiinduldsi elem)
Xpe1 ~ f(xn), n=20,1,2,...
3.2 Tétel
Ha a szukcessziv approximdcid konvergens, ( lim xo= x1e Q)

n— o

és £ foiytonos @ -ban, akkor X, az operdtor valamelyik
: =

fix pontjdhoz konvergdl (vagyis: f(x ) = x").

BIZONYITAS:

f x"-beli folytonossdga a k&vetkezdt is jelenti:

. _ ) B %
lim f(xn) = f ( 1lim xn) = £(x7)

Il —s oo IT —» oo

Tekintettel arra, hogy

) B , _ .=
}im Xowq = lim X, =X ;
n—s <o n-— oo
b
graf f
XY XXz X3 Xo2 X
8. dbra
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igy az x = f(xn) egyenléséget fiayelembe véve &11itdsun-—

n+1
kat igazoltuk! .
Szukcessz{v approximdcid a jél ismert iterdcid is. A 8.
dbrdn egy egyvdltozds valds fliggvény (f) grafikondt latjuk.
f-nek hdrom fix pontija van: x?, xg, xg. Ladthatjuk, hogy bdr-

mely kiinduladsi elemet vdlasztunk is (pl. vagy x két

Xo1 02)
eset lehetséges: vagy véges lépésben elérijiik valamelyik fix

pontot, wvagy az iterdcid x?—hoz konvergdl (XT és xg—héz nem
konvergalhat!

graff

x* X
9. dbra

A szukcessziv approximdcidra eqgy tovdbbi egyszerii illuszt-
rativ példdt a 59 . oldalon taldlunk.
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3.C) Linearis egyenletek

3.10 Definicid

Legyen A:K — K homogén linedris operdtor.
Az X €K szdmot A sajdtértékének nevezziik, ha van s eK,
s # 0 {e sajdtértékhez tartozd) un. sajdtvektora, hogy

As = X s

3.11 Definicio -

Tekintsiik az A:K — X homogén linedris operdtort. Ha a
leképezés euy-egy értelmid, akkor A nem elfajuld. Ellenkezd
esetben A elfajuld.

3.3 Tétel

Az A homogén linedris operdtornak X = 0 pontosan akkor
sajatértéke, ha A elfajuld.

BIZONYITAS:
Legyen A elfajuld. Ekkor létezik X, # X, és X4 hogy

qu = AXZ = Xy

hiszen a leképzés nem egy-egy értelmd. Ebb&1

A(x1 - x Ax, - Ax, = 0,

o) = Ax, 2

tehdt X, — %, = s # 0 sajdtvektor X= 0 sajdtértékkel.
Ezutdn nézziik meg, hogy ha A-nak létezik X = 0 sajdtérté-
ke, akkor kovetkezik-e ebbdl A elfajuld volta. Legyen s

e zérus sajdtértékhez tartozd sajdtvektor.
As = 0, s £ 0

Valasszunk tetszdleges X, elemet. Legyen Ax1 = X5

Ekkor Xy = %, *+ s X vdlasztdssal bizonyitottuk, hogy

A elfajuld, hiszen

1

Ax, = A(X1 + s5) = Ax, + As = Ax, = x4 !
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3.4 Tétel

Ha A~nak s,,...,s_, x = 0-hoz tartczd sajdt vektorai, akkor
-1 r

ezek tetszdleges linedris kombindcidi is X = (0-hoz tartozd
sajat vektorok.

BIZONYITAS:

Alp s, +o..vp s) =

:H1As1 +...+}¢rAsr =0 !

3.12 Definicid

3.172.1. Legyen A:K — K homogén linedris operdtor. Az
Ax = 0

egyenletet homogén linedris egyenletnek nevezziik, ahol
x €K 1ismeretlen. Ennek az egyenletnek xoe;K megolddsa,

ha az Ax, = 0 egyenldéség fenndll.

3.12.2. Az Ax = b, egyenletet inhomogén linedris eogyenlet-
nek nevezzilk, ahol xe€K ismeretlen, beK adott vektor.
Adott X, € K megoldéds, ha az Axo = b egyenl&ség fenndll.

Az Ax = 0 egyenletet az Ax = b inhomogén egyenlethez rendelt
homogén egyenletnek nevezziik.

3.5 Tétel

3.5.1. Az Ax = 0 homogén egyenletnek a nullvektor megolddsa
(trividlis megold4s).

3.5.2. Az Ax = 0 homogén egyenlet nem trividlis megolddsai
pontosan a zérus sajdt értékhez tartozd sajit vektorok.
(Tehdt nem trividlis megoldds csak akkor 1létezik, ha A
elfajuld.) -

3.5.3. Az Ax = b inhomogén egyenlet bdrmely megolddsa egqy
tetsz8leges megoldds (partikuldris megoldds) &€s a hozza-
rendelt homogén egyenlet valamely megolddsédnak Osszegeként
irhaté fel.
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BIZONYITAS:

A 3.5.1. és 3.5.2. 4111itds nyilvanvald. 3.5.2.-ben a zdrd—
jeles 411itds a 3.3. Tétel k&zvetlen kbvetkezménye.

3.5.3. Legyen xp eqgy partikuldris megoldds:
Ax_ =Db
P

és X, a homogén egyeniet valamely megoldédsa:

Ax =0
o
Ekkor xp Xy valdban megolddsa az inhomogén egyenletnek:

Al{x_+ X ) = AX + AX_ =Db + 0 = b .
P (o] P O .

Forditva: xp mellett legyen x valamely megclddsa az inhomo-

gén egyenletnek: -
Ax = b

akkor Xy = X - xp nyilvdn megolddsa a homogén egyenletnek:
A - X =AXx - Ax_=b - b =0 .
(x p) P

Tehat e tetszdlegesen vdlasztott x megoldds valdban x X =X
alakban irhatdé fel! P

3.D) A homogén linedris operatorok normilt tere

3.13 Definicié

Az A:KZ—% K1 homogén linedris operdtor korldtos, ha

+
létezik © € B szdm, hogy

Ax
sup ——l——JL < m .

ixn# o0  EX
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A korlatos h(?mogén linedris operdtorck halmazat (amelyek
Kz—t K,!-be képezik 1le) LI(2—+K1] ~vel fogjuk jeldlni.

3.6 Tétel

[Kz—' K1} linedris tér a miveletek szokdsos értelmezése

mellett.
A miveletek szokdsos értelmezésén a kovetkezdket értjiik:

(A + B) x = Ax + Bx
{ AAa) x = X {Ax)

{(-A) x = - (AX)

Null elem a minden xeKz—t a g 6K1-be leképezd operdtor.

Az 1.1. Definicid axidémdi nyilvanvaldan teljesiilnek.

3.7 Tétel

A norma aldbbi definicidja mellett [K2—> K1] normalt tér:

1Aax|

[al = sup ETas I Ax [}
IxI# © =1
BIZONYITAS:
A mdsodik egyenléség nyilvénvald, hiszen
| axli X X . :
L2201 =hp — ) = §A , ahol = —— és =1 .
= H TEd] " Ayl Y By I ¥l

Nézzik meg, |Al valdban norma-e!

[A] létezik és R -beli.
ol = 0 nyilvdnvaldan. Lecyen lal = 0, ekkor

| axlt_ [&ax]
=i 2 gxl = °

.

0 = sup

0, amelybsl kdvetkezik, hogy Ax = 0
0.

Ha x # 0, akkor { Ax]
minden x-re, tehdt A

n
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Ixal =I\la] nyilvdrvald. végiil ellendrizziik a haromszdg
egyenldtlenségét:

_ Ha + Byxl _ fax + Bx| _
I+ Bl = s sy R Y
. laxi + [IBx] [:35 IBx| _
i T e I g - 1AL IE]

Ha K1 és R2 véges dimenzids Banach-tér, akkor mindig léte-

zik xoéaKz, hogy

R I Axl
Al = = max ——— , tehdt akkor sup helyett

” XO" |[X||#0 Hx“

max irhatd.
[K— K] -ben egyéb specidlis elemeket is megneveziink és szor-
zdst is definidlunk.

3.14 Pefinicio

[K— Kl-ben E-vel jeldljik azt az (egyértelmiien meg-
hatdrozott) operdtort, amelyre Ex = x minden x &€ K-re.

3.15 Definicid

[KE— K]-ban az A nem elfajuld operétof inverzét A~ -
gyel jeldljik.

3.16 Definicié
Legyen A,B€[K — K]. AB-vel jeldliik azt {az ugyancsak
[K— K]-beli!) operdtort, amelyre
‘ {AB) x = A(Bx).

Altaldban AB # BA.
Egyszerien beldthatdk a kdvetkezd tétel dllitdsai:
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3.8 Tétel

Legyenek A,B,CE[K— K], E egység, 0 null operdtor, akkor:

EA = AE = A

BA  =A A = E
fel = 1
fop = o

IlAaBj=|af kBl

12~ = jay !
PELDAK
1. Legyen K normdlt tér. E térben a norma funkcionil, de

nem linedris funkciondl. Ugyanis a norma folytonos, de
nem additiv és nem homogén:

+
I-1 =+ kK — R
. . ]
Van x1eK és x2€I\, hogy HX? + x2|| # ||X1§i + | X2!E .
Nevezetesen: legyen ||x1f| =1 és x, = -x,, akkor
fxq + 2,0 =0 # fix I+ ﬂxzii =z

Van x E€X és XE€R, hogy [xxf #Alxl. Nevezetesen:
x £ 0 és A<0, ekkor [xxl =Ixdx] = - xx} # xqx]

Véglil a folytonossdg bizonyitdsa:

la lim X = X, akkor definicidszerlen
N — oo . )
lim [jx ~ xnil = 0, mdsrészt
n -—s oo
fx - lim x | =0 .
n

n— oo
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2. A tananyagban {eddig ill.

a jov8ben) a kdvetkezd tabla-

zatban felsorolt alapvetd fliggvénytipusok fordulnak eld.
Az 1. tdbldzatban az adott fliggvénytipusokndl szerepel-
tetjlik a homogén linedris fliggvényeket is, bizonyos ese-
tekben a lehetséges geometriai jelentéssel vagy a grafi-

kon leirdsdval egylitt.

1. Tabldzat

Fliggvénytipus homogén linedris galra.fikgn vagy geomet-
— - fliggvény riai fuggvény Eilt.?l i
szimbdlum megnevezés megvaldsitott leképzés
jelentése
£f: 29—+ R ,QcR {egyvdltozds) £{x) = ¢ x origén dtmend
£{x) valds fliggvények CER egyenes

f: Q - R ,QC.'IR2

kétvdltozds va-

fix,y) =C X+C,Y

origén dtmend sik

£lx,y) 16s f\,.lggvények el e,€ R
£: =R, Q<R " | tobbvdltozés E(Ryseea,x )=
£ (x1 PRI ,xn) valsés figgvények SC Rt .+cn1-tn -
Cyre--/sC & R
f:9—- ,Qcd komplex fi{z) = dz forgatds és nagyitas
£(z) fiiggvények aedC (kicsinyités)
x: 9-E3 RO R egyparanéteres r{t) =d t origén &tmend egyenes
vektor-skaldr - 3
e fliggvények gekl
) -3 2 . . : . P
r:Q—-E7,9cR kétparaméteres r{ua,v} =c_iiu+§2v origdn dtmend sik
rlu,v) vektor~skaldr 3
= fiiggvények g1 ,c_lz € E
3 3 . ;
V:ig—+E,QPCE vektor-vektor viz) = Ar homogén linedris geo-
v1ir) fliggvények A G tenzor metriai transzformi-
= = cié (forgatds, nydi-
tds, vetités, tikrd-
zés)
n I . .
£:9-07,%2¢cQ n-vdltozds £{x) = Ax
m-elemd (valds) _ _
f{x) fliggvény A nxm-es
rendszer mitrix
u:@—-R,QcC g3 skaldr-vektor ulr) =dr olyan skaldr tér,
wir) fliggvények ae g3 amelynek @n. szintfe-.

litletei pdrhuzamos
sikok




A tablézatban dtfedések is vannak: az f(x1,...,xn)

tipusy fliggvények specidlis esetei a f(x,y) tipusdak, és
mindkettd az f1(x1,...,xn), ey fm(x1,...,xn) tipusa fiigg-

vényrendszerek specidlis esetei (ha m=1 &€s n=2, tovédbbid ha

Q helyett R -t Q2 helyett ng—t veszlink, illetve m=1 és a

Q1 - R, Qn - R" cseréket hajtjuk végre). Tobbvdltozds

figgvényeknél a homogén linedris fliggvény mitrixos felirdsa:

Ha m=n=1, akkor az egyvdltozds valds flggvénvekhez jutunk.

Ha E3—ban lerdgzitink egy bdzist, akkor a koordindtdk osz-~
lopvektorban t&rténd elrendezésével kdlcsdndsen egyértelni

megfeleltetés hozhatd létre az B> és a Q3 terek kozétt. Igy
az egyparaméteres vektor-skaldr fluggvényvek m=3, n=1, a két-
paraméteres vektor-skaldr fliggvények m=3, n=2, a vektor-
vektor fliggvények m=n=3, végll a skaldr-vektor fliggvények
m=1, n=3 vdlasztdssal fliggvény rendszerekként tdrgyalhatdk.
Ekkor a megfeleld homogén linedris filiggvények rendre:

I
d

2
d

dyq dyy [ uJ

dyn 95y v
443 923
341 331 334
a12 %22 4332
L2313 %23 %33 L*E
(d; 4, dj) ]
Z B

Mutassuk meg, hogy a homogén linedris flggvényrendszerek
valdéban Ax alakiak.
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Egyrészt nyilvanvald, hogy minden Ax alaka fliggvény ho-
mogén linedris, hiszen a matrixalgebra miveleti szabdlvyai-
bdél kdvetkezik, hogy

A(X1 + X2) = (Ax1) + (sz) és
Al wx)} = A(AxX)

Mdsrészt legyen most £(x) (f(x)¢£Qm, xeaQn) homogén
linedris. Vegyik fel Qn—ben az alédbbi bdzist:

¢ 0
0
e, =i ; e, =10 e = 0
1 ; N N SRR n -
. 1
0 0
Legyen
A1
_ m
f(ei)— : £Q .
a_ .
mi
Ekkor tetszdleges x:an—re
*1
X = x1ea + + x e = . ;
X
n
fix) = x1f(e1) + .. 4 xnf(en} =
a a . a fx
11 12 n 1
= = Ax |
am1 amn [Xn

Most azt is mutassuk meg, hogy a komplex figgvényeknél
is pontosan dz alakdak a homogén linedris filiggvények. Egy-
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részt d(z1+z2} = dz1+d22, d{ xz) = x(dz), rélC miatt minden

dz alakd fliggvény homogén linedris. Mdsrészt, legyen f{z)
homogén linedris, és legyen f(1)=d. Ekkor bdrmely ze € -re

z=z 1, Igy f{z) =z £{1) =z 4 !
A homogén linedris fliggvényeknek a matematikdn kiviil
a gyakorlati jelentdséglik is Sridsi: ezek - szemben azok-

kal, amelyekre nem igaz, hogy homogén linedrisak, vagy Szo-
kdsos elnevezéssel: szemben a nemlinedris fliggvényekkel -
lényegesen egyszerilibben kezelhet8k a matematikusok és a mér—
ndkok szdmdra egyardnt. Ezért érthetd az a térekvés, hogy

a nemlinedris fliggvényeket homogén linedris {(rdviden: lined-
ris) fliggvényekkel kézéelitsiik.

Amelyeknél ez a kbzelités lehetséges, azokat a fliggvényeket
nevezzilk differencidlhatdknak. Pontosabban -~ tekintsiik a
differencidlhatdsdg definicidjét! - arrél van szé, hogy ha

az f: 9—»1(1, Q CK, fuggvény az x_£% pontban differencidlha-
té, akkor a fliggd vdltozd megvdltozdsa (Ay = fix) - f(xo)),
a fliggetlen vdltozd megvdltozdsdanak (A x = x - xo) jé kdze-

litéssel homogén linedris fiiggvénye (Ay=~AAX); a kbzeli-
tés anndl jobb, minél kisebb | A x] . Mds szavakkal: (az X

pontba eltolt) lokdlis koordindtarendszerben fiiggvénylink
j6 kbzelitéssel homogén linedris (ldsd: 10. &bra), vagy ro-
viden: a figgvény az X, pontban lokdlisan homogén linedris.

Ezek szerint a derivdlds nem mds, mint a lokdlis Ay és
A x vdltozdk kdzbtti kozelitd homogén linedris filiggvénykap-
csolat meghatdrozédsa.

7] } y-Yo=AY

=flx e
Yo 0 XX o= AX

10. &bra
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Legyen f egyvaltozds valds filggvény. Ismeretes, hogy az
E(x} = x egyenlet megoldhatd a szukcessziv approximdcid-
val (iterdcidval), ha |£f’(x)| elég kicsiny a keresett
gydk megfeleld kdrnyezetében.

Prébdljuk megoldani ezek utdn az

1-zp=z; pel ; p# -1

komplex egyenletet z-re a szukcessziv approximdcidvall!
(Az egyenlet természetesen kozvetleniil is megoldhatd:

Legyen a kiinduldsi elem:

z1 = 1.
Ekkor
z2 - - p
=1 -z = 1 = + p
23 - 2p p p

Zy = 1 - z3p =1 - p + p2 - p3

. 2 3 n-1_n-=1
z = t-z .p= 1T - p+tp =p +...{=1) o]

Ebb&61 azt kapjuk, hogy

1 _ v , .. kk
1+p - Z (-1 P
k=0

amennyiben a jobboldalon 4116 sor valdban konvergens.
Ldtni fogjuk, hogy ez az dn. mértani sor pontosan akkor
konvergens, ha |p| < 1.

A példdnk természetesen csak szemlélietési célt szolgdl.
Az iterdcidt vagy szukcessziv approximdcidét olyankor cél-
szerl alkalmazni, amikor az egyenlet egyszeriibb mddon
vagy ‘egydltaldn mdshogy nem oldhatd meg,

hegyen A n x n-es matrix, x € Q. Akkor az Ax homogén 1i-
nedris fliggvény pontosan akkor nem elfajuld, ha A regu~
laris, ezzel szemben elfajuld, ha A szinguldris.

Az Ax = 0; xeqQ” homogén linedris algebrai egyenletrend-
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szernek pontosan akkor van a trividlistél eltérd megol-
ddsa, ha A szingularis.

Ha A reguléris, akkor az Ax = b inhomogén egyenletnek
pontosan egy megolddsa van.

Ha az A matrix rangja r <n, akkor a homogén egyenletnek
pontosan n-r linedrisan filiggetlen megolddsa van:

Xgpe e 1 ¥y (ner) és az inhomogén egyenlet minden x megol-

ddsa az aldbbi &ltaldnos alakban irhatd fel:

XH(n—r)C(n—r): xp + XC '

X,] :Xp"'C4l XH,I

ahol
Xp egy tetszdleges partikuldris meqgoldds,

[ “H11 777 %51 (n-r)
X = a homogén egyenlet
un. alapmdtrixa,
_XHn} et XHn(n—r}
€1
c = . konstans oszlopvektor.
c
(n-r)

Tekintsik a E:a b] linearis teret és vezessiik itt be a

supremum normdt:

[ £ = sup [ £(x)]
xefa,bj

Ebben a normdlt térben mdr ismeriink néhdny igen fontos

funkcionalt.
b

Elsének tekintsiik az j1 f{x})dx hatdrozott integrdlt,
a

amely linedris funkciondl.

Bizonyitsuk be ezt az 4llitdst.

Az additivitds és homogenitds nyilvdn teljeslil:

f[f (x) + £, (x)] f £, (x)dx + f £ (x)dx



b b
~[ AF(x)dx = AJf £(x)dx
a

a

A folytonossag a kdvetkez&képpen mutathatd ki:
A lim £ = f reldcid definicidszerlen azt jelenti,

n— oo

hogy létezik feE[ﬂ b] fliggvény, amelyre
(=] .

lim an—fu = lim sup 1fn(x)—f(x)l= 0 .
n— oo n— < x€ [a,bl]

BEzzel a folytonossdag azt jelenti, hogy

b b b
/" lim £ (x)dx = J/ f(x)dx = lim Jff (x)ax
n-— oo n n-—oo n
a a a
mésképpen:
b
lim jf (F(x) - £ {x))dx = 0
n—c° n
a
A kbvetkezd becslés adhatd:
b b b
- << —_ s < - =
|Jf (£ (x) fn(x))dx]—~J[{f(x) £ ()] dx _./"f £ lax
a a a
e - £l (b-a)<e,

' n

ha

S

- F
e - £ 1 <—5=
ami elegenddéen nagy n-re teljesiil. Ezzel az dllitdst bi-

zonyitottuk!
b

Legygn g{x)e L. (a,b] és f g (x)dx £ 0
a

Legyen az f filiggvénynek a ¢ sulyfiiggvényre vett integ-
rdl kozepe definicidszerlen:
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b
f o () f (x) dx

Tpf = 2
]‘q(x) dx
a
b
Nyilvédn jf f(x)dx = [b-a] I, f. Ig-rél - ugyanugy,
a
mint I1—r61 - egyszerien kimutathatd, hogy homocér !ine-
4ris funkciondl.
IQ normé&ja:
b
jr | Q(x}ldx
a
1ol ﬁfiug 1 |Tg £1 = =5
|/" g(x)dx|
a

(A supremum ugyanis olyan f-vel érheté el, amelyre
FE(x)| = 1 és  Q(x)f(x) = [g(x)] )

Ebb&1
|Tq £l=I1gl IE] , vagyis:
b b
[ etofxax [ 1g 0] ax
a . - _a sup  |f (x)]
5 = b x e{a, b]
J[ ¢ (x) ax | J[ q(x)dxl
a a
Tekintsiik most a C?a b] fliggvényosztdlyt.

Legyen & valamely adott felosztéas fa,bl-n:

$

(ao,a1,...,an) R ahol

jol}
[l

... = b
ao<a.]< < n



Is £ leg»a =z fE'C[a,b]

i =20,1,...,n alappontck felhaszndlasaval végrehajtott
numerikus integrdldsa dltal meghatdrozott szdm, ahol nu-
merikus integrdldson valamelyik ismert numerikus integrd-
ldsi szabdlyt értjiik (pl. Simpson-~szabdly) .

1§ linedris funkciondl. Ennek bizonyitdsit az olvasédra
bizzuk.

Tekintslik most az (a, =e )} intervallumon értelme-
zett azon korldtos flggvények halmazit, amelyeknek ezen
intervallumon vett improprius integrdlija létezik.

Az | £] = sup |f£(x)| normdval a halmaz normilt teret

alkot. x€fa, o]

fliggvénynek az (ai,f (ai))

Nézziik meg e térben az J[ f(x)dx funkciondl tulajdonsi-

a
gait. Az additivitds és homogenitds nyilvdnvaldan telje-
sil. Nem teljesiil azonban a folytonossdg, amelyet agz
aldbbi példdval bizonyitunk.

-

Legyen a = 0 és

1/n ha 0<x=<n

g
graff,
1/n b= LI
" X
11. dbra

Ekkor nyilvdnvaldak az aldbbi Osszefliggések:
1 : =
— lim f . =10 ;
n n
n — oo

e )i =
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oo

J[ lim £ (x) dx = 0
n

Nn— 00
o
J[ fn(x)dx = 1; n%ifo J/ fn(x) (dx = 1 |
o o)

Jellemzd, hogy e funkciondl nem is korldtos.
Legyen most ugyanis

1 ha 0<x=<n

0 ha X>n

Ekkor

oo

f g, (x) dx = n; Qg =1, igy

O

oo

sup J[ gi{x)dx = oo
fef = 1
o

6. Figyeljik meg, hogy a 3.3., 3.4. és 3.5. tételek bizo-
nyitdsdban nem haszndltuk fel, hogy az adott operdtorok
folytonosak, csupdn a homogenitdsra és additivitdsra volt
sziikség. Valdban, ezek a tételek homogén és additiv operd-

torokra is érvényesek. o
Tekintsilk az x: I — R, ICIR (I intervallum) co

sokszor derivdlhatd korldtos filiiggvények linedris terét

(C; ) a supremum normaval:

Ix] = sup |x{t)]
tel

Legyen Dx:i= x . A D operdtor additiv és homogén, de
nem folytonos. Ugyanis, ha

X - sin t
[ w w '
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akkor

lim 1 sin wt = 0 ,
) — oo w
igy
ID lim —— sin wt] =0,
W oo w
ugyanakkor
D x| = cos wtl =1,
igy
lim D xq) =1 .
) —» =0

Legyen most D az x: I~*Qn, ICIR (I intervallum) O
sokszor derivdlhaté fliggvényeken értelmezve:

Dx:= x ;
és haszndljuk pl. a kdvetkezd normit:

- 2 2,1/2
Ixl = sup (x1 ol o+ xn) .

tel

D-ré1 ismét csupdn additivitdst és homogenitdst 411itha-
tunk, folytonossdgot nem.
Legyen A n X n-es matrix. A

(D - A)x = b, beo®

egyenletet elsdrendl differencidlegyenlet rendszernek
nevezziik. A 3.5.3. tétel értelmében ennek minden megol-~

ddsa xp+xH alakban irhatdé fel, ahol xp olyan partikuld-

ris megoldds, amelyre

{D - A)Xp = b,
és Xy @ homogén egyenlet megolddsa:
(D - A)xH =0

Ha A-nak s sajdtvektora X sajdtértékkel, akkor
e lts a homogén egyenletnek megolddsa, ugyanis:

65



o
o
1l
-
o
o)

Tehdt

(D -3 e*%s =0

Ha b A-nak sajdtvektora X # 0 sajdtértékkel, akkor

=b
P X -

Ha b A-nak sajdtvektora X = 0 sajdtértékkel, akkor

x = tb

A 3.9.és 3.13. Definicidk homogén additiv operdtorokra
is értelmezhetdk. '

Vegylik észre, hogy D elfajuld. Legyen ugyanis ¢ ¥ 0
konstans vektor és x tetszdleges fliggvény. Ekkor

Dx=2x=DI[x + ¢} .

D-nek nem létezik inverze.
Tételezzilik fel, hogy A regquldris és vegyilik szemiigy-

re a DA = A_1D operéatort.

Prébaljuk megoldani az

x = Ax
mésképpen DAX = x

egyenletet. Ezt az egyenletet eddig (D - A)x = 0 alakban
irtuk. Az 4j alak a szukcessziv approximdcid alkalmazha-
tésdga érdekében kell. Sajnos azonban a szukcessziv app-
roximidcid moédszerét nem alkalmazhatjuk, mivel D-vel egyitt

D, sem folytonos. Szilikitsiikk le D, értelmezési tartomanydt

azokra az x fliggvényekre, amelyekre:

x(0) = a7 %(0)

{tegylik fel, hogy 0€1I). Fz a leszlkitett halmaz is nor-

malt tér, és itt DA nem elfajuld.

Ugyanis, ha van X, és X, hog=



akkor ebbdl

DA(X1 - xz) = 0
Legyen xi—x2 = z. Akkor
D,z = 2 pz = a7 =0 .
amelybdl
Z a9,
fgy
2(0) = 0, z(0) = A 4(0) = O
A 2 = 0-bél kévetkezik, hogy z = &llandé = z(0) = O,
vagyis x., = x, . D  inverze egyszeriien beldthatd mddon
. 1 2 A
kaphatd:

t
p7! x = jf Ax () dt + x{0) .
Q

Mutassuk meg, hogy ez az operdtor korldtos I-re mdr foly-
tonos. I = [a,h].
Legyen lim X, T X

n — oo

Azt kell megnutatni, hogy

-1 _ : -1
DA x = lim DA xn ;

INT — oo

vagyis
lim 7
A

n— oo

(x - %) =0
n
Ez azonban a kdvetkezd becslésbdl kbvetkezik:

i

- .

D, (x-x_}! = sup j[ Ai{x({rt)-x_(t))dr +

e n te I ( n
o

ox{0)-x (0})= AL fx-x ] (b-a) lxex <€

ha ©n elég nagy!
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Az

= x(0)
_ -1
Xne1 © Pa Fy
szukcessziv approximdcid - konvergencia esetén - a D,x=x
differencidlegyenlet azon x{t) megolddsdhoz konvergdl,
amelyre x{0) = X e

Latni fogjuk, hogy itt a szukcessziv approximicid vald-
ban konvergens.
Legyenek L1 és L2 linedris terek. Fiiggetleniil attdl,

hogy ezekben definidlunk-e normdt, vagy sem, beszélhe-
tiink az L1—t az Lz—be leképezd operdtorrdl vagy transz-

formdcidrdl a 3.1. befinicid értelmében. S8t egy ilyen
operdtorndl a 3.4.1. és 3.4.2, definicid szerinti tulaj-
donsdgok és értelmezhetdk, (3.4.3. mdr nem, ehhez nemnm
nélkiiltzhetjiik a normat).

Legyen 4L : L1—+ L2 homogén additiv és egy-eqgy ér-

telmd operdtor, amely L,-re képezi le L, -et.

4 -nek tehdt létezik 78 inverze, amely ugyancsak
homogén, additiv.
L nem csak az L1—beli elemeket képezi le egy-egy

értelmi mdédon L,-re, hanem L, ~-beli operdtorokhoz

1

(g : L1-* L1) is egy-egy értelmd operdtorokat rendel L2—

ben (f: L2—+ L2) a kovetkezd kézenfekvd definicidval:

g-hez L akkor rendeli f-t, ha minden u€L,-re

gt = L7 (E(L ),

vagy minden v eL,-re

2

(&™) = £y .
R&viden:
g :L_1flh f:=4g£—1
Ha g homogén additiv, akkor nyilvdn f is az.
Legyen L, (i=1,2) valds vagy komplex fliggvénytér.

Mint l4ttuk, a derivdlds és az integradlds homogén és ad-
ditiv operdtorok. Léteznek természetesen ennél lényege-
sen egyszerilibb homogén és additiv operdtorok is.



Mutassuk meg pl., hbgy a

(1) 9 (x)— —— ¢ (x)

{(ii) ¢ (x} - xg¢(x) -y (0)

hozzadrendelések egyardnt homogén, additiv operédtorok.
Legyen most L1 valéds, L, pedig komplex fiiggvénvek tere.
Az un. Laplace-transzformdcidé olyan .L: L1-—"L2 homogén,

additiv operdtor, amely az LT—beli integraldshoz Lz—ben

az (i) operdtort, az L1—beli derivdldshez pedig L2—ben

az (ii)} operdtort rendeli, tehdt ezeket az L1~beli bonyo-

lult operdtorckat egyszerd algebrai miveletekké alakit-
ja (l&sd: a 6. fejezetet). : :
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4. Hilbert-terek

A kdzbnséges vektorok kdrében a skaldris séorzés a so-
ron kovetkezé mivelet, amelyet az eddigiekben kidolgozott
absztrakt struktdrdkban is bevezetiink.

4.1 Definicid

Legyen L linedris tér. A skaldris szorzids minden
X, ¥ €L elempdrhoz egy X -beli, {x,y)-nal jeldlt szdmot ren-
del Ugy, hogy a k&vetkezd axidémdk érvényesek: _

(x,y) = (y,x)
( Ax,y) = X(x,y)

(x3+x2.y) = (x1.y) + (xz,y)

(x,x) valés és (x,x)>f0 ha x # 0

itt a fellilvonds a komplex konjugdltat jeldli.

Mutassuk megq, hogy (x, »yi ='1(x,y)!
Valdban:

X, Xy) = (Xy,x) = _l(y,x) =~l(x,yl!

Ha a skaldris szorzédst mdr definidltuk, akkor ennek a
segitségével definidlhatd a norma: :

4.1 Tétel -

Az I x| =1/{x,x) definiciéval értelmezett mivelet norma.
1
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BIZONYITAS

Mutassuk meg, hogy V(x,x) eleget tesz a norma hirom defini-
cidéidnak. .

| x| = 0 pontosan, akkor, ha x = 0 ,

Vixxax) =yXix, ax) =YVaax,x) =
V axix, =\/[)_L[: (x,x) = |X|ix| .

A héromszdg egyenlétlenség bizonyit4sdhoz a Cauchy-Bunya-
kovszkij-egyenl8tlenségre van sziikség:

I xx |

oy =[xl Iy) -

Ennek bizonyitdsa: legyen (y,x) = [ {y,x)] el? és X = te-i<p
és képezziik az

{x - )\y r X - )*Y)
_skaléris sorozétot.

2

0 < {x~ Ay, x- Ay)= IKHZHM ﬂy"2 - 2Re [X(y,x)] =

=pxb 2 v 2yt - 2t | yn0 |

t mdsodfokd polinomja csak dgy lehet nem negativ, ha a
diszkrimindns nem pozitiv:

2 2 2
4 [y, x)]° - 4 x| lyp "=o0 ,

amelybSl &llitdsunk kdvetkezik. Ezek utdn a hdromszdg egyen-
létlenséqg is bizonyithatd:

I x+yll= Yix+y, x+y)= Yz, x+y) + (v, x+y) = YRy, 00 + (xvy,y) =

Vi P+ 730+ 590+ Uyl 2l 2l 2+ (730 + (om0 o 1202 =

1/2 1/2
=[||xu2+2Re(y,x)+llYﬂ2] < [HXEIZ*‘HYJIz*‘?HYrX)I] .
S 5 1/2 '
<[UxU+1yf“+20xtiy)] = 1xi+ py) ¢
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A bizonyitds sordn a Cauchy-Bunyakovszkij—egyenidt-
lenség részeredményként szerepel. Tekintettel azonban je~
lentdségére kiilén tételben is kdz&1ljiik.

4.2 Tétel
(Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlenség)

[Geoy) | = || =y
Megjegyzés:

A kapott Osszefiiggések természetesen a kdzdnséges vektorok

terében is érvényesek. Igy e bonyolult tételek szemléletes
jelentéssel ruhdzhatdk fel.

Ha linearis teriink valds, akkor a 4.1. Tétel bizenyitdsdban
levezetett '

2 2 2 ’
T+ yl™ = 1= + Iy~ + 2(y,x)
Gsszefiliggésben n=3 esetén a cosinus-tételre ismerhetiink
{l&dsd: 12. dbra), a 4.2. tétel pedig n=3 esetén nyilvénvals,
ha a skalédris szorzds definfcidjdra gondolunk:

Yy = Y]] ¥y cos @

Kiltnts jelentdségiik van azoknak a teljes normdlt tereknek,
amelyekben a normdt skaldris szorzdssal definidljuk.
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4.2 Definicid

A H Banach-teret (illetve az ok n-dimenzids normdlt te-
ret) Hilbert-térnek (illetve n-dimenzids euklideszi térnek)
nevezzilk, ha benne a normdt a skaldris szorzdssal defini-
dljuk.

A skaldris szorzds egyik dridsi jelent&sége abban &ll,
hogy segitségével definidlhatd az ortogonalitds és igy beve-
zethetdk az ortogondlis bazisock, rendszerek is.

4.3 Definicio

Ha (x,y) = 0, akkor azt mondjuk, hogy x ortogondlis
y-ra (a szokdscs jeldlés: xly).

4.3 Tétel

4.3.1. Ha az e .,eneEn vektorok paronként ortogondlisak

1re
¢s egyik sem zérus, akkor e vektorok bdzist alkotnak.

4.3.2. Ha az 81""’en""E;H vektorok pdronként ortogond-

lisak és egyik sem zérus, akkor e vektorok linedrisan fiig-
getlen rendszert alkotnak.

BIZONYITAS

4.3.1. Tételezziik fel az 4l1itds ellenkezdjét:

.e. + ...+ lnen =0
[l1] + ... +|1n|:>0

Legyen Xi # 0, ekkor a fenti egyenlet mindkét oldaldt

skaldrisan megszorozva ei—vel a bal oldal:

(¢ x1e1+...+1nen),ei)=l1(eTei)+...+xi(ei,ei)+...+

B 2
+ ln(en’ei) - l‘i " ei” # 0 r
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a jobb oldal:
(O,ei) =0 .

Ellentmondésra jutottunk, tehdt e vektorok valdban linedri-
san fliggetlenek, vagyis bdzist alkotnak, hiszen szdmuk a
tér dimenzid szédmdval megegyezik.

4.3.2. Ha ismét az 411itds tagaddsdt tételezziik fel, akkor
pontosan ugyanigy ellentmonddsra jutunk, mint az elébb.
Vagyis akarhdny (de véges sok) vektort kivdlasztva, ezek
mindig linedrisan fliggetlenek lesznek, és éppen ez jelenti
a linedrisan filiggetlen rendszer fogalmat!

4.4 Definicid

4.4.1. A 4.3.1. Tételben szerepld bdzist ortogondlis bdzis-
nak nevezziik. Ha |e =1, i=1,...,n, akkor a bdzis orto-
normdlt.

N

4.4.2. A 4.3.2. Tételben szerepld rendszert ortogondlis
rendszernek nevezzilk. Ha "eiﬂ =1, i=1,..., akkor e rend-
szer ortonormdlt.

4.4 Tétel
(Schmidt-féle ortogonalizdlds)

Legyen {en}, n €N, H-beli linedrisan fiiggetlen rendszer. Ak-
kor ebbdl a kévetkezd rekurziv eljdrdssal konstrudlhatd

'{qn},x1ew ortonormilt rendszer:

1
_(:P =
o fleql
Pne1 T ASne1 T A9 T e T An@n

ahol a Xk skaldrok (Aﬂiejk) az ortonormdltsda feltételé-
b&l egyértelmien meghatérozhatéi{
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BIZONYITAS:

Matematikai indukcidval bizonyitunk.

loql = 1 nyilvédnvaldan.
Most tegylikk fel, hogy valamely n-re Qi, i< n mdr ismert és
(q)i,cpj) =0 ha 1 #3J és 1i,j=n,

ol =ha,l = oo =To =1 .

Wn+1_t a k6zdlt képlettel konstrudljuk meq.

A kovetkezd feltételeknek kell a fllggvénynek eleget tenni:

Conuqr 99 = x5,y @90 — Xy H?1"L =0

- ) 2
Cooerr 94) -xo(en”, ¢ ) Il =

=0
Ezekbdl:
- Ll
i‘] = lo(en+1' q’,]) r )—0 - (en+1r ()01)
pu— i Xn -_—
Xy T xgle g9 )5 lo = e g0 9}

Most a még hatdrozatlan %4 (amely a 9417t definidlé kép-
letb&l kiemelhetd:

X bN
- R - - n
Y+l Xo(en+1 Xg 91 e P c?n) )

a kdvetkezd Osszefliggéssel kaphatod:
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4.5 Definicio

A H Hilbert-térben az e ...,en,... ortogondlis rendszer

-II
teljes, ha bdrmely vy € H-ra igaz a kovetkezd 411itds:
amennyiben (y,ek) =0, k=1,2,..., akkor yv = 0.

A tovdbbiakban e pontban az n-dimenzids euklideszi te-
" rekkel foglalkozunk.
Tudjuk, hogy a véges dimenzids terek mindig teljesek.

Ha tehdt bdrmely n-dimenzids linedris térben skaldris szor-
zdst vezetilink be, akkor Hilbert-teret kapunk. Megjegyezziik
azonban, hogy a szokdsos szdhaszndlat szerint csak a oo -
dimenzids teljes tereket nevezziik Hilbert-tereknek, a véges
dimenzidsakat euklideszi tér elnevezéssel illetijiik, {(vd. a
Banach-terek hasonld szdhaszndlati problémdjidt!).

ROgzitsiink le E'-ben egy ortonormdlt bdzist (ilyen a
4.4. tétel alapjén mindig van). E régzitett bdzisban

" és Qn k0zbtt egy-egyértelml megfeleltetés létesithetd:

nevezetesen minden vektorhoz annak koordindta oszlopvekto-
rat rendeljiik. A koordindta oszlopvektorok révén az absztrakt
3-dimenzids euklideszi tér, illetve barmely 3-dimenzids
euklideszi tér és a kdzdnséges tér vektorail kdzdtt is egy-
egyértelmid megfeleltetés hozhaté létre. Ha valamely konkrét
struktdrdt a vektor-miveletek alkalmas értelmezésével 3-di-
menziés euklideszi térré tettiink és e térben kizdrdlag azo-
kat a tulajdonsédgokat tekintjik, amelyek az absztrakt vek-
tor mivoltukbdl erednek, akkor ezt a teret nem is tudjuk
megkiildnbbztetni a kdzdnséges vektorok terétdl.

Ez az oka annak, hogy olyan kétértelmiiséget engediink meg,
ami az absztrakt 3-dimenzids euklideszi tér és a kdzdnsdé-

ges vektortér ugyanazon jeldlésével (E3) jar {lasd: 1. Li-
nedris terek 5. példdt is!).

Ha a bazist lerdgzitjik, akkor az E" és Qn kozotti
egy-egyértelmll megfeleltethetdség révén o helyett elegen-
aé a Q" tér vizsgalata, amely utdbbi a médtrixalgebra tdrgy-

kdrébe tartozik. Az E'-t E -be leképezd homogén linedris
operdtorok és az n x n-es mdtrixok kézdtt is egy-egyértelmi
megfeleltetés lehetséges rogzitett bdzisban.

Az egy-egyértelmi megfeleltetés létrehozdsakor a vek-
tor-koordindta oszlopvektor, illetve a homogén linedris
operdtor - matrix konkrét hozzdrendelés megvdltozik azon-
ban, ha mds bdzisra térilink &t (ldsd: az 1. pontban a bdzis-
transzformdcidt) . Nézziink meg néhdny fontos Hsszefiliggést
konkrétan is.



4.6 Definicic

Az A n x n-es mdtrix pozitiv definit, ha bdrmely
xeQ”, A# 0-ra

ATA x>0 .

4.5 Tétel

n . . . . (s .
Legyen L n-dimenzids linedris tér és ebben ej,...,en

bazis. Legyen (: " 4w olyan fliggvény, amelyre:

1

glx,v} = gly,x)
glcx,y) = cglx,v); c€ir,
glx rx,,¥) = glx,,¥) + glx,,v)
g pontosan akkor tekinthetd skaldris szorzdsnak, ha az

A = 9legre)

szdmokbdl feléplild

matrix pozitiv definit,.

BIZONYITAS
Tekintslik a 4.1. Definicidt. Nyilvdn elég annyit bebizonyi-
tanunk, hogy a "g{x,x) >0, x # 0" 4llitds ekvivalens azzal
az Allitdssal, hogy "A pozitiv definit".
Legyen x = 11e1 to.t lnen es

*

o=l : {x # 0).
An
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n
Ekkor _g(x,x) = z: by Ay g(ek,ei) = 1? A,

?

i,}

amib&8l a két 411l{itds ekvivalencidja nyilvanvald!

4.6 Tétel

A skaldris szorzéssal definidlt vektornorma ortonormdlt ba-

zisban euklideszi norma, vagyirs
{x,x} = Hx”z = Af: LI )2n, ahol
> = \\‘e + \ £}
(] n
BIZONYITAS
Ha SRR ortonormdalt bdzis, akkor
0 ha i #£k
(ek,ei) =
1 ha i =k

Az el8z8 tétel bizonyitdsdt felhaszndlva, és figyelembe vé-
ve, hogy mest A = I:

(x,x) = X I X=X X=XT + ... + '

4.7 Tétel

Legyer az Cqreeei®y bdzisban a skaldris szorzds matrixa A

{lasd: 4.5. Tétel) és e bdzist az 61,...,€n bidzisba transz-
form&lé matrix S, tehdt ha
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akkor

Ekkor az utdbbi bdzisban a skaldris szorzds mdtrixa

A = STAS .
BIZONYITAS
Legyen

Y S HS Feeet RS T ey el e ’
akkor

(x,7) = X ap= 3L ST aSn = 3TAS ,
amelyb&1

A= STaST
4.7 Definicid
P S -t _ T

Az M matrix ortogbndlis. ha M = M.
4.8 Tétel
Ha az Cqre-se ortonormdlt bdzisbdl az é1""’én ugyan-

csak ortonormdlt bdzisba vald transzformdlis mitrixa M,
akkor M ortogondlis.

BIZONYITAS

Az i. Tejezetben (1.2. tétel bizonyitdsdban) megmutattuk,
hogy M az éi vektorok € reeese bdzis-beli koordindta osz-
lopvektoraibdl épiil fel:
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M = [m1...mn] .

A 4.6. TételbSl kévetkezik, hogy

mym, =
1 ha i=k,

vagyis P

M™ M =TI
amelybdli

MTo= M
4.9 Tétel
Legyen G: g" o g homogén linedris operdtor és Cqsever

E%-pen bazis. Legyen tovdbbd

[0y o 701

ahol T @ Gei vektor koordindta oszlopvektora, akkor

barmely x € EN-re
=Ty,
ahol
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A =
-
y = GX
Y T Hqey Ha®n
1
o=
.

BIZONYITAS

Gx = A, Ce t...+ ) Ge = ) { Y1187 Yoot Y oiag) *

* ln( T1n%1 +"'+'?nnen) =<H181 T nn 7
amelybdl
*q
Mi® 0T 0T o0 Tin)
*n
vagyis
p=La

[[-t G adott koordindta rendszerbeli koordindta matrixénak
nevezzik.

4.10 Téte
Az Cqreeri€ bdzisban a G: E — E" homogén linedris operd-
tor mdtrixa legyen [, az é1,...,én bdzisban pedig [ .
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Ha a bazistranszformicid métrixa O , akkor

F=5"rs.
BIZONYITAS
Legyen y = G x és x koordindta oszlopvektora az elsd ba-

zisban A, a mdsodik bdzisban . Ugyanaz y-ra p, i1l. J .
Ekkor

JURES DN

G- Pl
masrészt:

r=53%, p=3Sgn,

ame lyb&1

A KN ,
vagyis r= 5—1 rs !
PELDAK

Mutassuk meg, hogy az 1. fejezetben példa gyandnt felsorolt
linedris terekben miképpen lehet skaldris szorzdst beve-
zetni.

1. R -ben a szorzds egyben skaldris szorzds is.

 -ben skaldris szorzds: (21,22) =z, 22

2. o"-ben:
bdrmely V n x n-es pozitiv definit mitrix skaldris szor-
zdst definidl:

T
(x,Y)V =x Vy
Ha Vv = I, akkor

(x,y)I=x1y1 to..t X ¥

n'n

Hasonldéképpen jdrhatunk el S7 és R" esetdben is.

3. A matrixokndl nem szokds skaldris szorzdst bevezetni.
Tekintettel azonban arra, hogy az azonos tipusd mdtrixok
tere véges-dimenzids, fgy semmi akaddlya a skaldris
szorzds bevezetésének {ldsd: 4.5. Tételtl).
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4.

E3—ban a skaldris szorzds a kdzdnséges vektorok elemek-
bdl ismert ugyanilyen elnevezésl szorzata.

A 4.5, Tételbdl kdvetkezik, hogy ettsl eltérd skaldris
szorzdst is lehetne definidlni.

Tekintsilik a C? teret, ahol I = {?,b].

E térben definidlhatd az dUn. g stdlyfliggvényekre vonatko-
z$ skaldris szorzas:

b

(x,¥)g @ = f g (t) x(t) ylt) dt: x,y, gecy
a

ahel ¢ (t) > 0, valamely acdott fliggvény.

Azonnal beldthaté, hogy ez a definicié valdban eleget
tesz a skaldris szorzds 4.1. Definicidban lerdgzitett
axidmdinak.

5.1. A {1; sinwx; cos wx;..., sink wx, cosk @x,...

fliggvények ortogondlis rendszert alkotnak a [- T /w ;

+ @ /w] intervallumon a ¢ (x} = 1 sdlyfiiggvénnyel:
T/w

Jf sinwkx sin nwx dx = 0, ha n # m,

-T/w
‘E‘/a;
j‘ sin2 n wx dx = %} ;
-T/w
stb. K
5.z. Az {1; x; %%; . x ;...} fiiggvények.linedrisan fiig-
getlen rendszert alkotnak a [0,1] intervallumban a
g {x} = 1 sdlyfliggvénnyel. Az ortogonalitds azonban nem
teljesiil:
1 n+m+1 1
Jf X x dx n+m+1 n+m+
o
o)

alkalmazzuk a Schmidt-féle ortogonalizdldsi eljdardst!

1
j' 12dx =1, e1=1
o
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o
1 2
ko
1 = J[ { lox—)1: dx =y
o

amelybél
lozz'\/gr )\-1=)\/§f

stb.

5.3. Legyen Py = o+ ikw; o, we€R rdgzitett;

i

imagi-

ndrius egység akkor az {epkt} fliggvényhalmaz ortogondlis

fiiggvényrendszert alkot az e—2at

[-%/w ; ®/w] intervallumban a skaldr szorzas

_ */w
(x,y) = f e—2°‘tx y dt

- Tiw

definicidia mellett.

XJ
, grafx,
112
a a+b b 4+
> t
ab_1 a+b,1
2 N 2 N
13. dbra
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5.4. Mutassuk meg, hogy C? nem teljes.
Legyen xn(t) az a fliggvény, amelynek a grafikonja a

13. dbrén ldathatd.
Ekkor

b
%, - XmH = ij (t)(xn(t) - xm(t))2 dat
a

egyenldségb8l nyilvénvald, hogy X Cauchy-sorozat. De
tekintettel arra, hogy pontonkénti konvergencidval xn(t)

egy x(t) nem folytonos fliggvényhez konvergdl, ezért X

co-

I ba nem konvergens (ldsd: 14. dbra).

X
f
1 ﬁ%gm X 3
I={a,b]
112 —8
a ah b ¥

2

14. abra

Példat mutatunk Hilbert-térre.

TETEL

Tekintsiik az olyan x:N —R (ahol x({k} helyett x
valds numerikus sorozatok halmazdt, amelyekre a

k—t irunk)

Y
k=1

sor konvergens. E halmaz Hilbert-tér a sziikséges miveletek
aldbbi értelmezése mellett:
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E teret £z—vel jeldljik; legyen x,y €4,, XeR;

(xey)y = % + vy
(Xx}k==XXk

(=) = =%y

(O)k = 0 {null elem)

(,y) = ) Ky
' k=1

BIZONY.ITAS
Megmutatijuk, hogy {2 lineédris tér {(a)), majd, hogy az utol-

s6 egyenléség valdban skaldris szorzédst definidl (b)), vé-
glil, hogy Lz teljes (c)).

a) Lz linedris tér, mivel az 1.1. Definicid axidmiit az

értelmezett miveletek egyszerilen beldthatd mddon kielé-
gitik.

b) Ellenérizzilk a skaldris szorzds axidmdinak {(4.1. Defini-~
cid) a teljesiilését. Egyediil annak beldtdsa nem azonnal

adédik, hogy E: XY, sor egyaltalan konvergens-e.
k=1 5
Vegylik figyelembe, hogy (!xkj - {yk|) Z 0 miatt
1 2 2
Il iy l=g [ * v ]

Ezzel

S 1 - 2 v 2
< —_
LN ESRES (Z X+ ) Yk)
k=1 k=1 k=1
Vagyis a kérdéses sor abszolut konvergens, tehdt kon-
vergens.
c) Legyen x(n) n=1,2,... egy 1.2—beli Cauchy-sorozat.

Vagyis bdrmely £€>0-hoz létezik N, hogy n,m > N esetén
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I () _ (m} | 2_ Z (Xlin) - X]im) 2o
k=1

Azt kell megmutatnunk, hogy ez a sorozat konvergens.

El&sz0r is ldssuk be, hogy bdrmely rdgzitett k-ra az xk(n%
n=1,2,... numerikus sorozat Cauchy-sorozat, tehdt konver-
gens.
Valdban:
(n)__(m) 2 <\ (n) __(m),2
(Xk X, ) z: (xk X, Y < &, ha n,m >N

k=1
Legyen

. {n) _

l;m Xk = Xy
n— <=

Az x,, k=1,2,... sorozatot jelsljiik x-szel.
Most bizonyitsuk be azt, hogy x(n), n=1,2,... konvergens

és hatdrértéke éppen x, amely Lz-nek egy eleme.

Legyen n,m>N, m rOgzitett és n, egy tetszdleges, de
rogzitett természetes szdm. Ekkor:

n
oo e}
2: (Xén)_xém})2: Z: (xén)_xém))2+
k=1 k=1
. zz: (kén)_xém))Z
k=n +1
amelybd1l
n
Q
(n) (m}, 2
) my2 e
k=1
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Ebb&]1 n-—s o hatdrdtmenettel:

n
O
{m), 2
Z (xk - X](‘:m)} < & .
k=1

A bal oldalra egyszeri alsd becslés adhatd

( tal - Ipp?=fa - bI® alapjan):
2
n n n
o o o
E: xi— Ej Xim)Z = zj (xk—xém})zfi £ .
k=1 k=1 k=1. .

Ha most elveégezziik az n_— o hatdrdtmenetet, akkor egyrészt

azt kapjuk, hogy az k = {x1,x2,...} sorozat eleme {,-nek:
2 2
>.ox o= I,
k=1
mdsrészt

Z (xk—x]im))2= I x - x () <& .

ha m>N, vagyis

7. Utolsd példaként megmutatjuk, hogy a Hilbert-terekben &r-
vényes a Pitagorasz-tétel az aldbbi formdban:
Legyen a+b=c, ahol a,b,c€H ¢és alb {"befogdk", ¢
nevezhetd "dtfogdnak").
Ekkor a Pitagorasz-tétel analdg alakja:

1al? + 16p? = fef?
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BIZONYITAS

”c}i2 = {atbsatb} = (ajal}+(bja)+{as;b)+(b;b}) =

fal® + [ oj?

il

Celunk az, hogy egy-egy adott Hilbert-térben olyan ortogo-
ndlis rendszert (4.4.2. Definicig) hozzunk létre, amely ép-
pen olyan kedvezd tulajdonsdgid, fhint az n-dimenzids eukli-
deszi terekben az ortogondlis bdzis (4.4.1. Definicid),
vagyis e rendszerrel az adott H Hilbert-tér minden eleme ki-
fejezhetd legyen. Ez bizonyos esetekben valdban megvaldsit-
hatd, ha a véges linedris kombindcidn tulmenden a végtelen
linedris kombindcidt { XA.,e. + X,e, +...+ > _ e +...) 1is
o i1 272 nn

megengedjlik.
Ha egy ortogondlis rendszer ilyen, akkor teljesnek nevezzik.
A 4.5, Definicidban médst neveztiink teljesnek. Meg fogjuk
mutatni, hogy ez a kétféle értelmezés ekvivalens. -

Absztrakt definicidink és tételeink utdn megmutatjuk,
hogy Uj struktidrdnk bonyolult &sszefliggéseiben jél ismert,
egyszer( Osszefliggések (pl. Pitagorasz-tétel) 4dltaldnositd-
sait ismerhetjiik fel.
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5. Fourier-sorok

5.1 Definicié

Legyen €1+€5,... B Hilbert-térbeli ortogondlis rend-

szer. A2 X€H elem {e rendszerre vonatkozd) Fourier-koeffi-
cienseinek nevezziik az aldbbi a ¢ K szamckat:

k
(x,2 )
a :“k ' k = ‘],2,...
K e p?
k

o0
A Z{ akek sort =x Fourier sordnak nevezziik.
k=1

5.1 Tétel

n
Az jx - Z bkek I kifejezés rogzitett n esetén akko.
k=1

minimdlis, ha

_ (x,ek)
by = ———
k "e |!2 = ak
K
BIZONYITAS
n 2 n n
Fx- ) bpeed = (x- > byépr x - byey) =
k=1 k=1 k=1
. i) . n 1
: 2 2 2
=hxl -2 Re (x, ) myey) + )b | Pfe ) % -
k=1 k=1
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T

n n
_ - 2 2 2
- 1x)® - 2zre ¥ B oaded?« Yiblllel 22
k=1

k=1

n n
2 ) 2 2 2
=0xl® =2 Fipdladled® « ¥ bl Yed” -
k=1 k=1
n n .
2 2 2 2 2
o LU N LN I N R S D W EN s N
k=1 k=1
n
2 z
=x|° - ) lal hel

Az egyenlétlenséalanc bk = helyettesitéssel egyenléség-

lancha megy At és ezzel bebizonyitottuk a tételt, sdét az

aldbbi tételt is:
5.2 Tétel

n

= - ) ae d® =l =[?

k=1

5.3 Tétel
{(Bessel-egyenlétlenség)

Y la Zel?

k=1
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BIZONYITAS
Az 5.2. tétel alapijén:

I n
2 2 . 2 2
o=lx - ) ae |l C ==k - ) ialtled®
k=1 k=1
amelybdl
n
2 2. 2
B M R T
k=1

Tekintettel arra, hogy a fenti ecyenidtlenség minden n-re
igaz, igy a tétel &llitdsa n — oo hatdrdtmenettel adodik!

5.4 Tétel

Ha e,re . H-ban teljes ortocgondlis rendszer, akkor

EE
x Fourier sora x-hez konvergdl:

X = nl_l’mo<> Z a8, = Z a e,
k=1 k=1
BIZONYITAS
Elészdr is megmutatjuk, hegy a E: a,e, sor Cauchy-sor,
tehdt konvergens. k=1
oo
Az 5.3. tétel alapjédn a z: | a {2 | e ﬁ2 numerikus sor
k k
k=1

konvergens, tehat Cauchy sor, igy elég nagy n,m-re:

m | m
| 2 e’ = X ladPled®<e .
k=n k=n

A kérdéses sor valdban Cauchy-sor.
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Tegyiik fel, hogy E: a, ey # x. Legyen ekkor
k:

Képezzik az (y,en} skaldris sorozatot:

- . ) 2 2
(y,e }=t(xe j-I ae ., e) = an"enﬂ anﬂenﬂ =

T8

1

Vagyis vy minden e -ra ortogondlis. Az €y -Chyens rendszer

teljes 1lévén, ebbdl kovetkezik, hogy vy = 0 !

MEGJEGYZES

1. A bizonyitdsban az

- 2
(Z aeys o) = a el
k=1

egyenldség alkalmazdsakor felhaszndltuk a skaldr szorzds
folytonossédgédt, aminek a bizonyitdsdt az olvasdra bizzuk:

{u, lim vn) = lim (u,vn)
n— o= n-— o<
2. Ha az e1,e2,... rendszer nem lenne teljes, akkor &dltala-

ban y # 0 lenne. Figyeljik meg, hogy ekkor a nem zérus vy

(5]

vektor és E: a, e, ortogeondlisok.
k=1

3. Ha e1,e .. a tétel szerinti teljes rendszer, akkor a

2
Bessel-egyenlétlenség egyenldséggé valik.
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5.5 Térel

{Parseval-formula)

Ha

oo

X = E: ay ey és y = E: byek, " akkor
k=1 k=1

. (x,y) = E: ay Ekffekﬂz .
k=1

BIZONY ITAS
Azt kell belatnunk, hogy

n
vy = by eyl |
k=1

kifejezés tetszdlegesen kicsiny, ha n elég nagy.
Ez valdban beldthatd:

n
- 2
[(x,y) = ) a b, fe,l != | Gay) = x g,y )=
k=1
= I(X,y)—(xn,y) + (xn,y)—(xn,yn)!£|(x—xn,y) +

v otxgy -y IS lx =1 vl s ey -y l<e

ha n elég nagy, hiszen

lim ||x - xn” = lim ly ~ y b =0 és fixnn
n—yooo N —> e
korlatos!
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5.6 Tétel
{Riesz-Fischer-tétei}

Ha a E: lckl2 sor konvergens, akkor van pontosan egy
k=

Xx€H, hogy x = E: €Ly ahol SR TER ortonormdlt rend-
k=

szer.
BIZONYITAS
Elészdr is megmutatijuk, hogy a E: Cr & Sor Cauchy-sor,
- k=1
tehat konvergens. A E: ] ckl sor Cauchy-sor, igy elég
k=1
nagy n,m-re:
m m
2 2
HZ ckek" ‘Z legi"< e
k=n k=n

ahol & tetszdlegesen,kicsiny. Legyen most

X : = ii Ckek !
k=1

5.7 Tétel

Tegylik fel, hogy

E: akek = §: bkek ’
k=1 k=

ahol mindkét sor konvergens és SPTAPYERE ortogondlis rend-

szer, akkor

a, = b, i k=1,2,...



BIZONYITAS

Legyen
X :Z akek .
k=1
Ekkor
(xe)=(iae e) =a_ le |°?
"n k“k'n n
k=1
illetve
_ 4
(e = bl |

Ebb31 a tétel dllitdsa kdvetkezik!

Az 5.4.—5.7., Tételeket a kdvetkezdképpen interpre-

tdlhatjuk.
Legyen H Hilbert-tér £&s benne € rCorenn teljes ortogondlis

(s6t az egyszeriiség érdekében: ortonormdlt) rendszer.
Akkor:

H minden x eleme egyértelmien 411ithatd eld

X = i akek

k=1
alakban, ahol
a, = (x,ek) .
Az (a1,a2,...) sorozat, amely €2—nek eleme, x koordi-

dindtdit tartalmazza az TP TRRR
szerben.
Pontosan az Ez—bqli sorozatok azock, amelyek valamely H-beli

teljes ortonormdlt rend-

elem koordindtdi.
A skaldris szorzds és vektornorma a koordindtdkkal az

E3 kdzbnséges vektortérben érvényes szabdlyokkal analdg
médon szamolhatd:

Legyen 5,152E3 és
X =a,l+aj+azk
Y = byl + by v bok
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akkor _
Iz =2a; +a

xy) = agby +asb, +oaghy

Legyen most %,y €H és

akkor

2 ad 2 2 2
=~ = Ej la ™ = fa ] ™ + |a2| + ...
k=1 :

{x,y) = Z akbk = a1b‘l + a2b2 + ...
k=1

Az 5.1.—5.7. Tételek a 3~dimenzids “"Hilbert-térben",
vagyls a k&zdnséges vektorok terédben is természetesen érvé-
nyesek. Itt e tételeknek rendkiviil szemléletes jelentésiik
van, ami megk&nnyiti, hogy a tételek tartalmdt jobban meg-

értstk, ezért ismertetjiik e tételek E3—ra vonatkozdé megfogal-
mazdsait.

~5.7. tétel: Az s vektorok legyenek E3 egy O alterében

(pl. az origdén dtmend S sikban).

|r - 5| akkor minimdlis, ha s éppen r mer8leges vetii-
lete S -re: s = r, (ldsd: 15. 4dbra).
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15. &bra
" . . . 2 2 2
5.2. tétel: Pitagorasz tétel, |r - 7 =r —|£V
5.3. tétel: |r|zr,| . Ha r ¢5, akkor ]
ha rel5, akkor lg| = |£vf .
5.4., 5.6. és 5.7. tétel:
RSgzitett i, j, k bdzisban az
L= xi+yj+zk
koordindtds megadds egy-egy értelmii.
2 2
iz = x> vy e
5.5. tétel: Ha r, - x1i *yq.dot 2,k és
Iy = X1 + y,]) 2,k akkor

Liip T X% T VY, o2z,
illetve, ha H wvaldés Hilbert-tér, akkor
|[xﬂ2 =-a + aj + ..
(x,v) = a,b, + a.b, + ...

PELDA

Bebizonyithatdé, hogy 1létezik olyan Hilbert-tér (az udn.
zetesen integrdlhatd filiggvényelk 12

neqgy-

tere), amelynek teljes

ortogondlis rendszere a 4. fejezet 5.1. példdban szerep 1
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figgvényrendszer. Lz—nek elemei pl. a periddusd foly-

tonosan derivdlhatd fliggvények.

A Hilbert-terekben - épptigy, mint az euklideszi terek-
ben - adott teljes rendszerben minden additiv homogén ope-
rdtornak egy mdtrix (de itt " cox o= " dimenzids!}) felel
meg. Itt azonban az additiv homogén operdtorok nem feltét-
lentil folytonosak.

Legyen pl. x : R — R és xE.£2 , tovdbba

x = E: a, sin @ kt + b, cos @kt

K .
k=0
Ekkor
Dx: = x = E: w k a, coswkt —wk bk sina kt
k=1
"Métrixosan':
b ] T o0} [o o o0 0 ... T b1
e} o
—w
a1 b1 0 0 0 a1
w
b1 a1 ¢ 0 0 b1
¥ = H X:_ = _
a2 2 b2 0 0 0 0 2w 0 a2
b2 2 a2 0 0 0 2w 0 0 b2
. . g .
FELADATOK:

1. Mutassuk mega, hogy D-nek létezik D—1 inverze, ha D-t
leszikitjlik azokra L2~beli fliggvényekre, amelyek deri-

valtja is £2—beli és

f,.(d

fx(t) at = ¢

—Tfw
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Mutassuk meg tovdbbd, hogy
T
. o

t
D_1 = (t} dart - i {t) dv 4
X = X T ra COXiT) t .
O /wo

-

Mi D—1 koordindta matrixa?

Nézziik most L? bizonyos specidlis altereit!

Teljesek-e ezek az alterek? Adjuk meg ezeknek az alte-
reknek egy teljes ortogondlis rendszerét!

- pdrocs Lz—beli fliggvények;
- pdratlan Lz—beli fiiggvények.

Tekintsitk a 4. fejezet 6. példdjidban szerepld Tételt.

Az 5. fejezet tételei alapjdn Ugy tinik, hogy a 6. példa
Tétele nyilvanvaldan adddik: Hiszen barmely x-nek {(x€ H,
ahol H olyan Hilbert-tér, amelyben van e1,e2,. tel-

jes ortonormdlt rendszer), egy-egyértelmiien megfeleltet—-

hetd egy 52~beli elem, fgy mivel H teljes, 12 is az.

Helyes-e ez az okoskodds?
Felesleges-e a 6. példa Tételének hosszadalmas és az
5. fejezet bizonyitdsaitdl merdben eltérd bizonyitdsa?



6. Laplace-transzformacio

A miszaki gyakorlatban el8forduld feladatok igen tekin-
télyes hdnyada az &llandd egylitthatds k&zbnséges linedris
differencidlegyenletek matematikai apparédtusdt igényli.

Az 1lyen egyenletek megolddsdban, kezelésében a mérndkdk
sz4Améra nehezen nélkiildzhetd eszkdz a Laplace~transzformacid,
amely ezen kiviil mds linedris probléma megolddsdban is fon-
tos szerepet Jjdtszik. '

A Laplace-transzformicid hasznossdga elsésorban onnan
ered, hogy az integrdlds és derivdlds mlveleteit algebrai

miveletekké alakitja. Az o2t (z # 0, z d4llandé, t valtozod)
eleve clyan tulajdonsdgd, hogy egylk prlmltlv figgvényét
z-vel vald osztdssal, derivdltjdt pedig z-vel vald szorzés-
sal kapijuk meg:

zt zt

_/é?t dt = — e~ +C; () =z " .

M-

Ezdltal az allandé egyutthatos homogén linedris differen-
cidlegyenleteket algebrai egyenletekkent tudjuk megoldani.
A Laplace-transzformdcié tulajdonképpen ezt a mddszexrt to-
vadbb dltaldnositja: az inhomogén egyenleteket is algebrai
egyenletekkent fogjuk tudni megoldani, st a megoldds. so-
ran a kezdeti feltételek is figyelembe vehetdk lesznek.

A Laplace- -transzformacidt — mint l14tni fogjuk a 2. De-
finicidban - egy komplex improprius integrdl segitségével
definidljdk. A Laplace-transzformdcidnak az e definicidbdl
kévetkezd dltaldnos tulajdonsdgait jérészt csak a tanulmd-
nyainkat meghalado komplex fliggvénytani eszk&zbkkel lehet
bizonyitani. Eppen ezért el8szdr csak bizonyos - az alkalma-
zdsokban leggyakrabban eléforduld - fugcvenyekre vezetijik
be a Laplace-transzformdciét (1. Definicid), igy a legfon-
tosabb médszereket igen kevés Gj ismerettel elsajdtithat-
juk. E spe01élls fliggvényekre korldtozva a Laplace-transz-
formicidt elérhetjiik, hogy a rendelkezésiinkre &116 komplex
fliggvénytani eszk®zdk birtokdban is egzaktul épithetjlk
fel az elméletet.

A Laplace-transzformdcié dltaldnos definicidjat tehdt
csak ezutdn adjuk meg (2. Definicid). Erre épitve az elmé-
letet, t&bb tétel bizonyitdsdrél le kell mondanunk. A mé-
lyebben érdekl18dék szémdra utalunk [7,8]-ra.
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6.1 Definicid

legyen Te€ R rdgzitett szdm. Legyen L1T az

£{t)=(t-T)" ea(t-T)'; ae€; neN; t=T

fiilggvények komplex linedris kombindcidibdl (tehit a

- n, e2i(t-T) '
Z ci(t -T)i ¢+ Cy0 3,€C

alakban felirhaté fdagvényekbdl) felépiilé komplex 11neér1s
tér (amelybdl sem a t szerinti derivdlds, sem a
Jr f{t) dr integrdl nyilvédnvaldan nem vezet ki),
T
1

L, pedig az F{z) Se—————0—07 ; 2,a€€; neN
: (z~a)

fiiggvények komplex linedris kombindcidibdél felépiilé komp-
lex linedris tér (ahol e fiiggvények értelmezési tartomdny4dt.
az egész € -re kiterjesztjilk azdltal, hogy egyrészt a o -t,
mint filggvényértéket megengedjiik, mésrészt a megsziintethetd
szakaddsi helyeken folytonossd tesszilk a filiggvényeket).

Az ‘{'T' I'1T — L, operdtort Laplace-transzformdcidénak ne-

vezzik, ha
1. LT homogén és additiv, vagyis

Lplogfy + cyfy) = o dofy + oy Loty
T
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6.1 Tétel
(n)_ .n _
LTf =z LT? z

BIZONY1ITAS
' Matematikai indukcidval

Matematikai indukcidval

n

Tery - 2250 (py-.. .- qy

bizonyitunk. Felhaszndlva, hogy

t
£{T) + / f'{t } dr

£(t) =
T
kapjuks
Lof= - £(T) + —— L £
T 2 z T e
amelybdl:
’ - - .
LTf =2z LTf £{T) .
Tegylik fel, hogy n-re igaz a tételbsl szerepld egyenléség,
akkor '
(n+1) _ {n) _ -{n) -
LTf = z LTf £ {(T) =
IR S L R L O A C I
6.2 Térel
L
n _a{e-T) ni
Lot - T} e ; neN .
T (z-a)n+1
BIZONYITAS

Mutassuk meg, hogy n=0-ra igaz az 4llité4s:

(ea(t-T})'=

a ea(t-T}_
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L (ea(t—T)), = alt ea(t—T)
T !

)'; (ea(t—T)) r
T

amelybd1l

a{t-T) _ 1
L e Tz - a
Most tegylk fel, hogy igaz az 4llitds valamely n-re.
Akkor:

LT((t_T)n+‘] ea(t--T)), - .CT((I‘H“']} (t_T)n ea(t—T) .
+ alt-) ! ea(t‘T}) - _An+d)t
n+1
(z—-a}

b oa LT({t—T)n+1 ea{t—T)) )

.LT((t—T)n+1 ea{t—T)),: 2 LT((t—T)n+1 ea(t—T))'

amelyb&l a tétel valdhan kdvetkezik!

6.3 Tétel
p p . . -1 ) .

LT egy-egy értelmi, létezik ‘LT : L2 L1T ilnverze,

amely homogén és additiv é&s
-1 1 (t-1) " a(t-T)
LT n+1 n! ¢ ;o new
(z-a} '

BIZONYITAS

A tétel a 6.1. Definicid és a 6.2. Tétel kdzvetlen kdvet-
kezménye. Ugyanis L1T minden eleme egyvértelmlien irhatd fel

nk ak(t—T}

ny ay(e-T) (t-1) ¥ e

1
c1(t T) e LR
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alakban, ahol ha { # j, akkor ny # nj és/vagy a; # aj és
c; € C ; c; # 0. Hasonldképpen L
irhaté fel

5 minden eleme egyértelmlen

d1 dk
n, +1 n, +1

1 k
(z-a1) (z—ak)

alakban, ahol ha & # j, akkor ny # nj és/vagy ag # aj
és die « ; di # 0. A 6.2, Tételbdl, valamint ‘LT homogén
és additiv voltdbdl kovetkezik, hogy 'LT egy—eqgy értelmd

megfeleltetést létesit Lyp és L, elemei k&zo6tt. Ugyancsak
a 6.2. Tételbdl kdvetkezik a visszatranszformdlds fenti
egyenlésége!

Eddigi eredményeink lehetdvé teszik, hogy a gyakorlat-
ban felmeriilé feladatok tekintélyes részét meg tudjuk olda-
ni a Laplace-transzformdcid alkalmazdsaval.

PELDAK
1. 0ldjuk meg a kdvetkezd kezdeti érték feladatot:

y' + 2y’ +y =sin t + e ©
y(o) =1
vy (o) = -1

Vegyuk figyelembe, hogy
it -it
- e

sin t = 57

és vegyik az egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzfor-
macidjat. Nyilvdn sin t, e—t £ Lio- Tegyik fel, hogy

yE€L,, €s legyen L y = Y. Fkkor:

22Y -2 + 1 + 2 2¥ - 2 + Y =

1 1 1 1
71 Yo T T I
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Y-t kifejezve:

1 1 1 1 1 1

Y = 75 7297 T 21 zv7 T o)

I 1 1 1 1

- +

(z+1) 2
Visszatranszformdlva

(i,o

yi{t)

il
N W
)
+
8o
o®

= % e + cds t .

ot
0
+

2. 0ldjuk meg a kovetkezd kezdeti érték feladatot:

1 ha 0<£t<2.5

y' o+ y = £{t); £{t) =
. 0 ha t>= 2.5

y(o) =1

A szuperpozicid elve értelmében eldszdr az

’+y:']:

y £, (€)

y(0}) =1

feladatot kell megoldani (a kapott fliggvény legyen

y1(t), t=0), majd az
4 = - =

Y + Yy = 1 fZ(t)

y(2.5) =0

kezdeti érték feladatot {yz(t); t=2.5) (lasd: 16.
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f,
1—t— 1
2.5 t 25 t
& E_
16. &abra
Ezzel
y1(t) + yz(t) ha t = 2.5

Az elsd esetben az LO’ a masodik esetben pedig az Lz 5

transzformdcidt kell alkalmaznunk. Legyen

L0y1 = Y1 akkor
z ¥, -1 + Y, = 1
1 1 z
o 11
Yy 1+z z{1+z) =
y1(t) = 1; t >0
Legyen L2.5y2 = Y,, akkor
z Y, + Y, = - i
2 2 Z
- 1 _ 1.1
¥y = z(1+2)  ~ iv7 Tz
y, (£} = e (t=2.5) 1; t = 2.5
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Ezzel

1 ha 0<t<2.5
ylt) =
o (£72.5) ha £22.5

Péiddinkbdl ldthatjuk - és dltaldnosan is igaz {ennek iga-
zoldsadt az olvasdra bizzuk}) -, hogy L1T—beli zavard fiigg-

vények esetében mindig raciondlis tortfiiggvényeket kell visz-
szatranszformdlnunk, amelyeknél a nevezd a szdmldldéndl ma-
gasabb fokszdmi. Ilyenkor a parcidlis tdrtekre bontds mdd-
szerét kell alkalmaznunk.

Ennek megkénnyitésére szolgdl a kévetkezd

6.4 (Kifejtési) Tétel

A pn(z) n—edfokd polinomnak legyen csupa egyszeres gydke
(zk, k=1,...,n és 25 # Zj’ ha 1 # j). Legyen qm(z)
m-edfokd polinom (m<n). Ekkor
n
qm(z) _ E: qm(zk) 1 .
= & -
Pn(Z) pn(zk) z-z,

k=1
A bizonyitdst az clvasdra bizzuk.

PELDAK
2
z" o+ 1

Z(z51) (-1 raciondlis

3. Bontsuk parcidlis tdértekre a

tortfiiggvényt!
z1=0, 22=—j,z3=1. p3(z)=z3—z, pé(z):322—1 .

q,(0) = 1; Pé(O) = =1;
q,(=1) = 2; py(=1 = 2;
q2(1) = 2; pé(—1) = 2.

fgy

22 + _ 1, > !

z{z+1}) (z-1) z z+1 z-1 °
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4. Bontsuk parcidlis tértekre a

2z racion&lis tortflggvényt ! z, = 0,
z{(z+1)
Z, = 2, = -1. A kétszeres gytk miatt a kifejtési tételt
csak két lépésben tudjuk alkalmazni:
z- _ 1 z-1 _ 1 z—1 1 +
2 z+1 z(z+1) z+1 | 2z+1 Z
z({z+1) =
z=0
zZ—1 1 -
Yoozt o z+1} B
z=—1
:1{_1 L} LI SR
Z+7 z z+1 z{z+1) (z+1)2
.2 i R 1] .
- (z+1)2 22+ 1 z 2z + z+1
z=0 z==1
- 2 1. _ 1
(z+1)2 z+1 z
~ 2-1 —t 1
5. A 4, példa alapjan hatdrozzuk meg 'LT z(2”)2

=1

_ -1 =1
—2len f e f - L

™oz (z+1) 2 T (z2+1)° T T

-{t-T) o~ (E-T)

= 2(t-T) e + 1; t=T .

Annak érdekében, hogy az L T—beli figgvényektdl eltérsd

2
- bar lényegesen ritkdbban eldéforduld ~ fliggvényekre is al-
kalmazni tudjuk a Laplace-transzformdcidt, célszerld a

6.1. Definicidndl &ltalédnosabb definicidt adni.
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6.2 Definicid

Jeldl jik Cx—gal azokat az f : R— ¢ figgvényeket, ame-
lyekre

f(t) =0, ha t<oO0,

f(t) minden véges intervallumon korldtos, integrdlhatd és
véges sok szakaddsi ponttal rendelkezik, szakaddsi pontjai-

ban jobbrdl folyitonos. Az fec® fliggvény L ¥f Laplace-
transzformdltjdn az

o o
LE = f e ?% £(t) dat= 1im [ e F'f(t)dt = F(2)
(o~ ==
o}

o]

integrdllal definidlt flggvényt értjiik, amennyiben ennek
értelmezési tartomdnya nem lres, vagyis van zed, hogy
a fenti improprius integrdl konvergens.

6.5 Tétel

Ha valamely fe c®-ra létezik K>0 és « € IR , hogy

o
[flt)]|< K e t, akkor JLf 1létezik a Re z>x félsikon, més

szdéval az

f e 2t f(t) at
(8]

improprius integrdl konvergens Re z > ®-ra.
A 6.1. és 6.2. Definfcidk kozbtt a kdvetkezd 2 tétel teremt
kapcsolatot. .

6.6 Tétel
Ha [ -t Lig-ra szikitjik le (L, elemeit R-re oly mddon ki-
terjesztve, hogy f£(t) = 0, ha +<3), akkor [ = LO, olyan

L
értelemben, hogy J[f = Lof, ahol J[Lf értelmezve van.



BIZONYITAS
A 6.5. Tételbdl kovetkezik, hogy ha fe Li{) (és f£-t termé-
szetesen a fenti médon kiterjesztjik), akkor LEf létezik,

ha Re z elég nagy. Ezt a tovdbbiakban kihaszndljuk. Azt
kell beldtnunk, hogy L -re T = 0 mellett igaz az 1. De-
finicidban lerdgzitett 3 tulajdonsdg.

1. £ homogenitédsa és additivitdsa nyilvdnvald: tegyiik fel,
hogy .,Lf,] és ifz létezik, akkor ,L(c1f1+c2f2) is létezik

az értelmezési tartomdnyock kdzds részén és

_ [zt Y
Lic £yt )= er (c,E,(E) + c £, () at =
J N

-zt -zt 5 _
<, fe f1 (t)dt+c2 fe f2(t) dt =
o] 0

il

=c,Lf +c2£f2 .

2- L1 = fe-Zt at = % = ‘{‘01 ; {ha Re z>0}.
o

3. Elészdr megmutatjuk, hogy ha fe L akkor

107
L = z LE - £(0) .

Ugyanis parcidlisan integrdlva:

_— er'th(t)dt =

o] O

LE7

e %87 (1) de= e 2%f (1)

Q

It

z Lf - £(0} '

mivel f£&1T,,-b6l kévetkezik, hogy |f(t)| <Xk e* *

valamely K>0, x € R-re és Re z> &, igy

1im e %% £(¢) = 0

t— oo



o

azonossagbdl:

t t o]
ifzi{ff(t)dfc]': z.[f £(T)Ge —f f(r)arc,

o o o)
amelybdl

t
-Lf f(r}u’c:% L

valdban kovetkezik, ha Re z elég nagy!

6.7 Técel
(1.eltocldsi tétel)

Legyen feCc® és létezzen L f. Legyen T>0 ¢és
fT(t):z £{t-7), akkor [ fT is létezik ugyanott, ahol L f

~2T

2T ¢ (vagy mdsképpen: LEf{t-T} = e LE(E)).

- ‘L -

es fT e
BIZONYITAS
Legyen s = t-T.

fe_th(t—T)dT = fe_Z(S+T)f(S)ds =

e} -7

LE(L-T)

. /e"zs f(s)as = e 2T Le(t)
C

E tételbdl az kovetkezik, hogy a Laplace-transzformdltban

~zT < fy 2 < .
az e szorzo olyan utasitdsnak foghatdé fel, amely szerint
a szorzd nélkiili fiiggvény visszatranszformdltjdt T-vel




"jobbra el kell tolni", vagyis a t wvdltozd helyére t-T
valtozdt kell irni. Tehdt ha FE,LZ, (Lz—re ldasd: 6.1. Defi-
nicidét), akkor

(Ve =T e7ET

Az eltoldsi tétel alkalmazdsdval a Laplace-transzformicio
eddig tanult mdédszerei még egyszerlbbé tehetdk.

PELDA
6. Oldjuk meg ismét a Z. Példa feladatdt, de most alkalmaz-
zuk az eltolasi tételt: az e_z'5 z tényezdt, mint a vissza-

transzformdlédskor eqgy eltolds végrehajtdsdra vonatkozd uta-
sitdst kezeljlik:

1 e—2.5 Z
LE = z T =z
1 e—2.5 Z
2¥ - 1+ Y =+ - &
Z z
¢ - 1, 1 _ e—2.5 2 _
1+z z (1+z) z (1+2)
_1, =252z . 1 1
=z e ’ ( Z+1 z)
1 ha 0= t<2.5
Ly -
e {t-2:5) 4y t=2.5

A tovdbbiakban az L transzformdcidé néhdny egyéb tulajdon-
s&gat vizsgdljuk. A tételek hidnyzd bizonyitdsai megtaldl-
haték [7]-ben.

6.8 Tétel

Ha a Laplace-integral ({(teh&t J[ e_Zt f{t)yat) zo—ban abszo-
o
lit konvergens
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oa

-Z t
(tehdt f' e © f(t)]at létezik),
O

akkor minden olyan z-re abszolidt konvergens, amelyre

Re Zz= Re z .
e}

6.9 Tétel

Ha fec™ folytonos {0, o= ]-ban és Lf 1létezik, akkor ahol
létezik, ott analitikus.

Ahol L f wugyan nem létezik, de analitikusan kiterjeszthetd,
ott e kiterjesztett fliggvényt is f Laplace-transzformdlt-
jdnak nevezziik.

(pl. L1 =%, ha Re z>(0, de % minden 2z # O0-ra anali-

tikus és igy kiterjesztve ez a fliggvény 1 Laplace-transzfor-
maltja) .

6.10 Tétel
(2. eltoldsi tétel)

Legyen f& c”®. Tegylk fel, hogy Lf = F(z) 1étezik, ha

Re z=g . Akkor L(eat f(t)) = F{z~a), ahol Re(z~a)Zgq ,

a €C.
BIZONYITAS
L% £(t) = fe‘Zt e?tr(tyat = fe“(z‘a’t f(t)dt =
O

o]

F{z-a) 1!



6.11 Tétel )
{Periodikus fliggvény Laplace-transzformdltia)

Legyen f€C® &s f(t + T) = f(t); T>0 adott.
£(t) ha 0<t«<T
Legyen fo(t) =
0 ~ha t=T, vagy t<0
,Lfo létezzék Re z=¢-ra.
Akkor Lf = —+ZT Lfo; Re z>max(0; ¢ )

1-e

BIZONYITAS

Az eltolasi tétel alkalmazdsaval:

LE =

ingl;
@]

—zkT ~ = _~zkT _ 1
e L =Lf E: e = ——05 Lf,
k=

“ZkT|

ha egyrészt Re z>g@, mdsrészt |e vagyis Re z >0,

tehdt. végeredménypben Re z> max(0; g !

MEGJEGYZES

A tételben a Laplace-transzformdcidkndl szokdsos szdhasz-
nalattal élve beszéltlink "periodikus" fliggvényekrdl. vVald-
jdban itt nem periodikus filgevényekrdl wvan szd, hanem olyan

figgvényekrsl, amely t<0 zérus értéklek, a [0, ] in-
tervallumban pedig valamely R - n periodikus fliggvénnyel
azonosak.

6.3 Definicid

Legyen f,gecx; az £ és g figgvény konvolucidian

(amelyet f % g-vel jeldliink) a k&vetkezd flggvényt értijik:

t
(f x g) (£) = f £(t) glt-t )ar .
@]



6.12 Tétel

A konvolucid disztributiv:

f = (g + h)

(£ = g) + (f = h},
kommutativ:
fxg=qg=xf

és asszociativ

1}

f = {g x h) (f = g) h

BIZONYITAS

A disztributivitds nyilvédnvald. A kommutativitds is egysze-
rilen bizonyfthatd az integqrdldsi vdltozd megfeleld megvadltoz-
tatdsdval (u = t -7):

t o]
(fxg)(t)='Jf flrjglt-z)de = - Jr fl{t-u) g(u)du =
o t
t
= Jf g{u) f(t-u) du = (gxf)(t) .
o

Most bizonyitsuk be az asszociativitdst:

t t-s

Jf f(s) Jf ¢l{t) hi{t-s-t)dt ds =
o

o]

(£x (gxh)) (t)

t t-s
= f [f f{s) g(t)h(t-s-T)d7]ds
e} o)
Az utolsd integrdl a
0<T £ t-s
0<s < t

tartomanyon végrehajtott kettés integridlként kezelhetd.
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Cseréljiik meg az integrdlds sorrendijét:

t t-T
(Fx(gxh) ) (£) = f{f £(s)g(T)h(t-s-T)ds] AT =
O O
t t-7
- f a(T) [f £(s) h{t-¢ -s)as] at=(g=(fxh)) (¢).

o] O

Ha figyelembe vesszik az imént bizonyitott kommutativitédst,
akkor

f = t{th=g) = (fxh) =g ,

amelyb8l h és g szerepének felcserélésével igazoltuk
dllitdsunkat!

6.13 Konvolicid tétel

~ —zot ~ -z t
Ha fe f(t)at és [e © g(t)dt 1étezik és ab-
(o] O

szoldt konvergens, £, gE,CX, akkor JL(f = g} 1létezik min-
den Re z=Re z,ra és

L(f=g) = (L) . (Lg) .
A bizonyitdst csak vdzlatosan kdzdljlk.

oo

(LEf).(La)= ff('l') e 2% ar . fg(s) e %% gs =
o o

= ff £f(T ) glis) e 2T+S) geas .
(@] Q



Térjiink 4t ¢ helyett az u =T+ s dj vdltozdra.

Akkor a
0T < ©=
0<s £ =
tartomdny helyett a
0<s=u
02U oo

tartomdnyon kell integrdlaunk és vegyilk még figyelembe,
hogy a Jacobi-determindns egy. Ezzel:

o Ll
(L£).(Lg) = /‘_J[ flu-s) g(s)e—zuds du =
o o

oo u
= fe‘zu {/ flu-s) g(s} ds] du = L (£fng) !

o] o]

6.14 Tétel
(Integrdl Laplace-transzformdltja)

-zt -
Legyen ][ e ° f(t)dt abszolat konvercens,
o

feC”, a=0, akkor

a

t
,,é{/ f(’l“)df]:‘%_%f £(c)ar |
a

O

ahol a fenti integrdl Laplace-transzformdltja létezik
Re z> max (Re zO,O)—ra (t<0 esetén az integrdl helyett

zérus veendd!).
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BIZONYITAS
Vegylik figyelembe, hogy

t
ff(t) ac = (£ x 1) (t)

(o]

Ezzel, ha Re z=Re Z5

t t a
L[jqfif)df]=;[/‘f(f)dt-L/ f(ryar] =
a Q C
a B a
- i) 4l [ f(erad = £E -1 [ fieas
o© o

Mivel =z # 0, igy z-re valdban a Re z> max {Re zo,O)
megkdtés kelll

6.15 Tétel
{(Derivdlt Laplace-transzformdaltija)

Legyen fég c® n-szer folytonosan derivédlhatd, és legyen

T -z t
/‘e o f(k)(t)dt abszoldt konvergens, k=n. Akkor
o

(n)

n

L™ og® r o P gy < 2287 (o)LL -7 (g

BIZONYITAS

Matematikal indukcidét alkalmazhatunk pontosan ugyandgy, mint
a 6.1. Tétel bizonyitdsdban!

FELADAT
Mutassuk meg, hogy

‘V£ x'vqj= g t2 !




Ezzel az eredménnyel a kvetkezdket kapjuk:

D2 = DL D - s el = 22

8 3
z
amelybd&l
L4t =<_E%;_
pi 23/2
Tovabba:
3/2,, _ 3
£’y =3 e o,
e
L(%— vz) :.Qi&g;i_ ,
4 z ’
3 3/2 3/2
L(,E\/?)=.L(t/)'=_z,{,t/‘ ,
ame lybdl
, 3VE
(32 L
,2/2
4 =z

A legutolsd eredményhez a kovetkezd tétel felhaszndldsaval
is éljuthatunk (hogyan?}.

6.i6 Tétel

Legyen fe € és Lf analitikus (lésd: 6.9. Tételt}.
Akkor

a"LE

dzn

(-0 et £y

A bizonyitds alapgondolata a kdvetkezd:

d -zt _ d -zt -
4 fe £(t)dt = f L e froae
Q

- - fe'Zt € E(t) dt = - L{t £(£)).
Q
120



Ezzel

2 r ~
d2 fe_Zt fF{t)dt = - ad; /e"Zt t £{t) dt =
az
(@] [a]
- (-1)2f e?t 2 f(ryat = (12 L(t? £(v)), stb.
Q

Ezek utdn foglalkozzunk azzal a kérdéssel, hogy egy £ fligg-
vény [ f Laplace-transzformdltja ismeretében hogyan lehet
magidt az £ fliggvényt megkapni? Vagyis: létezik-e L -nek
inverze és ez hogvan hatdrozhatdé meg? Az LTT—beli fliggvé-

nyekre mar megoldottuk ezt a feladatot. Ennél dltaldnosabb
esetekre érvényes a kovetkezd

6.17 Tétel

Ha f,gecx , Lf, Lg 1létezik és Lf =g, akkor f({t)l=glt).

Tehdt L -nak létezik inverze a c®-peli fliggvények Laplace-
transzformdljainak halmazdn (mds néven: c* képterében) .

£ L nyilvdn homogén és additiv. A visszatranszformdlds
tilnyomdrészt azon alapul, hogy az adott F(z} fliggvényrdsl
felismerjlik (esetleg bizonyos &talakitdsok utdn), hogy mi-
nek a Laplace~transzformdltja.

Ezért célszerl, hogy minél tobb C-~beli fliggvény Lapla-
ce—transzformdltja tédbldzatosan rendelkezéslnkre &lljon.
Ilyen té&bldzatok nagy szémban léteznek, 1dsd pl.: [8].

PELDAK
7.
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A teljesség kedvéért megemlitjlik - bdr a gyakorlatban ritkdn
haszndljdk - az Un. Riemann-Mellin inverzids integridlt.
Legyen F(z) analitikus a Re z> o félsikon. Bizonyos egyéb
feltételek teljesiilése esetén igaz a Riemann-Mellin-féle
formula: :

B+ie

,[ F = 2_’}1[’i / o2t F{z)dz, pf>«.

g-ic

Az integrdldsi hatdrok azt jelentik, hogy a vonalmenti in-

tegrdldst az Re z = B egyenlet Altal meghatdrozott egyenes

mentén kell végrehajtani. Az integrdlds értéke Fiiggetlen

B -tdl. Ha az inverzids integrdl kiértékelése mégis sziiksé-

ges, akkor itt joé haszndt vehetjlik a reziduum tételnek.
Most a Fourier-transzformdcidrdl és az dn. spektrumrdl

ejtink néhdny szdét. Itt is a Laplace-transzformdcid fontos

alkalmazdsi lehetdségét 1litjuk. Ha f€ C°  abszoldt integ-

rélhaté [0, e)-n, akkor Lf 1létezik Re z = 0-ndl, hiszen
J[ elmt f(ﬁ) dt is abszoldt konvergens.
e '

Legyen L £f = F(z).
Valamely £ nem periodikus fliggvény Fourier-transzformdlt-—
jdn, vagy mds néven (komplex) spektrumdn az

-
s{w) = % fe‘l“’t £(t) dt;

integrdllal meghatdrozott fliggvényt értjiik (ha ez az integ-
rdl létezik). (A spektrumnak periodikus fiiggvények eseté-
ben a fiiggvény (komplex) Fourier-sordmk s(w ) egyiitthatdi
felelnek meg, amelyek a Fourier-sorban eléforduld kdrfrek-—
vencidktdl eltérd w -kra zérusak).
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Lathatjuk, hogy abszolut integrdlhatd c® -peli fliggvények
esetében:

Fliw) = 2®s (w}),
hiszen
o . -iwt -
— jfe Totetyar = [ © E(t)de =

b 2%

- 1 -zt -1

= “5x /ae f£{t)dt =54 F (iw) .
o] Z=1i6

{(Nyomatékosan felhivijuk a figyelmet arra, hogy c®-beli figg-
vények - az f£(t) = 0 eset kivételével - a sz6 szigoru értel-
mében nem lehetnek periodikusak, igy Fourier-soruk sem
létezhet. Ennek az az oka, hogy ha f€ Cc¥* , akkor

£{t) = 0 ha t<0, igy az f(t) = f(t + T), t>0 egyen-
18ségb8l nem kévetkezik az f(t) = £(t-T); t> 0 és ez altald-
ban nem is igaz. Tehdt pl. sin t periodikus a szd szigoru
értelmében, ugyanakkor az

sin t ha t=0
£{t) =
0 ha t<o0

filggvényt (£€ ") a C"-beli fliggvények k&zdtt periodikus-
nak neverzziik, de szigoridan véve nem az, igy nem létezik
Fourier-sora sem!}

A TFourier-transzformdcid a Fourier-sorba fejtés dltaldno-
sitdsa nem periodikus fliggvényekre. '

PELDAK

9. Hatdrozzuk meg az

'e_-'t , ha t=¢
flt) =
¢ . ha t<90
figgvény spektrumdt!
R N « _ 1 1
Lf = = F(z), amelybdl s(w) = ——

z+1
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10. Hatdrozzuk meqg az

1, ha 0< t <1
f{t) =
’ ’ o, ha t<0, vagy 1=+t
fliggvény spektrumét!
1 e ¢
Lf = — - Z— = F(z)
% - Z
T o ~y &
—iw ) T3 )
1 1~-e _ e e - e
s{w) = TR - = ok =
i 1w LR W 1
L@
= € 2 Sin&
3 e 2 7
1 w ) W _  sin W
Re s(w) = o cos —— 8in —— = R R
- _ 1 . 2 w1 Cos w
Im s{w) = 7 Sin 5 = TR +2Tw .

ha w# 0 és w= 0 esetén (s{w)-nak itt megsziintethetd
szakaddsa vanl!):

1

2% 7

Re s(0)

Im s{0) =0 .
Végezetiil megmutatjuk, hogy a Laplace-~transzformdcid
linedris &llandd egyiitthatds differencidlegyenlet-rendsze-—
rek megolddsdnak is hasznos segédeszkdze. Nem kell m&st ten-

niink, mint az eléforduld, 1ddtdl fliggd vektorok és matrixck
elemeire alkalmazni a transzformdcidt.

11. PELDA
0ldjuk meg a kdvetkezé kezdeti érték feladatot.

Xx=Ax + blt): x€0°

x(0) =11
0
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A= ; b{t) =

Legyen £x=¢ ; Lb =4 . Ekkor:

zt, - x {0)

Ag + B,
amelybdl ‘

{z B - A)t

x(0) + 45,

ahol E az egységmatrix. Fejezzilk ki § -t!

-1

. z—-1 -1
E= (z E—A¥4(xw)+ﬁ)= [1 z-2

z=2 1 z2+1 7
1 -1 z-1

Z
A
(z—-1) (2~-2}+1 Z2

z({z+1) (z-2)+1
22(2—1)(2—2)+zz

-z (z+1)+z-1

22 (2=1) (2-2) +2°

amelybdl
=1
3 2
x1(t) _ =L ( 22—22—22+1 y
z {z"-3z+3)
! —22—1
Xz(t) = L ( ) r

22(22—32+3)

X1(t)
x(t) = xz(t)

A feladat befejezését az olvasdra bizzuk.

- o+

N{—
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