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FELADATOK

TERGORBEK, FELULETEK

1. Térgdrbe eldillitdsa,az r = r(t) fliggvény és hatérértéke,

az érintdvektor

1.01, Tekintsiik az a sugar(, s m magassdgi kdrhengert és
az 1, dbrdn lathatd derékszdgi héromsz&get. A harom-
szdget a hengerre tekerjuk Ily médon a haromszog at-
fogdja egy tergorbet ir le. frjuk fel ezen tergorbe

egyenletét.
Q
|
| &
I %
-~
2aY
e
1. &bra
1.02. frjuk fel az x2 4 yz = a2 hengerfeliilet és az x +.y +
+ z-= a sik metszésvonaldnak egyenletét.
1.03. frjuk fel az x2 4 y2 = a? hengerfeliilet és a
z = x y feliilet metszésvonalidnak egyenletét.

1.04. Abrazoljuk az
[
2

vektor-skalar fiigvénnyel adott gdrbeszakaszt.

r =ri(t) =t cost‘i + t sin tj + tk, t£:3'

2

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd vektor- skaldr fuggvények
hatarértékét a megadott pontban.
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1.05. r(t) = sin5t j , tat -3sint j + tat X
) - t sin-t : t

t
[}
2

1.06. r(t) = Cht - costj ,tat -t 4. tetat -1, ;¢ = o,

t2 "t - sint £2
| 3/ ‘ 3
1.07. r(t) = 2 -2 Y1, v -1 i . “CE -1,
(-2 T v -1 FyE-1°
: t =1,
' t a
= -t cht - cha .
1.08. r{t) = tgt - tga ; , 2 i+ ki t =a,

1.09. Hatdrozzuk meg az 7
E(t?’= r(t) £ ¢ (t) ju(t=r (tir,(t), £(E)=r1(tfxg2(t)

fiiggvények megadott pontbeli hatarértékét, ha

. Sinst . tgt - sint tgt _
r;(t) = . L* oindt i+ ¢ kot =0,
V1. ¢2 2
i) = 225 4 4 (2t 4+ 1) + (t% 4 3)k, t = O,

l + ¢t

A feladatot oldjuk meg oly médon, hogy eldbb végezziik
el a kijeldlt miveletet és azutdn képezziik a hatdrér-
téket, s az aldbbi tételek alkalmazdsival is.

Tétel. Ha lim r (t) = r;, 1im xr,(t) = r,, akkor
tato t-to

4m [r.(t) + r(t) =, o
t+to { 1 . 2 1 =2

lim £l(t)£2(t, = £1-£2:

t-+to
'Y

lim (r,(t) x £ (t})) = ; x r,.
t*to



Csék az utébbi allitds igazoldsira emlékeztetiink (az
elsS és a masodik hasonld médon igazolhatd), ehhez pe:
dig elegend$ azt beldtni, hogy

1im r,(t) x g tt) - r, x r,] = Q.'
e (B 2 1 X L]

Alkalmazzuk a kdvetkezd Atalakitdst:

lim r, X i (t) - r, x i (t) + r, x r (t) - r, x :_ =
t oto [z * 5, 1 ¥ Bt 1 ¥ 5 1 ¥ E3)

= lim (r,(t) - x;) x e (t) + r, x (r,(t) -
oo [tz A 2 1 2
- _r_2 )] -

Az r,(t)—>r, féltevés miatt (r;(t) - r1)>0; az r,lt)-
nek a t pontban van véges hatdrértéke, tehdt r,(t) a
t, kérnyezetében korlatos, s ily médon

1im (g {t) - ry) xx, (t) = 0.
tto L 1 2 !

Hasonlé médon lathatd be az ié, hogy

lim r, x (x,{t) - x.,) = 0.
tﬂto 1 2 2

Folytonosak-e a kdvetkezd vektor-skalir fiiggvények a
megadott pontban, s ha ott nem folytonosak, van-e ha-

tarértékik? | |
1.10. £ (t) = t2i + (2-t)) + tsint Xk ; ¢ = o.
111, £ (8) = t%5 + (2-t) + E%E$ k; t=o0.

1
1:12. £(t) =3 t i+ €52 4 + (2-t%) k; t = 2.

1.

Ve

303, 5(t) = E =0t 5 s 363 4 6%, ¢
o _

1.14. r(t) = 1 £ -9 tk, t=3,¢t=-3,
__() t':!"+t+3i* kK, ' 3

Mely szdmkdzben folytonosak a kdvetkezs vektor-skalAr
figgvények? '
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t - Yt r siﬁ_3t-i tzg.

1.15. r{t) =
= f‘ t
1
3 t 2
t -1 -t
1.16. r(t) = ist?y s 22— «x.
t -1 t -2
1.17. Tekintsiik az r(¢) = acosyi + asin$j + ka(l -cosy-sinVy)

(O‘kp<2ﬁ) gdrbét. Abridzoljuk a gSrbét. Hatdrozzuk meg
és abrézoljuk az

iy, +89) "E(? y I(Y ).
AP -e
vektorokat, ahol "Po =’% R ‘Po + AY = &=

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd vektor-skaldr fiiggvények
derivalt vektor-skaldr ffiggvényét!

1.18. r{t) % cost i - —t i+ In(l + t)k, -1l<t<l, let<+oo
2
1 -t

lntzi + Inti 4+ Ve2 _ k, l<t<s+o0,

1.20. Szamitsuk ki az

1.19. r(t)

(5, (6) # 1,(8)), (x;(8) - E(t)), (£,(t) xpy(t))

derlvaltakat tetszoleges olyan pontban, ahol r (t) és
(t} is derivdlhatd, ha

t%i + 3 t1 + 5 k, —obct < 400,

e2ti + 3 cos t Kk, ~aoct< +oo,

r, (t)

gz(t)

Itt alkalmazhatjuk k8vetkezd derivilidsi szabdlvokat:

£ (8) £ (6}, (5 (t)r,(t))

(gl(t) * rz(t))

= £ (t)- £,(t) + (), (),

(£;(8) x £, () = £ (8) x £,(t) + £, () x L,(t).

frjuk fel a kdvetkez8§ térgdrbék adott pontjdhoz tarte-
zé érintdegyenes egyenletét!



1.21. z(t) = (t - i+ (¢2 + j + t2k, ¢_ = 2.

o
1.22. r(t) = sint i + cost i + —i_ k, £, = O.
cost :
2 3. 2
1.23. rit) = (3t% - 2 811 + t71 + tik, t, = 2.
‘ t ; 1l + ¢t 2
1.24, r(t) = i+ + t%k t =1,
- 1+t t 1 = o
1.25. r(t) = cos’ti + sin’tj + t2k, t, = L.
1.26. r(t) = Yt + 1 i + 1n3%y + 3%, e, = 1.
1.27. r(t) = chti + shtj + k, t, = O.
3. 2.
1,28, r{t) = -t7i + 2t7] + 3tk, ty = -1.
1.29. Van-e olyan pontja az
r(t) = acosti + asintj + btk {a>0, b>0 all.)

gdrbének a 04 t £ 2¥ szakaszon, amihez tartozd érintd-
egyenes parhuzamos az r(0), r{2J) pontokat &sszekdts
agyenessel? :

1.30. Hatdrozzuk meg az
r(t) = acosti + asintj + btk (a>0, b>0 all.)

gbrbe azon pontjdt, amelyhez tartozd érintSegyenes par-
huzamos az r(0) ponthoz tartozd egyenesre és az

2(1;) pontra illeszkedd sikkal! Misrészt bizonyitsuk be,
2

hogy az r(t) és a k vektor dltal meghatdrozott szdg al-
landét

1.31. Hatdrozzuk meg az

£(t) =lt4_i_+%t31+-1z-t25

-9

térgdrbe azon pontjait, ahol az érintdegyenes parhuza-
mos az x + 3y + 2z = O sikkal!
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1.35.

2.01.

2.02.

Hatdrozzunk meg az

3

c(t) = £33+ t34 4

térgdrbe - 1< t<0 és O<t<1l szakaszan olyan ponx«
tot, amelyhez tartozd érintSegyenes parhuzamos az

r{-1), r(-0), r(l) pontokra illeszkedd sikkal! Igazol-

juk, hogy ilyen pont biztosan van!

Hatdrozzuk meg az.

r{t) = (cost + tsint)i + (gint + tcost)i s (82 4 1) E

térgdrbe azon pontjait, ahol az érlnto pérhuzamos az
(y, 2z) sikkal! ,

Felirandd az

3

ett) = 2631 « 3t%) - 6 tx

térgdrbe X + 4y + 5z - 10 = D sikkal péfhuzamos érin<
t6egyenesginek egyenlete! ’ o
Hatdrozzuk meg az

r(t) = ti + tzj_ + t35

térgbrbét t, =2 paraméterd pontjébah érintdegyenesnek
a koordindta sikokkal vald metszéspontjdt.

2. Térgbrbe ivhossza
L .

Szdmitsuk ki az
r{t) = acosti + asintj + btk -

gdrbe (hengerre irt csavarvonal}) 0=« t= t, szakaszd-

nak ivhosszdt egyszerien a Pythagoras tétellel.
Szadmitsuk ki a kdvetkezd tergorbek megadott szakaszanak
ivhosszat.

r(t) = acosti + bj + asintk, {a>0, b> 0, all.}
- 04t

i~
(a3



2.03. r(t)

2.04. r(t)

2.05. r(t)
2.06. r(t)
2.07. r(t)

2.08. r(t)

2.09. r(t)

2710. E(t)

S 2.11. r(t)

2.12. x(t)

2.13. r{t)

ati + V3ab t2j + 2vt3k, (a>0, b

>0, 4l1.)
O£t £1.
thi o+ % t33 + t%, 14t 42,

in
ot

(t+l)j._+-]24t2j_+2—‘3/?Vt35, 14t

eat(costi + sintj + bk), (a*» 0, b>0, 41l.)
—0<t &t .

2 2

3t + (V2 t + 3)3 + 3t%k, 0 <t £1.
tcosti + tsintj + tk, O£t £9.

' . ) . ' T/3
tcos(3lnt)i + tsin(3lnt)j + 2tk, O £t £ e .
cost i 4 5int y . (¢ - tht)k, o4 t £10.
cht . cht :

- acosti +bsintj + ck, (a>0, b>0, c>0, &ll1.)
: 0% t g2,

acosti + asintj + k a®sintcost, (a>0, &ll.
<

< 4

o t £ 5 -
acosy cos Pi + acosysingj + asinWk T -
S T(2>0, 411.) .ostf

frjuk fel a kdvetkezd térgdrbék egyenletét ivhossz pa-
raméterrel.

2.14. r{t)

2.15. r(t)
2.16. .x(t)

2.17. r(t)

2.18. r(t)

costi + sintj + tk.
acosti + asintj + btk, a>o, b>>0,

tcosti + tsintj + Z—Kztg’/zk
3 LS

(1 -8)i + (3 - 2£}3 + (5 + 2t) k.

chti + shtj + tk.



3. Simuldsik, kisérd hdromél (trieder)

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd térgdrbék kisérd triederét.
frjuk fel a kisérd trieder egyeneseinek és sikjainak
egyenletét a megadott pontban.

3.01. r(t) = (3t% - 260 + £34 +« (1 - )k, t, = 2.
3.02. r(t) = 3 £%i + (2t + 3)] + 3t%k, £ = -l.
. 1 &3, 2 ' . .
3.03. x(t) = (t + 3)i «+ 3 t73 + (t° - 5)k, t, = 1.
| 3 )ie (s 1o+ L3, t =1
3.04, r(t}) = (£~ - 2}i + (t + );}_+3 LY o = *-
3.05, r{t} =4 costi + 4 sintj + tk, ty = %;_
3.06. r(t) = tinti + tintj + tk, _ t, = 1.
) 1 £
3.07. r(t) = ti 2ty - k t = 2
r{t) sin“ti + cos2tj oint o 2
3.08. x = cht, v = sht, z = t, t, = O.
3.09. X = et, ¥ = e2t, zZ = et—l, to = 0,
1 4 i3 .2
3.10. X=4t,y=3t’z=2t, to=l-

4. Térgdrbe gdrbiilete

Szamitsuk ki a kdvetkezd térgdrbék gbrbiiletét a meg-
adott ponthkan.

4.01. £(t) = (3t2 - 20)i + £33 + (1 - D)k, £ = 2.
2, . 2
4,02, r{t) = 3t71 + {2t + 3)3 + 3 t7k, tO = ~1.
4.03. £(t) = (t + 3)i + % £33 + (t? - 5)k, e, = 1.
3 : Cays L 1.3
4.04. x(t) = (¢7 - 24+ (£ ¥ 13+ 2k, £, = 1.
‘ . e T
4,05, r(t) = 4 cost 1 + 3 sint } + tk, t, == .
= 3

- 10 -



4,06. r(t) = tinti + tlntj + tk, ty = 1.

4.07. r(t) = 5In°ti + cos 2tj - —— X g =L

- = sint — © 4

4,08, x = chb, y = sht, =z = t, _ tO = 0.

4.09. X = et, Yy = eZt, zZ = et—l, t0 = 0.
L4 1.3 i

4.10-' X = 4 t ] Y = Et r z = 5 tz, to = lo

Hatdrozzuk meqg a kdvetkezd feliiletek metszésvonalai
adott p pontjidhoz tartozd kisérd trieder egyenesei-
nek és sikjainak egyenletét, valamint a gdrbililetét.

4,11. x2 - y2 + 22 = 1, yz -2Xx +z =0, P (1, 1, 1).

4,12, x2 + yz + z2

56, x + 3y + 4z = 26, PO(G,.4, 2).

4.13. 4x2 - 3xy + 6y o, 3x2 + Xy - 6z O'PO(O, 0, 0).

4.14. Xy - 22 = 0, X +y +2 -3 = O,Po(l, 1, 1).
2 2

4,15, 2x” + 3yz - 6y = 0, 3y~ - xz2 - 3z = O,PO(O, o, 0).

4.16. x2 + yz = 2, x2 + y2 - 2z = 0O, Potl, 1, ).

Szémitsuk ki a kdvetkezd gbrbék tetszdleges P pont-
jAhoz tartozd gdrbiiletét.

4.17. x(t) = (1 + i cosy + 1 siny)i + (1 _'$§ cosy+

V2 Ve

1
+ ~siny ¥3 (1 - 2 sinVy (k.
‘/-6“1‘{’1 Yk

4.18. x2 + y2 + 22 = 25, xz + y2 = 22
4.19, x = 5 cost, y = 5 sint, z = 4t
4,20, x = tcost, y = tsint, z = t.
4,21. Hatdrozzuk meg az
X2+y2=25,z=x

gbrbe gorbiiletének a szélsdédrtékeit.

- 11 -



4.22. Hatdrozzuk meg a

felilet és a
cosgo-x—sinxp-y=0 (02y 2T
sikok metszésvonalainak gdrbiiletét a (0, O, 0) pont-

ban, s vdlasszuk ki ezen g8rbék (sikmetszetek) k&ziil
az extremdlis gOrbiiletieket.

5. Sebesség és gyorsulds

A kovetkezd vektor-skaldr fiiggvények egy pont mozgd-
sidt irjdk le ( a t paraméter az idd}. Hatidrozzuk
meg a pont sebesség- és gyorsulds- vektoridt. A gyorsu-
las-vektort bontsuk fel érintéirdnyd {(a sebesség-vek-
torral parhuzamos) és erre merdleges Osszetevdkre. Vé-
gl hatarozzuk meg a padlyamenti sebességet és gyorsu-
l4st adott tO idépontban.

5.0L. z(t) = {t3 - 2)i + (£ + 1)j + % t3x, £, = 1.
5.02. r{t) = 5 cost i + 5 sint j + tk - (t tetszbleges}.
5.03. r(t) = cht i + sht j +.tk {t tetszdleges).

6. Torzié, Frenet-képletek

Szamitasuk ki a k8vetkezd térgdrbék adott pontjdhoz
tartozd torzidjat.

6.01. r(t) = (3t - 2t)1 + £33 + (1 - t)k, e, = 2.

6.02. r(t) = 3 t%i + (2t + 3)j + 3 t’k, t, = -l.

6.03. r(t) = (t + 3)i + % £33 « (£? - 5)k, £ - 1.
3 . 1,3

6.00. m(t) = (£7 - DL+ (£ + ]+ L ek, £, = 1.

- 12 -



6.05. r(t) - 4 cost i + 4 sint j + tk, t, = %—.
6.06. r(t) = tint i + tilntj + tk, t, = 1.
6.07. r(t) = sinc i + cos 2tj - Lk, t, =T .
- = sint. °© 4
6.08, x = ¢cht, y = sht, 2z = t, ty = O.
6.09, X = et, y = eZt, zZ = et-l, to = 0,
1 4 1.3 1,2
6.10. x='?:,y=-3-t,z=5t, to=l.
6.11. %2 yz v 22 = 1, y2 - 2X + 2 = 0, P {1, 1, 1}.
2 2 2 )
6.12. X v+ z" =56, x + 3y + 4z = 26, PO(G, 4, 2).
6.13. 4x” - 3Ixy + 6y = 0O, 3x2 + Xy - 6z = 0O, PO(O, 0, 0).
6.14. Xy 27 -0, xX+y+z-3=0, P(1, 1, 1).
' 2 . 2
6.15. 2x iyx - by = 0, 3y° - xz - 3z = 0, PO(O, 0, 0}).
6.16. %2 -2, ¥ +y?% -2z =0, P(1, 1, 1).
Szamitsv: ki a kdvetkezé térgdrbék tetszd8leges pontja-
ban a goroiletet és a torzidét a Frenet-képletek alkal-
mazasaval
6.17. r(t) = cost i+ sint j + tk,
6.18, r(t) = zcust i + asint j + btk, a0, b>o0,
6.19. r(t) = tcost i + tsint j + Egz £3/2y .
6.20. r(t) = (L - €)i + (3 - 2t)] + (5 + 2t)k, t = 1.
6.21. r(t) = ch! i + sht j + tk, t = o,

- 13 -



7. Térgdrbe menetének vizsgilata

Vizsgdljuk az

r(t) = (3t% - 26)i + 33 + (-t + 1)k

térgdrbét a t = 2 paraméterii pontjdnak kdrnyezetében
(azaz hatérozzuk meg a ponthoz tartozd kisér8 triedert,
s irjuk fel a gdrbe ezen rendszerre vonatkozd egyenle-
tét).

Vizsgdljuk az
_ 2, . 3
r(t) = 3 t°L + (2t + 3)j + 3tk

térgbrbét a to = -1 paraméterd pontjénak kdrnvezeté-
ben.

8. Kinetikai alkalmazés

Hatarozzuk meg az
2 . 3.
r(t) = (3t° - 28)i + t7) + (-t + 1)k

figgvény szerint mozgd pont sebesség- és gyorsuléis-
vektorit a to = 2 pontban. Bontsuk fel az F(t) vek-

a{t)~-tt

“tort t és f irdnyl BsszetevSkre. Hatdrozzuk v(t)-t, és

Hatdrozzuk meg az

r(t) = 3t%L + (2t + 3)j + 3tk

mozgds t = -1 iddéponthoz tartozd sebessdg- és gyor-
sulds-vektorat, a palyamenti sebességet és a gyorsu-
last.

- 14 -



9. A feliilet értelmezése, megaddsa, az r = r{u, v) filiggvény

9.1. Tekintsiik a tér
r{u, v} = au + bv (-co<uctom , -w< Vv<+p)

vektorai altal meghatirozott pontjainak osszesséqet,
ahol

a=41+3, b=2Ek.
Abrézoljuk az u = 1, u = 2, v = =, v = 2-vonalakat.
9.2. A z = f(x,y) tipusi fliggvények tanulminyozdsa sorén .
vizsgdljuk a z = xy feliiletet. frjuk.fel az origd-
bdél a felililet 4ltalanos pontjdba mutatd r = r(x,y)

vektort, azaz adjuk meg a feliilet egyenletet
r = r(u,v) alakban (u =x, v = y).

9.3. Milyen gdrbék lesznek az

v

L

‘=i acos ucos v + j cos u sin v + k sin u

el
21

r{

{ -

| c:

uy\
] A

Ogvxz T)

<
=

feliilet u = u_, v = v vonalai?

9.4, Felirandéd azon hengerfeliilet egyenlete, amelynek ve-
zérgdrbéije az

r(u) = ui + 3k (o0 <u < +00)

alkotdéinak irényvektora pedig az a = i " j vektor!

9.5. Felirandé annak a kupfeluletnek a vektor—egyenlete,
amelynek vezérgdrbéje a

r(Y) = ifa+ acos P) + jbsin¢ 0 =¢<2T
~csucspontjanak koordindtii: (0, 0, 3).

9.6. Forgassuk meg a z = 4 - x2 paraboldt a z tengely koriil,
s irjuk fel az ily médon adddé feliilet egyenletét
r =x(u, v) és z = f£{x, y) alakban.

- 15 -



9.10.

Egy téglalap alapteriiletd csarnokot u.; wmdédon fednek
be, hogy az egyik falra egy parabola ivet illesztenek,
s _ennek minden pontjat &sszekdtik egyenessel a szem-
kdzti fal tetejének egy pontjdval az Abran lathatd méden. friuk
fel az igy addédd .n. konoid feliilet ecyenletét!

2. abra

lkz“hengerfelﬁlet” vekloregyenletét!

friuk fel az y = >

frjuk fel annak a feliiletnek a vektoregyenletét, ame-
lyet a z = 1 sikban 1évd x = acosy , y = asiny kor
\Pparaméterﬁ és a z =1 sikban :iévd x = acosy,

a s
y = bsiny k&ry + % paraméterd (0 <, - -/ ; pontjan

illeszkedd egyenesek Osszessége alknt. Trijuk fel a fe-
lilet implicit egyenletét is!

frjuk fel az aldbbi feliiletek vektoregyenletét.

x2 - 42 . 2 2
a) z = - - , b) =z = 1Inxy, «¢) z = sinyx” + y°.

frjuk fel az aldbbi feliiletek exp'icit, 11, implicit
egyenletét.

a) r(u, v) = i achu cosv +3j bchu sinv + k cshu,

b) r(u, v) i 5cos3 u cosv + 1_50053 u si i £k 5sin3u.

i achtucn?v+ jachu shv + xbsh u,

c) rl{u, v)

d} r{u, v) = i3u cosv + j3u sinv + k3v°.

—

2

e) r{iu, v} = i {1 + u? cosv + V4. + u® sinv + k 2arsh%-

- 16 -



10. A fellileti normdlis és az érintdsik, E, F, G

10.01.frjuk fel a P,(2, 3, 0}, P_(2, 5, 5}, P,(0, 4, 0)
pontokra illeSzkedd sik vek%oregyenletét, szamitsuk a
paraméter vonalak (egyenesek) irdnyvonaldnak vektori-
dlis szorzatét.

10.02.Tekintsiik az

rfu, v} = iu + jv + _}g(u2 + v2)

feliiletet. frjuk fel adott u,r v, pontban az u = u

v = v vonalakat (v ill. u paraméter-vonal) érintd egye-

nesek egyenletet, ezen egyenesek Altal meghatdrozott sik
(érintdsik) egyenletét, s szdmitsuk ki az

(gu(u, v)x gv(u, V))u

vektor abszolilt értékét!

} 2 2 1 . :
10.03.frjuk fel az x° + y* - 7 z = 1 feliilet vektoregyen-

p 1/ 2 2
letet, az x = X vonal (xo, Yy 2 X, + ¥, - 1) pont-

OI
jdhoz tartozé érintdegyenes egyenletét, s az ezen pont-
hoz tartozd érintésik egyenletét,

10.04.1rjuk fel a =z = inxy feliilet vektoregyenletét, a felii-

let (1, %,—1; pontjdhoz tartozd érintdsikjanak egyen-

letét és szamitsuk ki ezen fellilet ezen pontijdhoz tar-
tozd felileti normalisdnak abszollt &rtékédt.
10.05.Mely pontban nincs érintdsikja az

rf{u, v) = 1 u cosv + J u sinv + ku

feliiletnek?

- 17 -



11.01.

11.02.

11.03.

11.04.

11.05.

11. Feliileti gdrbék

Tekintsiik az
(%, v) = ix +3jy + k xy

feliiletet (egyenesekkel lefedhetd hiberboclikus para-
boloid), s hatdrozzuk meg azon fellileti gdrbéjének vek-
toregyenletét, amelynek az x, y sikon 1lévd vetiilete
az

X = a cosu, Y = b sinu, 2z = 0O {a>0, b>»0)

paraméteres egyenletrendszerd ellipszis, valamint az
X =X,y =y, vonalak vektoregyenletét!

frjuk fel annak a .térgdrbének a vektoregyenletét, amely
az

r(u, v) = i a cosu cosv + j a cosu sinv + k a sinu

feliilet és az x2 - ax + y2 = O hengerfeliilet metszés-
vonalaként addédik. Ezen metszésvonal mindkét  feliiletnek
feliileti gbrbéje.

frijuk fel az

X = 2a + acosu, y =0, =z =a sinu, {a>0,
O2yY £2T)

paraméteres egyenletrendszerd gdrbe 2z tengely kdriili
forgatasadval keletkezd feliilet azon feliileti gdrbéinek
egyenletét, amelyek a =z = z, sik (-a < z < a), mas-

részt az v = mx sik metszdsvonalaként adddnak.

frjuk fel a 22 = x% 4 y2 feliilet és a =z + x = 25

sik metszésvonaldnak vektoregyenletét, s a metszésvo-
nal valamely pontjdhoz tartozd érintdegyenesének egyen-
letét.

Igazoljuk, hogy az

r{t) = i t cost + j t sint + kt ~o00 <t < + o0

gorbe a 2% - x2 + y2 fellilet feliileti gbrbéje (minden

pontja illeszkedik a feliletre).
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11.06. friuk fel az
r{u, v) = iu + jv + kuv

feliilet azon feliileti g&rbéjének egyenletdt, amely az

u és v kdzti v = u? osszefliggés alapjin adddik.
11.07. Igazoljuk, hogy az
rix, v) =i x + 3y + k xy

feliilet és az y =1 - ax2 hengerfeliillet metszésvonali-
nak érint8vektora birmely pontban pdrhuzamcs mindkét
felllet érintdsikjaval.

12. Feliileti gdrbék ivhossza

12.01., Szamitsuk ki az
g(ui =12+ 3 2cosu+ k 2 sinu, 02u <27
vezérgdrbéjd (0, 0, 0) csdcsponti kipfeliilet
y(t) = et cost, z(t}) = et sint

feliilet gdrbéje =z =1, =z = 3 sikok kdzdtti szakaszd-
nak ivhosszat.

12.02. Szamitsuk ki az
rix, y) =1 x + jy+k sz + y2
feliilet
x = t cost, y =t sint

feliileti gdrbéje ;g £t £ T szakaszdnak ivhosszdat.



13.01.

13.02.

14.01.

l4.02.

15.01.

13. Szdgmérés

SzAmitsuk ki, hogy a 2z = xy fellilet, x + y = 10,
X - y = 10 metszésvonalak mekkora szdgben metszik
egymast.

f 2 2 .
Hatdrozzuk meg a z = {1 - ¥ - felilet x = 4,
25 16 _

y = 3 metszésvonalai Altal bezart sziget.

14. Elsé- és mdsodrendld fémennyiségek

8zédmitsuk ki az
: . 2 2
r{u, v) = ifu + 2v) - jv + k(u” + 3v")

feliilet adott u, = 2, v, = 4 pontjaban az E, F, G

‘elsdérendi és az L, M, N masodrendd £48, ill, alapmeny-

nyiségek értékét.
Szamitsuk ki a zx% + yo = 12 feliilet P (2, 1, 1)

pontjédban az elsd és masodrendl alapmennyiségek értékét.

15. Meusnier-tétele

Szamitsuk ki az
; . 2 2
r{u, v) = i{u + 2v) - jv + k(u" + 3v"}

fellilet v = u2 feliileti gdrbéjének a gdrbiiletét, a fe-
lilet és a feliileti gdrbe u, = 1 paraméterd pontja-

hoz tartozd simulésik metszésvonalanak a gorbiiletét
{ugyanezen pontban). Messiik fel a felilletet a fellleti

gdrbe u, =2 pontjahoz tartozd érintdegyenesre illesz-

kedd, s a fellilet (3, -1, 4) pontjdhoz tartozd érintd-
sikra mer8leges sikkal, s ennek a sikmetszetnek is szd-
mitsuk ki a g&rbiiletét a képlettel és a Meusnier té-
tellel is. Ezeken kiviil szdmithatd a gdrbiilet az alap-
forma alapjan is.
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15.02.

15.03.

Szamitsuk ki az x° + y2 + 2% = 4 gdmbfelilet és az

r{u) = 1 2 cosu cosu + ] 2 cosu sinu + Ok
vezérgbrbéjd, k-val pdrhuzamos alkotdji hengerfeliilet

metszédsvonalidnak gdrbliletét az u =X pontban, valamint

az ezen ponthoz tartozé érintdegyenesre illeszkedd
normidlmetszet gdrbiiletét is ugyanezen pontban.

Szamitsuk ki az x2 + y2 + 22 = 25 feliilet (O, 3, 4)

pontjdban a normidlmetszet és az y = 3 sikmestzet gdr-
biiletének felhasznaldsival a két sikmetszet szdgét.
Megjegyzendd, hogy a (0O, 3, 4) pontra illeszkedd, s
az y = 3 gdrbe (0, 3, 4) pontjihoz tartozd érintdre
illeszkedd normalsik metszetérdl van szd.

16. Fénormdlgodrbliletek, Gauss-féle szorzatgdrbiilet

l6.01.

16.02.

16.03.

i6.04,

és az Osszeg gdrbiilet

Szamitsuk ki az

r{u, v} = 'i(u2 + v2) + 3 2uv + k(u - v)
feliilet f&irdnyait az u =1, v = -1 paraméterd pont-
ban.

Szadmitsuk ki az
r(u, v) =i ucosv + 3 u sinv + k 2v

feliilet féirdnvait és a f&gdrbiileteit tetszdleges u, v
paraméterd pontban. ‘

HatArozzuk meg az

r{u, v) = i_(u2 + vz} + jlu + v) + guzv2

f3gdrbiileteit és f8irdnyait az u = 0, v = -1 pontban.
Hatdrozzuk meg a ax® + 4y2 + 2% - 9 = 0 feliilet £&-
irdnyait és f&gbrbiileteit az x =1, y =

-1 pontban.



16.05.

16.06.

16.07.

l16.08.

17.01.

17.02.

Mely pontokban lesz a

2 2
- Y
&

N
i
m‘x

feliilet 8sszeg, ill., szorzat gbrblilete zérus?

Hatdrozzuk meg a

z = 4 x2 - 2xy - 3 y2 + X + 2y + 5

feliilet f8gdrbiileteit és f8irdnvait az x =1, y = 3
pontban,

Hatdrozzuk meg a 2z = xy felilet tetsz6lege$ pontja-
ban a f8irdnyokat, s irjuk fel az G.n. £f&gdrblileti
vonalak egyenletét. :

A =z = f(x, y) feliilet a (0, O, O) pontban érinti az
X, y sikot. Szdmitsuk ki a fellilet ezen pontjdhoz tar-
tozd fémetszetek gbrbiileteit, ill. igazoljuk, hogy
ezek léteznek és a fénormilmetszetek sikjai egymdsra
merdlegesek.

17. Buler-tétele

Hatdrozzuk meg azon feliileti g&rbék gdrbliletét az

r{u, v) = i 3chu cosv + j 3shu sinv + k thuv
. T . v e o
felilet u = 0, v = = pontjaban, amelyek-kozds érin-
tdje a kisebbik fégérbililet metszetének érintdiével
30°-0s szdget zadr be és kdzds simuldsikjuk az érintdn

Athaladd normidlmetszet sikjaval 60°-0s szdget zar be.

Hatarozzuk meg a

feliilet ~ (3, 4, 25} pontjdban a fénormdlmetszetek

sikjéval 45°-0s szdget bezird normdlmetszet gbrbiile-
tét ugyanezen pontban.
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18.01.

18.02.

18.03.

18.04.

18.05.

18.06.

18. Feliiletdarab felszine

Szamitsuk ki az
r{u, v) = i{cosu - v sinu) + j(sinu + v cosu) + k(u+v)
feliilet 02 usT, O0=v 21 darabjdnak a felszinét.

Kiszamitandd a

N
n
N | =
‘<l|><

feliilet azon darabjdnak a felszine, amelynek az x, y
sikon 1év8 vetlilete a 0<£x <1, 12y <£2 négyzet.

Szamitsuk ki a

r{u, v) = i R cosu cosv + J R_cosu sinv + kX R sinu
gbmbfeliilet felszinét.

Hatarozzuk meq az

r{u, v) = ila + b cosu) cosv + j(a + b cosu) sinv +
+ Kk b sinu

egyenlettel adott gylrdfeliilet (torus) felszinét.

Hatarozzuk meg

rf{u, v} =1 ucosv + 3 u sinv + k cu

feliillet 02 u 21, O—f—vS__:% darabjinak felszinét.

Hatdrozzuk meg az

r{u, v) = i 4 cosu cosv + j 4 cosu sinv + k 4 sinu

gémbfeliilet azon darabjanak a felszinét, amely az
x% - 4x + y2 =0 |

henger belseiében van.
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19. Feliileti pontok osztdlyozasa

19.01. Hatarozzuk meg a

r{u, v) = i(a + b cosu) cosv + j(a + b cos u) sinv +
+ k b sinu (a>b)

feliilet elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pont-
jait.

19.02. Hatdrozzuk meg a
3z + 3xz - yz ﬁ X +y =0
feliilet (0, O, 0O) pontjanak a jellegét.

19.03. Hatdrozzuk meg a

2 2
z = X -y

felilet feliileti pontjainak a jellegét.



1.03.

VEKTORANALIZIS

1. Skalar-vektorfiiggvény {skaldrmezd)

z - x2 - y2 skaldr-vektor-

Abrdzoljuk az u = u (r)
-2, u = 0,2 = 4 szintfelii-

fliggvény {skaldrmezd) u

leteit.
Aprdzoljuk az u = ul(r) = x? - y - z skaladr-vektorfiligg-
vény u, = -2, u, =0, u=2 szintfellileteit.

Milyen felliletek az u = u{r) = r? (r = ix + jy + kz}
skaldr-vektorfiiggvény szintfeliiletei. Igazoljuk, hogy
ez a fililggvény a tér minden pontjdban folytonos.

Hatdrozzuk meg a kdvetkezd példikban adott skalidr-vek-
torfiiggvények . szintfellileteit.

u = u{r}) = xzyz + xyzz + xy22

u = u(r)

XYz

2. Gradiens, irdnymenti derivalt

Hatdrozzuk meg az u = ulr) = r® skalar-vektorfiiggvény
gradiensét a P_(0, O, O) pontban. Vizsgdljuk meg a
gradiens {vekto¥) nagysdgdt, irdnyat és értelmét.

Hatdrozzuk meg az u = u(zr) =1ln|r] skaldr-vektorfiigg-
vény PO(O, 1, 3) pontjén Athaladd szintfeliiletének

ezen P pontjdhoz tartozd érint8sikjat.

Hatdrozzuk meg az u = uf{r) = xy3 - 2 e® + 3sinz ska-
lir-vektorfiiggvény értelmezési tartominyinak r, =

= 2] + k helyvektord pontjdban az a = 31 - 43 + 12k
vektor &ltal meghatidrozott irdnymenti derivaltjéat.

Szédmitsuk ki a kdvetkezd példikban adott skaldr-vektor-
fliggvények gradiensét tetszéleges pontban.



2.05. u = uf{r) = Il
2.06. u = ulr) =9 =xyz.
2.07. u=ul{r) = e {y + e4)+ 23
2.08. u = u(r) = xzz -yz + z2
2.09. u = ul(r) = x"yz - xz
2 y2 22
2,10. Adva van az u = X + 'y ellipszoidikus nyomés-

eloszlds (az izobar feliiletek ellipszoidok). Meghatd-
rozandd az r, =i+ 2j + 3k helyvektord ponthoz tarto-

z6 aradiens vektor.

HatArozzuk meg a kdvetkezd példikban adott skaldrmezdk
gradiensét a megadott pontban.

2.11. o= ulr) = |zl, P (3, -4, 1),

2.12. u = u{r) = Xy + ¥z + Xz, PO(Z, -3, 1).

2.13. u = u(r) = xylhz + x?ly + &%y, P (1, 2, -1).

2.14. Hatdrozzuk meqg a sin’x - y2 -z = 6 feliilet normalvek-
torat (érintdsikjanak normidivektorit) az X, = izi
Yo = % pontban. (A feliiletet tekintsiik az u = sinzx -

- y2 -~ 7z skalar-vektorfliggvény u, =0 szintfeliileté-
nek.)

2.15. Hatdrozzuk meg a 2 x - y2 ~ 2z = O fellilet normalvek-
torat az I, = i + 2j + 2k helyvektord pontban.

Hatdrozzuk meg a kovetkezd példakban adott skaldr-vek-
torfliggvények adott irdnyd derivadltjdt az adott pont-

van.
2.16. u = 2x°y - xyz; a = i + 3j - 5k; P (1, 1, 2).
32 . .
2.17. u = xy'z; a = -21 + 5] - 3k; Po(l, 2, -3).



3.01.

3.02.

3.03.

3. Vektor-vektorfuggvények (vektormezdk)

Meghatdrozandd a fix tengely koriil forgd merevtest
pontjal sebességi vektormezdje, vagyis olyan vektor-
vektorfiliggvény, amely tetszdleges ponthoz a merevtest-
nek a szdbanforgd ponton Adthaladd sebességvektorat
rendeli hozz&.

Milyen vektormezdt ir le a v = v(r) = r filiggvény?
Milyen vektormezdt ir le a v = v(r) = axr és a
= v{r) = r x 9 fliggvény? Itt a = 3i - 2j + 5k,

K.—

r =xi + vy} + zk.
Milyen vektormezdt irnak le a kdvetkezd példdkban adott
vektor-vektorfiiggvények?

v=uvlr) =(r+a)xxr; a=1+3; r==xi+ xj + zk.
v=uvw(r) =(rxa)xr; a=31+%k; r==xi+ y] + zk.

4, Vektormezd gdrbementi és fellileti integralija

A koordinAta rendszer kezd8pontjdban elhelyezett M
tomeg az ({(x, y, 2z} pontban 1évé tdmegegységre oclyan
erdvel hat, amelynek ahszolit értéke

|lp| = £ . M 1 = < '

2 2 2 2 2
x“ + ¥v© o+ oz X7+ ¥y o+ 2

irdnya az r = xi + yj + zk irdnyvonaldval megegyezik,
de vele ellentétes értelmli. Az erdteret tehdt a

C r
P = (- —

2 2 2 _
x“ + y© o+ z bx|

xi + vy} + zk

3/2
(x2 + y2 + z7)
vektor-vektorfilggvény irja le.

Szamitsuk ki az er8tér (a vektormezd most erdteret je-
lent) ellenében végzett munkdt, mikdzben a tdmegegy-
ség az

X = cost, vy

sint, =z = t

csavarvonal mentén a t = o paraméterd pontbdl a t = 4
paraméter pontba megy &at.
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4,02. Szdmitsuk ki azt a munkit, amelyet a
P = yzi + xzj + xyk
erdtérben a tdmegegysédget az
Xx =2t -1, y=t+ 2, z =3t

egyenes mentén a t = O ponttdl a t = 3 pontig moz-
gatva végziink.

4,03, Szdmitsuk ki az eldzd8 példidban adott erdtérben a 3. db-
rén ldthatd g9,, g,, g egyenes szakaszokon mozgd to-
megegység mozgdatafihoZ szliksédges munkat.

Jz P(3.5.9)
-1 PI(-I,ZO)
+ o Yo
A —
s
9, 7/
) x=z2t-1
[ yzts+2
5L / z=3t
92
X
3. &bra
4.04. Kiszdmitandd a v(r) = -yi + xj vektormezdének az
e el 2 2 -
A(l, O0) és a B{O, 1) pontok kozdtti x~ + y = l_kor
éds x + ¥y = 1 egyenes szakaszra vonatkozd vonalinteg-

ralja.
4.05. Hatdrozzuk meqg a
vir) = (x + yz)i + (2 —Vyz)i + (xy + z)k
vektor-vektorfiiggvénynek a P. (1, 1, 1} és P%(O, 3, 5)

pontokat &sszek&td egyenes méntén vett vona integril-
Jat. _ 28 -



4.06h.

4.00.

Szamitsuk ki a
2 . 2 . -2
vir) = (x7 -y + 2)i + (X + ¥y~ + z2}] + (x +y + 27)k
vektor-vektorfiiggvénynek az
ri(t) = i cht + j sht + k 2t
gbrbementi integrdljat a 0St=3 hatdrok kdzdtt.
Hatdrozzuk meg a
2 . 2 . 2
vir) = (x7 +y + 2)i + {(x + y7 + 2)] + {(x + vy + 27)k
vektor-vektorfliggvénynek az
r{t) = i cost + j sint + k2t

csavarvonal mentén vett vonalintegrdljat (gdrbementi
integral).

Szémitsuk ki a
vir) = xi + yj + zk
vektor-vektorfliggvénynek az
r{t) = 1i coszt + j cost sint + k sint
gorbe (Viviani-féle gdrbe) mentén vett vonalintegril-
jat a 05t<T natarok xszste.
Szamitsuk ki a
vir) = xi + yj + zk

er8tér Altal végzett munkdt, ha az elmozdulds az

r(t) =it + 3 + k

o |

gbrbe mentén tdrténik a ty =1 és t, = 2 pontok kd-
zott.
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4,10, Szémitsuk ki a
vir) = ix + jy + k=
vektor-vektorfiggvény feliileti integraljit az
r(u, v) = i{3 + cosulcosv + j(3 + cosu)sinv + k sinu

gylUrifelliilet x, y sik fellileti darabiara vonatkozd fel-
felé mutatd felileti normilis mellett.

4.11. Hatdrozzuk meg a

vir} = -xyi + xy} + zk
vektormezdének a =z= xz - y2 fellilet azon darabjédra vo-
natkozd felileti integrdlijat, amelynek vetllete az x, vy
sikon a -2<£x £2, -3s3y=< derédkszdgld négyszdg, fel-

felé mutatd feliileti normdlis mellett.

4,12, Szamitsuk ki a
vir) = yi + zj + xk
vektormezdnek a 4, abran lathatd egységsugafﬁ negyed-

gdmb felliletére vonatkozd feliiletl integraljat felfele
mutatd fellileti normdlis mellett - )

4. abra

4.13. Hatarozzuk meg a
vir) = yi + zj + xk

vektormezdnek az kdvetkezd abrdkon lathatd két félkdr-
lapra vonatkozd feliileti integraljat:



4.14.

4.15.

5. &bra 6. Abra

A feliileti normdlis értelmét oly mdédon valasszuk meg,
hogy a két kdrlap és az elézd példdban szerepld negyed—
gémb feliilet alkotta zart feliiletnél a feliileti norma-
lis mindig kifelé mutatd legyen.

Szdmitsuk ki a

vir) =L i+

Xz

k

%|H
3]

vektormezdének az

3 . 3 : .3
X =5 cos™u cosv, y = 5 cos”u sinv, z = 5 sin’u

forgdsi asztroid feliiletji— <u é%— , 02v£2Y  da-
rabjara vonatkozé feliileti integriljdt felfelé mutatd
normialis mellett.

Hatarozzuk meg a wv(r) = xi + vi vektormezonek a 4
egység sugaru gémb feliiletdre irt V1v1an1-gorbe al-
tal hatdrolt feliiletdarabnak a 7. &brén lathatd részé-
re vonatkozd feliileti integrédljat, felfele mutatd fe-
ldleti normalis mellett

—
-

1

8. abra




4.16. Hatdrozzuk meg a v(r) = r vektormezdnek a z = x2+y2

felilet x2 + y2 + 4% = 0O henger belsejében levo da-~
rabjédra vonatkozd feliileti inteqriljdt felfelé mutatd
feliileti normdlis mellett, A kettds integrédl kiszami-
tasdhoz vezessiink be polar koordindtdkat. Az integra-
l4si tartomdny a 9. dbrédn lathatd.

| Y

9. abra

5. Vektormez8 divergencidija

5.01, Hatdrozzuk meqg a

vir) = i(y3 + xz) + 3 (12xy2 - 3x) + Exyzz

vektormezd divergencidjéat tetsz8leges pontban és a
régzitett P (1, -1, 2) pontban.

5.02. Szamitsuk ki a
v(r) = i{yz + 22) + 1(22 + X2) + E(xz + yz)

vektormez8 divergencidjat.
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6. Vektormezd roticidija

Képezzilk a wvir) = wxr vektormezd rozdcidjédt. Ez a
fix forgastengely kériil 41landé & szdgsebességgel
forgd merevtest sebességének a vektormezdje.

Szémitsuk ki a ¥ = (a + r) xr vektormezd roticidjit
tetszéleges pontban (a = i + j).

Szamitsuk ki a kbvetkezd példdkban adott vektormezdk
divergencidjit és roticidjat.

v = xzyzi + xyzzi + xyzzg

¥ o= 3xi + xyj + zk, PO{Z, 1, 0).

v o= (x2 - yz)i + (y2 - 22)1 + (22 ~ xz)g_
v=-1-r; » (0,2 3.
Izl ©

¥ =1 3x+ 3(x - 2y} + (2 - x}k,
=-§- X.
y=L 73+ kxz, P, 2, 3),
v Izl
yo=o- BE— gy —SE— g 4 ak
2 2 2 2
X7+ ¥ xT + ¥y
v = {3x + 2y)i - {5x + zz)i_+ (x2 - y2)5.
¥ = exyi + eyzi + ezg.
s s 2 s 2 . 2
v =1 sin x"yz + J sin xy"z + k sin xy=z
v=_=1

in 2¥ 45 n ¥2 + k 1n 2%
z B X v *
Barmelylk vektormezdre kimutathatd, hogy divergenciaja

és rotac103a a koordindtarendszer felvételével szemben
invariéans.
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A kOvetkezd példdkban a vektor analizis ezen Gn. in-
varidns opericidinak (divergencia, rotdcid) ismételt
alkalmazasival foglalkozunk.

6.15. Kiszdmitandé div/gradu{r)/ értéke az r, = 23 - k
pontban, ha u{r) = ye® + xe® &+ YZ3-

6.16. Meghatarozandé grad/divv(r)/, ha

3 2

vir) = i(x” - 2YZ2) + Jixy” - 23) + g(z2 - xyz).

6.17. Meghatérozanddé rot/rotv(r)/, ha

vir) = eyzi + ezxi + exyh.

6.18. div grad £2 = 7
6.19. rot grad £2 = ?
6.20. div grad |x| = 2
6.21. rot grad |z| = 2
6.22. ' div grad I S

|z

r
6.23. grad div —— = ?

|z

. 1
6.24. div grad — = ?
2

[z
6.25. div grad(in|z|) = 2
6.26. div gradatelZl) = 2
6.27. grad /div(]z|%c) = 2
6.28. div grad xyz = ?
6.29. div grad &%Y% - 2
6.30. div grad/x? sin yz)/ = ?
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7.01.

7.03.

7. GOrbementi és fellileti integrdlok adtalakitdsa

Szémitsuk ki a homogen R sugaru gbmb kdzéppontidra vo-
natkozd inercidjat. Megjegyezziik, hogy az R sugari
homogén gdmb kdzéppontjidra vonatkozd inercidjét az

_ﬂT(xz + y2 + zz)dv
v

képlet alapjan szdmitjuk ki. Itt a V integricids
tartomany az R sugartt gdmbfellilet 4ltal hatdrolt
része a térnek.

Legyen adott a 0£xs52, 0Z2y<£2, 0£zZ£2 kocka ala-
kd tartomany és a

vir) = (—x2 + Yy + 2zl o+ (x - y2 + z}) + (x + ¥y - 22)5

vektormezd. Igazoljuk, ill. verifikdljuk a Gauss-Oszt-
rogradszkij tételt oly mddon, hogy az

fff divng:@ v dF

F

egyenldség bal- és jobboldaladt kiszdmitjuk.

Tekintslik az aldbbi &brdn lAthatd térbeli haromszdget,
Iranyitsuk a hdromszdg feliiletet és ennek megfelelden
a haromszdg oldalait. Legyen v = v (r) az eldbbi pél-
daban megadott fliggvény, Irjuk fel ezen v{r) filigg-
vényre és a 10. abréan lathatd haromsz8gre Stokes-téte-
1ét,

10. abra.
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7.04.

7.05.

7.06.

Kiszadmitandd a

v(r) = (x - 22)i + (2x + ¥i + (x - v + z)k

vektormezdnek a kezddpont kdriili 2 egység sugaru gdmb-
re vonatkozd feliileti integrdlia befeléd mutato feliile~
ti normdlis mellett felilileti integrdllal és Gauss-
Osztrogradszkij tétellel,

Szamitsuk ki a
vir) = (x - y}i + (x + y)j + xyk

vektormezdnek a z =
2 2

xy hiberbolikus paraboloid és

az X~ + ¥~ = 4 henger metszesvonala mentén vett vo-
vonallntegraljat vonalintegrillal és Stokes-tétellel
(11, &bra).
|z
|t~
~
2 \\i
- —
| |
o b
b1 I
2
| =
| ~Z | __ -
I
11. &bra

Hatdrozzuk meg a

3, 3, 3
v=x1+y]+z'k

vektormezd feliileti 1ntegral]at az origd centrumu a
sugaru gdmbfeliiletre vonatkozoan.
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7.07. Meghatdrozandé a v(r) = r vektormez8§ feliileti in-
tegrdljanak értéke az aldbbi 12. &brin lathatd zArt
felliletre vonatkozdan '

lj: ’
l

A

7.08. Hatérozzuk meg a v(r) = r vektormezd feliileti in-
tegrdljat a 13. 4brdn lathatd hengerpaldst és a két
kdrlap alkotta zArt felliletre vonatkozdan.

12, &bra

|z

13. &bra

v{r) = (x +y + z)i + xyzj + XZE.

Hatdrozzuk meg a rotv(r) vektormezdnek a z = x2+y2
fellilet azon darabjdra vonatkozé feliileti integrédljat,

amely az x2 + y2 = 4 henger belsejébe esik (l4. abra).
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7.10,

14. &bra
Hatdrozzuk meg a v{r) = r vektormezd§ feliileti integ-
raljat az x> + y%> = 4 alapkdrd (z = 0) &s (0,0,5)

csicspontu (5 magassagl) kdrkip teljes feliiletére.

Adott a
vir) = zz_i_ + xzi + yzﬁ

£” rd rd 2 2
vektormezé. Igazolandd Stokes tétele az X +y +z° = 4,

z20 felsd gombfeliiletre (15. &bra).

15. abra

Adott a

vir) = xzzi + zyzi + xzyh

vektormezd. Igazolandd Stokes tétele, ha a F felii-

let a z = 4 - x2 - yz forgasparaboloig z 2 O része

{16. abra).
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8.0L.

8.02.

8.03.

8. Néhany kdvetkezmény

Konzervativ, ill. potencidlos-e a,

2 : p 2 .
vir) = (2xy - z" - yz)i + x° + 2% - xz)j +
+ (2yz - 2xz - xy) k

vektormezdvel jellemzhetd erdtér, s igen hatarozzuk

meg az erbtérhez tartozd potencidlfiiggvényt.
Megjegyzendd, hogy az idd8ben allandd erdteret konzer-
vativ erdtérnek nevezziik, ha van olyan u=u(r)=U(x,y,z)
skalar-vektorfiilggvény-potencial, ill. potencidlis ener-
gia~, amelynek negativ gradiense az erdtér, vagyis ha

vi{r} = —gradu(gj.

Ismeretes, hogy ilyen erd&térben barmely zért gdrbe
mentén végzett munka zérus.

Hatarozzuk meg a kdvetkezd példakban adott vektormezdk
{erdterek) potencidljait.

vir) = yzexyzi + xzexyzi + zxye™¥ k.
2 2
vir) = 2xy z;i + X . 3o+ 2% yz k.
4 - 2z 4 - =z (4 ~ 22)2
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MEGOLDASOK

1. Térgbrbe el8411itdsa, az r = X (t) fliggvény és
hatarértéke, az érintdvektor

1.0l.Ha a koordinita-rendszert a 17. dbrdn l&thatd mddon
vesszik fel, akkor

X = a cosf, y = a siny, z = by, 0SY £ 27T

(0,0}

17. &bra

1.02.Minthogy egy geometriai alakzat wvalamely rendszerre
vonatkozdé egyenlete olyan egvenlet, amelyet az alakzat
tetszdleges P pontjdnak (ezen rendszerre vonatkozd)
koordinatat kielégitenek, s az alakzatra nem illeszkedd
pont koordindtdi pedig nem elégitenek ki, azért az

x2 + y2 = a2 a térben olyan hengerfeliilet egyenlete,

amelynek tengelye a =z tengely, s sugara a.
Ugyanis helyettesitéssel meggydzddhetiink réla, hogy

az x2 + y2 = a2 egyenletet ezen hengerfeliilet bérmely

pontjanak koordindtdi kielégitik, méas {x,v) pedig nem.
A hengerfeliilet és a sik metszésvonala egy gdrbe. Ezen
gdrbe egyenletének felirdsa céljdbdl vezessiik be az

X = t paramétert. Ekkor o

x =t, y=ta% - 2, z=a -t *a® - t2, _alt<a.
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1.03.

1.05.

Ismét az X £ Jjeldlést hasznilva az adédik, hogy

'+
b
o

|+
N
39

X =t, y = a” - t%, z = -tfa® - t°, ~ast<a,
illetve

rit) = ti *Ya? - 24 *¢}a? - t2%, - ast <a.

A térgdrbe tetsz8leges t paraméterd pontjdnak koor-
dinatai kielégitik a 2% = %2 4 y2 egyenletet, azaz

a térgdrbe barmely pontja illeszkedik azon kupfeliilet-
re, amely az

x =T, y=0, z =1, —o0 <T <+ o2

egyenes 2z tengely ko&riili forgatasaval keletkezik.

Ugyanis a 2% = x% 4 y2 ezen origd cstcsponti kipfelii-

let egyenlete. Ezért ezt a gdrbét kipos-csavarvonalnak
is nevezik. Bzt a gbrbét a 18. dbran vézoltuk (szagga-
tott vonal).

18. &bra

Az r = r(t) vektor-skaldr fliggvénynek a ¢t pontban
S b . o
van hatarérteke, ha a fiiggvény

r(t) = x(t)i + y(£}] + z(t)k

alaki megadasban szerepld =x(t), .y{t), =z(t) £fliggvé-
nyeknek van hatdrértéke a t0 pontban és
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1.06.

lim p(t) = lim x(t)i + lim y(t)j + lim z(t)k.
>ty t=t t>t t~t

Ezen tételt felhaszndlva

lim z(t) = iim §i§-§£1 + lim SEESSIRG g Efi k <

sin” t
tro t+o t»o t+o
. Lo 1)
sint 5t i sint (cost .
= lim 5 ~ i+ 1lim —— 3 3+
5t sin’t
t-o t-~>o
1 i i ] .1 - cost .
+ lim Sint y | jjg 5 SiNSE 5 lim—————— 3 .
cost t 5t cost sin”t

t=o t»0 t-o

+ lim —2 Sint p _ 3in s §i%?£ is
cost 5
t»o0 tso
in? & 1 sint
. 2 sin® = . _

+ lim 2 1 + lim o5t — k

teo COst 4 sin2 % cos2 % tso

. 1 .

=5 1i + 5 j + k.
MegjegyzendS még, hogy a t, = O pont az x(t), y(t),

z(t) fliggvényhez tartozd értelmezési tartomdnyok mind-
egyikének torlddisi pontija.

Az eldbbi példaban mondottaknak megfelelden az

= Sht sint . gt - Letgt - 1
x(t) = cht251nt . y(t) = tgt t_ z(t) tct ;
t t - sint t

fiiggvényeket kell vizsgdlni a t = O pont kdrnyezeté-
ben, A filiggvények a t = O pont kivételdvel e pont bar-
mely kdrnyezetének minden pontjdban értelmezve vannak
és
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lim cht - sint _ lim tat - £ = lim coszt -1

2 7t - sint 1 - cost
" t+o too ts0
= lim 1 1 - coszt = 1im (L + ;ost)(l - cost) _ ;.
t-0o cos’t 1 - cost t-o cos"t (1 - cost}
. 2
lim —_t° = iim 2t = lim 2t sin’t =
tctgt - 1 ctgt - t 1 sint cost - t
tro to sinzt_ t~o

, 2sint + 4t sint cost . 5 13 sin’t + 2t sint cost = .
=1im = im 5
cqszt - sinzt -1 - 2 sin’t

t—=o o

= -1 1im (1 + 2 cost) = - 3, lim ketot-1 _ 1
sint t2
t»o t~o

Ezeket felhaszndlva

lim r{t) = (+o0, 2, - 1),

t-o 3
vagyis a fiiggvénynek a t = O pontban nincs véges ha-
tarértéke.
Megjegyzendd (eldzd tanulminyaink alapidn ismeretes),
hogy a |im r(t) =t4e, 2, - 1 eredményiink szerint,

-
tetszélegesen kicsiny pozitiv £ -hoz és tetszdlegesen
nagy w-hoz taldlhaté olyan kicsiny pozitiv d, amely-
re fenndll, hogy r{(t)-nek végpontjai benne vannak az

WX < +00 , 2 -E < y<2 +&,

-l <z,

tartomanyban, ha |t|< d .
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.
1.07. lim r(t) = i i+ % i+ 3 ke
t=o
: 1 ; a 1.
1.08. lim r(t} = i+ a"{lna - )] + s4ak.
cos“a a

t—a

1.09. lim (r,(t)* r (t})= 1im 4| sindt ,  Egt - sint 3.
=1 2 Y

. 3
t+0o t-o sin”t

L kot ]+ [__Vl+tz
- 1+t

t

i+ (2t + 1)3 +

T 3)5}}: (510 + 23 +k) 2 (i + 3 + 3k).

lim £1(t) . rz(t) = lim [sinst i+ kgt -3sint i+
r . '
to o sin"t
V 2
+r'_g£k.:!_im _l__u_i_',(zt_t_l)j_‘,,
t - 1+t
t-0o .
#(t% +3) k| = (51 + 2] +k) (i + 4 + 3k) = lo.

fim £y (6) £,(6) = Lin {sinSt V1 + €2 | tgt - sint(2tsel)s

t 1l + ¢t 3

t~o tso sin™ t

s tat(e3 3{} = 5.1 4+ 2.1 + 1.3 = 10.
t
(sinSt . tgt - sint
sin5t . tgt - sint

lim ry(t) x r,(t) = [iim i 3

tso tso sin”t
qf 2
+ tgt E} x |iim (2t 5 4 (2t + 1)j +
t 1+t
=0

+(t%+ 3) k = (51 + 2] + k) x (i +3 + 3k)=

= 5i - 143 + 3k.

O
- Dop=
W
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1.10. Az r = r(t) vektor-skaldr fiiggvényrél azt mondjuk,
hogy a to pontban folytonos, ha

lim r(t) = r(t),

£t
o]

azaz, ha a to pontban van véges hatdrértéke, van

helyetteszte51 értéke és a kettd megegyezik. Az

r = r{t) fliggvény valamely szamkdzben folytonos, ha
szamkoz minden pontijdban folytonos.

Az eldbbiek szerint tehdt meg kell hatdrozni az

r = r{t} filiggvény hatdrértékét és helyettesitédsi ér-
tékét a t pontban.

1im (£21 + (2 - £)j + tsintk) = 23,
t=o
[tzi £ 2 - t)5 tsintﬁ] = 24,
t=0
tehdt a hatdrértédk és a helyettesitési érték is léte-
zik, s e két érték megegyezik, ezért a fiiggvény a ts

pontban folytonos.
Megjegyzend8, hogy ez a fuggveny a -ow<t<+ szam-
kdzben mindeniitt folytonos,

1.11. Ez a fiiggvény a t = O pontban nincs értelmezve, mert

a z(t) = 880t ¢i4qvény itt nincs értelmezve, tehat az
az r{t) fgggvény a t = o pontban nem lehet folyto-
nos.
lim r(t) = [im (£%% « (2 - £)§ + Si0t ) = 55 4 ,

" £ £
t~o tro
tehdt az r(t) fiilggvénynek a t = o pontban van véges
értéke.

Megjegyzendd, hogy az

™
w
ot (i
=1
r
|=

(o<t <0, O<t< +00),

2131+ k, t =0

fliiggvény mindeniitt folytonos.
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1.12,

1.13.

Ez a vektor-skaldr fiiggvény a t = 2 pontban nincs
értelmezve, mert a t = 2 pont nincs benne az

y(t) = e ¥ -3 fliggvény értelmezési tartomdnydban,
tehdt r(t)-nek nincs helyettesitési értéke, s ily mé-

don nem lehet folytonos.
Minthogy

1 1

. - ’ t -2
lim e t 2 =0, lim e = + o0

t—2-0 t2+0

azaz a bal oldali hatéarérték nulla, a jobb oldali pe-
dig + o0, azért ezen <r(t) fliggvénynek a ¢ = 2
pontban nincs hatdrértéke.

Ez a vektor-skalar fliggvény a (o, 1), {1, +©) sgzlm-
kSz8kben van értelmezve. Ugyanis az r{t}) fliggvény
értelmezési tartomdnya az x(t), y(t), z(t) flggvé-
nyek értelmezési tartomdnydnak kdzds része, azaz r(t)
azokban és csak azokban a pontokban van ertelmezve,
amelyekben az x(t), y(t), =z(t) fiiggvények mindegyi-
ke értelmezve van.

Minthogy az x(t) fliggvény a t = 1 pontban nincs
értelmezve, azért r(l) nem létezik, tehdt Ir(t) a

t = 1 pontban nem lehet folytonos. .

Szdmitsuk most a hatarértékét a t = 1 ponthan!

limt =VE _qqm ¢ YE-1 - 3 jin 3t = 3,
1 - VE 1 - Ve t-l
t=1 £ iim 3 = 1.
t-1 '

Tehdt az r(t) fliggvénynek a t = 1 pontban van hatdr-
értéke és

lim r(t) = -1i + 33 + k.
£l
Ha ezen r(t) flggvényt a t = 1 helyen a hatdrértéké- -
vel ertelmezzﬁk, azaz azt mondjuk, hogy ;(l)=—1+31+5
legyen, akkor az :

t—‘-—£_i_+3tj_+t3£, ha 0St<l, 1<t <+oo -
1 - t - .

- i+ 33+k, ha t =1
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fliggvényhez jutunk, s ezen utdbbi fiiggvény az értelme-
zési tartomdnyban mindeniitt folytonos. A t = O pont-
ban természetesen csak jobb oldali folytonossigrél le-

het szd.
1.14. A fliggvény a t = 3 helyen folytonos, a t = -3 pont-
ban nincs értelmezve, de
limg_(t):-.;__j__-si + 3 k.
t-23

1.15. Ez a fliggvény a 0<t<1l, 1l<t<+00 , sz4amkdz3k min-
den pontjédban értelmezve van és ezen két intervallum
minden pontjdban folytonos. Masrészt

lim r(t) = 3j, 1lim £(t) = -i + sin3 - j + k,
t-o t—l
tehét az
f
3j_ ha t =O'
r(t)=<t_‘—_ﬁ_j; + im}—i—:'—l + t2}_{_, ha 0<t«<1l,
1 - ¢ t l<t<io
- i+ sin3j + k ha t =1
~

fliggvény az értelmezési tartoményban mindeniitt foly-
tonos.

1,16, Ezen fliggvény értelmezési tartomdnya mindazon t pon-
tok. Bsszessége, amelyekre O0£t< 1, 1< t< 2,
2<t <+c00 . A fliggvény e pontokban folytonos is. a
t =1, t =2 pontokban a fiiggvény nincs értelmezve,
tehdt ezekben a pontokban a filggvény nem lehet foly-
tonocs.
Kérdés, hogy a t =1, t = 2 pontokban van-e hatir-
értéke? :

34— t 2
lim 3A£;;;l_; r t2 o+ 2=ty > =2, i - k.
t-1 W[El—-l t - 2 3 -
£l
, 3y t 2
iim(t—‘li+t21+——————2 -t k),:’v——-——-—32'11+41+
tsy Ve -1 £ - 2 JZ -1

+ 4(|n2 ~ 1L)k.
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1.17. Egyszerfien helyettesitéssel igazolhatjuk, hogy ezen

r(g) = a cosyi +'a sin?i + a(l - cosy - sin@lk
oY £ 2T

gorbe minden pontja 1illeszkedik az x2 + y2 hengerre
és az X + y + z = a sikra is, tehdt a gorbe ezen két
geometriai alakzat metszésvonala, azaz egy e111p521s

(19. &bra). Ilymédon a gdrbét egyszeriien szemldéltet-

hetjiik. .

\{-G.O,ZG)
/(9-a,2a)
/" f A
-
I
|
|

19. 4bra

Az ellipszis illeszkedik az (a, 0, 0), (0, a, 0O},
(-a, 0, 2a), {0, -a, Za) és a

Pl(a—@, alg-, afl ﬂ)

1 {3 1 y3,
et o o) )
péntokra. Az rﬁpo +AP) - r(? ) kiildnbség-vektor a
Pl—bél a Pz—be mutatd vektor. —bol a PB—ba mutatd

vektor pedig az
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(Y, +AY) - (),
AP

s végiil az £ a P pontbeli derivdltat &brizolja,

amellyel a @O ponthoz tartozd érintdvektort értel-
mezzlik.

2 . 1
1.18. #(t) = - £ sint i - —E——i—%—g— 17 % k,
2 (1 - t9)
- 1<t<l, 1<tc<+om.
1.19. £(t) =2 4 + L4 4 t _kx, 1<t<+oo .,

1.20. (_r_l(t)-l:_z(t)).= [(£21 + 3t + 5k)(e?Yi + 3costk))] =
=(t2€2t + 15 cost):
Masik megoldés:
£ (0) e, (0)) = 1y (E)r, (8) + ) (£) £, (t) -

=(2ti + 339(e?%i + 3costk) + (t%i + 3tj +

+5 k) (2e2F

= 2 te?t 4 2t%e%t _ 15 sint.

i - 3 sintk) =

i

[£,(8) x £yt = £(6) x r(t) + £, (£) x £,(t)

2t

= (2ti + 3j) x {e""1i + cost k} +

+ (821 s 3t3 + 5k) x (2e2%;

-~ 3 sintk) =
i bl k i i k
=l2t 3 o |+ t? 3t 5 |=
e?t 0 3cost| |2¢%t o -3sint
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1.23.

= 9 cost 1 - 6tcost § - 3 e2Yk - ot sinti +

« (3t? sint - 10e®Y)y - 6tre?t x -

9(cost - tsint)i + (3tzsint - 6t cost - 10 eZt)i -
_e?t(st + 3) x.

}) = (-1, 5, 4), az
r(2) = (i + 2tj + 2tx

Az érintdegyenes egy pontija r(z
£=2

érint8egyenes iranyvektora v

=1 + 4j + 4k. fly médon az érintSegyenes paraméteres
egyenletrendszere

x=-14+T, y=54+4T, 2z =4+ 4T , —o0< T < 400

Ez a kdvetkezd alakban is irhatd:

5 _ z

x +1 =X 4

4 4

Az érintdegyenes egy pontja r(0) = [sinti+cosi+_l k]:
cost

t=0
=3+ k.

Az érintdegyenes irdnyvektora r{o) = Postl - sint} -

_ sint k = i
coszt -
t=0
Az egyenes paraméteres egyenletrendszere
x:'tlv y =1, z =1, - 00 < T <+ 00 ,
x=8+5T, y=84+6T, z=-14+27T,

4x - 2 =2 -y =2=1
Y 2
2
1 - 2x =2y - 1 = 162 =T
8T
x = {5 + %;’f, Yy = 1n3 + In37 , z = 3 + 31n37
5

- oo <T <+ oo .
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1.27.

l.28.

1.29.

x=1, y=2, z =1, - o< T < +00
x=1-3T, y=2-4T, z = -3 + 37T,

' - a0 £ T<+ oo .
Minthogy

r{o) = [gcosti + asintj + bth] = ai.
t=0.
(27 = [acosti + asintj + btk] = ai + 2b2Tk
’ t=2T

Bz érint8egyenes irdnyvektora tetszdleges t paramé-
terd pontban

r(t) = -asint 1 + acostj + bk.

Innen mdr lathatd, hogy nincs olyan t érték a
0<t< 2] szdmkdrben, amelyre fenndllna, hogy

r(27) - r(o) = (ai + 4bT k) - ai = 4bk ||z(t).

Ugyanis az r(t)-nek a k-ra merdleges komponense se-
holsem nulla, mert

| -asinti + acostj| = a> 0.

Ez azt jelenti, hogy az r ={(t) fiiggvényekre a Leg-

' range-féle k&zépérték tétel nem érvényes.

1.30.

Az r(0) ponthoz tartozd érintdegyenes irdnyvektora

v|| (-asint, acost, b) = (0, a, b).
’ t=0
A sikban 1év8 E(%ﬁ - r(o) vektor pedig

(0, a, bg) - {a, 0, 0) = (-a, a; b%f")_

Ez azt -jelenti hogy a szdbenforgd sik normilvektora
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=
}_‘..

= ab(jzj— 1)4i- abj + azylb,(g- 1) -

i
Vi)
o]
o
ESTS T < A P

- bj + ak.
Az érintdegyenes irdnyvektora tetsz8leges pontban
r{t) = (-asint, acost, b).

Ez azon t paraméterd pontban lesz parhuzamos a sik-
kal, amelyre

n.r{t) = (-asint, acost, b)(b(%g- 1), - b, a) = 0,

- ab (%-1) sint - aboost + ab = O,
1 - cost - (%‘— 1) sint = O,

.2 '
2 sin %-(Jr-z) sin £ cos £ = 0,

2 2

in £ - (T7- E]- £

[2 sin > (7T - 2) cos»2 sin > 0.

Ezen trigonometriai egyenlet megolaésai a

sin = 0, tg% - T-2
2

Nt

egyenletek megoldisai. Ezek kdzdtt szerepel a

T-2, 0
2 ‘72

0 t =2 arctg

megoldds. Ez azt jelenti, hogy valdban van olyan pont
L .
a 0<tc % szakaszon, ahol az érintdegyenes parhuza-

mos a sikkal.

Az érint8egyenes irdnyvektora tetszdéleges pontbah
(t) = t31 + t%§ + tk.

A sik normilvektora n = (1, 3, 2).

Azon t pontokban lesz az 1r(t) a sikkal parhuzamos,
amelyekre
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no.orit) = (3, 2, £)(1, 3, 2) = 3 + 32 4 2t = o,

_ Ennek megolddsai:

1.32.

t(t? + 3t + 2) = o,

Az r(-1) = (-1, 1, -1}, r(o) = (0, O, O},

r(l) = (1, 1, 1) pontokra illeszkedd sik normdlvekto-
ra

i i k
nf| |1 1 1 = -2i + 2k ||i -k.

-1 1 -1

A térgdrbe érintdvektora tetszdleges t paraméterd
pontban .

rit) = 3t%i + 2 tj + k.

Azon pontban lesz parhuzamos az érintdegyenes a sikkal,
ahol

nrit) = (3t%, 2¢, 1)1 - k = o,
+ .1
tl,2 T T3
A megoldasbdl egyszeriien kiolvashatd, hogy az egyik
pont a (-1, 1, 1) és a (0, O, O) kdzdtt, a midsik pedig

a {0, 0, O} és az (1, 1, 1) pont kdzdtt van. Tetszdle-
ges differencidlhatd r=r(t) térgbrbe esetén (tehdt ezen

esetben is)} igaz, hogy ha tl<t2 <t3, akkor a (tl,tz)

és a (ty, t3) szdmkdzben is van olyan ’fl, ill. 'fz

pont, ahol az érintdvektor parhuzamos az E(tl), £(t2),
£{t3) pontok Adltal meghatdrozott sikkal.

Ugyanis, ha a %, 7 , f kocordindtarendszerre tériink
at, s ezt oly mddon vessziik fel, hogy € és m benne
legyen a sikban, akkor a = (T} fliggvény fdiffe- -
rencidlhatd) értéke az g{tl), £(t2), £(t3) pontban
nulla. Ekkor pedig a Rolle-tétel értelmében létezik
legaldbb egy olyan ‘fl és 'fz, amelyre £ (T} = O, azaz
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ST ] (2l - £(E)) x (2(ty) - x(t),

t1<fl<t2,
£l ] (2t - £(t)) x (£(ty) - £(ty),

<T_<
t2 ‘-2 t3.

Az eldzdkben mondottakat az aldbbi 20. adbra szemlél-
teti. ' '

20. &bra

Az el8z8kbdl kdvetkezik, hogy az r(tl), £(t2), £(t3)
pontokra illeszkedd sik tz-’tl, ty by, Tl—btl'
’52"tl hatdrhelyzetének (hatdrsiknak} normal vektora.

. : : £ ) - £ 4)
n=Jimzc{ ;) xx( ) || lim 2( ;) & =2 | R
n £, 2 1 =

t, -T
Tt To¢ 2 1
1 "1 1 71
Tz*tl 12+t2

= I(t))x Et,).
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1.33.

1.34.

1.35.

2.01.

Az |v, z].sik'normélvektora i, az érintdvektor tet-
széleges pontban

r{t) = (-sint + sint + tcost}i + (cost + cost -
- tsint)j + 2tk.

A két vektor skaldris szorzata tcost,s ez akkor nulla,
ha _
t

=0, t ='%-+ K.

1 2

A sik normdlvektora (1, 4, 5), az r(t) = 6t°i + 6 tj-

-6k. Azon pontokban lesz parhuzamos, ahol
(1, 4, 5)(6t?, 6t, -6) = 0, 6t? .+ 24t - 30 = O,
t2 + 4t -5 = 0, -

+
t - =4 =716 + 20 t, =1, t, = -5,

1,2 = P 1T 2 =
£(1) = (6, 6, -6) || (1, 1, -1), £(-5) = (150, 30, —6),
r(1) = (2, 3, -6), r(-5) = (250, 75, _30)

Az egyenesek egyenletrendszer.

x=24+T, y=33+T, z=-6-T _weT <+00.
250 + 1507, y = 75 + 30T, z = -30 -67T,

- oo Tt oo .

Az egyenes pontja r(2) = (2, 4, 8), érintdvektora
¥i2y = (1, 4, 12), ily médon az egyenlete:

x=2+T, y=44+4T, z =28+ 12T, (-oc0<T<sto00),

Pl. az [y, z] sikot ott d&fi ahol x = 0, vagyis a
T= - 2 pontban s.i.t. :

2. Térgdrbe ivhossza

Ezen térgdrbe [0, Zﬁj szakaszanak ivhossza az 1,01
példdhoz tartozd Abrin lathatd derékszdgld haromszig
Atfogdidnak a hossza, vagyis
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2T 2T

s = Jli(t)]dt - ﬁ/;c(t)z Fv(0)? ¢ z(o)%at -
Q [e} -
2T
=.[\ﬂ—a.sint)2 + (a cost}? i blat = 274h% + p2.
[¢] N

2.02. Ez a gdrbe (0, b, 0) centrumi, az [x, z] sikbanié-
v6 a sugard kdr, tehdt az ivhosszra vonatkozé

t2 ty -
5 = jlr(t)ldt = J\/;(t)z + yi)? + z(t)%at
3| k1

formula alkalmazasdval a to—t keil, hogy kapjuk.

tO . to t0
S = J}ﬁ—a sint)2+ O2 + (a sint)zdt = a'/dt - a[t] =
o o fe)
= at .
o)

Megjegyzend§, hogy a formula ismerete hidnydban kényte-
lenek lennénk az ivhossz definicidja alapjan az

n
5 = lim > . P.-1P, =
n—om i=1 * L

maxP, . P.—0
i-1731

= lim >_ (a cosi 1;2 - a <:os(3'.-1)%)2 + [a sini I—“nE - a sin(i-—1)£n°—)2

végtelen szémsorozat hatdrértdkét meghatirozni, ill.
minden esetben ezen sorozathoz hasonld sorozat hatdr-
értéket szamolni.

Ezen sorozat n-edik eleme a

sin x - sin y = 2 cos X+ Y gin 2 =¥
2 2
cosS X - cos y = -2 sin £+ ¥ sin X - ¥
2

2
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azonossdgok felhasznilasédval a kdvetkezd alakban is
irhaté:

n
: _ t t t £
S = iim 252a1/sin2(i—9 - 29y sin?2 2 4+ cos?(i—2 .
n 2n 2n n

noo i=1 ] f_g_) cin? 0 _
2n 2n

= lim a22sin ﬁ = 1im a 2n sin .2_;'2. -

n-—swi=l n-»oc
= a t  lim 20 i So = atg
n*wﬂto 2

S = 2.

Ezen esetben (ado}

x{t) = a eatcost - eatsint = eat'(acost - sint),
y(t) = aeatsint + eatcost = eat (asint + cost),
ét) = a pe?t, ,
{t) = 2at(azcos t - 2a cost sint + sin®t},
y (t) = ezat(azsin2 + 2a cost sint + coszt),
zz(t) - a2b2e2at'
x2 + y2 + z2 = e2at (32 + 1) + ezatazb2 =

T+ a2 + a%p?).

Tehat az ivhossz

t : t
] fe) d
s = Jvé ¢ a?(l + b%)etat - limj['l + a?(1 + b4 e2tat
[ 14
"
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e Xoe
1 1

N o
]

4]
[[§

6t

[¢7]
it

5 .
1]

[~
]

N e
i

n
I

t

’ at] © ' _at
) }im [iaa- ] =1/1,+a2(1+b2)2 ©

a

Y1+ a2(1 4 b2
Go-0
-
6t, x? = 36t2,
= ﬁ—; Y2 = 2,
6t, 22 = 36t2,
1 7 2 i —
f1[36t + 2 + 36t at=ﬁj]/1+,(st) at
o oo o

= shT, at = 1 chTdT, T= arsh 6t

T T

)
‘-‘—-—.'.—-l
-
e
+
w0
=2
N
[a]
'—l

6
o o

_ -»f_? JchZT + 1 g9 ='£Z [’YZ + sh’fch’C] =

2 12

fe] . 7
. Ll

g [arsh 6t + 6t)1 +'(6t)21 -

o

iy
[ 1%

2

cost - tsint, x-2 = cos"t - 2t cost sint + tzsin

_ 1 .
L ontat - V2 fchzfd'f,

-'fl

o

[ar_shﬁ + 6 V?T'?_] )

2

sint + tcost, y2=sin2t + 2t cost sint + tzcoszt,

2=1

Z
9

N |

o]

Y

1
J'z"j ch?CaT = \EE LTI
[}
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773

[<]
fmat=me”73.
rtas =

N
o
0
0
1}

[y¥)
[
o]
wn
i

lo.

2.11. Bz a gdrbe a (0, 0, c) centrumu, a z = ¢ sikban [.:
ellipszis.

; = -asint, ;2 = azsiﬁzt,
; =-b cost, &2 = bzcoszf,
z=0 22 = o.

T/2 ' T2

S =4 J. VAZSinzt + bqus t dat = 4 thz-— bzlsin2t+b2dt,

o - S o azb

o ey
4 Jb h + 22 sin’t dt

o

wn
It

Ez egy elliptikus integrdl, adott a, b esetén az ér-
tékét tdblazatbdl vagy kdzelitd médszerrel hatdrozhat-

Juk meg.
2.12. x = - asint, %% = a’sin’t

§7= acost, .. ;2 = azcoszt,

é = a2c052t, ;2 ='a496522t.
;2 + ;2 +7;2 = azsinzt + azcoszt + a4c0522t =

= a2(l + a2c0522t),
W4 . T4 .

S =2 a\/l + aleos?2t at = 2 a'l/l + afcos®2t at.

o] E(

4

Ez szintén elliptikus integral.

: o " 2 2
Megjegyzendd, hogy a gdrbe az x° + y°~ = a” hengerfe-
liilet és a =z = xy fellilet metszésvonala.
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2.13. X = asin2 , x? = a%sin? '
¥y = acos2 , y2 = alzcos2 R
z = acos , 22 = az_c:os2 ,

T2

jmdkp- 4a (]/1 + cos th’-F

Ezen hatédrozott 1ntegra1 értékét meghatarozhatjuk
(kozellthetjuk) teglalap—, trapéz-, Slmpson -szabily-
lval és felhasznalhatjuk hogy u> 0 esetén :

4
1 1 5941 ,
2 -2 - 2 o
z(k)uk<(l+_u) < z(k)uk, -
k=0 . k=o )

s u helyébe coszx—et irva

1 | 1
z“) - (2)
Lk cos kx < (1 + cos x) < " -

k=0 ' =0
Ily mdédon
. » .
ro/2 4 , Bi/2 ) )
z( )cos x dx< J-‘/l + cos?y ax <&
o k=o o
T/2
5 { 1
£ Z 2 c052kx)dx.
™ |
k=1
o
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2.14. A gbrbe 04T < t szakaszanak ivhossza

2.15.

r(s) = cos S sin

t : t
S(t) =J [£(T) |a< = ﬂiz(fc) + Y20 + 22(T)ar,
[o] : .
t , t
S(t). = J‘[(-sn’f 2 4 (cosT)? + l,df= _[ﬁdf.—_‘y__ft
o o ° '
s(t) = {2°t;, s =Y2'¢t, t ==,

V2
Ezt helyettesitve a térgdrbe. egyenletébe az
s . =] k
= j + L.
2" V22

fliggvényt kapjuk.
s(t) =YaZ + b%t, s =Va%+bit, t - —S—

s

' . . s . . s
r(S) = a ¢c0s ——=——— i + a sin F=———== ] + b——=k.

‘\/az + b2 - 7 ' a2 + b2 yaz + ]:;2

>.< = cost ~ tsint, ;:2 = coszt - 2 cost sint + tzsinzt,
1./ = sint + tcost, _1'(2 = sinzt + 2 cost sint + tzcoszt,
2 = VT VE 22 < 2t
t t t
s =J\/§<2 e v2 4 22at =ﬁ/fr_2 +2 +14dT = f (T + 1)aT
o o o
s=[% 'f__}t_t;+t=§(t2+2t+l) =2 (t+ 1



1) cos (¥2s - 1 + 1)i +

x(t) = W2s + T -
+ (Y25 + T'- 1) cos (V25 + T - 1)k 2—3@(1/%7_1' -3{?5

x = -1, x? =1

y=-2, y?=14

z = 2, 22 = 4
t

s = [y9a1 = 3t, £ = %

o]

r{s) = (1 - %)1 + (3 - % S)j + (5 + % S)k, (egyenes).

t

£ .
- —
s = sthzf + ch’t + 14T = f{shzfc + ch?1 -sh?7 ac,
(o] (o]
- |
(s) \/1 s? S
r = + = + ; —
r 5 1 Vf'l + arsh VE k.

3. Simuldsik, kiserd haromél (trieder)

A kisérd trieder elvektorai az érintdvektor
t || r(v),

a fénormédlis vektor
Flze) x £e)) x z(6) || b x ¢,
a binormalis vektor

b || £(t) x £ty

tehdt az elsd és a masodik derivaltat kell meghatdroz-
ni az adott pontban
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£(t) = (6t - 2)4 + 3 t%5 -k, z (2) = 10i +63 - k,
F(t) =64i + 6t3, .. ' T(2) =61+ 12 3.

t|] 101i+63-k.

i i k
ftllbxze ] |2 -1 14|=-83 i - 142 3 + 22 k.
 10 6 -1 |
i 1 0k i 1k
bllrxf= |10 6 -1||jfo & -1 |-
612_'6 1 2 o©

=24i -3 + 14 k.
Az érint8egyenes vektor-egyenlete:
3-—£WO}=T£WOM ~00 ¢ T2+ 0o,

ahol

Paramétéres—egyenletrendszere pedig.

x = x(t)) + Tx (t,) = 8 + 10T,
¥ = Y(to) 'i"EY(to) =8 & 6T, coo<T=+r00
z = z(t,) }l’E;(_to) = -1 =%,

A fénormalis egyenes paraméteres egyenletrendszere

X = 8 - 83T,
y = 8 - 1421, ~oo< T €+
z = -1+ 227,

A binormdlis egyenes paraméteres egyenletrendszere

x=8-27,
y =8 -1, -0 T £+ 00
= -1+ 14T.
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A normdlsik (a két normdlist tartalmazdé sik) egyenle-
te :

O.

10(x - 8) + 6(y - B} - {z - 1) =
A rektifikdld sik egyenlete
-83{(x - 8B) - 142(y - 8) + 22(z - 1) = 0.
A simuld sik egyenlete
2(x - 8) - (y - 8) + 14(z - 1) = O.
r(t) =6t i+ 23 +6¢tk,
- E(t) = 641 + 6 k;
r(-1) =3 i+ 3+ 3Kk, _
‘I(-1) = -61i+23 -6k,
£(-1) =6 i + 6 Xk,
t ] 3i+3+3k,
i I k
£/l ]1 o -1 = -1 +673 +k,
-3 1 -3
i i k i i k
b || -6 2 -6 ||} -3 1 -3 |=i-k.
6 ¢ 6 1 0. 1
Az egyenesek egyenletrendszere
x=3-6T, x=3-C, x=23+7T, ,
y=1+2%, vy=1+6T, x = —o< T <+ ,
z=3-6%T, z=3+k, z =3 -1,
A sikok egyenlete
-6(x -3) + 2(y -1) - 6(z - 3) = O,
-{x - 3) + 6{y - 1) + (z - 3) = Q,

(x - 3) -~ (z - 3) = 0.
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3.03. r(l) =4 i + $i-4x ‘
E(6) = £+ t%] 4 2tk, E(1) =i+ 3 + 2k,

F(t) = 2t + 2k, £(1)

2j + 2k.

Az egyenesek egyenlete

=4+'I', X=4—C' X=4"cr
3 vl yidel o,
z= -4 427, z = 4, z = «4 +T ,

A sikok egyeniete
(x—4)+(y-%)+2_(z+4)=0,

“x -4 -y - = o,

[
Q

“x - 4) -y -3 4z 44y

3.04. Erinté: x=-1+3T, y=2 +T, z = %—’Cy-oo<¢t+oo,
binormdlis: x = -1 +T, y=2, =z = -% +3T, - .
fénormdlis: x = . 1 + 3C, y = 2-10T, =z =%+ff -o<T<s+00,

simuldsik: x - 3z + 2 = O,

= O,,.

Wit

normdlsik: 3x + y + z + 7
rektifikdlésik: 3 x - 10y + z + 22 = o,

2 - 2317, y=-243"4+ 27,

z. :§+’E, -o0ecT < + 00 '

n
il

3.05. Frintd: x

binormdlis: x = 2 + /3T ,. y = 213 -7,
I+8’E, —co< T <+ ,

3
21/?+ ﬁ-"L—, z=%.

simulésik: V3 x - y + 8z = 8%

3 r

2z

fénormalis: x = 2 +T, vy

—
normalsik: 2\/3—'x -2y - = =-% ’

it
oo}
N

rektifikdlésik: x + V3y
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3.06. Erintd: x = % +T, ¥ = -2T, z = -2 + V2%,
~-0< T ¢ +00 ,

binorméalis: x % -2T, y =T, z = 2,

~o< T <+oo ,
fénormdlis: x =T, y = -T, 2z = 1, ~0<c T+,
simulésik:s x + y - 2z + 2 = O,
normdlsik: x +y + z = 1,

rektifikdldsik: X -y =0,

3.07. firintd: x = % +T, ¥y =-2T, 2 =VY7T, —we cta

binormilis: x = -2]= -2T, y=T, z = .ﬁ, ~o< T <+

fénormilis: x=%—21[2—"f, y'=1f§."1;’, Z = —F-—@Tf
: : - ~“00 e T <+ 0,
simulésik: 2x + y = 1, '

normalsik: x - 2y + V2z + %: o,

rektifikd1dsik: 292 ¥ - Y2y + 5z + 4yZ = o.

3.08. ¥rinté: x =1, y =T, z =T, -0« T <+co ,
binormalis: x =1, y =T, z = =T, —Co = £+ oo,
fénormalis: x =T, y =0, gz = a, ~Qo LT <+ g,

simulésik: y - z = O,
normalsik: y + z = 0O,

rektifitkAilésik: x = 1,

3.09. x(0) =1, y(0) =1, =z(0) = o,

7
t

x(t)=ef Y(t)=2e,z—e,
X (£) = ef, Vity = 4e?t, ity = et,

1, y{0}) = 2, z{0) = 1,

X(O) =

X(0) = 1, ¥(0) = 4, 2(0) = 1.
i il k

f(0) x £(0) =1 2 1 =21+ 2k || 1-k
1 4 1 '
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3.10.

Példéul a simuldsik egyenletéﬁ
1 (x - 19 -1(2 - 0) = G,
A normélsik egyenlete:
1 (x - 1) + 2(y —_l) + 1 (z -0) = O.

szamitijuk az (x(1), y(1), z{(1),) x(1), y(1), z(1)),
¥(1), ¥(1), Z(1})) vektorokat

x(t) = % t4, yi{t) = % t3, z2(t) = % tz:
©e) = £3, oy = t3,  z(e) = 1,
%(t) = 3t2,  F(t) = 2t,  E(t) = 1,
x(1) = ¢,y =1 2(1) = 1
x(1) = 1, v(1) = 1, 2(1) = 1,
X(1) = 3, yi1) = 2, Z(1) = 1.
A simuldsik normdlvektora:

i ik i 1 k
b || |x(1) vy =z | = |1 1 1{=-is2i-k

X(1) y(1)  Z(1) 3 21
A fénormilis egyenes irényvéktora:

i 1 k

f=bxt= -1 2 -1 =i 3 -k 3.
) 1 1 1

Ezekutdn egyszertien felirhatjuk a kisérd haromél bar-
mely "elemének" az egyenletét.
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4. Térgdrbe gorbiilete

4.01. A térgdrbe ‘gdrbiiletét (gdrbililtségének mérdszamit)
tetszdleges tg paraméterd pontban a

1 -Gt = }i(t) x E(t)] = |£(to) X ;(toll
R(t,) © lzee) |3

y 3
. r{t
e=t, r{ o)I
formula alapjédn szdmitjuk. Teh3t az r(2), r(2) vekto-
rokat kell meghatdrozni.

r(t) = (6t - 2)i + 3t%5 - k

r(t) = 6 i + 6t j

x(2) =10i + 123 -k, r(2) =6 i+ 12 3,

Ji
}__1.
Eo

i(z) x ¥(2) = {lo 12 -1

121 - 6 j + 48 k,
6 12 )

A gdrbiilet képletdben szerepld vektorok abszolit ér-
téke: ’ : :

|£(2)| = JiOz £ 122 4 (—1)2 =1/245

I7(2) x #(2)] = 1122 + (=602 + 482 = 6¥a + 1 + 64= 6v6o

Ezek felhaszndlésival a gdrbililet a t = 2 paraméterd
pontban

G(2) =_6 69 .
V245
 4.02. Meghatédrozzuk az E(to), 'E}fgj“ vektorokat

2 2

r(t) = 3t° i + (2t + 3)) + 3t° k,
r(t) = 6t i + 2 j + 6t k,

r{t) = 6 i.+ 6k,

i(—l) = -6i+23-6Kk,

¥(-1) =6 i + 6 k.
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a r{-1) és r(-1) x r(-1) vektorok abszoltt értd_
kének szdmitasa: - :

2] = V(-6)2 + 22 + (-6)2 = T76,
I R T
E-1) x £(-1) = [~6 2 -6 | =121 -12%
' | |6 o s |

l£(-1) x £(-1)] =w/122 v (-12)2% = 1242,
fgy a gbrbiilet

[Ii{t) x r(t)|| _ 1247

G{-1) =
.IL(t)i3 o 76

- 4,03, A derivaltak:

I(t) =1+ t% ¢ 2t k, £(1) =144+ 2k,
F(t) =2t 3 + 2 k, I(l)=2 j + 2 k.
i 3 k
i(l)xﬁ(l): 1 1 2 |=-24-32+k 2.
o 2 2
IZ(1) X s | = Y(-2)2 + 22 + 22 = 2V
z(1) =T+ L+ 4'=+v5
6(1) = 23
(V6)?
4.04. £(1) =11, |£(1) x £(1) = ¥2% + (-3)% + (-3 = y22,
| G(1) =322
(VI3

- 70 -



4.08,

X(t) =
x(t) =

X(t) =

x(0) =

X(0) =

=V12+4+l=l7'

£(t)
r(t)
E(t)
(1)

7 282
G(L) = Le8e
3 Vi7

=t1‘nti+t1nt1+t,k' _
= (Int + 1)i + (lnt + 1)) + k,

i
L
I
.
rt
Ll

i+ 3 + k', F(l) = i+ 3,

f.;_A(1)lI= 3, 'Ii('l)_x ()| = ¥YZ,

) =2,
33
_j:. - 2 j." r(T = -‘d—‘kp
= 45, |£(7§) x 2| - V1o,
G(']Z’-) - Vl(_’3.
(V5)
Vcht, y(t) = sht, z(t) = t,
sht, y(t) = cht, z(t) = 1,
cht, Y(t) = sht Z(t) = 0.
o, v(0) =1,  2(0) = 1,
1, y(0) = o, Z(0) = O,

0

1i(0il=\/i(0)2 + v10?% + 20002 = 47,
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4.09.

4.10.

4.11.

i 1 k

£(0) x £(0) x(0) y(0) z(0) | =

X(0) ¥{0) Z(0)

i i k
= O 1 ,l =3 -k
1 0 o]

[£(0) x £(0)] = 42

vz
G(0) = == = 1.
| V2

201 =Y1% + 2% + 0% = f5,  |£(0) x £(0)]

= 2
G(O) = —2 .
_ = |
lx(1) =3, Ir(1) x £(1)] = s,
o1y = Y6 {2

+3) 3

Ezen esetben igén nehézkes lenne az adott két feliilet
metszésvonala egyenletének felirdsa. Azonban erre nincs

is szilkség, mert az =r(t), F(t) vektorok P{1l, 1, 1)
ponthoz tartozd koordinidtdit egyszeriien derivdléssal

is meghatdrozhatjuk. Ugyanis, ha paraméternek az X
valtozdt vezetilik be, az y és a z vailtozdkat x
fiiggvényének tekintjlik, akkor a két egyenlet {(a térgdr-
bét meghatdrozd egyenletrendszer) a kdvetkezd alakban
irhaté:

xz - YZ(X) + zz(x)

1,

yZ(x) - 2x + 2(x) 0.

1
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Az egyenléség mindkét oldaldt x szerint derivédlva =
kdvetkezd adddik:

2x - 2vy(x) ;(x) + 2 z(x) ;(x) = 0,
2y(x) y({x) - 2 + z{x) = O.

Felhaszndlva, hogy az x = t = 1 paraméterd pontbaﬁ
(P(1, 1, 1) pont) y(1l} =1, z(1) =1, kapjuk a

2 - 29(1) + 2 2(1) = O, y(1) + 2(1) = 1,
2y(1) -2 + 2(1) = o, 2y(1) + 2(1) = 2

egyenletrendszert . amelybdl y(l), z(l) egyértelmi-
en meghatdrozhaté (van egyértelmi megoldds, mert az
egylitthatdékbdl alkotott determindns nem nulla), az
x(x) = x egyenldségbdl pedig az =%(1) = 1 érték add-
dik. Az egyenletrendszer megoldésa:

y(1) = z{1) = O, tehit

Ha most a
2x - 2y{(x) ).r{X) + 2z(x) ;(x) = 0,
2y () yix) - 2 + ;(x) -0

egyenletrendszert mégegyszer derivaljuk . X-szerint, -
akkor a: :

2 - 2y(x? - 2y(x) F(x +,2(é(x))2 + 22(x) %(x) = O,
2(y(x? + 2y(x) ¥(x) + 5(x) =0

egyenletrendszert kapjuk. Most ezen utdbbi rendszerben
x helyébe l-et dirva és felhaszndlva, hogy

x(1) = 1, y(1} =1, z(1) = 1;
x =1, y(1) =1, z(l) = 0,

akkor az V(1), Z(l1) ismeretlenekre a
-2 ¥(1) + 2 2(1) = o,
2 ¥(1) + Z(1) = -2,
inhomogén linedris egyenletrendszer adddik, s innen
r(l) = -2 + 2k.
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Itt felhaszndltuk, hogy x = t, x =1, ¥ = O.
Eredményeinket felhaszndlva a kisérd triedért alkotéd
geometriai'alakgatok egyenlete a kdvetkezb:.
Frintd egyenes:

x=1+t, y=1+¢t, z =1, ~-doct €+ oo .

Binormdlis egyenes:

x=14+t, ¢v=1~-¢t, =z 1 -t, -~oo<tc+ oo .

Fénormalis egyenes:

x=1+t, yvy=1-¢, =z 1l - 28, - o<t <+ 50
Simuldsik:

X -y + 2 =1.
Normilsik:

X +y = 2.

Rektifikdld sik:

1]
Q

X -y - 2z +-2

G(1) = 1
'3

4.12, Erintd egyenes:

x=6f5t, y =4 -11t, z = 2 ¢+ 4t,~co<st<+00 .,
Binormdlis egyenes: _

x=6+t,' Yy =4 +3t, z =2+ Tt, ~-mw<ct<+oo.
-F(’Snormélis egyenes:

X =6 +5t, yvy=4+3t, z2=2-2t, ~po<t<+oo ,
~Simulédsik:

X + 3y + 4z = 26.
Normédlsik:

5x - 1lly + 7z = 0.
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Rektifikdld sik:

5x + y - 2z = 30.

G(6) = —:_ .

4.13, Erint8 egyenes:

x=%t yv=0, z =0, —oo<t <+ 0 .
Binormdlis egyenes:

Xx =0, y=4t, =z = -3t, ~oe<t <+ 0.
Fénormdlis egyenes:

x =0, y=3t, =z = 4t, ) —owo<ct<+ o0 .
Simulédsik:

3x + 4y = 0.
Normalsik:

x = 0.
Rektifikald sik:

4y - 3z = O.

4.14. Frintd egyenes:
x=14+%t, y=1-4%t, 2 =1, -co<t<+ co.

Binormdlis egyenes:

x=1+t, y=1+¢%t, z=1+4¢t, —oo< E<+ oo
Fénormdlis egyenes:
x=1+t, y=1+%t, z2=1-2t, -owct<+ .

Simuldsik:

X + Yy + 2z = 3,
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Normalsik:
X -y = 0.
RektifikA4ld sik:

X -y - 22z =0,

G = 1[1 .
2

Erinté egyenes:

x=%t, y=0, z =20,
Binormidlis egyenes:
x =0, y=¢t, z =0,

Fénormdlis egyenes:

Xx =0, y=0, z=t,
Simuldsik:

z = 0O,
Normilsik:

X = 0,

Rektifikald sik:

y = O,

G =

N =

Erintd egyenes:
x=1+t, vy=1-¢,

Binormdlis egyenes:

x=.1, y=1, =z =1 + t,

Fénormdlis egyenes:

x=1+t, yv=1+ t,
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Simulds

Normals
x_

Rektifi

iks
1.
ik:
y = 0.

kaldsiks

Meghatdrozzuk az x(f) és r(y) vektorokat.

£(p)

Ty

Bk

(- le_ sing + 317'_61 cosP)i + (T%' sing+ -'J'_%" cosyp) j -

- 2 cosyk,

i

(- = cosy - —= sinP)i + (3= cosyp - —L sinp)j +

V2 Ve V2 Ve
+ 2 singk.
= (- 1 siny + 1 cosy))2 + (—l— siny + —%,COS\,!S')2 +

vz Y6 V2 G
2 . 2
+ 4 cos Lp: sin“ Y + % coszng 4 coszkp=

1 2 2 10 2
=1+3 costp+3cos(p=l+—-§cosgo.

r () xxr (¢ =
i b} k
= -—%sin(p+-v13coscp -\}Tsin(p+71€costp—2cos¢=
- \;—-2- cosy - V% sint 715 cos - % sing 2sing
=iV2 V2 + ks
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4.18.

4,19,

4.20.

4 + 4 + 1
3

G(YP) = = 2 e
1+ ;% cosz¢

Az egyik felililet origd centrumd, 5 egység sugard gdmb.
A masik fellilet pedig origd csidcspontd kip, melynek

Z = C M"gzintvonalai™ a 2z = ¢ sikban 1év8 ¢ sugard
k3rék. Tehdt, ha a gdmb egyenletébe z2 helyett

(X2 + yz)—et irunk, adddik a metszésvonal
2
xz + y2 = (—é): z = >3

vz 7

egyenlet, amely kdr sugaranak reciproka a gdrblilet tet-
sz8leges pontban, s igy

G = Y2
5 .
x{t) = -5 sint, y(t) = 5 cost, =z(t) = 4,
X(t) = -5 cost, ¥{t) = -5 sint, 2z (t) = O.

l2(t)| =725 sint + 25 cos?t + 16 = V31.

i ik
é(@),x i(@) =] -5 sinyp 5 coskf 4 =

-5 cos¢ -ASsinw 0

=+ 20 sing - 20 cospj + 25 k

lz@) x T@)| = 1]400 + 625
G = »/1022 .
(¥31)
x(t) = cost - tsing, y(t) = sint + tcost, =z(t) =1,
%(t) = -2 sint - tcost, y(t) = 2 cost - tsint, Z{t)=0.

lecey|? = V(cost - tsint)? + (sint + tcost)? + 1 =

= + t2.
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=

i i

rit) x i(t) = cost - tsint sint +'tcost 1 =
-2 sint-tcost 2 cost-tsint (0]

= i(tsint - 2 cost) - j{tcost + 2 sint) + k (2 + tz),

r(t) x £(t)| = Vt + 4+ 44 4% 4t ’/t +5t2 + 8

4 2 '
G =-Vt + 5t + 8 .

'(\’2- ¢ t2)3

A z =x sik az x° + y2 = 25 hengert egy a = 5.y2
nagy, s b = 5 kis tengelyd ellipszisben metszi, tehat

2 2
X
___.+y_-=l
50 25

gbrbiiletét kell szémolni az x = O és az x=5V/2 pont-
ban a sikgdrbék gdrbiiletére vonatkozéd

G = b4 ,
(1 + y'2373/2
képlet alaﬁjén.
"Meghatérozzuk a
4 9

feliilet és a 7
(cosp)x - (siny)y = 0, OF p<T

sik metszésvonaldnak a gbrbiletét rdgzitett ¢ esetén
a (0, 0, 0) pontban.

A metszésvonal ‘tetszdleges rdgzitett Y esetén az

2, .20 2
x = t{cos{), y = t(sin@), z=-4S08 Y +-220 ¢)t,
, 4 9

- 0<t<c + 0

egyenletrendszerld, t paraméterd sikgdrbe, ahol a t



paraméter a metszésvonal tetszdleges pontja x, ¥y
sikon 1évd vetliletének az origdtdl vald "tivolsdga'
(21. &bra).

le
P}
¢ o
y=teiny
lP i
D X =toosip X
21. dbra

Ily médon a rdgzitett Y értékhez tartozd sikmetszet
vektor-egyenlete:

| 2,cos®y _ sin’y
r(t) = i tcosY+ j t sinP+ k £7{ . + 9 Y.

(-0 ctz+00).

Szémitjuk a Herivdltakat és azoknak a t = O ponthoz
tartozd értékeit.

. 2 .2
r(t) =i cosP+ j sinP+ k Zt(cos Y , sin SD) ,
: 2 2 4 9
i(t) - K 2(cos:‘. P , Bin w)'
- 4
i(O) =1 cos$¥ + j siny,
2 .2
i(O) - 2(cos y sin ?).

4 9

Ezek felhaszndlédsdval a gOrblilet a

(0 r{o
G(0) £t0) x £(0)

lrioy|3
képlet alapjan szadmithatd.
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|£'(o)l =-\/cosztp + sinztp =1,

i i k
r(0) x r(o) = cosf  siny o -
.2 . 2
0 0 2cosl{9+51_n (P)'
4

.2 2 .
- 2(sinLP)(coj ?, s“; ?)1 —2(cosp) (£ Z’“P 51: P)3,

(0 x ¥ (0) =

’ 2
= \/l(sinzcg}( °°45 e, sn.n (P) +(4- cos(P”cos QD 519n (p)

2, 2
=\/4(cos4 Y + singtp)z = 2 .(cotsl_ (P + siEZ(P)

Ezeket felhasznilva a r0921tett Y (05 LP =T ) értékhez
tartozd 51kmetszet gorbiillete a "t = 0 parameterfi
pontban .

: 2 . 2
G(0,9) = 1 _ 2(cos Y . 51an).
R(O, §) 4 9.

Kerdes, hogy ezen G{O,kP) fiiggvénynek a \P mely

- értékénél lehet exrtrémuma (vagyis melyik sikmetszet
gorbuletenek lehet szelsé’érteke), s blztos -e, hogy van
szélsBértéke?

A kérdés méAsodik részére a Weierstrass-tétel alapjan
egyszeruen igennel vAlaszolhatunk.

Derivaljuk most a G(O, \P_) figgvényt.

a4 G(o,¥) - 2¢- 2 cosy sin&P+ 2 sinVy coslP)
ay 1 9 '
a G(o, ¥

= 2(- %4 19‘- } sind) cosp.
ay
Ezen derivdlt a LP

tehdt ezen két (Y
tremdlis. i
Szédmitjuk a G(O,{ ) £flggvény misodik derivaltjat.

(=]

0, #4sa helyeken nulla,

Y = ]—Zj) sikmetszet gdbiilete ex-
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= 7

| 7,d¢ 7@:

T2 - : . 5
a”~ GO, ¥ L (- 1+ 2)(-2) = =>0.
R 2 9 .9

2

Ez azt jelenti, hogy a ¢ = 0 sikmetszet gdrbiilete a
r/

legnagyobb, s a ¢ = (} sikmetszet {(0, O, O} pontbeli)

gBrbiilete a legkisebb. E gbrbiiletek a k&vetkezdk:

6o, 0y = —L——=1.1,
R, {0, 0O} Rl 2
G(O,_T—é) 1 = _1=2,
‘ RZ(O, %.) R2

s ezek segltsegevel barmelyik sikmetszet (tetszole—
ges \{ -hez tartozd) gorbulete az aldbbi alakban ir-
haté:

G(O, LP }y = cosZLP + %— sinztp = %— coszc.’o + .S_ sinZ(P.

1

Ereményeinket 8sszefoglalva azt mondhatjuk, hogy

2

2
ZzZ = L
9

.::-|N

feliilet (0, O, 0) pontjdhoz tartozd érintdsikjéra
merdleges, s a =z tengelyt tartalmazé sikmetszetek
kGzdtt van legnagyobb és legkisebb gorbuletu, s ezen
extremdlis gobuletu sikmetszetek egymidsra merdlegesek.
Megjegyzendd, hogy ezen megallapltasok nemcsak az itt
targyalt felilet (O, O, O} pontijdban, hanem barmely
feliilet barmely pontjéban érvényesek. Ezt majd az el-
méleti részben igazoljuk.
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5. Sebesség és gyorsulids

5.01. A pont mozgasat az
rit) = (€3 - 25+ (£ 4 D)3 o+ T3

fliggvény iria le. Ennek derivdltja az
r(t) = 3t% 1 + 4 t%k,

s ez a mozgas sebessége (sebesseg vektora}, a masodik
derivalt pedig a gyorsulés vektor:

»e

E(t) = 6t i + 2t k.

Az x(t}, i{t) vektorok a t = 1 pontban a kdvetke-
z8k:

3

r(l)

I

+ 2 ] + % X,

¥(1) = 6 i + 2 k.

Az ¥(1) wvektort kell az r(l)-gyel péarhuzamos és
erre mer8leges Ssszetev8kre bontani.
A parhuzamos. dsszetevd:

Y1) = ———-‘?‘1) . T(1y) B
P E]. lx(1)]
(1) = . £(1)) - z(l},
|z (L]
- 1 . 2y . i ) o+ L
1y, = (3 - 6 + %) (31+21+3£),

3 _—
(Y9 + 4 + %)2

Az r(l)-re mer8leges Osszetevdt pedig az
£(1)m = r{l} - £p(1)

egyenldségbdl hatdrozhatjuk meq.
Az elméleti részben vizsgdltuk, s derivaltuk az

r = xis(t}))

fiiggvényt (itt s az ivhossz), azt kaptuk, hogy
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at ds dt
Itt t az Un. tangencidlis egységvektor {ivhossz sze-
rinti derivalt), 9§%El = v(t) pedig a palyamenti se-

besség.
Ezt felhaszndlva a pédlyamenti sebesség a t = 1 pont-
ban az ’ :

r =t v(t)
Osszefliggésb81 hatdrozhatd megq.

34+ 29 + % K = 1

1
V9 4 + =
+ + )
f 1
(i+2]+ % ke + 4 + g,
f 1
V(l)=9+4+9-

Ha az r = r{s(t)) fliggvény misodik derivaltjit sza-
mitjuk, a kdvetkezd adddik: )

a’c as(t) as(t) , 9 a®s(t)

i = '
as’> at  at  as at?
Foopn @iy, ar dfs(e)
dt ds dtz'
F=Leven? + toa.

Ezen egvenldséaben (mint az ismeretes}, % a gorbli-

let, f a fdnormélis egységvektor, t az érintd ird-
nyd egységvektor v{(t) a palvamenti sebesség, alt)
pedig a padlyamenti gyorsuléds. Ezen eldbbi Osszefiiggés-

b8l is szamithatd az a(t) és a

ds(t) =_V(§(t))2'+ (y(£N? + (z(e))?
dt

dzs(t)

at?

egyenldéség alapjén is.

-3 (V(i(tﬁz  (y(E)? & (z(t)2

~ a4



d s(E) Jord , ) 4 ¢4 - yﬁot4 f 1
dt
dZS(t) _ 4Ot3
at? 2VlOt4 + 1
[dzsét] - _20
r{t) = 1 5 cost + 1 5 sint + k t.
r{t) = -i 5 sint + j 5 cost + k
E(t) = -i 5 cost - j 5 sint
as(t) - y(s cost)? + (5 sint)? + 1 = }2s.
dt
2
s} S! ) = O,
dt2

Azt kaptuk, hogy al(t) 0. Ez az

£ = % £ (vt + t alt)
egyenldség alapjdn azt jelenti, hogy az i(t) vektor

érinté irdnyd komponense nulla, azaz ¥T(t) parhuzamos
minden pontban a fénormdlis iranyd £ vektorral.

Szédmitjuk az TY(t), r(t)-vel parhuzamos Ssszefiiggdiét,

ill. az x(t) « r{t) skaldr szorzatot:

I(t) £(t) = (-1 5 cost + J 5 sint + k)

(-i 5 sint + 3 5 cost) = O,

Tehdt az r(t) vektor valdéban parhuzamos a f-fel min-
den pontban. Ezt felhaszndlva az f az )

£ = —B  ¥(t)
(vit))?

Osszefliggés alapjan is szdmithatd ezen esetben. Meg-
jegyzendd, hogy egyébként az £ vektort az
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£ 1] (200 X £(£)x £(t)

. felhasznalisdval szémolndnk.

5.03. r(t) = i cht + j sht + t k,
r(t) = 1 sht + j cht + k,
¥(t) = i cht + j sht,
d—iﬂ = Ysn?t + cn®s + 1 = 2 cht,
dzs t)
5 = VZ sht.
at

Az r(t) wvektor «r(t) irdnyld komponense tehdt
Y2 s4 t tetszdleges pontban.

6. Torzid, Fernet-képletek

6.01. Az r = r(t) alakban. adott gbrbe torzidjat a

hd e t -‘-t
T(t) g,gt) r{t) r(t)

lz(t) x £(t)]?
képlettel szédmitjuk. Eseéetiinkben

T3t? -2t + £33 ¢ (1 - WK,

r(t) =

r(t) = (6t - 2)i + 3t%5 - k,
¥Y(t) = 6 i + 6t 3,

r(t) = 6 j.

r(2) =10i + 123 -k,

£{2) 6 i + 12 3,

£(2)

6 3.
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1o - 12 -1

r(2) 2(2)£(2) = 6 12 o) = -36.
o 6 o0
i3 ok

r(2) x r(2) = |10 12 -1 |= -12i + 36 + 48 k
6 12 O

T(2) = - —36 - -6 .
6¥4 + 1 + 64 769

”

A gorbe ezen pontban pal csavaroddsi.

6.02. £(t) = 3t% i + (2t +.3)3 + 3t k.
r(t) =6t i+ 23+ 6tk,
Y(t) =6 i + 6 k,
I(t) = g,
tehdt a tozidja nulla minden pontban, s a gdrbe sik-
gorbe. . :
. 1432 2
6.03. r(t) =(t +3)i + 1t7] + (+7 - 5)k

£ty =i+ t%3+ 2 t K
r(t) = 2 ti + 2 k,
Tty = 2 3,

r(l) =i +9 +2k, F(1) =23 + 2k, T(1) = 23.

r(1) £(1) F(1) =

Qo
[y
3
It
{
=9
3

o
[N
Q



=

r(l) x r(l1) = 1
0
T(l) =
6.04. (1)
6.05. ‘I'(I)
3
6.06. T(1)
6.07. T(I)
4
6.08. T(0)
6.09. T(O)
6.10. T(1)
6.11. T(1)
6.12. T
6.13. T
6.14. T
6.15 T
6.16., Az
r{t) =
gorbe az O0O=<T < t

G|

A

= -2i - 32 + 2k.

cost i + sint j + t k

szakaszanak ivhossza
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t
s(t) = J']r('E)IdT- [\](—sin’f)z + {cosT)? + 1 ar,
o
t t
s(e) =42 Jd V2 [T]= 42't,
O O ‘

s innen a gdrbe paraméteres egyenletrendszere s-re
vald {(ivhosszra) attérés utén:

r(s) = i cos Lls + 3 sin Ls 4 k 1L s
@ NER
szadmitjuk a r', r'' derivdltakat.
. 1 . 1 o1 1 1
r'(s) = i(- —=) gin —= S + J] -5 €08 — s + k —= ,
2 ¥2 V2 vz
.1 1 1 1
r''(s) = -i = cos -—= s - i = sin —= s.
= =2
RSty

Felhasznalva az r'' = t' = Gf (elsd Fernet-képlet)
egyenldéséget az adddik, hogy

.2
G(s) = {x''(s)] =\/% cos? L g +i— sin® L

¥z o

A madsodik Fernet-képlet szerint

N

ahol

E=x'(s), b==B XL oy,

lr'(s) x £'"(s)]

a G a gdrblilet, T pedig a torzid. A harmadik sze-
rint pedig:
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A binormdlis egységvektor:

i 1 k
b(s) || -—.Vé sin V%,? Q%,COS V%,s V%

- % cosl?%‘s % sin J%' s O
g(s)1| i (J;)3 sin J%;S - j_;;%gg cos ;% s + k ?V%Tj '
b(s) || {V§}3 ki sin ;i s - cosj;% s + 5],

s innen kovetkezik, hogy
g(s)=1ésiéﬁs-iécos-{;5+5};‘.

Ennek derivdltijas

b'(s) = 3,% cos — S + J % sin £ s =T f.
V2 V2
Most pedig azt haszndljuk fel, hogy £ = é ''(s),
s G(s) =2, tehdt
i % cos —L, s+ 3 % sin —%, 5 =
V2 V2
=T « 2(- i L cos ljs - j 5 sin-—=s).
2 Y2 2

Innen addédik, hogy T = -



6.18.

Hasonld médon jarhatunk el és

6.19. Itt is ugyanugy jarunk el, mint a 6.17. példdban,

csak az ivhossz paraméterre vald attérés mas.

t t t
S = J&('I)id't: JV( 1+7T)? at = f (1 +T) aT =

o o o

t
L(l +'f)2_} _1 [(1 r )2 11.
2 2
Ugyanis
;2 = (cost - tsint)2 = cos2 - 2t cost sint =+ tzsin2t,
;2 =(sint + tcost)2 =_sin2 + 2t cost sint + tzcoszt,
x2 + y2 = 1 + t2,
2223 g
3 2

;2 + ;2 + ;2 =1 + 2t + t2.

Rzt felhasznalva

(1 + t)2 = 2s + 1, t :\/25 + 1 -1,

s ezek utan az eldz8 feladatokban alkalmazott mddsze-
rekkel szamolunk.

]
i
o))
st
+
o
0y
=]
]
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7. Térgdrbe menetének vizsgdlata

7.0l. Szdmitjuk az x(t), ¥(t), L(t) értékeit a t_ pontban,
s ezek segitségével a G(2)-t és a T(2)-t.

r(t) = (3t - 26)i + £31 + (-t + 1)k,
r(t) = (6t - 2)i + 3t%3 - k,

T(t) = 6 i + 6t 7,

() = 6 1,

£(2) =10i+124 -k |z(2)] = y2a5;

¥(2) =6 i + 12 j,

T(2) = 6 3.

i i k
£(2) x 5(t) = | 10 12 1| =-12i+63 + 48k

6 12 o

|£(2) x £(t)] = 6Y4 + 1 + 64 = 6769

10 12 -1
£{2) ¥(2) T (2) = 6 12 o | = -36.
o 6 o

Eredményeinket felhasznalva:

¢ lz) xf2] 669

|z(2)] (45)°

£(2) £(2) T(2) _36 1

T = = —— = _ .

. R 36 + 69 69
|£(2) x r(2)]

Ezek utédn pedig felhasznéliuk, hogy a téradirbe ko= 2

paraméterd pontjdhoz tartozd kisérd triederre vonab-
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kozd (olyan koordindta rendszer, amelynek tengelyei
rendre a t, £, b vektorckkal parhuzamosak) koordi-

natdi az s ivhossz paraméterrel kifejezve kicsiny
kdrnyezetben a kdvetkezé

- Y 2 3
X = s Sor Y =3 Go(s - so) ; 2 = Go TO (s - so)

Innen pedig az adddik, hogy a koordindta rendszer sik-
jain (a triéder sikjain) 1év8 vetiiletek egyenlete:

5 T G T 3
y = L G x2, z = Y2 _ o Y3/2; 2 = 29 x7,
2 o 3 6
. G
o :
Itt G a t0 = 2 ponthoz tartozd gdérbiilet, TO pe-

dig a tor21o. Tehat

o -1 '
y=1_6¥69 2 _V2 & y3/2
2 3
6Y69

(V245)2

. B (V245)
V69 (+245)3

Az elsd8 parabola, a masodik az d4n, szemikubikus para-
bola, a harmadik pedig a harmadfoki parabola. A maso-
dik gdrbe grafikonja az aldbbi 22. dbran léathatd.

w

22. abra.
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7.02. Ezen esetben a gdrbiilet és a torzid a kdvetkezd:

12V2

G = —— T = O.

e

A vetiiletek pdig a kdvetkezdk:

._6£2...1X2' z = 0O

V76

2 .
* y3/ . z = QC vy

8. XKinetikai alkalmazés

8.01. A pont mozgadsit leird vektor-skalar fiige.ény az
£(t) = (3t% - 26)1 + t34 + (1 - o)k

fliggvény. Ennek derivdltja adja a sebessfget iréany
nagysédg szerint:

rit) = (6t - 2)1 + 3t 3 - k.
A masodik derivdlt pedig az 1in. gyorsuléds vektor
r{t) = 6 i + 6t j.

A palyamenti sebesséqg:

ds(t) . jr(t)] ='¢(6t -2y %ottt 41 = v(r).
at - '

Ennek derivdltja a pdlyamenti gyorsuléds:

2 3
d“s(t) . (6t -2) 6 + 18t - alt).

at? VQst P |

Ezek utdn meghatdrozzuk az I(t) vektor i-vel és
f-fel parhuzamos komponensét az

() = —E F (v(t))? + £ ait)
Ri{t)

egyenléség alapjan.
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A t-vel parhuzamos komponens:

£ a(t) = t (6t - 2)6 + 18 t°

Yot - 292 + oe? 4 1

A f-fel pathuzamos komponens:

o - . 2 .
L een? - IEE X EO] )2 -
R(t) .
MOk
Lz x rny|
lxey]| -
of 2 : 2
-2 .
1 (yie))? o eft + 1.+ (3 )
R(t! Yest - 22 4 ot 41
2, ‘ 3
8.02. s(t) = 3t“ i + (2t + 3)j + 3t° k
Sit) = 6t i+ 29 + 9t% k
r(t) =6 i+ 18 t k
t(-1) = -6 i+ 23+ 9%k
r(-1) =6 i - 18 k
A t. «:1 parhuzamos Osszetvs a
. 2 3
LT 36t 162t
% (Yaet? + 4 4 81ttt - : _
at V36t2 + 4 + 81t?
fliggvénynek a t = -1 pontban fekvett értéke:

36 - 162

V36 + 4 + 81
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Az f-fel péarhuzamos komponens:

ClE(-1) x F(-1) |

Liv(tN? =
R .
le(-1)|
i 1 k
r(-1) x £(-1) = |-6 2 9 = i(-36) - 54 3 - 12 k,
6 0 -18
l£(-1) x £(-1)] = 6Y36 + 81 + 4 = 6 + 11 = 66.
66
vi-1))? = = 6.

9. A fellilet értelmezése, megaddsa, az rf{u, v) fiiggvény

9.01. Ezen esetben

r(u,v) = {i + jlu + 2 k v, {[~o0<u<+ X,
-0< v +00)

r{u,v) =1iu+3u+ k 2v.
Az u=1, u=2,vw ='%~, v = 2 paraméter vonalak az
aldbbi egyenesek:
x=1, yv =1, =z = 2v -0 <V £+ 00
X =2, Yy =2, Z = 2v —00 4V <+ 00
X =u, ¥ =1u, 2z =1 -0 24U < +00
X =u, Yy =u, z = 4, -0 U ¢+ 00
9.02. Ha a 2z = xy egyenl8séghez még hozzdvesszik az x = X,

y = v egyenldségeket, akkor az
X =X, Y=Y, Z=XY

rendszert kapjuk, amely-az
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9.03.

9.04.

r(x,y) = xi + yj + xyk
vektoregyenl&séggel foglalhatd Ossze. Masrészt geo-

metriai szemléletiink alapjén is vildgos, hogy az origé-
bdl az (x,y, xy) pontba mutatd vektor az eldbbi.

Az
r{u,v) = i a cosu cosv + ) a cosu sinv + k a sinu

fellilet egyenletébe u helyett 'uo—f irva az

£(u (V) = 1ia cosu, cosv + ja COsuo'sinv'+ k a sinug

egy skalar valtozotol fiiggd vektorfiliggvényt kapjuk
Ez a z = a 51nuo sikban levo, a cosu, . sugard, s
(0, 0, a sinuo) centrumun kdr.

A v = Vo vonal pedig az
£(u,vo) = i a cosu cosv  + j ‘cosu sinv_ + k sinu

gBrbe,'aﬁely a sugard kdr. Ezen u; v paraméter-
vonalakat az aldbbi 23, abra szemlélteti.

23, Aabra

Az r{(u) =u i + uzh vezérgdrbéjli, s az a = i + l—vel
a parhuzamos alkotdjd hengerfeliiletet oly médon kap-:
juk, hogy az x, z -sikban 1évd x = z2 parabola min-
den pontidra az a = i + j-vel parhuzamos egyenest
illesztiink, s kapunk egy parabolikus hengert. Ezen fe-
liilet vektor egyenletes--

f
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9.05.

r(u,v) = s(u) + a v,
r(u,v) =ui+ u’k +# (i +3) v
r(u,v) = ilu « v) + iv + Kk ul.

Paraméteres egyenletrendszere:

X =u+vVv, y=vVv, Z

Innen a kdvetkezdk adddnak:

X =u+Y¥, Z2=1u, u

2

Z=(X—y)-
Megjegyzendd, hogy a feliilet =

az

r(u,v}) =x{u) + a v

egyenlet alapjén kaptuk.

egyenletét

Az x = r(u) vezérgdrbéjd, c(cx, c,r €,) csicspon-
ti kup tetszdleges P pontjaba mutatd hely-
vektor (24. dbra).
r{u},v) = ¢ + v{x{u) - ¢
| 2
P
—"'— ’
—1 Tluy
1 (s I(U)
0
¥
X
24. abra

Ezt felhasznidlva a feliilet egyenlete:

(¥, ¥) = (0, 0, 3) + (a + a cosP, b siny, -3}V,



s innen a paraméteres egyenletrendszer:
x = a(l + cosP)y, vy = bwysiny, =z = 3{L -yv).

A qf»t a z-vel kifejezve:

x = (1 - %)a cosy, vy = b(l - %)b sin#p,

= costP, — ¥y = SirlLP
2 z z
a (]. - 5—) b{l - 3)

2 Z, 2 2 _z
a“{ 1 - 3) bo (1 §)

9.06. Tekintsiik az aldbbi &brat, amelyen az u, z rend-
szerben megrajzoltuk a =z = 4 - u® paraboléit

25. &bra

Az 4brabdl egyszerdeny kiolvashatd, hogy a feliilet
egyenlete

r{u,v) = i u cosv + j u sinv + k(4 - uz).
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9.08.

Explicit egyenlete pedig:

2

z = 4 - (sz_+ yz) .

Altalanossagban, a z = f(szyz) egyenletid feliilet a

z = f(u) gorbe =z tengely kdriili forgatasival kelet-
kezd forgis felililet. Hasonldan kapiuk az

X = f(Vy2 + 22), vy = £(Vx° + 2°)
fellileteket is.

Legyen az Yy = b sikban 1év8 parabola egyenlete:

2
X =x, Y =Dhy, 2= 2 - x4

1Y

Ekkor a feliilet egyenlete:

_ 2
=k (a% _ x2%yy.
z 5(4 X1y

Az vy = x2 olyan hengerfeliilet, amelyet az adott

Y

paraboldn mozgd, a 2z tengellyel parhuzamos egyenes ir
le. A
rix) = x 1i + % x2 + Ok

gdrbe feliilet vezérgdrbéje, alkotdinak irdnyvektora
pedig a k vektor, s igy a felillet tetszdleges pont-
jaba mutatd helyvektor )

x2 j + vk

W .

ri(x,v) r(x) + vk=x4is+

. . 1
r{x,v) X i+ 3 x? J o+ vk
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26. abra

9.09. A feladat megoldadsdhoz tekintsilk az aldbbi 27 abrat:

27. abra

A feliilet a Pl(¢), P2(¢) pontokra illeszkedd egye-

nesek dssszessége alkotja (0&£Y < 2¥ ), A feliilet
tetsz8leges pontjdba mutatd helyvektor:

— — —
op = OP]. + P.P

v -0 < v< + .
1Py Ve 0o <V co
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Esetiinkben

—> 4 > »
OP; =1iacosp+ ja siny - k,
- -
632 =i a cos(y+ %ﬁ + 3 a sin (§+ %— + k.
— T
PP, =1 alcos(¥ + 3} - cos¥) +

+ j a(sin{§ + %’) - sing) + 2k,

ezeket felhasznalva a felillet vektoregyenlete:

r(u,v} = i a cosY + j a sing - k +
+ (i a(cos(9 + "—;I—) - cosy) + 3 a(sin{{f+ %J) -
- siny) + ZE)V,

r{u,v) = i a(v cos(¢ +:§ Y + (1 - v) cosy) +

+ 3 a(v sin(y +'%) + (1 - v) sinP)+ k (2v - 1),

A feliilet kétparaméteres egyenletrendszere pedig a
kdvetkezd: ’

x = a{v cos(Y + %3 + (1 - v) cos$),
y = alv sin(V +'%) + (1 - wv) sin?,
z = 2v - Ll.

Az elsd két egyenletbdl a kdvetkezdk adddnak:

2 : _—
v? cos?(¥ + —‘%) +.2v{l - v)cos(Y + %)cosqh

|><

o

+ (1 - v)zcoszw,
2 T

2 2,5, % . 0. Dy o
2 = v° sin“ (Y + 3) + 2vi{l - v) sin (¥ + 3) sing+
a? ' 2.2
+ (1 - v)2%sin’p,

2 2
55 + XE = v2 + (1 - V)2 + 2v(l - v)cos(? +2;-—W)
a a

2 2
2 ¥ 2% s (1 - v kvl =)

2 2
a a



Ezen egyenletben v helyébe 2 ; 1 {rva, kapjuk a
fellilet implicit egyenletét:

fi + XE = (z + 1)2 -2 + 1 4 1,

a2 a2 2 2

¥,y 2+ 1% _2(2 4+ 1) + 143

2 2 '

a a 4

eyt oz22e3

a a2 4

Ez egy kopenyil hiperboloid,
Megiegyzendd, hogy egy kdpenyd hiperboloidot kapunk
akkor is, ha az

r(u) =i acosu +j a sinu + 0Ok O=<usg2¥
gbrbe minden pontjéara
v = i(-a)sinu + J a cosu + b k

irdnyvektorl egyenest illesztiink. Ezen feliilet vektor-
egyenlete:

r{u,v) = i a cosu + j a sinu+
+ {i(-a) sinu + j a cosu + b h]v,
r(u,v) = i1 al{cosu - v sinu) +

+ J af{sinu + v cosu) + bv K.

Paraméteres egyvenletrendszere pedig:

x = af{cosu - v sinu}, ogu<2¥
y = a{sinu + v cosu}, -p SV <+® .
z = hv,
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X - Y
9.10. a) ri{x,y) = x i +y 3+ 2%y k.
b) r{x,y) = x i +y3+ (In xy) k.
c) r(x,¥y) = x 1 +y J + sinvx2,+ y2 k.

9,11. a) A fellilet paraméteres egyenletrendszere

g = chu cosv, ,% = chusinv, % = .shu,
2 2 2. 2

PSRN A chzu, 2_ = sh®y,
2 2 2

a b c

| |8 ]

x2 13 z
== — = 1.
2 bZ 2
b) A feliilet paraméteres egyenletrendszere

3 3 . L2
X = 5 cos”u cosv, y =5 cos”u sinv, 2z = 5 sin’u,

25(cosu)6, zz='25 5(sinu)6,

b
+
L
1]

, 3
25(1 - sin?u)° - sin?u = 3 %;

_3 5 .
2 2 z
= 25 [1 -~ - .
vy ( 25 )

"
+
L
H

Igazoljuk, hogy ez forgasfelllet.

c) A feiﬁ;et paraméteres egyenletrendszere

4 4

4
§ = ch*u ch4v, % = ch”u sh4v, = sh'u,

2
b

’5 2 2 2 fz 2
a —'Jg = ch“u{ch®v - sh®v), » = shuy
X _q1¥ _1{5 = 1.
a “ a b
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d) A feliilet paraméteres egyenletrendszere
X =3ucosv, Yy =3usinv, z = 3 u‘,

.2 2 2 2

X" =9 u cos"v, y = 9u2 sinzv, z = 3u”,
x2 + y2 =9 uz, 22 = 3 u2,
x2 + yz = 3 zz.

e} A fellilet paraméteres egyenletrendszere:

X =14 + u2 cosv, Yy = 4 + u2 sinv, =z = 2 arsh%,
X2+y2'=4+u2' u=2‘$h%,

- . a 2z
x2 + Y2,= 4 + 4sh2 % = 4(1 + sh2 %)-= 4 ch 3

z = 2 arch % x2 + y2 , (forgas feliilet).

10. A fellileti normilis és az érintésik, E, F, G.

10.0l.Az r,

leszkeds, s az a = P1P2, b = P1P3 vektorokat tartalmazod

sik tetszdleges B.pdntidba mutatorhelyvektor (28.abra)

helyvektor altal meghatarozott Pl pontra il-

r=r +amu+bv’ (—co<cu<+00, -00ZLVS+O).
_Ily médon megkaptuk a feliilet vektorgyenletet amelybol

a koordindtdk egyenlésége alapjan addédik a. parameteres
egyenletrendszer. ‘

Esetiinkben (a vektorok koordinétés alakban irva)
{x,v,z) = {2, 3, O} + {0, 2, 5}u + (-2, 1, O)v.
s innen a péraméterés egyenletrendszer:
X = 2 - 2V, y =3 + 2u + v, Zz = 5u.
A ; = 0, ill. u paraméter-vonal (egyenes) egyenlet-

rendszere
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lo.02.

28. abra

Xx =2, yv=34+ 2u, =z = 5u.
Az u = o, ill v paraméter-vonal egyenletrendszere

X =2 -2v, y=3+v, z=0.

Az egyenesek v, = (0, 2, 5), v, = (-2, 1, O) irény-
vektorainak vektoralis szorzata
i 1 k
vy XV, = o] 2 5 =-5i-103 + 4k
-2 1 o]

a feliilet (sik) normidlvektora.

2 feliilet u paraméter-vonaldnak vektoregyenlete,
azaz a V' = v_'= 4llandé vonal egyenlete:

2
o

Y.

r{u) =1iu+ j vy * _]g(u2 + v

A feliilet v paraméter-vonalédnak (u = u vonalnak}
a vektor egyenlete '

r(v) = i vyt i.v + ]_(_(uo2 + v2).

Ezen paraméter-vonalakat az u ill. v, pontban
érintd egyenesek irdnyvektoraij

- 106 _



2u

=

= j- = l

[;u(u,vo)] LL + k 2u] i+
u:uo u—uo

[i + k 2vﬂ = j+k ZVO.

Q‘ZO v:vo

A felilet U s Vg

leti normalis az £u(u°,vo), £v(uo’vo) vektorock vek-

torédlis szorzata. Ugyanis a feliileti normalis a két

paraméter-vonalat a k&zds pontban érintd egyenes &ltal

meghatdrozott sik normdlvektora.

O'

[Ev(uo'vﬂ
v=

paraméterd pontjdhoz tartozd felii-

i 3 k
1 0 2u =
o

r (e v, x EY}HQ:VO)
0 1 2v
o

= —2u0; - 2vo 3+ k.

Ennek abszolit értéke esetiinkben

2 2
|£u(uo,vo) x—gv(uo,vo)| = 4{4 u® o+ 4 v 7o+ 1.
Az Eu(u,v), EV{U:V) parcidlis derivdltak segitségé-
vel a feliilet minden pontjdhoz hozzdrendeljiik az
E=ZILyfyr F=rr., Gs= r,r,

tn. elsdrendd Gauss-féle fémennyiségeket. Ezek értéke
esetlinben a kdvetkezd:

il
i

E = gu{uo,vo) Eu(uo,vo) (1, o, 23(1, o, 2uo)

=1 + 4 u 2.
o)

F = Eu(uo'vo) zv(uo,vo) = (1, O, ZuO)(O, 1, 2v0)

= 4 v
U5V

G = r (u IVO) EV(uO'VO_)

v 'Y (O, 1, ZVO)(OI 1, 2VO) =

2
1 + 4 Vs
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Ezen E, F, G mennyiségekkel a feliileti normélis
abszol(t értéke kifejezhetd:

|r Xr

£, x £, =gl I, | siniz )

'

ul

=.v{£u|2r£v!2(1 - cosz(gugv))

. : ,
: 422 2 _,l 2
fz, x z,| = \(zurv -(r,r,)” =}Jee - F°.

Szdmitsuk most az (r x r,) értéket ezen formula

, U
alapjan
|£(uo'vo) x -]-".—v(j'lo"'?o)I =
=1/(1 . 4 ul)(1 + 4 v2) - 16 ugvi,'
I, (ug v )= .r__v(ug'.vo)lﬂfl v 4 u(z) + 4 vi

10.03. A fellilet vektoregyenlete (x, y paraméterekkel)
rix,y) =x i +y 3+ (ln x v)k.

A paraméter-vonalak érintd egyenesének irdnyvektora

. 1 . 1
r,o=41i+3 k, £y =3 + ; k,
(l,e) = 1 + + V 1
i) =1 1k, - E‘Y(Al' e) =3 + 3 k.

A feliilet ezen pontjahoz tartozd feliileti normdlis
(érint8sik normdl-vektora):

i i k 1
r || r (l.e) x gy(l,e)»: i 0 1 }=-i-313¢+
o 1 1
e

Az érintdsik egyenlete:

1
(-1} (x - 1) -g(y - 1) + (2 -1) =0,

o =~

X"‘i‘Y—Z:

- los _

I=



Az elsdrendil alapmennyiségek

E-=(i+KZ2=2, F=(1L+k(j+xx =5
.S e Kk o
- 1 2 i_
G=(]+ 3 KT =1+ =5,
e
|£x(l,e) X gy(l,e) -\ECc - F% -
2z 1 _ 1
=ﬁ+—2-"——2-—¢27+2-
e’ e e
10.04. A felilet vektoregyenlete:
2 2

r{x,y) =ix+jy+k2Ix” +y° -1

A x = X, vonal az Un., y paraméter-vonal. Ennek

irdnyvektora az

; : { 2 2
g(xo,y) =1ix, +3iy+ k 2 X, + Y - 1

derivéltijdnak az vy = Yo helyen vett értéke.

. 2y
rix_,¥y) =31+ k2 '
y o 42 2
2 O+y -1
2y°
orto) Tk e
x. + vy -1
o o _

Ezek utdn az érintdéegyenes egyenletrendszere

X =X s y=yo+tr

2¥o
zZ = 2\/x2 + y2 -1 ¢+ ==k,
o o] 2 2
VX + vy, -1
e} o

- ct<s +o0

Az érintdésik egyenlete:

pf{ x - xo) + gly - yo) -‘(z - Zq{xg + yg - 1)

ahol

G,
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2x 2y
1Iq= °

p:
2 2 2
Jxo + Yo - 1 xT + ¥yD -1

Emlékeztetiink arra, hogy az

L(x,¥y) = xi+y3J+ £(x,¥) k

H

esetben a p fx(xo,yo), q = fy{xo,yo) jeldlésekkel

E =1+ pz, F=pg, G=1=+ q2
i k
r (x ,y,) % gyU&fyo)= 1 o p = -pi-qgj + k.
e} 1 q

10.05. Ezen kérdésre a normalvektor alapjdn valaszolhatunk.
: Szamitjuk tehét a normialvektort.

= i cosv + j sinv + K,

=u
= - 1 u sinv + j u cosv.
Ly =
i ] k
Xr = cosv sinv 1 L=
—u =v

-u sinv u cosv O
=1 u cosv - Jj u sinv + k u.

Az u = o ponthoz nem kaptunk nullvektortdl kiildnbd-
bdz8 hatirozott vektort, tehédt ezen pontban nincs
érintdsik.

11, Felilileti gdrbék

11.01. Az adott ellipszis'vetﬁlete az
r{u) = 1i a cosu + jJ b sinu + k a b cosu sinu

egyenletii feliileti gdrbének. Arrdl, hogy ez a térgdrbe
valdban az
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1l.02,

r(x,y) =x i +y3j+k xy

fellilet feliilketi gdrbéje, helyettesitéssel gy&zddhe-
tink meg. Az x = Xogr ¥ = Y, vonalak egyenletei pe-

dig a kbvetkezdk:

rly) = x i+ y3J+kxy, I(egyenes)

rix)

x i+ Yol + k xy

Ezen példaban adott feliilet origé centrumu, a su-
garQ gémbfellilet (29. &bra).

29, abra

Az Abrén megrajzoltuk a hengerfeliilet és a 2z = 0

sik metszesvonalanak a felét is. A kdvetkezd 30. dbra
pedig a g&mb és a henger metszesvonalanak a negyedet
szemlélteti.
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30. ébra

Ezen &bribdl kiolvashatd, hogy a metszésvonal vektor-
egyenlete: : .

2 . ;
r{v) = i acos"v + j a cosv sinv +

’ 1 E
+ ivgz - az{cos4v - coszv sinzv).,

Egyszerlen belithatd az is, hogy a metszésvonal egyen-
lete:

r(x) =1 x + jjax - x2l+ Eﬂaz - x2 -{ax - xz).

:1.03. Tekintsiik 'a kdvetkezl abrat.
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5 ~ a 2a 3a !

x
31. abra

Ezen &brabédl kiolvashété, hogy'a feliilet egy enlete:

z =‘\/a2 - (9 - 2a) y[rz + y2 - 2a)2
Ennek arfz =z, -sikkal valé metszésvonala a -
2 2" 2 2 2
z, = a - { V" + v° - 2a)°, z = 2z

gdrbe. A- y = mx -sikkal vald metszésvonala'pedig az
r{u} = i(Zé + a cosu)cosv + j(2a + a sinu) sinv +
+ %k a sinu .
gdrbe, ahol tgv = m.
11.04, A 2% = 22 . y2 feliilet az a fellilet, amelyet a =z = s

egyenes z tengely kériili forgatdsdval kapunk
{32, abra). :
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11.05.

11.06.

11.07.

32. &bra

Az origé cslcspontd kipot a z = 25 - x sik olyan
gbrbében metszi, amelynek az x, vy sikon 1év8 vetii-
lete a

(25 - g)? = x2 + y2, 625 - 50x = y2
gdrbe. A metszésvonal vektor egyenlete:

‘ 5 - y2 625 - y°
rly) =1 8282 =¥ .4y 4k (25 - Y y.
50 50
Felirjuk a térgbrbe paraméteres egyenletrendszerét:
x = tcost, vy = tsint, =z = t.

Most pedlg helyette31tunk a fellilet 22 = x2 + y2

egyenletébe
t2cos?t + t?sin’t = t?,

tehdt a gbrbe minden pontja rajta van a feliileten.

r(u) = i u + 1,u2 X us.

A feliiletek és a hengerfeliilet metszésvonalainak vek-
toregyenléete:

P(x) = i x ¢ 3(1 - ax?) + k x (1 - ax®).
Az érintdvektora:

i =i+ 3 (-2 ax) + k (1 -3 axz).
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L feliiletek normdlvektora:

i1 k
n, = 1 0 y = -1y -3 x+ k=
o 1 X

= -1 (1 - ax2) -3 x + k.
Az i és az n, skaldris szorzata nulla.
Az y:= 1 - axZ hengerfeliilet normdlvektora az
r=xi+ 3 (l-ax’) +0 k.
gdrbe
= i-3j 2ax
vektorara mer8leges wvektor
22 = i 2ax + }
Képezziik most az r és n, skaldris szorzatat:

2

n, r=1¢-2ax +1- {(-2ax) = 0.

12. Felileti gdrbék ivhossza

12.01. Az
r = r(uf(t), vith)= i x(ult)v(t) + j y(ul{t),v(E)) +
+ k z{u(t), v(t})

gbrbe az r = r{u,v) felileti gbrbéje. Ezen feliileti
gdrbét leird fliggvény derivdlva

ro(t) = £ ((0),v(E)ult) + £ (u(t), vit)) v(t),
ill.
é(t) = _:'_L_(x'Ll & + xV;) + 1 (yu; + yV;) + k {zu& + zV;)

a kétvaltozds kdzvetett fliggvény derivalasi szabalva
szerint.
Ezeket figvelembe véve
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26| =1 £(0)2 ='1/(.£u11 s v, 2,

. I 5 o P
|le(ty] =y r,r, v + 2r r, uv + ror v,
fr(t)| =1/E wW s 2Fuv + G vz,

s minthogy az ivhossz

t2
s =’[ |z(t)]at,
t

azért .

2 = - o
s = I-JEu + 2 Fuv + G v~ dt.
©

Esetﬁnkbén a kiipfeliilet egyenlete:
r{u,v) = v (1_2 + 3 2 cosu + 2 cosu},
£{u,§) =3i2v+32cosu+ k 2 v sinuy,
. praméteres egyenletrendszere pedig
Xx=2v, Yy =2V cosu, .z =-2 v sinu

x2.= 4 vz, y2 + z2 = 4v2 (cos?u + sinzu)

Tehit a feliilet implicit egyenlete

<2 = y? 4 22,
S innen
.xz = eZt(coszt + sinzt), X = et,
tehdt a t, = 0, és a t, = In3 hatdrok kdzdtt kell.

integralni™ az

r D et L s
I(t) =i e® + 3 (ebcost - ebfsint) + k(elsint + etcost)

vektor abszolit értékét
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Ii(t)l = ¥3e2t - {Szet;

Ennek hatdrozott integriljit mir szdmitottuk. Megjegy-
zendd, hogy ha nem irjuk fel a fellileti gbrbe egyenle-
tét, s az B, F, G mennyiségekkel fejezziik ki |2(t)]|-t,
ugyanezen eredményhez jutunk. |

12.02. A feliilleti gbrbe vektoregyenlete:

r{t) =i t cost + j t sint + k ¢t,
é(t} = i{cost - t sint) + j (é;nt + t cost) " k,
;2 = coszt-z t cost sint + t2 sin2 t,
;2 = sinzt + 2 t cost sint + tzcoézt,
z2 = 1.
;2 = ;2 + ;2 = 2 + t2
Ezt felhaszndlva az ivhossz
T T 7
5 = [li(t)ldt = [{;2 +y2 4 ;Z'at_ = &2 + tlat
¥ r ST
2 2 2
T
s = Y2 1f1 v () 2a¢,
A V2
2
EJ_? = shT, dt = V?chfdf
| Ié TZ |
s = 42 J J1 + shT V2 ontat = 2 / chratt=
Tl . Tl
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T

1
2 ]2
h2
=2J'LJ;gﬁ£dT= Pﬁ+§*'1 =
2
Ty

o
Ll
Té a
= Eﬂ + shfchf] = [arsh - 5 1 + EzJ =
¥z V2 2 %
G 2

!

e —~ i 2
Jl J | J T
-— - arsh —&= + = wl +iz: - =1 & =
arsh 5 rs 50 + > 2 e 5

13. Szd8gmérés

£ 13.01. A felliletek vektor egyenlete:

r(x,yy = ix+ jy+kxy.

Ezen feliilet az x + y = 10 sik az

il

gl(X)

i x + 3 (10 - x) + k x(10 - x)

az X - ¥ 10 sik pedig az

|

Ix) = ix+ 3 (x - 10) + k x(x - 10)
gbrbében metszi.

Az £l(x), 52(x) gdrbék az x = 10 pontban metszik

egymast, tehdt a két gdrbe olyan szdg alatt metszi
egymast, amelyre

ri(lO) . £2(10) .

cos P = - :
|z, (10) 11z, (10) ]

Ennek megfelelden szdmitjuk a derivalitakat, ezek ska-
lidris szorzatdt és abszolit értékét.

[
1}

i -3 +k (10 - 2x),

=
"

i+ 3 + k (2x° - 10},
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£, (10)

r,(10)
-100 -100

cos? = 5
(ﬁlOZ) 102

13.02. A feliillet vektoregyenlete

i-3-k1o, iiltlo)l = y1o02,
i+i+klo, |r,10)] =1loz,

2 2
, ) X
r(x,y) =i x+3y+ 5{1 - 25 fg ‘
az % = 4 vonal egyenlete
. 2‘[
. . 16
z(4,y) =l4+1Y+hfl—g-%6r
az y = 3 vonal egyenlete
2 .
£(x,3) =ix+313+kY1 -3 -52.
Ezen g&rbék érintdvektorai
2y | _ 3
r =i -k 1 ro £ (4,3) =3 -k
35 16 25 16
2x o 4
X, = i—_]s 5 rx(4,3) =i—l{_ = 5
j' -
¥ _ 9 251" —
21—25 16 : 25 1lea
lz,l =1 + 2 '
162(1 - 16 __2
25 16
. 16
le f= 1 + ‘
25(1 - 0 .9
25 16
. 12
16 « 25 (1 - l6 9
. 25 16

Ezek felhasznaldsdval a két vektor hajlésszdgének ko-

szinusza szamithatd.
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14. Els8- és madsodrendd alapmennyiségek

14.01. Ha az r = r(u,v) feliileten egy feliileti gdrbét az
u = uls), v = v(s) Osszefliggéssel adunk meg (s a gdrbe
ivhosszit jelenti), akkor az _ :

r¥(s) = r(u(s) v(s})

térgdrbét kapjuk. Ezen ;#(s) fliggvény s-szerinti mé-
sodrendd derivédltja

] 1

Hu- .
=" u' 3 r viiu' + (r,u' +xr v') v

=(r

=ua uv ) —vu A

a kétvdltozds kdzvetett filiggvény derivaldsi szabalya
szerint. E utdbbi egyenldség mindkét cldaldt szorozva

LLXE e

a feliilet normdlis irdnydba mutatd ' =n
' lr, x £l

egységvektorral, s felhasznalva a t' = r" = % f egyen-
18séget, adddik az

fr .

- = _.,° v2 o o ' 2

R EZE U +2x IV o FETLY

egyenldség, amely egyenldség a Gauss altal bevezetett

o] ) o - o]
L=n -.r , M=n r , N=n ¢
2 Lun B gy L Iyu

iglﬁiééekkgi az
=L u'2 + 2 Mu'v' + Nv'2

il

n

|

alakban irhaté. 3z L, M, N mennyiségek az un. mdsod-
rendd alapmennyiségek (fdmennyiségeknek is nevezik). -
Ha most felhaszndljuk, hogy

7:1 = u{s{t)) = u' M = u'l_r_(t)‘ -
dt
= uW[ﬁu'z + 2Fu'v' + Gv'z,
v - - v d s(t) vy o
V—-V(S(t)) = Vv —-—at————-=v |[<t))| =
2

v'VEu' + 2 Fu'v! + Gv'7,
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addédik az

f . r cos2 L u2 + 2 Muv + sz
R R ) -2 - .2

Eu + 2 F uv + Gv

alapforma. Ebbél léthaté, hogy az E, F, G (mar is-
mert elsdrendld Gauss-féle fémennyiségek) és az L, M,
N (mésodrendd Gauss-féle fémennyiségek) felhasznala-
sédval feliileti gdrbe gdrbiilete meghatdrozhaté, ha
ués v 1ill. % ismert,

d

Esetiinkben a feliilet egyenlete:

r{u,v) =i {(u+2v) -3vs+ k (u2 + 3 vz).

ru(u,v) =i+ k 2u, 5u(2,4) =i + 4k,

rv(u,v) =3i2 -3+ k 6v, 5V(2,4} = i2-3+k 24,
£uu(u,v) =2k £uu(2,4) =2k

£uv(u’v) =9 Euv(2'4) =9

rvv(u,v) =6 k, £vv(2’4) = 6 k

Ezek utdn az alapmennyiségek

E = L £U = (i + 4k)(i + 4k) = 17.

F=rr =(i+k4)(1i2 -3+ Kk 24) = 96,

G=rxr =(i2-3+k24) (L2-3+k24) =
=4 + 1+ 24% = 581,

A masodrendd alapmennyiségek szamitdsdnil felhasznal-
juk, hogy

lr, x z,| =VEG - ¥ =17 - 581 - 962 - 25,71.
I, X I

-V
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1
- 2 -1 24 = 0.
25,71
0 0 o I
£u X = 1

o}
H
|

N 1 |2 1 24 2
25,71 25,71
0 o 6
Ezen E, F, G; L, M, N mennyiségekkel barmely, az
u, = 2, v, = 4 paraméterd ponton &tmend, s
. . . v
r{t) =ru+rv || +r ==
= =u =v u T osvo)
={(i+2k)+(1L2-3+k2y¥
Q
érintd irdnyu felileti gdrbe gdrbiilete:
(-2) +2 0 - Y 6 v
cosU _ 1 w t - )(ﬁ}
25,7 !
R T w2 s + 581 - (¥ )°

el .

14,02, Ha a felllet =z = f(x,y) alakban van adva, akkor
vektor egyenlete

rix,v} = i x + 3 vy + k £(x,y).
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Hatarozzuk meg a felilet (xo, Yy f{xo,yo)) pontjaban

o
az els8- és masodrendd fémennyiségeket az

fX(xorYO) = P fy(xoryo) = q,
= = f = =
fxx(xo’yo) Ea fxy(xo'yo) S Yy (Xo'yo)

jeldlések felhaszndldsaval.

r (x,y) =i+ k£ (x,v), r{x_,vy))=1+kp,
r,6y) =3+ k£ (x,y), r(xo,vo) =3 +kaq,
EXX(X'Y) =k fxx(x’Y)’ EXX(XO'YO) =k r,
eytxey) = k£ (xy)y Ly Xor¥go) = K sy
Lyytxey) = k£, 0y), Lyy(Xoryg) =k €
E=rr =1+ 2 F =rr = G =1+ 2
=Lty = By =Ly < Pq, = g
_ : : -
Vee - 72 = L s P ) T T
1 o p
1 r
— o] 1 =
L_‘(1+p2+q2 ) l+pz+q2’
¢] 0 r
1 o p
2 2
1 +p~ + g o o r 1 + p7 + g
1 O P
1 t
N = 0 1 q =
3 3 W( 2
l+pz+q2to o s L+p" +aq,

Esetiinkben a felilet egyenlete

. . 12 - y3
ri{x,y) = i x + 3 y+5'————5—— r
: X
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12 - y
rlxy) =i+ k (-2) —
X
£,(2,2) =i+kp=3i+k (-1),
_3y2
rlx,y) =3 + k 2 "
£y(2,2) =j+ka=3+k (-3),
E=2, F=3, G=10.

12 - ¥
Lex(x,y) =k 6 T f L(202) =R = % ,
X
2
_I_.xy(XtY} =k 6 Y—§ ] f y(2,2) = S = 3,
X
.r_yy(er) = __]S {-6) xz, fyy(2'2) t 3.

15. Meusnier tétele

15,01, A feliileti gdrbe egyenlete

r{u) =i (u+ 26%) - 3 u? +kx (0¥ + Yy,
r(u) = i (1 + 4u) - § 2u + k (2u + 4ud),
Fu) =14 -3 2+ Xk (2+ 1202,
r(l) =4i5932+%6
{l) =i 4 -3 2 +k 14,
| i i k
r(l) x £(1) = | 5 -2 6 | =-1i16 -4 46 + k 2.
4 -2 14
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[£(1)] = V25 + 4 + 36 =V 65 « 8,06.

!i(ll x £(1)]| =V162 + 46% + 4 =

V256 + 2116 + 4 ~ 48,74,

G -1 48,74

8,063

Ezek utdn meghatirozzuk a simuldsik és fellilet met-
szésvonaldnak gdrbiiletét az alapforma felhaszndlasa-
val. A

. .. 2one2u iy )2
cosir - Lu” + 2 Muv + Nv v v
R "2 i - . .
Eu” + 2 Fuv + Gv u U2
E+2F T 4 g7
v v

alapforma szerint kiszadmitjuk tetszdleges fellileti gdr-
be gdrbilletét. Ezen egyenl&ségben szerepld E, F, G

és L, M, N értéke a feliilet és a feliilet pontia 4l-
tal egyértelmfien meghatirozott érték., Frtéke akkor is
ugyanaz, amikor sikmetszet (simuldsik é&s fellilet) gdr-
bililetét szamoljuk. Masrédszt a sikmetszet és a feliile-
ti gbrbe érintéje a szdébanforgd pontban, tehdt az

is megegyezik. Az pediqg nyilvanvald, hogy a cosV

< e

érték mindkét esetben ugyanaz. Ugyanis a feliileti gdr-
be és a sikmetszet-gdrbe fdénormdlisai parhuzamosak.
Ezek alapjan irhatjuk, hogy a simulédsik és a feliilet
metszésvonalanak gdrbiilete is

48,74
8,06

%

G =

2 e

A normilmetszetgdrbiiletet pedig ezen ferde metszet
gorbliletének felhasznadldsaval a két metszet gdrbiile-
te kozdtt a Meusnier-tétel szerint fenndlld

Ry, = RO cosh
dsszefiiggés alapjdn hatdrozzuk meg. Itt R, a ferde-

metszet, Ro a normalmetszet gdrbiileti sugara t* pe-
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diga £ és n vektorok &ltal bezart szdg. Ezen té-

tel alapjan a normdlmetszet gdrbiileti sugara

R - Ll 48,74

o
cosv 8,063

%

A cosV értékét pedig az szorzat adja.

o
nf
Xr

=v

A felilleti normalis az Ty -vel, a fénormélis
pedig az (r(l) x E(1l)}) x r{l) vektorral parhuzamos.
£u =i+ 2k u, £u(l,l) =1+ k 2
r, = i2wv -3+ k 6v, EV(lrl) =12 -3+ kb
i i k
allg, xr, =1 o 2} =i2-32-k]ln
2 -1 6
i 3 k
e 1Em x 2] x oy = |8 23 -
5 -2 6

- 1361 + j 69 + k 131

-272 - 69 - 131

2 2

o]
£ = : :
Vo« a + 1 Ti362 + 692 + 131

cost=n

A Meusnier-tételt szemlélteti az aldbbi 33. abra.
49/
W

Oof

33, abra
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Ezen Abran a normiélmetszet és a ferdemetszet ezen
ponthoz tartozdé simuléd, ill. gdrblileti kdrét rajzoltuk
meg Megjegyzendd, hogy a fénormalis mindig a gbrbileti
kd8r centruma felé mutat.

15,02. A feliileti gdrbe u paraméterd pontjdba mutatd vektor
harmadik koordinatdja:

2 2 2 2
z" = 47 - x" -y,
22 = 4 - 4 cuszu coszu - 4 coszu sin?u,
2% = 4 h ~(cos?u) (cos?u + sinzu)];

z = 4[1 - coszu];
z = 2 sinu,
s ily médon a felilleti gdrbe vektor egyenlete:

r{u) = 1 2 coszu + j 2 cosu sinu + kX 2 sinu

=
=
I

i (-2) sin 2 u + j 2 cos 2. u + k 2 cosu

La]
o
1]

i (-4) cos 2 u+ j (-4) sin 2 u - k 2 sinu

i(’{{h;(-zngﬁ,

PT) =3 (-4 s k2
i k

b - T . N

) xx(p) = | -2 0 2 =i 4Y2 +'3 2V2 + k 8.
o -4 2

|§}g)§ =4 + 2 =45, _|£i%) X i(%)i =\f32 + 8 + 64 =
=Y104
\J104

i
R 63

Mint azt az el8z8 példaban lattuk, a felillet és a
simuldsik metszésvonalanak gdrbililete ezen pontban
ugyanakkora.
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15.03.

le.01.

A normilmetszet (érintdre illeszkedd) gﬁrbﬁlete'pedigw
az

Ry = R cos ¥

Osszefliggés alapjéan szamlthato.
Esetiinkben

e

) = i 2c082 T . i cos % sin %:+ k 2sin

L

n || x(

SR

vektorral, az f pedig a kdvetkez§

i ik

£ 11| 4a¥2 242 8 = i4-324+k 42,
2 o V7

f és n ismeretében cos szdmithatd.
Ezen esetben a normadlmetszet 5 egység sugaru kdr, te-
hét R = 5, a gorblilete pedig ennek reciproka.

Az y'= 3 sikmetszet pedlg 4 egység sugaru k&r (fer—
de metszet). A Meusnier-tétel felhasznidldsidval szamit-
hatjuk a két metszet szdgét.

Ry= Rocosu, 4 = 5cos,

16. FénormidlgSrbiiletek, a Gauss-féle

és az Osszea-gbrbiilet

Szamltjuk az elsé- és masodrendd alapmennylseqek érté-

két az u = -1, v = -1 pontban.

rlu,v) = 1 (u2 + v ) + 3 2uv + k(u - v),

r{u,v}) = 1 2u + 3 2v + k, gu(~l,—1) =-12 -3 2+ k
£v(u,v) =1 2v + 3] 2u - k EV(‘lrl) = -i 2 - 172 - K
E(-1,-1) = £ (-i,-Dr (-1,-1) = 2% + 22 4+ 1 = g,
Fl-1,-1) = 2,(-1,1) £ (-1,1) = 2 « 2 + 2.2 -1 = 7,
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6(-1,-1) = r (-1,-1)r (-1,-1) = 9.

A masodrendil fémennyisédgek szamitésa:

r u(u,v) =i 2 Euu(—l,l) =i 2
r v(u'V) = 2], Iyet-te-1) = 23,
L, fu,v) = 24, root-1.-1) = 2i.

A felilileti normdlis abszolit értéke:

|lg, (-1,-1) £ (-1 -1)] - VEG Val ~ 49

2 -2 -1
1 1 2
M=— [2 -2 21 = —=1{-8) = 7
a2 ‘ 3v2 V2
o 2 o
2 -2 1
Ne—— |2 2 2 Lg.-2
42 T/

A fdirényokat az

1 -2 (%\2 1y, _u (é)z
v \Zi ' v v
E F G =| o 7 9 -0
L M N -2 -1
2 V2o 92

egyenletbdl hatdrozhatjuk meg. Ily médon kapjuk az
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128 - 128(%)2 =0

egyenletet, amelynek megoldasai

2 )1 =1, (%)v = -1.
v v

Ezek segitségével a fSiranyok:
R - > T
+ (=28 - 23 - k) || i+k
by 1l oy + 2 0-1) = (<24 - 25 + k) +
+ (-2 -2 - KD || k.

Ezen f&iranyok segitségével meghatdrozhatjuk a fémet-
szetek sikjainak egyenletét.

Ezen sikok illeszkednek a (2, 2, 0) pontra, s tar-

talmazzak a feliileti normélist, tehdt a sikok normdl-
vektorai.

n, I g =x(r,(-1,-1) x r (-1,-1)),
9_2 I! _t_2_x(_r_u(_lf"lo X £v(-ll"l))!
i i k
r,(-1,-1) x r (-1,-1) = |-2 -2 1|= 4i - 43,
-2 -2 -1
i i k
El H 1 1 s =2.!_(_f
1l -1 0]
i b k
n, |l 0 0 1 =i - 3.
1 -1 O
A két sik egyenlete
X +y -4=0, z =0,
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Szamitsuk ki a feliilet és ezen sikok metszésvonald-
nak a gorbiiletét a szdbanforgd .pontban és hasonlitsuk

Ossze a kapott értéket az 1 1 jsmeretlenekre
vonatkozd Rl, Ry

11 .LN -mE

Rer EG--F2

1 +1 =EN+ GL - 2FM

R R

1 2 EG - F°

egyenletrendszer megolddsival.

16.02. Kiszdmitjuk a derivaltakat, s ezek segitségével az
alapmennyiségeket.

gu(u,v) = i cosv + j sinv,

Ev(u,v) = -1 u sinv + j u cosv + k2,
Euu(u'v) =0, zr(u,v) = -i, sinv + j cosv,
r v} = -i u cosv - 3 u sinv.

r,,(u,v) i e

Az elsd- és mdsodrendd Gauss-féle témennyiségek

E = r2 =1, F=rr = o, G = r2 = u2 + 4.
=u =u=v =v
L =0, M=-z=2__, W =o0.
2 :
u” o+ 1

Példaul az M szdmitasa:

r xXr
M = ~u -V r =
=uv
lt x r |
—-u —v
cosv sinv 0
1 . -2

= - usinv ucosv 2 = e,

vEG _F.‘ VUZ + 4

- sinv cosv 0

Ezek utdn a f8gdrbiiletek szorzatas

RPN



1 _LN-n —(-2)? -4
R

2
2 EG-F (86 - P42 (42 4+ 4)2

f

wra

1

A f8gdrbililetek dsszege pedig

+ 1 _ EN + GL - 2FM _ l-O+(u2+4)'0—2-o{_2) = 0.
R
1 2 EG - F2 (EG - F2)3f2

WIH

Ha az Osszeg-gorbiiletet H-val, a szorzat-gdrbliletet
K-val jeldljiik, akkor a fd8gdrbliletet az

1,2 _ gl =
(E) H(R)+K 0

masodfokl egyenletbdl hatdrozhatiuk meg. Esetiinkben
ez az egyenlet a kdvetkezd:

(1?2 4 -0
R (u2 + 4)2
Ebb&l a fd8gdbiiletek:
1l 2 1 _ 2
R, 3 ®R. ~ ' .
1 w24 R w4 oa

A f8irdnyokat pedig a tétszéleges u, v paraméteri
pontban a

. . °
tllg,ovrzyv |l 2+r, (v + 0)
v
vektor hatdrozza meg, ahol u az
v
1 -u (22
v v
E F G = 0
L M N
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masodfoklG egyenlet megolddsa. Ez mindig olyan misodfo-
ki egyenlet, amelynek két valds megolddsa van és az
ily médon adddd

- .

u u
LS+ Iys EV(T)Z T Ly-
v v ’
vektorok mindig egymdsra merdélegesek. Esetiinkben a mé-
sodfokl egyenlet a kdvetkezd:

1 -ua  (u,)?
7 o .
1 o ul s =2[u2+4-(%;2] - 0,
v
o -2 0
Y= u? o 4, - S w? 4.
v V

Ezek felhaszndldsdval a féiranyok
. L 2
El [l (1L cosv + j sinv) Yu® + 4 +

+ (-i u sinv + j u cosv + k 2)

=) || (i cosv + 3 sinv)(-\/u2 + 4) +

+ (-i usinv + j u cosv + k 2)

Ezen két vektor skaldris szorzata nulla, azaz a két

vektor egymdsra merSleges.
Megjegyzendd még, hogy az eldbbi determinansba nem az
M, hanem az M' értéket helyettesitettilk, ahol

2

M' = VEG -F* M, s &ltaldban

1 - 1 - 1 = .
LD =gy X ZyRypr M Ly ¥ Lylyyr N Ly ¥ Eviev

Ha ezen értékkel szdmolunk, akkor az Osszeg és a szor-
zat gbrbililet az

EN' + GL' - 2FM'

2)3/2

w|H

i,
R
1 2 (Eq - F
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L‘N. __N]l2

!
1 2 (G - F%)?

:Ull—‘

1
R

képlettel szamithaté.

16.03. Meghatdrozzuk a derivAltak értékét az u = 0, v = -1
pontban
r (u,v) =1i2u+ j + k 2u v2, EH(O,—l) = J.
£v(u,v) = i(-2v) + J + k 2u2v, EV(Or“l) =12+ 3,
ruu(u,v) =12+ k2 v2, Euu(o'-l):i 2+k2,
ruv(u,v) =k 4 u v, £uv(o’—l) = 0,
£vv(u'v) = i(—Z) + k 2u2, EVV(O,—l) =1 (-2).
A f8mennyiségek szimitdsa
E = r, "L, = 1, F = rr, = 1, G = r,r, = 5.
o 1 0O 0O 1 o
L' =2 1 0| =-4, M' =0, N'-= 2 1 o = 0.
2 0 2 -2 0 o

Szamitjuk az Osszeg és szorzat gdrbiiletet.

g2l 1 EN' + GL' - 2FM'
Ry R, (EG -F2J3/2
g ol 0+5(-4) -2-1-0 . -20__5
(1« 5 - 12372 8 2
2
1
c-Llo_pwoan?
Rl Ry (mG - F5)?
Ezek utédn a f&gbrbiileteket az
1,2 1 1,2 5y 1 -
() - EH S+ k=0, ()7 - (- 5) == 0

egyenletbdl kapjuk
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%‘ = O, %‘ = -6,
1 2
A féirdnyok meghatdrozédsa bevezetve az 2 = h jeldlést
v
1 -h n2 1 -h h2
E F G = 1 1 5 =0
L' M N -4 o o
o on’ 2
-4 - = -4(-5h - h") = 0O
1 s '
h = 0, h, = -s.
ty Hlzyny +r,=30+23+3, & |l 24i+3,
t, I x, hy + £, = 1(-5) + 21 + ],
0l 21 - 43,
=21 +3)(21-431)=0 5 &

16.04. & 4x% + 4y%2 + 2% 9 = 0 feliilet helyett a

e |

2= Vo - ax? - 4y°

feliiletet vizsgdljuk az x = 1, v = -1 pontban.
Emlékeztetiink arra, hogy ha a fellilet z = f(x,y)
alakban van adva, akkor B

I(x,y) = ix+«3y+k £(x,y)

EX{XfY) =1 + hfx(xry)r
£ (5007 = 4+ K (x,vg) = 4 + kb,
EY(X:Y) =3 + Efytxry)r

L XgrY,) =3 + kE {x ,v,) =1 + k q,

EXX(XJY) =k fxx(x'y)’
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LoxlXgr¥g) = k fex(Xor¥o) = k 1y
EXY(X,Y) k fxy(xry)r
EXY(XO'YO) =k fxy(XO'Yo) k s,

gyy(x,y) =k fyy(x,y);

(x,0¥5) = k £,0(x,¥) = k t.

Zyy' o yy "o
A f8mennyiségek ezen jeldlésekkel a kdvetkezdk:

E=1+pzr F = pq, G=1+q21

1 O p l 0 p
L' = o 1 g =r, M = 0 9|= s,
g O r 0O O -s ‘
1 0 p
N' = o 1 g = t,
0O 0 t
1 L 1 2 2
H EN' + GL' - 2FM' {1l + pY t + (L + g} r - 2 pgs
L= = r
(EG - F2)3/2 (1 + p2 N q2)3/2
g o L'N' - w2 ot - g?
= = '
(26 - F4)2 (1 + p? + q9)?
a fdirédnyockat pedig az
1 x ( X2
Y Y
1+ p2 pd 1 + q2 = 0
r s t

egyenletbdl hatarozzuk meg.
Esetlinkben
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(x,¥) X = A *r o (1,-1) k (-4)
_x_'x,y —£+_ ¥y I r- =1+_—
x Vgg; 4X2 _ 4 y2 >4
. - 4y .
Byy) =3 vk ey, Byl =1 ek
- 3 —y
tehdt p = -4, g =4, s igy
E=17, F = -16, G = 17.
Az r, s, t értékek szamitasa :
-4Y9 - 4x° -~ 4 y© 4519 2 T 4*2
£ (Xr¥) = - Y
9 - 4x2 - 4y2
16x% - 4(9 - 4x% - 4y2
fx (x,y) = - =
X 2 2.3/2
(9 - 4x™ - 4y")~
_32x% + 16y% - 36
(9_4x2_4yz)3/2
£.,(LeT]) = ¢ =12, £,001,71) = t = 12
2 2, -3/2
fxy(x,y) = - 4x -(_%)(9 - 4x” - 4y°) ( 8y

7 fxy(l,—ll = s =16,
Szémitjuk az dsszeg- és a szorzat- gBrbﬁ}étet.

(L+p’)t+ (1+qg’)r-2pgs _

H =
(1 + pz + q2}3/2-
_ 17 « 12 + 17 « 12 - 2 (-4} 4 . 16
(1 +16 + 16)372
g - 1020 K = =112
33 - 133 332
Az (%}2 - 4 % + K=0 egyeniet megoldasai a fégdbii-
letek.

A f8irdnyok pedig az
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< v 12
1 - X (£)

Y Y
17 -16 17 =0
12 16 12

egyenlet alapjdn hatdrozzuk meg.

16.05, Szamitjuk a p, 94, ¥, s, t értékeket tetszdleges pont-

ban
z (x,y) = %, z, = - % ,
1

Z (X0 Y) = 1, zxy(x,y) = 0, zyy(x,y) =-3

A szorzat gbrbiilet 1
= 2
K =};%;_= 1 - (- i) - 3‘ = -1 , < ©O
172 VE + x° + %_ VB + 9% 4 y2

Ez minden poﬁtban negativ, 2

N x2) (- 2+ (L + ) 1-2 0% (- %)S

2
2 ., ¥
,VI + x5+ g

Ez azon pontokban nulla, amelyekre

2 2 2 42
1 +x% =3+ %— ; X° - %_ = 2

16.06. Szémitiuk a p, 9, ¥, s, t értékeket az x = 1, y = 3
pontban. .
z2, = 8x - 2y + 1, zx(l,3) = 3
zy = - 2X - 6y + 2, Zy(l'3) = ~-18,
Z = 8, z = - 2, z = -6,
XX Xy vy
E=14+32=-10, Fo=-5 G=14+(-18)2 = 325,
L' = 8, m' = -2, N' = - 6.



16.07.

Az Osszeg-gOrbiilet

H - -60 + 2600 - 108 2432

3250 - (-s0)%)3  2816)3

A szorzat-gdrblilet

K = -48 - 4
({2916)3
1,2 1 . . . s P
Az (E) - H RV K = 0 egyenlet megoldédsai adidk a £6-

gorbililetek értékét.
A fdiranyokat pedig az

. . . .
%)2 -t (%) - ¥ 1

X X X X

E F G = 10 -54 325 =
L' M' N' 8 - 2 - 6

egyenlet megolddsainak felhaszndldsdval hatArozhatjuk

meg:

A p,q, r, s, t

vett értékének szamitéasa.

z (X,¥) = ¥y, z,(x,¥) = x,

zxx(x,y) = 0, zxy(x,y) = 1, zyy(x,y) = 0.

Az elsd és mésodrendil fémennyiségek:

E =1+ yz, F = xvy, G =

M' =1, N' = O.

Az Osszeg-gdrblilet és a szorzat-girtiilet

H -2 Xy , K = -1

mennyiségek tetsz8leges pontban fel-

(1« x? & y2y3/2

(1 + x2 + y2)2



Fégdrbilileti vonalnak nevezzilk a feliilet azon feliileti
gdrbéit,amelyeknek barmely pontjdhoz tartozd érinté-

vektora (az r(x) vektor) pérhuzamos az ugyanezen
ponthoz tartozé egyik £8irdnyt meghatdrozdé t vektor- |
ral. :

Tegyiik fel, hogy az ily médon értelmezett feliileti
gbrbe x, y sikon 1évd vetiiletének egyenlete y=y(x),
a felilleti gdrbe egyenlete pedig

£(X) =1ix+ j y(x) + k x yi{x).

A felilleti gdrbe x paraméter(i pontjédban a fémennyisé-
gek a kdvetkezdk:

E =1+ y(x)z, F = x ylx), G =14+ x2,
L' = 0o, M"=l, N' = O.
a f8iranyokat pedig az
(v'n? oy 1
1+ y(x)2 xy(x) 1+ x2 = 0
0 1 0

egyenlet megoldasai adjdk, amelyek egyben az Un. fégorbii-
leti vonalak differencidlegvenletei. Ezek esetiinkben a k&-
vetkezdk:

(v xN31 + x%) =14 y(X)?,

y-=:___1_\’1+2 , ¥ R
V1 + x° ' V1 .+ x2

A f8gdrbiileti vonalak meghatdrozdsa céljibdl meg kell
oldani az elébbi differencidleayenleteket.

f dy _ dx . f dy f ax .
= =+ e e
J {1 + Yz Jl + X2 1 Vl + yz Vi + x2

arshy = arshx + Cl' arshy =- arshx + C

<

1
Ezen megolddsok a k&vetkezd alakban irhatdk:
.y = shi{arshx + Cl), y = sh(Cl - arshx).
Tehdt a =z = xy feliilet £&gdrbiileti vonalainak az x,¥y
sikon 1lévd8 vetiilete az eldbbi két gbdrbe, s a fSgdrbiileti

vonalak vektoregyenlete:
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-16.08.

i
"
=1

gl{x) i + j sh(arshx + cl) + k x sh(arshx + Cyle

!
"
-

EZ(X) i+ ] sh(Cl— arshx) + k x sh(C1 - arshx},

Péld4ul a (O, O, O) ponton atmend £8gdrbiileti vona-
lak vetiiletei az vy = x, y = =X egyenesek..

Tekintsiik az aldbbi &bréat

iz

34. &bra

Ezen 34. &brédn a =z = f(x,y}) fellilet x =0, y = O,
metszésvonalainak, valamint a feliilet és az x, 2
sikkal p szbget bezdré t, z sik metszetének egy da-
rabjidt rajzoltuk meg. Ha a t tavolsigot vezetjlik be
paraméternek, akkor a =z = f(x,y) fellilet és a t, =z
sik metszésvonaldnak vektoregyenlete

r(t) = 1 tcosyf + j tsing + k f(tcosmp, tsiny).

Ezen feliileti gdrbe gdrbililetét az alapforma sgitsésé-
vel :

1 1 L'u? + 2M'uv + n'v2

N . 5
P EG -~ F2 Eu2 + 2F uv + sz

(cos?® = 1 mert normdlmetszetrdl van szd) hatdrozhat-
juk meg. Bzen esetben az E, F, G, L', M', N' mennyi-
ségek a kdvetkezdk:

E =1, F = 0, G =1

1

Ll

fxx(0,0), .oM! fxy(o,y), n' fyy(0,0)
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Ezeket felhasznalva

1 2 .
Ry = fxx(0,0) cos Q + 2 fxy(0,0) cosy 51n\P+

.2
+fyy(0,0) sin ?.

Kérdés, hogy ezen (csak Y -t8l fiiggd) fliggvénynek
van-e széls8értéke, s ha igen, akkor azt a Y mely
értékeinél veszi fel?

A kérdés els8 részére Weierstrass-tétele alapjén vala-
szolhatunk (zdrt szamkdzben folytonos fliggvény az in-
tervallumon felveszi a maximumat), mert a fliggvény a
[0, T] -ben folytonos. Ha mdr tudjuk, hogy van széls§-
érték, akkor azt mondhatjuk, hogy legyen az ay= 0O
értéknél (egyszeriden arrdl van szd, hogy a koordinadta-
rendszert ennek megfelelden vettiik fel). Ekkor viszont

1 derivaltja a q = 0 pontban nulla kell hogy legyen.

Ry

i_l‘TP- - fxx(-o'o) 1_+£2i9?_2£9_+ £y (040 sin2 P+
- ¢ £ (0,0) 1l - cos. 2¢
yy ! 2 f

da (1) _ i -
a9 (EE = fxx{0,0) sin 29§ + 2fxy(9,0)cos 20+
+ fyy(0,0) sin 2§ = O

Ez viszont a W = O pontban csak akkor lehet nulla,
ha fxy(0,0) = 0. Ez azt jelenti, hogy a ¢ jeld nor-

malmetszet %— gbrbiilete
2 .2
%_ = £,,(0,0) cos“Y+ fyy(o,o) sin“y,

s ennek egyik szélsd értéke Y = O, a masik pedig
Y = Jg pontban van és a f&8gdrbiilet értéke

1 1

X - f £ _

R]_ Xx(olo)l 'Rz - fyy(ojo)
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17.01.

Ezeket az eldbbi képletbe helyette51tve kapjuk az
Buler-tételt.

17. Buler-tétele

Azon esetekben, amikor adva van egy fellilet egyenle-

te és feladatunk egy adott feliileti ponton &tmend felii-
leti térgdrbe gdrbiiletének klszamltasa, oly mdédon jarha-
tunk el, hogy eldszdr meghatirozzuk a két fogorbule—
tet, majd ezeket felhaszndlva kiszdmitjuk a térgdrbe
érintdje és a fellileti normédlis &ltal meghatdrozott
sikkal kimetszett fellileti normdlmetszet gdrbiiletét

az Euler-tétellel, végill a Mausnier-tétel alapijén
kiszamitjuk annak a ferdemetszetnek a gdrbiiletdt. ame-
lyet a felliletb8l az adott felilleti gbrbe simulédsikja
kimetsz. Ugyanis ezen sikmetszetnek az adott ponthoz
tartozé gbrbililete egyenld a feliileti gdrbe ugyanazon
ponthoz tartozdé gdrbiiletével. Ennek megfelelden eld-
szdér a fdgbrbiileteket hatdrozzuk meg,

v
gu(u,v) =1 3 shu cosv + ] 3 chu sinv + k 3 .
' ch“uv
r (u,v) = i (-3)chu sinv + j 3 shu cosv + k g .
ch®uv
vzshuv
Loy (uyv) = 1 3 chu cosv + J 3 shu sinv - 5-——-;——-,
| . ch™uv
Euv(u’v) = i (-3} shu sinv + j 3 chu cosv +
+ k chzuv ~ uv2(chuv) {shuv)
ch4uv
Lyvlu,v) = 1 (-3} chu cosv + j (-3) shu sinv +
v k (—u2) 2 ghuv ,
ch uv
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ru(O,”%})=10+l3+kg/,
rV(O,Sg) = - 3 i,
£uu(0'%) =0, ruV(O, J;‘) = k, 5‘,(0}%) = 0.
Ezek sggitségével szamitjuk a fdémennyiségeket

2_ 2 : : 2
E=_£u'9__+"%"r F=zxzr =0, G§£v=9°
o 3 g o 3 T
S5 2
L'= | -3 .0 o =0, M' = -3 0 o©
o o o o 0 1
o 3 T
2
N''= | -3 0 o = 0.
o 0 o©
EN' + GL' - 2FM’
® = NI
(EG~F)3
' L2
L'N' - M _
K - . 81
(B¢ - FI% (g1 + 2772
(12 _gls+K=o0,
R
1,2 _ 81
(R)
(81 + 2422
4
.]'__.=- 9 .l_..= 99 2
R R
1 4 81 + =
81+-2—J72 . i

2



H
Q
2
1
o+
i
o8]

L'"=r =2, M' =58
Az Osszeg-gorbiilet

EN' + GL' - 2FM' _ 74 + 130 - 2:48:0
(37. 65 - 482)3/2

H: =
1 2 (EG - F2)3/2

WIH

204

H=21 ,1 _ — gy > 0,2,
Ry Ry (101372

k=L . L. 1 0,00
1 101
(%)2 - 0,2 % + 0,0004 = 0O
% ~0,2, % 20
1 2
% = 0,2 + cosas® 4+ 0 - sinas®.

18. Felilletdarab felszine

18.01. Az r = r(u,v) alakban adott feliiletdarab felszinét -az

F =JT lgu X g_vidudv = ﬂVEG-EZdudV

(T) (T)
formula alapjan szamithatjuk ki. Szamitjuk tehat a
parcialis derivdltakat, s ezek segitségével az elsd-
rendd fémennyiségeket.
r(u,v) = i {(cosu - v sinu) +

+ j(sinu + v cosu} + k {u + v},

Eu(u,v) =1 (-~ sinu - v cosu} + j (cosu - v sinu)} + k,
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2 kisebbik gorbililetii fémetszettel @ = 300—05, ill,

~30%-0s szdget bezdrd normilmetszetek gdrbiiletei az
Euler-tétellel szdmithatdk ki. Mindkét esetben ugyan-
azt az eredményt kapjuk.

cos?(-30°) = cos?30° = % .

sin®(-30°) = sin’30° = 1,
tehat '
1 1 2 x :
§6 = - 2cos o + 51n @
9{-_1_. 9+_J.T_
4 4
SRS S A S S
¢ 9'+§3 4 9,12t 36472

Mindkét érintdhdz két-két olyan sik tartozik, amelyik
az érintdékdn Athaladd normdlmetszet sikjaval

W = 60° szdget zAdr be. Ez azt jelenti, hogy négy

olyan simulédsik van, amelyekhez tartozd térgdrbék gdr-
blilete megegyezik, és eleget tesz a feladat feltéte-
leinek. A gorbulet értékét a normalmetszet gbrbiiletébdl
Meusnier-tétellel hatarozzuk meyg.

(1) _ 1 we 1 -2
R ®= 30° = (R) Fo 30° cosv= > 7o
J¥= 60 9 36+
17.02. Szémitjuk a p, 9, r, s, t értékeket
z (x,y) = 2%, z (3,4) = 6 = p,
ZY(XJY) = 2Yf ' } Zy(3r4).='? = dy
z x(x,y) = 2, Z x(3,4’) =2 =r,
z y(x',y) =0, z Y(3,4) = O'= 9
z Y(x,y) = 2, zyy(3,4) =2 = t.
E=1+ p2 =1+ 36 = 37, F = pg = 48,



gv(u,v) = i (-sinu) + j cosu + k,

E = 35 = {-sinu - v cosu)2 + (cosu - v sinu)2 +
+ 12 = v2 + 2,
F=rr = (sinu - v cosu)({-sinu) +
=u=v
+ (cosu - v sinu)cosu + 1 = 2,
G = Ei = (-sinu)2 + (coszu)2 +1 =2,
EG - F2 = (v2 + 2) 2 - 22 = 2v°.
A kiszamitandd felszin:
v =l uﬂ:gr ’
2 Z
F = // 1/EG - deuv = j'v Zv2 duf dv,
(T) v,=0 {u;=0

[

\Ev{[ujor} av =J 2 v [T- o) av,

O

s ]
il
O M

1 . 1 .
2
.- \mjvdh ﬁsr[;_] xl L
A V2

0]

18.02. Ha a feliilet 2z = f(x,y) alakban van adva, akkor a
felliletdarab felszinét a

F = j@f |£x x £y|dxdy = .Lf 11+(fx(x,y)2+(fy(x,y)2dxdy

(T) (T)

képlet alapjédn kell meghatirozni. Ennek megfelelden e-
18sz8r a parcidlis derivdltakat szamitjuk.
2 2

£lx,y) = %L ' fx(xiY) = %l Fy(XfY) = - ')’(‘—2" :

b4 2y

ezek segitségével
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ﬁ+ (£ oy 2+ (£ x ¥ ?

18.03.

Vi Z A
A R S

X
y dy

2 L]
o = 2,

2y

s most ezt helyettesitjlik a képletbe

5 X2:1y2=2 ,
F = jf(l + p.4 2 ) dxdy = / (1 + _}E____)dy dx,
2
2y 2y
1 1
212 2 x2
z = X. - - 53| ax
= - 55 ax = {2 - ) (1 ] .
- {g T e ;
0O 1 o}
1 1
2 3
1 _ 13
sz”*%’d":[“%] =l o
0 o}

A kettds integril kiszamitdsat az aldbbi mdédon is vég-
hajthatjuk. ' .

=2 ,x.=1 ’ . 2 ' 1

Yy 2 ]
2 . %3
F = {1 + 2 ) dxidy = X + dy,
2 62
2y y o
yl;l xl=0 1N .
2 2
1 11 1 1)
- A ydy =y -2 ) = -y -a-1
1 1

i _ 13
F=1-33"12"

Elegendd nyolcadgdmb felszinét szémolni, s az elsd-
rendd fémennyiségek a kdvetkezdk:
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18.04.

H
o
<
]

u
rv(u,v) =
E:zz
=u
F=rr
=u=v
G = r2 =

A felszin

= R?

- i R sinu cosv - } R sinu sinv + k R cosu,

- i R cosu sinv + j R cosu cosv.

R2 sinzu coszv + R2 sh@q sinzv + R2 cOszu = R
= Rz(sinu cosu cosv sinv - sinusinv cosucosv)
= 0,

(coszu sinzv + coszu coszv) = choszu,

v
'JEG - F2 ='¢%4c052u = chqsu.

I I i T
2 2 _ 2 2
2 2 o
F =28 J>(J R cosudi> dv = 8 R _.j [51nu] dv,
o o ot - o
T T
2 2
—
F = 8 R% -[ (1 - 0)dv = 8 R? [v-] = 8 R? % - 4r%7,
e} o]
A feliilet vektoregyenlete
r{u,v) = i (a + b cosu) cosv + j{a + b cosu)sinv +
+ k bsinu,
Eu(u,v) = - ib sinu cosv - j b sinu sinv + k b cosu
EV(UrV) = - ila + b cosu)sinv + j (a + b cosu) cosv,
2 .
E =i = bz(sinzu coszv + sinzu sinzv + coszu) = b2
F=rr, =5b sinu cosv(a + b cosv) sinv -
- b sinu sinv (a + b cosu) cosv = 0o,
G = 55 = {a + b cosu)z(sinzv + coszv) = (a + b cosu)z,
EG - F2 = bz(a + b cosu)2

Mindkét valtozé 0-tdél 2T -ig valtozik.
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18.05.

18.06.

20 2n 2T 2T

F = J (I’b(a + b cosu)d%>dv =/ﬂébu + b2 sinu] dv,

0O 0O ¢} 0

2T
F = JZab'ﬂ'dv:ilabJTZ.

0
Esetiinkben

rf{u,v) =1 ucosv + j u sinv + k cu

Eu(u,v) =1 cosv + J sinv + k ¢

Ev(u,v) = -1 u sinv + j u cosv,
E = r2 = u2 + CZ, F=rr =0, G-= r2 = u2

—u=v -V

F2 = \&uz + cz)u2 = uVu2 + c2.

!

¢
"]
+

aq I
2 1 2 1
5 5 N (u2 + 62}3/2
F =i Vu + ¢’ 2u du Ydv = = l dv,
2 2 3
o‘o , 0 2 0

]
"
|~
NN
oY
-
+
a
%)
W
i
a
. (V8]
o,
<
i
W=
—
e
+
o
™
p S—
w .
1
a
—
nol Sy

A felillet az

2
x2 + Y + z2 = 16

egyenletd gdmbfeliilet. A feliilet és hengerfeliilet egy
darabjat az aldbbi 35. Abra szemlélteti.

Ezen &brdbdl kiolvashatd, hogy elegendd a kérdéses
feliiletdarab negyed részének a felszinét meghatérozni.
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35. &bra

A feliilet egyenletét ezen esetben igy irhatjuk:

Sz = ViG - x2 - y2:

A parcidlis derivdltak pedig a kdvetkezdk lesznek

-X. , 'Zy(x,y) - -~y ..
]ﬁs—XZ_yz Y6 - x? - y?

Ezeket helyettesitve a felszin képletébe -

ZX(XrY) =

2 2 o

X Y .

F = 4 1 + P 5 + > dxdy,
16 - x7 - v l6 - x™ - ¥
(T)
2 2 2 2
P oa [ 16 - x° - y° + x y axdy =
2 2

i}
i
—_
—
—
h
§
E L=
™
I
e
o
]
O
)



Mlnthogy az 1ntegra1ando fliggvény az (x2 + Y ) nek
fuqmmmye és az integracids tartomdny a 34. dbréan 1l4at-
haté £&1kér, azert polarkoordindtds helyettesitést al-
kalmazunk.

o

Y '
0] 20y (4O =

36. abra

Ezek utéan

=== § 45 ¥,

I"S’

fcos?

2: )
[ ][______ (-2¢) d¢@ dt?,
$1=

) 4 cos
: __.__V“z‘gz ’ ay

‘ - s
S
O‘;““swh% 6-::::::

,_4 .
1 o
1
w
Oy

P - -16 f[qu- - 4%cos?y - 4] ap = - 64 J(sm\p - 1) ay
o . o
2
[Q+ cos@}' = 64 [% - l}.
0
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19, Felileti pontok osztdlvozdsa

19.01. A feliilet vektoregyenlete
r(u,v) = i{a + b cosulcosv + j{a + b cosu) sinv +
+ k b sinu, a> b.

A parcidlis derivéltak

Eu(u,v) = -i b sinu cosv - j b sinu sinv + kX b cosu,
gv(u,v) = -i(a + b cosu)sinv + } (a + b césu) cosv,
rulwv) = -ib cosu cosv - j b cosu sinv - k b sinu,
oty =l—i b sinu sinv. - i—b sinu qoév,;-

£vv(u,v) = —-i{a + b cosulcosv - j (a f.b cosu)sinv,

A masodrendd fdmennyiségek szamitdsa

, '— b sinu cosv - b sinu sinv b sinu
L' = (a + b cosu)cosv (a + b cosu)sinu . e}
- — b cosu cosv - b cosu sinv - b sinu
2 2 . .
= b cosu{ab cosu + bcos“u) - b sinu{-ab sinu -

- bzsinu coéu) =

ab2 + b3cosu = bz(a +.b cosu}.

- b sinu cosv - b sinu sinv’ » b cosu

M' = ~-{a + b cosu})sinv {(a + b cosu) cosv 0 =
- b sinu sinv - b sinu cosv 0

- b sinu cosv - b sinu sinv b cosu .
N' = -{a + b cosulsinv {a } b cosu)cosv Q
-{a + b cosuj)cosv -(a+b cosulsinv o]
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N' = b cosuf{a + b cosu)z.
L'N' - (M_')2 = b3cosu(a + b cosu)3.

Eldszdr a parbolikus pontokat hatirozzuk meg, Ggyis
ezek valasztjdk el az elliptikus pontokat a hiperbolikus
pontoktél. A parabolikus ‘pontok azok, amelyekre

L'N' - (N')%2 = b cosu (a + b cosu)’ = o.

Minthogy az ‘a>b feltétel miatt (a + b cosu)3>'0,
azért csak akkor Allhat fenn, ha cosu = O azaz '

. ~— R p—
u = =¥ | Tehdt a parabolikus pontok az u = %—, - gj
2 .
vonalak. Az el8bbiek alapjan {(a>b feltétel miatt)
az L'N' - (M')2 eldjele megegyezik cosu el8jelével.
) ’ e o
Ez azt jelenti, hogy ha -~ % < u<:% akkor a pont
'-/
elliptikus, ha % cu < %‘_ akkor pedig hiperbolikus.

19.02. Esetiinkben a feliilet egyenlete:
3z + 3x2 - yz + X + y = O.
Szdmitjuk a parcidlis derivaltakat
3zx + 3z + 3xzx - ¥z o+ 1 =0,

3ZY + 3xzy -2z - yzZ_ + 1=o0,

y
1 + 3z 1 _
z = —— 2% z (0,0) = - 3 =Py
X 3+ 3x - ¥
oz -1 - 1
zZ = —=——=—, z_{0,0) = - = = q,
Y 34+ 3x -y Y 3

32; (3 + 3x - y) - {1 + 3z} 3

XX
(3 + 3x - y)2
2
zXX(O,O) =3 = Y,
32y {3 + 3x - y) - (1 + 3z}{-1)
xy = '

(3 + 3x - y)2
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19.03.

2
zxy(0,0) =35 = 3,
3zy {3 + 3x - y) - {2z - 1)(-1)
= r
“yy R
(3 + 3x - y)
2
zyy(0,0) = -3 = t.
2 _ _4 -4
Tto- s = - 57 Ty <O
tehat a pont hiperbolikus.
e 2 2 . . 1
Szamitjuk a z = x° - ¥y figgvény derivaltjait
z (x,y) = 2%, zy(x,y) = - 2y
Zxx(xry) = 2, ny(X,y) = Oy Zyy(XrY) = - 24
2 2
rix,y) tix,y) - {s{x,y))" =2 . (-2) - (0)" = -4 <0

minden pontban, tehdt a feliilet minden pontja hiper-
bolikus pont. Emlékeztetiink arra, hogy a tetszdleges
feliiletet leird f£(x,y) .figgvényre fennill, hogy
fxy(o,o) = 0, ha a koordindta rendszer origdja pont-

ja a felliletnek, az x,y sik az ezen ponthoz tartozd
drintdsik, az x tengely az egvik, az y tengely a
masik fémetszet sikjdban van. Az is nyilvinvald, hogy
ilyen koordindtarendszer esetén még az fx{o,o) = 0,

fy(0,0) = 0 egyenldségek is fennallnak.

Mindezeket figyelembe véve az origd (érintési pont)
kicsiny kdrnyezetében a fellilet egyenlete:

2 2
z = £(x,y) = fxx(0,0)x + fyy(0,0)y .

Ezen kdzelités az f{x,y} madscdfokd Taylor- polinomja.
Ez a kSzelités azt jelenti, hogy tetszdleges fellilet

tetszd8leges pontjdnak kicsiny kdrnyezetében elliptikus
ill. hiperbolikus paraboloiddal kdzelithetd attdl flig-
gden, hogy fXX!(O,Ol,fyy(O,O) pozitiv, ill. negativ,

az fXX(O,O) fyy(o,d) = 0 esetben parabolikus henger-

rel. fly médon a feliileti pontok osztilyozasdnak (a
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Dupin indikatrix mellett) egy mésik értelmezéséhez
jutottunk. Az is nyilvéanvald, hogy a kdzelitd feliilet
z =z metszésvonalai ellipszisek, hiperbolak, ill.

egyenesek.
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VEKTORANALIizZIS

1. Skalér-vektorf%ggvények (skaldrmezd)
|

. [ :
1.01. Ismeretes, hogy az u\= ul(r) = u(x,y,z) skaldr-vektor-

fliggvény szintfelﬁleté@t azon pontok Osszessége alkot-
ja, amelyekhez az u =‘u{x,y,z) skaldr-vektorfiiggvény
ill. skaldrmezd ugyanagzon értékeket rendeli, tehat az

. 2 2
u=2z2~3x" -y

N

skaliarmez8 szintfellileteinek egyenlete:

2 2
u =z - x -y,

z = x° 4 y2 +u_.
o
Ezen feliletek a 2z tengellyel pArhuzamosan eltolt
forgés paraboloidok (forgdstengely a =z tengely). Az
alabbi abrédn az u_ = -2, u, = 2 szintfeliiletek 14t-
hatdk. :

|z
uz2

\\{‘/

u=-2

[=]

-2

37. dbra
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1.02, Az u = yz -y - z skaldrmezd u = -2 szintfeliileté-

nek egyenlete: 2
Z =% -y + 2,
Az u = x% y - z skaldrmezd8 u = Q0 szintfeliileté-
nek egyenlete: 2 :
zZ =X - V.
Az u = x2 -y -z skaldrmezd u = 2 szintfeliileté-
nek egyenlete: 2

zZ =X -y - 2.
Ezen feliileteket az aldbbi abra szemlélteti:.

38. &bra

1.03. Az u = u(r) =r2=di X + 31y +k z)2 = x% 4 y2 + 22
skalarmezd szintfeliiletei az
2 2 2 2 -
u, =" = x" + y" o+ 2 (ug > 0)
origd centrumu ﬂuo sugaru gdmbfeliiletek,

1.04. A szintfelililetek :egyenlete: ’

XYZ = C2.

1.05. A szintfeliletek egyenlete:

2 2 2
XYz + Xy Z2 + xyz = C.

.2. Gradiens, irdnymenti derivilt

2.01. A jegyzet elméleti részében szerepel, hogy az

u = ulr) = ulx,y,z)
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skaldrmezd gradiensét (ez vektor) a

Quix,y,z) .

grad u(r) = grad ui(x,y,z) = i
- Dx
. dulx,y,z) +-k_9u(x,y,z)
2y - Jz

formula alapjén hatdrozhatjuk meg tetszdleges pontban,
Megjegyzendd, hogy ez nem mas, mint a

V-i22+32 +kx32

- T 9x oy 9z

utasitasvektornak az wu(x,v,z) skaldrral vald szor-
zata '

'grad ul(x,y,z) = S?II(X,Y,Z)-

Az elmondottaknak megfeleldn

grad 52 grad (x2 + yz + 22) = Y(X2 + Y2 + 22)

grad £2j= i2x +3 2y + k 2z = 2r.

Ez a vektor minden pontban meroleges a szintfeliiletre
(esetilinkben a szintfelilletek origd kdzéppontd kdrdk),
abszolit értéke 2|r|,eruﬂme pedig olyan, hogy a na-
gycbb skaldrértékd pontok felé mutat. A

grad £2 = grad (x + y? + zz) =2 r.

vektornak a P(0, O, 2) ponthoz tartozé értéke
{grad £) o= (2 £) = 4 k.
s s

Ezen gradlens vektor és a ‘szintfeliilet kapcsolatat az
aldbbi adbra szemlélteti (39. dbra).

4k

Ny

39, &bra
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2,02, Mint ismeretes, a szintfeliilet adott pontban érinté
sik normdlvektora az érintési ponthoz tartozé gradiens-
vektor, tehit

2 2 2
ulx,y,z) = |“V§47+ y +z = % In(x?® + y% + 2%y,

(L)
c

2x du 2y

T r

x - N 57
Z(J;z + y2 + 22)2 04 2(V&2 + y2 + 22)2

[

du 2z

- r

9z 2(¢;2 + y2 + 22)2

s igy a sik normilvektora tetszdleges pontban

- du - i x . Y
o =gradu =217 2 2 7173 2 2"
x“ + ¥ O+ zZ X7+ ¥v© o+ z

x“ + v° + z
Ennek a PO(O, 1, 3) ponthoz tartozd értéke

3 Il 3 + k 3.

1
D=3 c—+k
"o T ho

Az érintésik egyenlete

y -1+ 3{z -~ 3) = 0.
2.03. Az vy = ykx(t)) fliggvény derivélt filiggvénye a
dy Qﬁé%l, s hasonléan az

u = ul(x({t), y{t}, =z(t)}
fliggvény derivalt filiggvénye a

du _ u, .« X + 0y +u .z = {(gradu) . T

dt X Y 2 - !
azaz a gradu vektornak és a r =1 x(t) + j y(t) +

+ k z{t) vektornak a skaldris szorzata. Ebbd&l az
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x{t) = x + (cosd)t, yit) = y + (cos@B)t,
z(t) = 2 + {cosTt

speéiélis esetben kapjuk a

QF =i cosk+ j cosfp+ k cos ¥

(coszd.+ coszﬂ + coszi‘= 1)

irdnymenti derivaltat. Tehat az g? vektor &ltal meg-

hatdrozott irdnymenti derivalt:

(gradu) - (i cos®+ j cosp + kcosP) = {gradu) 2

lal
Esetilinkben
du - y3 - 2e%; u - 3xy2; du = cosz.
ox dy - oz = -
Ezen derivadltak értékei az r, =2+ k7 pontban
du(xr ) : dulxr ) dulzr)
_.._O_.=8'—2.=6, ——-———-_O—=0,——'——'=—la
dx _ dy - Jdz
A a vektor abszolit értéke:
lal =99 + 16 + 144 = 13
‘Tehdt - a irdnyban vett derivalt a kdSvetkez§:
a 3 i b4 2655 -6
_|_;i_ (grad u) = (13 1 13 1+ 13 h)(s X ..k_) 13 .
Az iradnymenti derivalt
gradu

E‘m

képletéb8l kiolvashatd, hogy egy pontbhan ez akkor lesz
maximdlis, ha a||gradu. _

2,04, gradu = 3x2y22 i+ 2x3yz i+ x3y2k.
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[La]

2,05. ) gradu = -
. 3
||
2.06. gradu = .:L(VE i+ 3{...2. l + .ﬁﬂ k) .
2 X = Yy z =
X 4, . X. 2
2.07. gradu = e"(y + e )i + e"}] + 3z%k.
2.08. gradu = 2xzi - 2yzj + (x2 - y2 + 2z)k.
2, 2_. 2
2.09. .gradu = (2xyz - z")i + x"zj + (x"y - 2xz)k.

2,10, A gradiens vektor tetsz8leges pontban

gradu = i 2x + 3 % + 5—% Z.

Ennek az r_ =41 + 2] + 3k ponthoz tartozé értéke

gradu(go) =2 i +:}—+ i % .
2.11. _ gradu(;o)'= V%? (34-43+k).
2.12. gradu(go) = - 2i + 43 - k.
2.13. gradu(r_) = 3,07 i + 1,38 3 + 1,77 k.
2.14, Rz u = sin2x - jz - z -skaldr-vektorfiiggvény gradi-

ense tetszdleges pontban

gradu = i 2sinx cosx - 2y j - k

iz égtgk?‘ feliilet x =§%, y = % >pontjéhoz tartozd
sin2 %ﬂ'_ % -2 =0, 2z = % ’
s igy az érintési pont PO(%I, %, %).
A normidlvektor ezen pontban
-gradu (50) = -1i-3 - k.
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Vvégilil a sik egyenlete:

{x - 2%3 + (y - %) + Z -

=
]
(@]

2.15, A normalvektor: I = 2i - 43 + k

2.16. ‘/7—'
g -

o

o
@

2.17. -

B

3. Vektor-vektorfilggvények (vektormezdk)

3.01. A koordindtarendszert oly médon vegyiik fel, hogy az
origd legyen rajta a forgdstengelyen.
A szBgsebességeket egy olyan ¢ vektorral jellemez-
hetijiik, amelynek irdnva megegyezik a forgastengely
irdnyaval, nagysdga egyenld a szdgsebesség abszolut-
értékével, értelme pedig olvan, hogy a forgédsirénnyal
jobbcsavarmenetet alkot (40. Abra},

IT I sinec

40. ébra 41, &bra

A forgd merevtest valamely P pontjdnak helyvektora
r. A P pont kdrpdlydn mozog, a mozgds sebessége
dr
dt
a kdvetkezdket allapithatjuk meg:

a) abszolttértékét megkapjuk, ha a P pontnak a
forgédstengelyt8l mért merdleges tdvolsidgat megszoroz-
zuk a szdgsebesség abszolutértékével.

ax
K=l = @] Iz sind,

, a kdrpalya érintdévektora. A sebességvektorrdl.
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b) irdnya mer8leges a forgastengelyre (tehit L -ra’
is), valamint az r wvektorra,

c) értelme olyan hogy a forgdsirany w -val jobbcsa-
vart alkosson (42, &bra)

e

42, Abra

Ezen hdrom kritérium alapjdn irhatjuk, hogy

o I

=w=xr

Ha az &) vektornak a felvett rendszerre vonatkozd
koordinatai W, cay, 0, akkor

i 1 L
dr
It = W, W, 6,
X Y- Z

Az r-re kapott képletbdl kiolvashatd, hogy a se-
besség vektor abszolit értéke a forgd pontnak a
forgdstengelytdl mért tdvolsigdval lineadrisan nd.

3.02. A v = v(r} = £ vektor-vektorfiggvény a tér minden
pontjdhoz a helyvektorit rendeli.

3.03. A v = a x r flggvény a tér tetszdleges r = xi +
+ yi + kz pontjdhoz a’
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=
}_s.
B

v = 3 -2 5 |= {(-22 - 5y)i + (-3z + 5x}j +

X y z + k(3y + 2x)
vektort, a v = r x a pedig ennek ellentettjét
rendeli hozz3, :

Av = (r + a)x r vektor-vektorfliggvény a tér tetszd-
leges pontjédhoz a ,

i 1 k
v = x + 1 y + 1 Z
X y z

vektort rendeli hozzé.

Kiszamitjuk az r x a vektordlis szorzatot

i 1 k
r X a = x y Z =y i+ {z-x)] -vKk.
1 0 1

Ennek segitségével pedig szAmithatjuk a tetszdleges
r helyvektoru ponthoz tartozé v vektort.

i i k
vix) = vy z - X -y = if{z - x)z ~ jlyz - xy}+
X y z +'5(x2 + y2 - XZ).

4. Vektormezd gdrbementi és feliileti integridlia

Mint ismeretes a v{r) vektormezd adott xr = r(t)
(tl £ t £t,) gbrbeszakaszra vonatkozd un. gdrbe
menti integraljat az
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tz t,
v {r(t)) r({t)at -—-j E( Ax{e), y{t), z(t))i +
t t

\ﬁ !
<

1

+

Yix(t), vy(£), 2@ty + Z(x(t), y(t), z(t) k]
(x(t)i + y(t)] + z(t) k) dt =

ts

J[x. x + Yy + zz |at .

t

1}

1

hatdrozott integrdllal szamitjuk ki.
Ennek megfelelden esetiinkben a végzett munka
t2=4
L = -[ v dr = vir(t) r(t) dat

(9) £ =0
£, =4 1

2
L=J; x(t) _
(x2(t) + y2(t) + z2(t)) 372
£ =0

. y(t) ,
+ 3 Ex
(x2(t) + y2(t) + z2(£))3/2

z(t)

] (ix(t) + 3 y(t) +
(x2(£) + y2(t) + z2(¢))3/2

t2=4

: 1 (x(E)x() +
+ k z{t)) dt =
= ‘[ (x2(6) + y2(e) + 22(6))3?

t,=0

+ y(E)Y(t) + z(t) z()) At.
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Mivel az x cos t,

coszt

x2(t) + y2(t) + z2(t)

)(£)x(t) + y(t)z(E)+ z(t)z(t)

+ sint cost + ¢t = t,
azért
4
( t
L=-20C ——dt = - C
v (Vl + t2)3 '
0 .
. -1 4
- _c |1+ £2) 2 _ ;;.]
L -1 2
2 o

y = sin %,

+

QY

z

sinzt + t2 =1+ t

-cost sint +

Ez az erdtér Altal végzett munka. Az eroter elle—
nében vegzett munka ennek (- l)-szerese.

4,02. Az erd8tér Aaltal végzett munka

3
] 2 2
L = '[ vi{r) dr = J{2(3t + 6t) + 67 - 3t +

(g} o]
+ 3(2t7 + 3t -~ 2)} dt =
-3

2 2 2

= J(Gt + 12 t + 6t - 3t + 6t + 9t - 6)dt =

o)
=1 (18t? 4+ 18t - 6) 4t =

O ——w

3

1l

[6 £3 4 oe? - Gt]
0
- 167 -

162 + 81 - 18

225.

t gdrbe mentén

2
r



4.03.

Ennek (-l)-szerese a. keresett munka

A keresett munka

L = [ v dr + [zd£+ fxd£

'(91) (92) (93)

A g9y gbrbe mentén vdlasszuk paraméternek az x-et
(y és =z -ugyanis &llanddk). . '
A 9, gbrbe paraméteres egyenletrendszere:

X = Xy y = 2, z = 0O,

A hatdrok: -1 =

‘f vi{r) dr = _-[ yzdx=0, mert z = O,
(gy) -1 o

A 95 gbrbe paraméteres egyenletrendszere

x = 5, Y =Y, z = 0,
2 hatdrok: 2 &£y £ 5.
_d'l = 03 9_}1 = 1 é&’: 9]
&y - ay st w oY

Ezek segitségével a 9, gBrbére vonatkozd integrdl:

5

jr vir}) dr = ~[. xzdy = 0.

(92) 2

Végiil a g3' gdrbe paraméteres egyenletrendszere

(itt =z a paraméter):
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X =5, y = 5, Z =z
A hatédrok: 0=z £ 9.

ax d dz

ax . o &Y = 0 ez - 1

dz ! dz ! dz

9 9 9
f_\i(_r_) d_I;:nydz:JZSdz:ZS[z]=225.

(93) 0 o) o

A két eredmény azonos, azaz a két pont kdzdtt vég-
zett munka fliggetlen az Uttdl, csak a végpontoktdl
figg. '

4.04, A kbr paraméteres egyenletreﬁdszere

X = cost, y = sint, - z = O,
A hatdrok: 0 £t ég-g- .
A derivéltak:
x{t) = -sint, y{t) = cost, zét) = O.

A keresett integrdl:

J v(r) dr

{9)

[(; (-y(£)) + 3 x{t) + O _}5] [_i_ x(t) +

"
o R TS

+ A¥(6) + kz(t)]ats

[(_sint){—sint) + cost cost]dt =

i}

i
O“'——wwlss\o
[o]]
ot
i
o |*=\

Az egyenes egyenlete:
Xx +y = 1.
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Ha az y-t vAlasztjuk paraméternek, akkor

x =1 -¢t, y = t.
A hatdrok megvéiasztéséhoz megnézziik, hogy milven ér-
téket vesz fel y az A és a B pontban. Mivel
A-ndl y = 0 és B-nél y =1, azért 0O <Lt £ 1.
A derivadltak: ‘ '

x(t) = -1, y(t) = 1.
Tehdt a sikbeli vonalintegrdl:

£y | 1
v(r) dr = J(x * X + Yy) dt [{(-t)(—l) +
O

{(g) £

1l

1
+ (I-t) (1) }dt = J dt = 1,
0

L =-11,
6
L. = 861,3. 7
_ 64 - ar’
L1 = 235 L, = %ﬁ’f 3
- L
L = g °
75
L= 80

Mint ismeretes, a
vir) = v{r(u,v))= X(u,v} i + ¥Y{(u,v) j + Z(u,v) k
vektormezdnek az F feliileflarabra vonatkozd feliile-

ti integrdljét az aldbbi egyenl8ség alapjan vezethet—
juk vissza egyszeri kettds integrdlra:

ij dF = JT'X(E(u,v)) fu(u,v) X rv(u,v) du dv =
(F} {F})
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v u

2 72
= j [[EX(U,V) + jY¥(u,v}) + k Z(u,v)]-
u

Vit

-

gu(u,v) X gvtu,v) du dv.

Ugyanis a vektormezdnek csak azon értékei jdnnek szd-
tasba, amelyeket a v = v{r) fliggvény a felileti
pontokhoz rendel, vagyis a Vvi{r(u,v)) értékek.A fela-
datot megoldhatjuk oly médon, hogy az integriljel md-
gdtti vegyes szorzatot szémitjuk, s az igy kapott
kétvaltozds fiiggvényt integrdljuk, és oly mddon is,
hogy ekdszdr az r (u,v) x r (u,v) vektoridlis szor-

zatot hatdrozzuk meg és azutdn végezziik el a skaléaris
szorzdst. 7
A feladat megolddsdhoz kiszdmitjuk az Eu(u,v),gv(u,v)

vektorok komponenseit, ill. koordinatdit.
A feliilet vektoregyenlete:

r{u,v) = i(3 + cosu)cosv + j(3 + cosu)sinv + k sinu.
A derivaltak: '

gu(u,v) = -i sinu cosv - J sinu sinv + k cosu,

r {u,v) = -i(3 + cosu})sinv + j(3 + cosu)cosv.:

Ezek segitségével szdmithaté a feliileti normalis a
tetszdleges wu, v paraméter( pontban.

i i X
gu(u,v) X EV(UrV) =|- sinu cosv -sinu sinv cosu|=
-(3+cosu)sinv (3+cosu)cosv o

= ~-1{(3 + cosu)cosu cosv - } (3 + cosu)cosu sinv -
- k (3 + cosu)} sinu.

Mivel k egyiitthatdja negativ, a felfelé mutatd fe-
leti normdlis a -(xr x r ) lesz (43. abra).
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¥

43, &bra

Az xy sik feletti feliiletdarabnil ezen &brabdl lat-
hatéan a paraméterek a kdvetkez8 hatdrok kdzdtt val-
toznak: :

7, 0 &v

27

o
fia
o

[N

v = v(r) = v{r{u,v}) = i(3 + cosu)cosv +
+ 3(3 + cosu)sinv + k sinu,

azért a fellileti integrdl a kdvetkez§:

29 T _
f[y_ dF = f [_/[(3 + cosu)zcosu cos2 v o+

(F) v=0 u=0

2 . 2
+ {3 + cosu)“cosu sin"v +

+ {3 + cosu)sinu]du} dv

= .] {3 + 10 cosu + 3 coszu) du}dv =
u
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= f {j’(% + 10 cosu + % cos 2u) d%} dv =

2T 7

=‘[[[% u + 10 sinu + % sin 2u ] dv =
0

v=0

2T 2T

v=0 O

4.11. Bmint azt az elméleti részben lattuk, a z = £(x,y)

alakban adott fellilet (x,y., f(x,y,)})pontidhoz tarto-
zé feliileti normélis: '
n=-pi-gj+k=-%f(xy)1i- fy(x,y) i+ k.
Esetiinkben a feliilet egyenlete z = x2 - y2, a par-
cidlis derivaltak pedig az alébbiak:

£ .00y = 2%, £ 0x,y) = - 2y,

tehadt a felilileti normélis

i 31 k
r (x,y) x £§x,y) = |1 0O fx = -2x 1 + 2y 1 + K.
e} 1 fy

A vektormezd dltal a tetszdleges feliileti ponthoz ren-
delt vektor pedig a kbvetkezd:

vixr) = vir(x,y} X(x,y)i + Y(x,y)] + Z{x,y)k =
= - xyi + xyj + (X2 - y2)£-

A felilleti integrdl tehidt a kdvetkezd:

3 2
v(r)df = J‘ '[[; ixy v i ey o+ k(xD - yz)]

(F) y=-3 x=-2

(-1 2x + j 2y + g)dx} dy =
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2
_/‘(2x2y + 2xy2 + x2 -y 2) dx}dy =
H=

-3 -2
3 2
= j—{[z X"y + XY+ lx3 - xy2 ] } dy =
3 3
y=—3 '-2
3
= (l——+-3—y—4y2)dy=
3 3
y=-3
16 16 2 4 3
—[3y+3y—y] -40,
-3
4,12, A gdmbfellilet paraméteres egyenletrendszere {(44.
ra}.
2
y
44, Abra
X = cos\w cosY, y = costﬂsin@, z = sinik
Ugyanis az 4brabél lédthatd, hogy
pp'= siny, op'= cosV,
x = OP'' = OP' gos\ = cos® cosy,
y =P'P'' = OP' siny = cosusing,
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s igy

r{y¥,p) = i cosvcosy + j cos¥siny + k sinV.

Ennek parcidlis derivdltjai (most Wwés @ a paraméter):
EU(U,LP) = -i sinvcosy - j sinV¥siny + k cosVY,

_r_q,w.\p) = -i cosVsin® + j cosvcosy.

Ezek segitségével szdmithatjuk a felileti normalist

i 3 k

re(¥yg) x ;k?('\},q)) = | -sin¥ cosy -sinVd sifxtP cos\ | =
-cosV¥ siny cosY cosy O

= -i coszvcds(p -3 c052\9sinkp— .4 sinvrcos(p.
:A felsd félgdmbdn - 0% 19 S %, - tehdt sinv cosy 2 O,

Iy X Iy vektornak a k irdnyd komponense mindig ne-

gativ. Mivel a feltétel szerint a k iranyd kompo-
nens el8jelének pozitivnak kell lennie, a kiszamitott
fellileti normdlis eldjelét meg kell valtoztatni:
n=41i cos?u cos¥ + 3 cos?w siny + k sinuy cosy.

Ezek utén a felliileti integréal

j[_\gdg = f[{i cos¥siny + j sinV ¥

(F) (F)

+ k cosv cosq)};_,ux E"? dvedy =
T T

(]

2
=0 V=0

{j (cos’wv cosy siny + cos?u cos¢ siny+

+ cos’ sing sing) dt}}dl{).

- 175 -



Mivel

.3
JC°53‘}dU=I(l - sin®#)cosvdu= sinw - 5—1;‘—1}
és
2 : cos3u
fcos v sintduv= - —3— ,
azért
T
e 3.
vdF = [(simﬁ-— A ﬂ-g——)sinkpcostp—. :
{F) 7 ’ =0
v r
2
3
- gcosV sin{ cog v cosLP] ay =
’ 12 =0
T
. , 1, -
=f[(1 - % }cosi s;LnLP + —3—(51nLP + cos@)]d\.?»
0
1 2 1 T 2
1 oo : : 2
= {-(1-——3-)5 51nLP+§(—cost.P+ s:.nip)—] = 5.

0

4.13. s korlap i(felﬁlet) vektoregyenlete:
'£(§",‘P) =1 ¢ cosP+ k¢ sin'{),
paraméteres egyenletrendszere pedig
x = § cosy, v = 0, z = § sinf.
A paraméterek a 0£¢ £1, O0=YsT hatérok ké-
zdtt véaltoznak. :

A parcialis derivaltak:

l:,gj( e,0)

EQ(gﬁP)

i cosyY + k sin{,

-i @ sinP+ k @ cos\.
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i 3 k
r, x r\P= qoskp 0 siny
-g¢sin¢ O gcos

A feliileti integral zehdt a kdvetkezd:

T, 1 ’
[[g%xg?dgdl{):[ (»-92 sin‘{?)g’{d\f}:

B

—
i<
=
]

(F) (F) §=0'¢=0
¥ - g
- - 9_3_ i = - 1 iny d =2
= j [ 3 sm.i.p] ‘dLP_ 3 sinpdy s
lP:O S 0 . 0 .

Ezek utdn szimitjuk a mésik kdrlapra vonatkozé felii-
leti integrdlt. Ezen esetben a feliileti. normilis a
megadott érteimezés szerint -k, a kdrlap vektor-
egyenlete pedig ) : .
(@) = iQ cosy + jesing.
Ennek derivaltijai:
Egtg,@) = i cosY+ j sinVy,
E\P(SJ'LP) = -1 ¢ siny + j ¢ cosP.
Ezek segitségével a feliileti normalis:
i ' i k
r Xr = cos sinyg O =@ k.
-¢ siny, gcosyY O

A feliileti integrdl tehit a kdvetkezd:

—ﬂzzgxz? dgdy= ﬂ

Nm—
1<
e
i

v kpdpdy =
(F) (F) o®
17 :
- j (f (-pZcosy) dt{)df: o.
¢=0 90
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Ugyanis T

[ cospa -

0
4.14. = 6% in 2.
B a7
4,15. = 64 (3 9)-
4.16. = - 24T,

5. Vektormezd divergencidja

5.01. A v = v(r) vektortér- 111. mezd d1vergenc1aja a
nabla utasitadsvektornak és vektormezonek a skaléris
szorzata (skaldr érték), azaz

. D . 3
div v(x, ,2) =(i — + - + k ——)(X(x, z)i +
A ~ 9x 1 oy oz Yo

+ Y(x,v,2)] + Z(x,y,z) k) =

= OX(XrYrZ) + QY(X,Y,Z) + aZ(XrYrZ)

9 x Oy 9z
VEsetﬁhkben '
oowm = (12 43 Lax Ly e «2
o ay x5y ily” + x7) +
. 2 2
AT xy - 3x%) + k xyz“) =
9 2 2 2 9
== <-(12 - 9 2y
A _y + x7) +9y( Xy 3x) + gz(xyz ) =

2x + 24xy + 2xyz.

2
5.02. A v = ily® + z ) + l{z + x2) + E(x2 + y2) vektormezd

dlvergenc1aja'

Y' v = (i 5— * 1.3 ké%)(i(yz + 22) + 1(22 + x2) +
+ _}E( 2 yz) =
= Dy 2 )
% + 2%) + 5;(22 + x2) + §%1x2 + yz) = 0.
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6. Vektormezd roticidja

_6.01. A vektormezd a kdvetkezd alakban is irhafé:
i i k
v =vlr) = Wy Wy W, =

x Yy 2z

;(wyz - wzy) - i(d&z - wzx) + k (a&y -coyx)

Itt ., my, w, a szdgsebesség vektor koordindtdi.

Ezen vektor-vektorfiiggvény rotidcidja a.

=19 43 2 2
Y"}_ax‘*lay"'gaz

szimbolikus vektor segitségével a k&vetkezd mddon
szamithatd ki

i i k
Y x Y.(E) = A ._.a_ __a__ =
Ix oy Dz
GyZ ~ 0¥ QX -2 WY - ©Oyy
= (iy& + lﬁoy + 5(02)2 = rotv(r}
6.02. A v(r) = (a + r} xr vekrormezd az a = i + j eset-
: ben a kdvetkezd:
i i k
vir) =} 1 + x 1 +vy Z
X b4 oz ’

vir) = 1 [(l + ylz - YZ] -3 [(1 + x)i'1 z%}+;
+ k [(l + X)y - (1 + v) x}l

vir) =iz - jz + kly. -x}.
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6.03.

6.04.

A vektormezd tehdt a tér tetszdleges pontjahoz a

viz)

vektort rendeli hozza.

iz - i z + k {y -x)

Most pedig szdmitsuk ki ezen vektormezdnek a roté-
cidjat tetszdleges pontban.

i 3 k
) 9 d
=v = —_— —_— —_—
rot wv{r) v X vix) % 5y 3z
z -z y-x | 4
rot vir) = i(l + 1) - 3(-1 - 1) + k (0 - 0) = 2i + 2.
Esetilinkben
vi{r) = xzyz; + xy221'+ k xyz“k.
Ennek rotacidija:
i i k
9 d )
rot v(r) =| 5x 9y oz
2 2
x“yz xy“'z Xyz '
rot v{r) = _iz(xz2 - xyz)— i{yzz—xzy) + g(yzz - xzz)
rot vir) =1 x(z2 - yzi + 3 y(x2 - 22) + k z(y2 - xz).
div v{r) = g% xzyz + EL .xyzz + é%.xyzz = 6XYZ.
Esetiinkben
vir) = 3x 1 + xy J + 2 K.
Ennek divergencidja:
2 . = i .-?— A ..’—a— _Q_.) .
div vi{r) = =¥ E(E)—(-]‘Dxl*'ayk'*az
* (i3x + 3] xy + k z),
div vi(r) - 2 (3x) +—a——(xy) +2(z) =3+ x + 1 =
9% A% dz
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6.05.

6.06.

6.07.

6.08.

Szédmitjuk a roticidjat.

i 1 k

12 2 2

rot vl = ?2x  9x Oz
3x Xy z

[rot vTp = k-
]

Jelen esetbhen

1t

vir) = 1(:»<2 - yz) + l(y2 z%) + k (z2 - Xz)_
Ennek divergencidja
div vi(r) =9V - v(r) =
i 2 2
= {1 g% + 3 g% + k g%)(l(x - v°Y +
+ 1(y2 - z27Y + k{z"™ - x2) =
=a_3_(2_y2)+a_(y2 x2)+5§2—(22

div "v(r)= 2{(x + y + z}.

Szamitjuk a roticidjat

i
9
t = L
rot vix) ox
2 2
X -y
=1 2z + J 2x +
div v(r) = 2= ,
¥i3
div v(r) = 2,
div v(r) = 3%,
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-z z° - x
k 2y.
rot v{r) = O.

rot v{r) = j + k.

rotv(r) = %.i - 31 + %

1i0-jJO0+ky=KkyY.



6.09. div v{r) = 6|£|3, rot v(r)

= 0,
2 2
. X -
6.10. div v(r) =a 2 2X¥ - ¥
-7 2 2,2
(x™ + y7)
y2 - 2xy - x2
rot vir) = a 2 2.2 X
(x™ + y¥7)
6.11. div (v(r} = 3, rot vi{r) = -2(y + z)i ~ 2xj - k.
6.12. div v(r) = ye*¥ + ze®¥ 4+ xe®¥
rot v{r) = —(yeyzi + zezxi + xe g,
. ' 2 2 2
6.13. div v{r) = 2xyz{cos x"yz + cos Xy z + COS Xyz ).
2 2 2_..
rot v{xr) =:(xz” cos xyz" - xy cos xy z}i +

2 2 2 2..
+ (x"y cos x"yz - yz" cos xyz')j +

+ (yzz coSs xyzz - xzzcos xzyz) k.
6.14, div v(x) = 1 + 1 + 1 r
—'= X Ty A
IS N RO R IO R
rot_\g(g)——(Y+Z)_1_—(X+Z);L_—(x y)i-

- du . du Ju

6.15. div grad u = ¢ VYu =9V (i — t )l —+tK ——)-
X oy Jz

=(i_@_+li+ki)(£@_ ?_E.}.}SQ.E)_
~ Ox y dz  Ox Pz

2
gﬁ-= ye® &+ &%, 9% _ ye¥,
x Ix
du X 3 9%y
U X, g3, g1 .o,
2
2y g
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Z 4 3yz

2 9% _
922

Ezeket helyettesitve kapjuk, hogy

A
’ = xe” + 6yz.

Au = div grad u = yex + xe? s 6yz.

Auo = div grad u, = 2 - 12 =
, _ _ o 3 2
div v(r}) = 9vir) 3x (x 2yx”})
9 _ -
+§;(z Xyz) =
= 3x" + 2xy + 2z - Xy =
. " 2
= v = =
grad div v{r) Y (Y uvir) 5% (3x
?d 2
—~  (3x
Y
D,

grad div v(r)

+ 5;' (3x2 FXY + 22

'k

+ Xy + 2z.

+ Xy + 2z) i +

+ 2xy + 22)]) +

= (6x + y)i + %] + 2 k.

rot{rot v{r) = YXA(¥xvir).
i b} k
() 2 9
rot v({r) = - N —
- = Dx v Pz
oYZ zX XY |,
rot vi(r) = ix (e*¥ - %%y iy (eyz - ey 4
+ kz (e*F - &Y%y,
i i k
Yxrotv(r) = 9 2 jl
ox oY oz
x (e e%¥) y(eyz—exy) é(ezx—eyz)
Vxrotv(r) = —_i_(z2 + y2)eyz - j_(x2 + zz)eZX -

- ﬁ(y2 + xz)exy.
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6.18. grad £2 = grad(x2 + y2 + 22) = 2x i + 2y ] + 2z k.

div grad r2 =V 2r = 2 + 2 + 2 = 6.

6.19. 0.
6.20. -2
||
6.21. O.
6.22. O.
6.23. 2_ |
Iz’
2
6.24. .
B
6.25. 1,
|z|?
ol
6.26. : (2 + x +y + 2).
Izl

6.29, (x2y2'+ yziz + xzzz)exyz.

6.30. (2 - x2y2 - x2y2) sin yz.

7. Gdrbementi és feliileti integralok atalakitasa

I = j}}f (x2 + y2 + zz)dV

(V)

7.01. Az

- 184 -



harmas inegralt alkalmasan megvalasztott v = v(r)
vektor-vektorfiiggvény segitségével felulet1 lntegral-
ra redukdlhatjuk.

Tekintsik ugyanis a

(x) = £2 xr = X£2 i+ yr” 3+ zgz k
e
X b4 Z

vektor-vektorfiiggvényt, ahol

2 2 2 2
r® = x" + ¥y o+ 2.

Szadmitsuk ki a parcidlis derivéltakat:

_a_.x = -Q— (rzx) = 9—-—£ X + £2 -—d—)s = 2x2 +. £2'
ax  Ox ox S dx. :
9_;!_ = ;a_. (rzy) = g_r. v o+ £2 gy_ = 2y2 + _1_‘2,
2y vy 2y dy.

ELE = jl (r z) = a£=z + r2 dz 222 £2.
2z 9z Dz dz :

Ezek felhaszndldsaval

div (vi{r) ;?—*+ QE_+ QE = 2(X2 + y2-+ z?) + 3 52,
Ix Yy 9=z :
- div (v(x) = 5 £2, : B
fﬂ div (v{r)} av = ff] aiv(|rl|z) av = 5 [[/52 av =
(V) (v) ' W
=5 j]f (x2 + y2 + zz-) av.
(V)

Ez a gOmb polarls nyomatekanak az 5-szdrdse. A Gauss-
Osztrogradszkii tétel értelmében. -
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Hf div(|e?|z)av = ﬁ lz1%c a F.

vy (F)

A v = wv{r) vektormezo a tér minden pontjdhoz a hely-
vektor 1ranyaval egyezd irdnyld vektort rendel. Ezen
vektor apgzolut értéke a helyvektor abszoliit értékének
kSbével egyenlo. Az origd centrumu R sugaru gomb
kifelé mutatd feliileti normdlisa minden pontban par-
huzamos a helyvektor egységvektordval, tehat az

2 2 .
r“r vektormezével azonos irdnyli. A v = r'r vektor-

r N .

mez8 és az —— . feliileti normdlis skalaris szorza-
[x

tat képezve, a keresett feliileti integrdal:

Sﬁ& F='§}g|;_|3d§.
2 ,

{F)
Az integridlést a R sugafu gbmbfeliiletre képezzik.
A helyvektor abszolut értéke a gémb feluleten R,

= h»”

tehdt |[x| = R = const,,3sidigy

S@g R® aF = R3 Sﬁg aF

(F) ’ {F)

n
-
"

Ezen egyenl6éég jobb oldaldn 4116 felililleti integral
nem mas, mint az R, sugaru gdmb felszine, tehét

51 =18 * 4R, I=%R53T.

Ugyanezt kapjuk akkor is, ha egyszerllen {a képlet
alapjan) szamitjuk a v = vi(xr(y, tP} vektormezdének

a gombfeluletre vonatkozdé feluletl integrdljét, vagy- -
is kiszamitjuk a

2T .“

f j Tv(r(u- LP))E_D (¥, P) r\P(l} ¢y avay
$=0 V=~ 5

kettds integrilt.
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7.02. Szadmitjuk a vektor divergenciajat
div v(r} = ¥V [(—x2+ y + 2)i + (x - y2 + z)j +

(x + vy —22)5]=

+
= gi (—x2 +:Y + 2) + g% (x - yz + z) +
L x sy -2,
oz
div v(r) = - 2x - 2y - 2z.

Ezek utidn szamitjuk az

f[{ div v(r) adv = ii'g dg‘

(F) (F)

egyenldség bal oldaldn 1év8 hirmas integrdlt.

2
-
-x° - zxy -
0 .
2 2
[ J {-4 - 4y - 4z}dydz =
0

(-2x - 2y - 2z)dx dy dz =

O N
Qb
O
G

2

- 2xz] }dydz

C

2 2
2
= f [—4y - 2y° - dyz ] } dz =
0 0
2 2
=J' (-16 - 8z)dz = [—-162 - 422} =
0 0
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Az egyenldség masik oldaldn 1év8 feliileti integral
meghatdrozasdhoz ki kell szdmitani a feliileti integ-
rdlt mind a hat lapra. Szédmitjuk eldszdr az alabbi .-
dbrikon lathatd két lapra vonatkozd felilleti integ-
ralt.

z bz

7

45, Abra 46. abra
Az elsd Abran bevconalkdzott lapra:

x=2, 0%y <2, 0£z £2, dF = i dydz,
mert a lap kifelé mutatd feliileti normdlisénak egy-

ségvektora i.
Az els8 lapra a feliileti integral

2 2 ’
J] v i dy dz = J [ '(~4'+ vy + z) dy dz
- 00 ] P

(F)

2 ' 2
2 1.
=JT [:43{ + 15 + ZY ]}dz:sj{—iﬂ- 2 + 22) dz =
0 o]
2
2
= [-62 + z ] = =12 + 4 = -8.
O
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Az ezen lappal parhuzamos mésik lapra vonatkozo fe-
liileti integrdl szamitédsa.

X=0, 0£y£2, 0s&£z £2, dF = -i.
2 2 2 : "2
. 2
v(-1)dF = (-y - z)dydz = [_ )ZL - zy dz =
(F} 00 o} 0

2

= [ (-2 - 2z)dz = -8.-
(o]
A masik két lappa is -16, -16 adddik, tehit az
egyenloseg jobb oldaldn 1lévd feliileti 1ntegra1 érté-
ke szintén -48.

7.03. A Stokes-tétel szerint

[j rot v(r) 4F = _[ vir)dr

(F) (g9)

Itt g a feliiletdarabot hatirold vonal, azaz esetiink-
ben a haromszdg harom oldala, az F pedig a harom-
sz8g lap.

A vektormezd

vir) = (—i2+ y + z)i + (x - y2 + z)) + (x +y - zz)h.

Ennek roticidja

i i k
9 ? 9
rot y(r) = 5; 5;‘ o =
2 2 2
~X +y+2Z X-yY+Z X+y-2

i (1l - 1)-3 (L~ 1) +k (1L -1) = 0.

Ez azt jelenti, hogy az egyenloseg bal oldalédn 4116
feliileti integral értéke O, mert az 1ntegralando
fliggvény azonosan nulla.
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Az egyenloseg ]Obb oldaldn 4114 gbrbement i integréal
hdrom részbdl tevédik Ossze.

Szémitjuk eldszdr a (0,0,{5), (V;, 0,0} pontokat
8sszekdtd egyenes szakaszra vonatkozd gdrbementi in-
tegrdl értékét. Ezen egyenes szakasz paraméteres
egyenletrendszere:

x= t, y=0, z=-t + 2, o £t &2,

Innen adédik, hogy r(t} = i ~ k, tehdt a vonalinteg-
ral

2
J ((-—t2 -t + 231+ (L -t + 2)] +
o :

ot (-t + 2)2)5} (i - k) dt =

2 2
=f[—t2 CE 42 -t +(~t + 2)2 ]dt = [ (-6t + 6)dt =
o o

.
- [~ 3t? 4 6t] = -12 + 12 = O.

8]
Ugyanlgy addédiky hogy a mésik két egyenesre vonatko -

z4 vonallntegral értéke is nulla., Tehit az egyenloseg
jobb oldaldn 4116 vonalintegral’ értéke szintén nulla.

7.04. A gdmbfeliilet vektoregyenlete
r(%,Y) = i 2cosVcosP+ j 2 cosV¥sinf + k 2 sinV

A kiszdmitandd integrél:

¥

. 2T
H v(r) dF = [ J z(gw,tp);l,w.q’)gw»fmv ag.
(F) Y 2o v=_g
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A fellileti normdlis

r ('U‘,‘{)) X ("} ‘]0) =

i i : k
= -2 sint cosy -2 sinV siny 2 cosi# =

-2 cosV sint{l 2 cosucos&]ﬂ 0

= -1i4 coszu cosy- j 4 coszu Sinso'- k 4°sin cosh

Errél ldthatd, hogy ez .a normalis befelé mutat, mert
v, és g  helyébe tetszdleges értéket helyettesitve
a (%) paraméteril pontbdl kiinduléd ri‘x ‘r‘F vektor

az origd felé mutat. 2 v = v(r) = v(x,y,z) fligg-
vénybe az X, vy, Z helyebe a gomb egyenletrendszeré-
b8l vett értékeket helyettesitve kapjuk:

vz () r (9) rq;(v‘- M) = (2 cosVcosy- 4 sihlﬂ)
(- 4 cos 1} cos!.[)) + {4 cosV¥ cos(p+ 2 cos?ﬁslntp)
{-4 cos 1}51n(,p)+ (2 costt cosLP—
-'2 cosVsiny + 2 sinv){-4 sinv-cosv).

’

Ezt a kifejezést rendezve és beirva az integril kép-
letébe a kdvetkezd adddik:

290 X

F

zd_F.=J (-8
T
2

(F) ¢ =0 w2

cos3U¢— 8 .sin3u cosib -

- 8 siny coszv cos&P— 1i6 cos31} cosy sinsl)a-

+ B sin7 COSzT} sinff) a¥) ay.

Az utolsd harom tag 1ntegralja zérus. Ugyanis, ha
eld8szor \_p szerint integrdlunk
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207 2T 27 .
J siny ap-=o, J.cosw d? = 0O, f sin{ cosy d¢ = O.
0 : o] 0

Ezet felhaszndlva a felilleti integrdl az alabbi mddon
egyszeriisddik.

#z(;)dﬁ

(F})

-2 | (8 coszl?+ 8 sinzmﬁcosu)d1$=

|

-16 cosy® dvr= - 32F .

=
ol

01djuk meg a feladatot a Gauss-tétel segitségével

lo Rl

div v(r) {x - 22) + g% (Zx + ¥) #

-+

(x -y + 2) = 3.

J[( div v(r) av = [[ 3 av = 327 .

V) (V)

@D
N

Mivel a Gauss-tétel kifeld mutatd feliileti normdlis
mellett szdmitja a feliileti integrdlt, azért - hogy
eredményfink befelé mutaté feliileti noemdlis esetén
adja a keresett integrdlt -, az eredményt (-1)-gyel
szorozni kell. Igy a kétféleképen szdmitott eredmény
egymdssal egyezd.

Felirjuk a m@tszésvonalrparaméteres egyenletréndsze—
rét, Legyen a t paraméter a gbrbe valamely P
pontja x,y sikon 1év8 @ vetiiletéhez tartozd po-

larszdg. Az x2 + y2 = 4 kOr paraméteres egyenlet-

rendszere:
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x = 2 cost, y = 2 sint,
Ehhez hozzévessziik még a
z = Xy = 4 cost sint

egyenletet, s kapjuk a térgdrbe egyenletrendszeret
Vektoregyenlete pedig a kovetkezo

r{t) =i 2 cost + jJ 2 sint + k 4 sint cqst}

Ezek utdn a kérdéses vonalintegral:

2 _ | 2T

_f vir(t)) £(t) at = [ [(2 cost - 2 sint)

50—
f<
Q
R
1}

(g9) o - o
(-2 sint) +
+ (2 cost + 2 sint) 2 cost &+ 4 cost sint ~
(4 coszt - 4 sinzt) ] at =
27T

J (-4 sint cost + 4 sinzt + 4 coszt +

o
+ 4 sint cost - 16 cos3t sint -
16 sin’t cost) at =
20

j (4 + 16 cos>t sint - 16 sin> cost) dat =

|
P
[n
I
)
(=2}

A feladat megoldisa Stokes-tétellel.
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i i k
N Kl 9 N .
rotiz(z) = | 3% dy Bz |=¥&-v1+ 2.

X -y X+y xy

Aifeiﬁlet_paraméterés egyénletrendszere, ha x-et é&s
y-t vélaszﬁﬁukypanaﬁébennEk :

_ X = X, Y =¥, z = Xy.
Az integrdldsi tartomdny a kdr belseje. Mivel a fe-
lileti normdlis n = -pi - gj + k, jelen esetben pe-
dig n = ~-yi - xj + k.. Az integrandus pedig

rot v(x) « r = - xy + xy + 2 = 2,

A kérdéses integrdl teh4t a kdvetkezd

J] rot v(r)dr = '[{ 2 axdy = 2 - 47- 8f.,

F (F)

mert a kdr terililetén integrdlva a =z = 1 fﬁggvényt,-

eredményiil a kdr teriiletét kapjuk.

247,

Felfelé mutats feliileti normilis esetén -47 ,
207 . |
o .

451,.‘
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8. Néhadny kdvetkezmény

8.01. Mivel konzervativ erdtér barmely zArtgSrbére vonatko-
z4 integrilja nulla, és a Stokes-tétel értelmében a
v = v{r) vektormezd { esetiinkben erdtér) tetszdleges
zartgdrbére vonatkozd vonalintegrdlja nulla, ha a
vektormezd rotdcidja nulla, azért azt, hogy a vektor-

mez$ potencidlos-e, a rot v{r) = 0 egyenldség tel-
jeslilés Adnti el.
Esetiinkben
i i k
) P 2 =
rot vir) = ox 9y . oz
2xy-z2-yz x2+zl-xz 2yZ-2XZ-Xy

iftez -0 - (22 - 0] -3 [(-2z - 9 -
- -2z - y)] + '
+k [(2x - 2) - (2% - z)] = o.
Ez azt jelenti, hogy;a_vektormezé potencidlos.
Hatarozzuk meg a vektormez8 potenciiljit vonalinteg-

rallal. A rbgzitett A pont legyen az origd, s a
47. &bran lathatd t6rtvonalra.integréljunk,
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B
. 2 2 .
J [(2 XY -2 - yz)i + (x7 + 27 - xz2)] +
A
+ (2yz - 2xz ~ XYy) 5} r dt.

Agl gbrbe mentén’ . valasszuk paraméternek az x-et,

Ekkor 9y egyenletrendszere

X = t, y =0, z =20, r=1i.

A hatidrok: O£ t £ x,

X
f O dat
0

A g, gdérbe mentén vdlasztjuk pataméternek a vy-t.

A vonalintegral

1
O

Ekkor g, egyenletrendszere:
X = X, y = t, z = 0, r=73.
A hatdrok: O = t é'y.

A vonalintegrdl

Yy Y )
{ x2 at = {xzt] ='x2y.

0 : 0

A g, gbrbe mentén legyen =z a paraméter. Ekkor a
93 egyenletrendszerey ' ’

X = X, ¥ = ¥, z = t, r = K.

A hatarok: O
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A vonalintegrdl:

z 2
: t2 .
E (2yt - 2xt - xy)dt = [{Zy - 2x)5— - xyt)] =
o 0
= y22 - xz? - XYZ.

A potencidlfiiggvény: -

(x,v,2)
ulx,y,z) = v(r) dr = x2y + yz2 _ xz2 - XYZ.

{0,0,0) -

HatArozzuk most meg az u = u({x,y,z) éoten01élfﬁgg—
vényt teljes differencidl 1ntegra1asaval is.
Mivel tudjuk, hogy

%)

du = 2Xy - Z - Y2, 5. = x% + y% - xz,
dx Ay

a—L1-= 2yz - 2X2 - XY,

oz

dulx,y,z i [ :
u(x,y,z) =Jl—i—lli—l dx + Ci{x,y) =|(2xy - 22 - yz)dx
o x
oo+ Cly,z) =

= xzy - x22 - X¥z + C(j,z). '
Ha az ilymédon kapott fiiggvényt x szerint derivil-
juk, akkor ladthatd, hogy valdban Qﬁ -et kapunk. Az

) : ox

"4llandd™ itt y-tél és =z-t81 is' fiigghet, hiszen
x-et nem tartalmazé tagok x sSzerinti derivaltja
zérus. : ,
Derivédljuk az ily médon kapott fliggvényt y szerint.

gﬂ = x2 - xﬁ + QQLILZl
dy 2y

Ennek a @g; ismert értékével kell egyenlének lenni,
dy
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vagyis

X 2 _ Xz + gEiXLEl ='x2 + 22 - X%, -

dy

ahonnan

2Cc{y,z) - 2
ay

Masrészt
Cly,2) =J,§—c dy + K{2) =]z2 dy + K(z).
y .

Visszahelyettesitve Cly,z)-t az ul{x,vy,z) képletébe

u({x,y,z) = x2y - xz2 + y22 - %xyz + K{z)

Derivaljuk mindkét oldalt =z . szerint

QELﬁiXLEl = -2XZ + 2XZ -~ XYy +§5L5l .
dz - dz

9 oy .
Ennek ‘53 megadott értékével kell egvenldnek lennie
-4

.=2XZ + 2yZ - Xy + dr

az 2 y2 - 2 Xz - XY,
azaz
R(z) _ o, * x(z) = c,,
dz
tehat

. \ 2 2 2
ulx,y,2) X7y - x2° + yz© - xyz + C .

Ez az eredmény megegyez1k az elso mddszerrel kapott
eredménnyel. :

ul{x,y;2z) = eX¥2
. x2
ul(x,y,z) ?“—_?1_5 .
) 4 - z
ul{x,y,2z) = arc cos i .
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