Halénélkiili
médszerek,
MFS

Géspar Csaba

Parcialis differencialegyenletek megoldasa
halénélkili médszerekkel.
Az alapmegolddsok mddszere

Gaspar Csaba
Széchenyi Istvan Egyetem, ELTE
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Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Néhany numerikus mddszercsalad

Halénélkiili
mdédszerek,

Motivécis Elliptikus parcialis differencidlegyenletek néhany numerikus
megolddsi technikaja

m Véges differencia mddszerek
m Véges elem, véges térfogat mddszerek

m Perem-integralegyenlet médszer

m | Halonélkiili (racsnélkiili) médszerek

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges differencia modszerek

Halénélkiili
médszerek,

Példa: Au=f

Motivacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges differencia modszerek

Halénélkiili
médszerek,

Példa: Au=f

Motivacié

uny + uw + us + ug — 4duc
(Au)o =~ 2

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges differencia modszerek

Halénélkiili
médszerek,

Példa: Au=f

Motivacié

uy +uw +us +ug —4duc

(Au)c ~ I

fc

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges differencia modszerek

Halénélkiili
médszerek,

Motivacié

Numerikus jellemzok:
m Egyszeriiség
m A tartomany pereméhez nem jdl illeszkedik a racs
m Sok ismeretlen

m Nagyméretil, ritka matrix

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Példa: Au=f

Motivacié

Géspar Csaba

Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,

Példa: Au=f
Gyenge alak:

/Q (Au)vd9

Motivacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Példa: Au=f
Gyenge alak:

Motivacié

/(Au)de = —/(grad u) - (grad v) dQ) + / @v ar
Q Q r On

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Gaspér Csaba Példa AU — f
Gyenge alak:

Motivacié

/(Au)de = —/(grad u) - (grad v) dQ) + / @v ar
Q Q r On

:/vadQ

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Géspar Csaba Példa: Au=f
Gyenge alak:

Motivacié

/(Au)de = —/(grad u) - (grad v) dQ) + / @v ar
Q Q r On

:/vadQ

—/(grad u) - (grad v) dQ = — —v dr -|-/ fvdQ
Q

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,

Numerikus jellemzdék:

Motivacié

Nem kell masodrendi derivaltakat kozeliteni

m A tartomany pereméhez nagyon jél illeszkedik az
elemrendszer

Sok ismeretlen

Nagyméretii, ritka matrix
A j6 halégeneralas NAGYON NAGY PROBLEMA!

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Géspar Csaba

Motivacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Véges elem mddszerek

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Motivacié

Géspar Csaba

Halénélkiili médszerek, MFS



Perem-integralegyenlet mdodszer

Halénélkiili 2/
médszerek, Pelda: A’U, = f

Motivacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Perem-integralegyenlet mdodszer

Halénélkiili 7

médszerek, Pelda: A’U, = f
MFS

A 3. Green-formula szerint minden belsé z € ) pontban:

Gaspar Csaba

Motivacié

u(z) = = § K(z)ulw) &by = § 8 =) G (o) dUy+

+ / B(z — )/ (y) d

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Perem-integralegyenlet mdodszer

Halénélkiili 7

médszerek, Pelda: A’U, = f
MFS

A 3. Green-formula szerint minden belsé z € ) pontban:

Gaspar Csaba

Motivacié

u(z) = = § K(z)ulw) &by = § 8 =) G (o) dUy+

+ / B(z — )/ (y) d

ahol K(z,y) := 5 -

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Perem-integralegyenlet mdodszer

Halénélkiili 7

médszerek, Pelda: A’U, = f
MFS

A 3. Green-formula szerint minden belsé z € ) pontban:

Gaspar Csaba

Motivacié

u(z) = = § K(z)ulw) &by = § 8 =) G (o) dUy+

+ / B(z — )/ (y) d

ahol K(z,y) i= o - F=0, @(2) == 5 - log 2|,

A perem-intergralegyenlet médszer alapotlete

Legyen x egy perempont; z — x mellett kiszamitjuk mindkét
oldal limeszét, igy egy integralegyenletet kapunk, melyben az
ismeretlen fiiggvények csak a peremen értelmezettek.

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Perem-integralegyenlet mdodszer

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Géspar Csaba

Numerikus jellemzok:

Motivacié

m | Csak a peremet kell diszkretizalni, a tartomanyt nem

m A tartomany pereméhez idedlisan illeszkedik a
diszkretizacié

m Kevésszdmu ismeretlen

m Nemszimmetrikus, teljesen kitoltott, rosszul kondiciondlt
matrix

m Mérsékelt miiveletigény

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Racsnélkiili (halénélkiili) médszerek

Halénélkiili
médszerek,

MFS Cél: Elkeriilni az elemstruktira (racsstruktrira)
hasznalatat mind a tartomanyban, mind a peremen.

Motivacié

Halé-alapi vs. hdlénélkiili médszerek:

4‘5:"354\
lh')ﬁ% "4/
VAU

="

Perem tipusti mdédszerek

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Racsnélkiili (halénélkiili) médszerek

Halénélkiili
médszerek,

MFS Cél: Elkeriilni az elemstruktira (racsstruktrira)
hasznalatat mind a tartomanyban, mind a peremen.

Motivacié

Halé-alapi vs. hdlénélkiili médszerek:

ok 3
DO
VAU

A

Perem tipusti mdédszerek

Az alapmegolddsok mddszere halénélkiili ES perem-tipusu.

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

Halénélkiili
médszerek,

MFS
Au=0 Q-ban, ulr, = uo, 8—|pN:v0
n

Géspar Csaba

Az alap-
megoldasok
médszere

Iy

Kevert peremfeltételek

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

Halénélkiili
médszerek,

megoldasok

médszere

°
r
00°N.

Kilsé forraspontok

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

Halénélkiili
médszerek,

ou
Au=0 Q-ban, ulr, = uo, 8—nh“N =1
N
melgoldésok u(:f) = Z OZ](P(:L‘ - i‘])? @(.’L‘) = log H:E”
médszere le
e © o
[ ] o
[ ]
[}
[ ]
[ ]
® o rN.

perem-kollokdciés pontok: Dirichlet, Neumann

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

Halonélkiili

médszerek,
MFS ou

Gaspar Csaba AU/ = O Q_ban7 u‘FD = uO’ %’FN = Yo
N

A, u(z) =Y a;®(x— i),  |®(x)=Ilog|ll|

médszere j*l

A peremfeltételek kikényszeritése:

N
Zajfb(xk — .i‘j) = uo(mk) (:Ek S FD)
j=1
N
0P -
> 5 (T = Z;) = vo(xi) (zx € T'n)
=1 O

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Halénélkiili
médszerek,
MFS

Az alap-
megoldasok
médszere

Az alapmegolddsok mddszere

Numerikus jellemzok:

m valédi halénélkuli médszer

m egyszerii, konnyen programozhaté

Géspar Csaba

ili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

ELSTIT Numerikus jellemzok:

médszerek,
MFS

valédi halénélkili médszer

Az alap- kivalé pontossdg

megoldasok
médszere

u
m egyszerii, konnyen programozhaté
u
u

a forraspontok helyzeteinek meghatarozasa nehezen
automatizédlhaté

nemszimmetrikus és teljesen kitoltott matrix

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

ELSTIT Numerikus jellemzok:

modszerek,
MFS Ve - Ve Ve Ve g Ve
valddi halénélkuli médszer

egyszer(, konnyen programozhaté

megoldasok
médszere

u
u

vz el m kivdlé pontossag
u

a forraspontok helyzeteinek meghatarozasa nehezen
automatizédlhaté

m nemszimmetrikus és teljesen kitoltott matrix

m rendkiviil rosszul kondicionalt rendszer (ha a
forrdspontok til messze vannak a peremtdl)

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

ELSTIT Numerikus jellemzok:

médszerek,
MFS

valédi halénélkili médszer
egyszer(, konnyen programozhaté

Az alap- kivalé pontossdg

megoldasok
médszere

| |
| |
| |
m a forraspontok helyzeteinek meghatirozasa nehezen

automatizalhatd

m nemszimmetrikus és teljesen kitoltott matrix

m rendkiviil rosszul kondicionalt rendszer (ha a
forrdspontok til messze vannak a peremtdl)

m numerikus szingularitdsok megjelenése (ha a

forraspontok tul kozel vannak a peremhez)

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Az alapmegolddsok mddszere

ELSTIT Numerikus jellemzok:

médszerek,
MFS

valédi halénélkili médszer
egyszer(, konnyen programozhaté

Az alap- kivalé pontossdg

megoldasok
médszere

| |
| |
| |
m a forraspontok helyzeteinek meghatirozasa nehezen

automatizalhatd

m nemszimmetrikus és teljesen kitoltott matrix

m rendkiviil rosszul kondicionalt rendszer (ha a
forrdspontok til messze vannak a peremtdl)

m numerikus szingularitdsok megjelenése (ha a
forraspontok tul kozel vannak a peremhez)

az alapmegoldast explicite ismerni kell

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



MFS, példa: pontossdg

Halonélkiili

el Tesztmegoldas: ’u(m, y) = cosmx - sinh ﬂy‘ az egységkorben
MES Relativ Lo-hibak (tiszta Dirichlet-peremfeltétel mellett)
N: a perem-kollokaciés pontok szdma
d: a peremtdl mért tavolsag

Az alap-
megoldasok

médszere Relative errors

Géspar Csaba



MFS, példa: kondicionaltsag

Halonélkiili

el Tesztmegoldas: ’u(m, y) = cosmx - sinh ﬂy‘ az egységkorben
MES Kondiciészamok (tiszta Dirichlet-peremfeltétel mellett)
N: a perem-kollokaciés pontok szdma
d: a peremtdl mért tavolsag

Az alap-
megoldasok

médszere Condition numbers

Géspar Csaba



MFS, példa: numerikus szingularitasok

Halénélkiili

médszerek,
MFS % Z -

Tesztmegoldas: |u(z,y) = y | az egységkorben

A forraspontok tul kozel vannak a peremhez

Csaba

megoldasok
médszere

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Regularizalas

At Tegyiik fel, hogy a forrds- és a perem-kollokaciés pontok

médszerek,
MFS egybeesnek. (Ez szingularitasokat eredményez.)

Gaspar Csaba

Cél: az alapmegoldas okozta szingularitas eIkeriiIése‘

Regularizalds csonkitdssal (¢ > 0 adott skalazé faktor):

1
Regularizalés b 1Og(C7“) hacr>1

O(r) =
0 haer <1

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek,



Regularizalds, példa

Halénélkiili
e Tesztmegoldas: ’u(m, y) = cosx - sinh wy | az egységkorben
Relativ Lo-hibdk

(csonkitas, optimélis skaldzé faktor, tiszta
Dirichlet-peremfeltétel)

Regularizélas Relatve errors

ili médszerek, MFS



Regularizalds, példa

Halénélkiili
médszerek,

MFS Tesztmegoldas: ’u(m, y) = cosx - sinh wy | az egységkorben

Kondiciészdmok
(csonkitas, optimélis skaldzé faktor, tiszta
Dirichlet-peremfeltétel)

Regularizalas Condition numbers

ili médszerek, MFS



Regularizalds, tovdbbi lehetoségek

Halénélkilli ‘Cél: az alapmegoldds okozta szingularitas eIkerijIése‘

médszerek,
MFS

Egyenesszakaszokra koncentrdlt alapmegoldasok hasznélata:

r1+re+ \/m
P;(x) :=log (a ) ,

Regularizélas

Géspar Csaba a6 ili médszerek, MFS



Regularizalds, tovdbbi lehetoségek

ALY ‘Cél: az alapmegoldds okozta szingularitas elkertilése

médszerek,
MFS

Negyedrend(i parcidlis differencidloperator hasznalata:
Al — C%A):

B(r) := %(Ko(cr) + log(er))

Regularizélas

Ky: harmadfajd médositott Bessel-fuggvény



Regularizalds, 3D problémak

Halénélkiili
médszerek,
MFS 1

= Ircllz]]

Alapmegoldés: ®(z)

Géspar Csaba

Regularizélas

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Regularizalds, 3D problémak

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Alapmegoldéds: ®(z) = m

Géspar Csaba
Csonkitott alapmegoldds:
1

— hac- >1
dm-c- ||| 2 flell 2

Regularizalas [} ((L‘ =
1
A7’

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Regularizalds, 3D problémak

Halénélkiili
médszerek,
MFS

‘. _ 1

Gaspér Csaba Alapmeg0|das. (b(':v) B 47I'~C'||IH

Csonkitott alapmegoldds:
1

— hac- >1
dm-c- ||| 2 flell 2

Regularizalas [} ((L‘ =
1
A7’
1

Negyedrendii differencidloperdtor alapmegolddsa A(/ — ZA):

1 e—cllxl| 1
b(z)= — - [ — =
)= ( EIE

hac-||z|]| <1

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Regularizalds, 3D problémak

Halénélkiili
médszerek,

Korlemezre koncentrdlt alapmegoldas:

2
®(x,y, z) := —arcsin

a
Regularizélas T \/22 + (’f‘ = %)2 -+ \/z2 —+ (7” S %)2
o= /AP

® azonosan 1 az xy-sikon levo
{(:Jc,y,z) e %, z = ()} korlemezen, kiviil pedig
harmonikus.

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalas

Halénélkiili
médszerek,
MFS

A regularizalas jol mikodik tiszta Dirichlet-problémaknal...

Deszingularizalas

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Deszingularizalas

Halénélkiili
médszerek,

A regularizalds j6l miikodik tiszta Dirichlet-problémaknal...

peddaad ... de nem miikodik Neumann- és kevert peremfeltétel
esetében. (Ekkor erésebb szingularitas Iép fel.)

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Halénélkiili
médszerek,

Deszingularizalas

Deszingularizalas

Hogyan lehet elkeriilni az alapmegoldas normalis iranyu
derivaltja okozta szingularitasokat?

N ou N o
w(z) =) a;d(x — ), 7, %) = Zaj%(l“—l“j)
=1 =
N N
Z a;Ag; = up(xy), Z a;jByj = vo(xy)
j=1 j=1

Akj = (f[)(xk — .CCj),

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Halénélkiili
médszerek,

Deszingularizalas

Deszingularizalas

Hogyan lehet elkeriilni az alapmegoldas normalis iranyu
derivaltja okozta szingularitasokat?

N ou N o
w(z) =) a;d(x — ), 7, %) = Zag‘%(ﬁ—%‘)
=1 =
N N
Z a;Ag; = up(xy), Z a;jByj = vo(xy)
j=1 j=1

Akj = (f[)(xk — .CCj),

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalas

Halonélkiili

modszerek, A B matrixnak csak a diagonalelemeit kell megfeleléen
MFS 7 .
meghatdrozni.

Deszingularizalas

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Deszingularizalas

Halonélkiili

modszerek, A B matrixnak csak a diagonalelemeit kell megfeleléen
MES meghatdrozni.

Segéd-probléma ismert megoldassal (tiszta

Dirichlet-peremfeltétellel):

Csaba

Aw =0, wlp = wo

Deszingularizalas

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalas

Halonélkiili

modszerek, A B matrixnak csak a diagonalelemeit kell megfeleléen
MES meghatdrozni.

Segéd-probléma ismert megoldassal (tiszta

Dirichlet-peremfeltétellel):

Csaba

Aw =0, wlp = wo

Deszingularizalas

N

w(z) =Y B;®(z — )

=1

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalas

Halonélkiili

médszerek, A B matrixnak csak a diagonalelemeit kell megfelelen
meghatdrozni.

Segéd-probléma ismert megoldassal (tiszta
Dirichlet-peremfeltétellel):

Aw =0, wlp = wo

Deszingularizalas

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalas, egy 2D példa

Halénélkiili
mdédszerek,

DES Tesztmegoldas: ’u(m, y) = cosx - sinh 7ry‘ az egységkorben

Gaspar Csaba

Kevert peremfeltételek

[c\N] 16 | 32 | 64 | 128 | 256
8 17.09 [ 19.94 [ 32.00 | 17.55 | 17.42
16 3.230 | 9.406 | 9.632 | 10.05 | 8.892
32 22.23 | 0.330 | 4.805 | 4.832 | 4.599
64 41.76 | 9.973 | 0.040 | 2.415 | 2.418
128 | 61.28 | 19.67 | 4.873 | 0.005 | 1.209
256 | 80.79 | 29.37 | 9.726 | 2.425 | 6.2E-4

MFS csonkitdssal, relativ Lo-hibdk (%)

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Ikiili médszerek, MFS

6nél

Hal

4spar Csab:

G
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Ikiili

Haléné
médszerek,
Deszingularizalas




Deszingularizalads, egy 3D példa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Deszingularizalas

Laplace-egyenlet kevert peremfeltételekkel

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalads, egy 3D példa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Deszingularizalas

Laplace-egyenlet kevert peremfeltételekkel

Tesztmegoldas: |u(z,y, 2) = 22 + 2% — 2y?

Géspar Csaba 3l6nélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalads, egy 3D példa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Deszingularizalas

Laplace-egyenlet kevert peremfeltételekkel

Tesztmegoldas: |u(z,y, 2) = 22 + 2% — 2y?

3318 nem egybevigd haromszog; stlypontok:
perem-kollokaciés pontok

Géspar Csaba 3l6nélkiili médszerek, MFS



Deszingularizalads, egy 3D példa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Deszingularizalas

Laplace-egyenlet kevert peremfeltételekkel

Tesztmegoldas: |u(z,y, 2) = 22 + 2% — 2y?

3318 nem egybevigd haromszog; stlypontok:
perem-kollokaciés pontok

Géspar Csaba



Deszingularizalads, egy 3D példa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

aba

Deszingularizalas

Relativ Lo-hibdk (%) a peremen és a kondiciészamok

IE | 125 | 150 [ 1.75 | 2.00
Relativ Lp-hibdk (%) | 0.3559 | 0.2460 | 0.2284 | 0.4846
Kondiciészamok 5.8E+5 | 289.8 | 363.7 | 722.0

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS




MFS dipdlusokkal

Aeferclltgt Monopédlusok helyett dipdlusokat hasznalva:

médszerek,
MFS

MFS
diplusokkal

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



MFS dipdlusokkal

Aeferclltgt Monopédlusok helyett dipdlusokat hasznalva:

médszerek,

MFS
diplusokkal

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



MFS dipdlusokkal

Aeferclltgt Monopédlusok helyett dipdlusokat hasznalva:

médszerek,
MFS

Gaspar Csaba

MFS
diplusokkal

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



MFS dipdlusokkal

Halénélkiili o , /
modszerek, A diagonilelemeket meghatarozva:
MFS

Ckr = Big

QQ-ra egy hasonlé deszingularizaciét alkalmazunk, mint B-re.

MFS
diplusokkal

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Halénélkiili
médszerek,
MFS

MFS
diplusokkal

MFS dipdlusokkal

A diagonalelemeket meghatarozva:
Ckk = Bk
QQ-ra egy hasonlé deszingularizaciét alkalmazunk, mint B-re.

Numerikus jellemzék:

m jol vagy mérsékelten rosszul kondiciondlt
egyenletrendszerek

m elfogadhaté pontossag

m monopdlusok haszndlata: kiilonosen Neumann-problémak
esetén el6nyos

m dipdlusok haszndlata: kiilonosen Dirichlet-problémak
esetén elényos

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Deszingularizalas egyszeriibben

Halénélkiili
médszerek,

Cél: az MFS kombindlasa klasszikus véges differencids sémakkal.

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

sy el 1. séma (egyrétegi, elsérendii):

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa

Halonélkiili
médszerek,

MFS 7 e 7 ” 7 ”
2. séma (kétrétegii, masodrendii):

Géspar Csaba

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa

Halénélkiili
médszerek,

MFS 3. séma (egyrétegli, masodrendii):

Géspar Csaba

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa

Halénélkiili
médszerek,

MFS 3. séma (egyrétegli, masodrendii):

Géspar Csaba

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa

Halénélkiili
médszerek,

MFS 3. séma (egyrétegli, masodrendii):

Géspar Csaba

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa

Halénélkiili
médszerek,
A7 3. séma (egyrétegli, masodrendii):

Géspar Csaba

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



FDM-MFS sémak Neumann-peremnél

Halénélkiili
médszerek,

1. séma (egyrétegii, elsérendi):

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



FDM-MFS sémak Neumann-peremnél

Halénélkiili B . j "
médszerek 2. séma (kétrétegli, masodrendii):

Géspar Csaba I?I

MFS-FDM

ia'g@(xk —xj) —49(Tp — xj) + D(T) — ;)
J

26

J=1

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



FDM-MFS sémak Neumann-peremnél

Halonélkiili

R — 3. séma (egyrétegli, masodrendii):

MFS-FDM

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Egy numerikus példa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Tesztmegoldas: ‘u(:r, y) = cos T - sinh ﬂy‘ az egységkorben

r Csaba

(Neumann-peremfeltétel mellett).

[ N [ 16 [ 32 [ 64 [ 128 | 256 |
1. séma:
Relativ La-hiba 62.84 26.16 12.09 5.839 2.889
Kondiciészadm 27.44 68.05 162.6 378.4 863.0
2. séma:
Il Relativ L2-hiba 22.36 5.603 1.528 0.4537 0.1860
Kondiciészam 19.51 48.71 116.7 271.9 620.5
3. séma:
Relativ La-hiba 33.54 6.676 1.659 0.4481 0.1465
Kondiciészdm 23.68 57.67 137.2 318.8 726.7

Relativ La-hibdk (%) és a megfelelé kondiciészamok az 1., 2., 3. séma esetében.

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Osszefoglalas

Halénélkiili
médszerek,
MFS

m Az MFS eredeti formdja silyosan rosszul kondiciondlt
egyenletrendszerre vezet

m Regularizalt alapmegoldds hasznalata
m A regularizdlds nem miikodik Neumann-peremfeltételre
m Megoldds: deszingularizalds, vagy...

ésszefogla\és

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



Osszefoglalas

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Az MFS eredeti formdja stlyosan rosszul kondicionalt
egyenletrendszerre vezet

Regularizalt alapmegoldas haszndlata

A regularizilds nem miikodik Neumann-peremfeltételre

Megoldas: deszingularizalds, vagy...

ésszefogla\és

...az MFS kombinaldsa klasszikus FDM-sémakkal
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Osszefoglalas

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Az MFS eredeti formdja sulyosan rosszul kondicionalt
egyenletrendszerre vezet

Regularizalt alapmegoldas haszndlata

A regularizilds nem miikodik Neumann-peremfeltételre

Megoldas: deszingularizalds, vagy...

ésszefogla\és

m ...az MFS kombinaldsa klasszikus FDM-sémakkal

m Elfogadhaté pontossag

Mérsékelten rosszul kondicionalt egyenletrendszerek

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



A mdédszer kiterjesztése inhomogén problémakra

Halonélkiili

aScezelet A megoldandd probléma most legyen egy Poisson-egyenlet

Au=f Q-ban, ulr, = uo,

A partikularis
megoldasok
médszere

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A mdédszer kiterjesztése inhomogén problémakra

Halonélkiili

aScezelet A megoldandd probléma most legyen egy Poisson-egyenlet

Au=f Q-ban, ulr, = uo,

Keressiik a megoldast u = up + ug alakban, ahol Aup = f
Q-ban (partikuldris megoldds; nincs peremfeltétel eléirva) J

A partikularis
megoldasok
médszere

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A mdédszer kiterjesztése inhomogén problémakra

Halonélkiili

aScezelet A megoldandd probléma most legyen egy Poisson-egyenlet

Gaspar

Au=f Q-ban, ulr, = uo,

Keressiik a megoldast u = up + ug alakban, ahol Aup = f
Q-ban (partikuldris megoldds; nincs peremfeltétel eléirva)

A partikularis
megolddsok

mitene Akkor a homogén megoldds egy Auy = 0 Laplace-egyenletet
kell, hogy kielégitsen, médositott peremfeltételekkel:

8UH 8Up
ug|r, = uo — up|rp,, 8_n|FN =g — 8_n|I‘N

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A mdédszer kiterjesztése inhomogén problémakra

Halénélkiili
médszerek,

A homogén megolddsban az alapmegolddasok mddszere
hasznélhaté....

A partikularis
megoldasok
médszere

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A mdédszer kiterjesztése inhomogén problémakra

Halénélkiili
médszerek,

A homogén megolddsban az alapmegolddasok mddszere
hasznalhaté....

Osszefoglals ... de hogyan konstrualjunk halémentesen partikularis
e megoldast?

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Szért alappontt interpolacié

Halénélkiili
médszerek,

Legyenek 1, o, ...,xx € R? adott pontok, fi, f2,...fn € R
adott szdmok. Keressiink olyan (minél simabb) fliggvényt,
melyre f(zx) = fi teljesiil minden k = 1,2, ..., N-re.

Szért alapponti
interpolacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Szért alappontt interpolacié

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Legyenek 1, o, ...,xx € R? adott pontok, fi, f2,...fn € R
adott szdmok. Keressiink olyan (minél simabb) fliggvényt,
melyre f(zx) = fi teljesiil minden k = 1,2, ..., N-re.

Gaspar Csaba

Shepard médszere

1
[l — 4|2

N
> fiwilx)
j=1
fl@) =—F———  aholwj(z):=
> wj(x)
j=1

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Shepard médszere

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Numerikus jellemzdk:

m egyszer(i; numerikusan stabil, mérsékelt miveletigényli

1 s

m vizszintes érintosikok az alappontokban

B mérsékelt pontossag

Példa: N := 100, xj-k véletlenszeriien elszérva az
egységnégyzetben. Rekonstrudlandé az f fliggvény az
alapponti értékeibdl, ahol f(z(M), z?) := sin 7z . sin 7).

Szért alapponti
interpolacié

Géspar Csaba 316 ili médszerek, MFS



A radidlis bazisfuggvények mddszere

Halénélkiili
médszerek,
MFS

A radidlis bazisfliggvények modszere

Gaspar Csaba

Legyen @ adott radidlis (gombszimmetrikus) fliggvény, és

N
f(@) =) a;®(z—=))
j=1

Szért alapponti
interpolacio

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A radidlis bazisfuggvények mddszere

Halénélkiili
médszerek,
MFS

A radidlis bazisfliggvények modszere

Gaspar Csaba

Legyen @ adott radidlis (gombszimmetrikus) fliggvény, és

N
f(@) =) a;®(z—=))
j=1

ahol az a priori ismeretlen o egyiitthaték az interpoldcids
egyenletrendszer megoldasabdl hatdrozhaték meg:

Szért alapponti
interpolacio

N
Zajq)(xk_wj):fk (k:1,2,...,N)
J=1

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A radidlis bazisfuggvények mddszere

Halénélkiili
mdédszerek,
MFS

GRS D szokdsos megvalasztasai:

MQ, Method of Multiquadrics:  ®(z) := /2 + ||z||?
Egy régebbi, egyszerliibb RBF:  ®(z) := 1+ ||z
TPS, Thin Plate Splines: ®(x) := ||z||? - log ||z|

. , 2 2
Szort alapponti Gauss-fiiggvények: ®(z) := e~ li=ll

interpolacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A radidlis bazisfuggvények mddszere

Halénélkiili
mdédszerek,
MFS

GRS D szokdsos megvalasztasai:

MQ, Method of Multiquadrics:  ®(z) := /2 + ||z||?
Egy régebbi, egyszerliibb RBF:  ®(z) := 1+ ||z
TPS, Thin Plate Splines: ®(x) := ||z||? - log ||z|

. , 2 2
Szort alapponti Gauss-fiiggvények: ®(z) := e~ ll=ll

interpolacié
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A radidlis bazisfuggvények mddszere

Halénélkiili
mdédszerek,
MFS

GRS D szokdsos megvalasztasai:

MQ, Method of Multiquadrics:  ®(z) := /2 + ||z||?
Egy régebbi, egyszerliibb RBF:  ®(z) := 1+ ||z
TPS, Thin Plate Splines: ®(x) := ||z||? - log ||z|

. , 2 2
Szort alapponti Gauss-fiiggvények: ®(z) := e~ llell

interpolacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A radidlis bazisfuggvények mddszere

Halénélkiili
mdédszerek,
MFS

GRS D szokdsos megvalasztasai:

MQ, Method of Multiquadrics:  ®(z) := /2 + ||z||?
Egy régebbi, egyszerliibb RBF:  ®(z) := 1+ ||z
TPS, Thin Plate Splines: ®(x) := ||z||? - log ||z|

. , 2 2
Szort alapponti Gauss-fiiggvények: ®(z) := e~ llell

interpolacié
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A radidlis bazisfuggvények mddszere

Halénélkiili
médszerek,
MFS

GRS D szokdsos megvalasztasai:

MQ, Method of Multiquadrics:  ®(z) := \/c® + ||z[[?
Egy régebbi, egyszer(ibb RBF:  ®(x) := 1 + ||z||

TPS, Thin Plate Splines: ®(x) := ||z||? - log ||z|
Szt alappontd Gauss-fiiggvények: O(x) := e—<llell?

Véges tartdji RBF-ek: (Wendland-fiiggvények...)

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



A radidlis bazisfuggvények mddszere

Aeferclltgt Numerikus jellemzdk:

médszerek,

m egyenletmegoldast igényel
m teljesen kitoltott, rosszul kondicionalt matrix

® nagyon jé pontossag

Példa: N := 100, xj-k véletlenszeriien elszérva az
egységnégyzetben. MQ-rekonstrukcié az f fliggvény az

alapponti értékeibél, ahol f(z(), 2(?) := sin 721 @),

-sinmx

Szért alapponti
interpolacié

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Halénélkiili
médszerek,
MFS

Géspar Csaba

Partikularis
megoldas
eléallitdsa

Partikuldris megoldas el6dllitasa

A Au = f Poisson-egyenlet jobb oldali f fliggvényére
alkalmazzunk egy RBF-interpolaciét (ehhez (szért) z1, ..., zn
alappontok kellenek az 2 tartomanyban):

N
f@):=> a;j®(z — )
j=1

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Partikuldris megoldas el6dllitasa

Halonélkiili

el A Au = f Poisson-egyenlet jobb oldali f fliggvényére
alkalmazzunk egy RBF-interpolaciét (ehhez (szért) z1, ..., zn
alappontok kellenek az 2 tartomanyban):

Géspar Csaba

N
f@):=> a;j®(z — )
j=1

Képezziik ugyanezekkel az o egyiitthatékkal az

Partikularis
megoldas
eléallitdsa

N
U(z) = Z a;¥(z — z;)
j=1

fuggvényt, ahol U olyan RBF, melyre . Az igy nyert

U fliggvény egy (kozelitd) partikuldris megoldas.

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Partikuldris megoldas el6dllitasa

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Példak:

Géspar Csaba

Ha ®(z) =1+ ||z||, akkor

1 1
U(z) = 5ll=ll” + Zll=1I*

Partikularis
megoldas
eléallitdsa

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Partikuldris megoldas el6dllitasa

Halénélkiili
mdédszerek,
MFS

Példak:

Gaspar Csaba

Ha ®(z) =1+ ||z||, akkor

1 1
U(z) = 5ll=ll” + Zll=1I*

Ha ®(x) = ||z||? log||x||, akkor

Partikularis

1 1
i U(z) = Zellzl|* log|le]] — o ll2]|"

eldallitasa

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Halénélkiili
médszerek,
MFS

Géspar Csaba

Partikularis
megoldas
eléallitdsa

Partikuldris megoldas el6dllitasa

Példak:

Ha ®(z) = /1 + ||z||, akkor

) =55

4
o (14 12> —

+—log 1+ 14 ||z]])

8
=1+ 2l ~

45

8
— (1 1/2
S (1 ey 2+

Géspar Csaba

Halénélkiili médszerek, MFS




Kitekintés

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Viltoztatasok nélkul ill. kis valtoztatasokkal a mddszer
alkalmazhatd:

m interface feladatokra

Kitekintés

Géspar Csaba 3l6nélkiili médszerek, MFS



Kitekintés

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Viltoztatasok nélkul ill. kis valtoztatasokkal a mddszer
alkalmazhatd:

m interface feladatokra

m (mddositott) Helmholtz-egyenletre

Kitekintés
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Kitekintés

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Viltoztatasok nélkul ill. kis valtoztatasokkal a mddszer
alkalmazhatd:

m interface feladatokra
m (mddositott) Helmholtz-egyenletre

m konvekcids-diffuzids feladatokra

Kitekintés
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Kitekintés

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Viltoztatasok nélkul ill. kis valtoztatasokkal a mddszer
alkalmazhatd:

interface feladatokra

m (mddositott) Helmholtz-egyenletre
m konvekcids-difftizids feladatokra
"

nemlinedris feladatokra

Kitekintés
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Kitekintés

Halénélkiili
médszerek,
MFS

Gaspar Csaba

Viltoztatasok nélkul ill. kis valtoztatasokkal a mddszer
alkalmazhatd:

m interface feladatokra

m (mddositott) Helmholtz-egyenletre

m konvekcids-difftiziés feladatokra
nemlinedris feladatokra

id6fuiggd feladatokra (idélépésenként alkalmazva)

Kitekintés

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS



Halénélkiili
médszerek,
MFS

Gaspar Csaba

Vége

Koszonom a figyelmet!

The End

Géspar Csaba Halénélkiili médszerek, MFS
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