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A BME Matematika Intézet munkatarsai interaktiv e-tananyagok, e-gyakorlofeliiletek
fejlesztésébe kezdtek annak érdekében, hogy e modern eszkdzok
alkalmazasaval is hozzajaruljanak a matematikaoktatas szinvonala-
nak és eredményességének a noveléséhez a magyar felséoktatasban.
Az e-tananyagok, e-gyakorlofeliiletek kidolgozasanal fontos szem-
pont volt a modularitas, igy kiilonboz6 célkézonségek részére is
alkalmas lehet az ismeretanyag. A modularitds megmutatkozik a
matematikai teriiletek értelemszeri szétvalasztasaban (Linedris
algebra, Egy- és tobbvaltozos fiiggvények analizise, Vektoranalizis,
Differencialegyenletek), ami akkor is hasznos, ha egyébként egy
oktatott targyba kiilonboz6é témak vannak Osszezsufolva. Masrészt a
modularitas azt is jelenti, hogy egy-egy tananyagban az ismeretek
web-oldal méretli részekre vannak felosztva, és azok egy didaktiku-
san felépitett struktiraban leckékbe vannak szervezve. Ez meg-
konnyiti az e-tananyag kiilonféle kurzusokhoz val¢ illesztését. Elso

Wettl Ferenc
1épésként az alapvetden fontos matematikateriiletek — nevezziik
ezeket matematika alap kurzusoknak (MAK) — tananyagai késziiltek
el: Linedris algebra (szerz6: Wettl Ferenc, lektor: Illés Tibor),
Egyvaltozés valos fiiggvények analizise (szerzok: Filop Oittilia,
Sziics Zsolt, lektorok: Néagel Arpad, Nagy Katalin), Tobbvdltozés
valos fiiggvények analizise (szerzd: Barabas Béla, lektor: Nagy
Katalin), Vektoranalizis (szerz: Nagel Arpad, lektor: Vrana Péter),
Differencidlegyenletek (szerzé: Kiss Marton, lektor: Nagel Arpad). A
MAK projekt vezetdje Illés Tibor, menedzsere Kiss Sandor, mind-
ketten a BME Differencidlegyenletek Tanszék munkatarsai. Gyakor-
16 feladatok készitésében, gépelésében Varga Anita és Morapitiye
Gabor Sunil a Differencidlegyenletek Tanszék, illetve Kiss Sandor az

Algebra Tanszék munkatarsa is részt vett. Az e-tananyagok, az
ELMS Informatikai Zrt. elektronikus oktatdsi tartalomfejlesztési
rendszerében késziiltek.

A vilag vezetd egyetemeinek gyakorlata és az egyetemekrdl kindtt
sikeres megoldasok szdmtalan esetben azt igazoljak, hogy a
matematikat mechanikusan alkalmazhato eljarasok fekete dobozai
halmazaként felfogd megkdzelités helyett a matematika belsd
logikajat és az alkalmazott (mfiszaki, fizikai, kozgazdasagi,...)
tudomanyok belsd logikajat Osszehangold megkozelités vezet az
alkalmazasokban is jol hasznalhatd, magas szintli tuddshoz. E
tananyag elsédleges célja, hogy a matematika oldalarél hozzajarul-
jon e cél megvaldsitdsdhoz. E tananyag nagyban segiti a hallgatdk
onallé tanulasat, ami reményeink szerint abban is segithet, hogy a
Szlics Zsolt gyakran mar értelmetleniil kicsire csokkentett éraszamok mellett is
emelni lehessen az oktatas hatékonysagat.
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1. A Linearis algebra e-tananyag tartalmazza a fdiskolai és
egyetemi szinti mérnoki, kozgazdasagi, természettudomanyi és
matematikus BSc képzések linedris algebra anyagat, és egyes MSc
képzések anyaginak egy részét. Modularis felépitésii, a kisebb
anyagrészek ¢és minden definicio, tétel, mintapélda, tesztkérdés,
feladat sajat cimmel rendelkezik, aminek koszonhetden a tananyag
harmadat vagy felét feldolgozo kurzusok is jol hasznalhatjak.

Az e-tananyag azzal a szandékkal késziilt, hogy a didkok
szamdra a linedris algebrat az alkalmazésok altal felvetett kérdések
¢s a matematika belsd logikaja altal motivalt, logikusan egymasra
¢épiilo fogalmak, Osszefiiggések és algoritmusok szervesen egymasra
épllé rendszereként mutassa be. A bevezetd fejezet elemi
geometriai témai ¢és a komplex szdmok targyaldsa gyakran mads
kurzusok részei, melyek a teljesség kedvéért itt is szerepelnek. A
klasszikus bevezetd témakon kiviil bekeriiltek e tananyagba olyan
témak, melyek az utdobbi két évtizedben valtak a nemzetkozi
standardok szerinti curriculumok részévé. Ilyen a matrix Kkitiintetett
altereinek fogalma és a linearis algebra alaptétele, a szingularis érték
¢s a szingularis érték szerinti felbontds vagy a pszeudoinverz
fogalma.

A tananyagnak nem része a linedris algebra algoritmusainak
numerikus analizise, de érintjiik a programcsomagok alapszintii

' hasznalatdhoz sziikséges numerikus ismereteket, mindenekeldtt a

matrixfelbontasokat (példdul LU-, bazis-, sajat-, QR-felbontas,

SVD). A tananyagba keriilt az ellentmondasos linearis
egyenletrendszerek optimalis megoldasainak meghatarozasa, mely a
mért adatokkal dolgozo alkalmazasokban nélkiilozhetetlen. A
tananyag altal kovetett didaktikai elvek épitenek a szamitastechnikai
rendszer altal felkinalt kornyezetre, igy a lebomld modon
megjelend, kisebb 1épésekre bontott, kérdésekkel segitett
targyalasmod, valamint a képleteket is elfogadd interaktivitas
lehetdségeire. A tananyag jellemzdje a fokozatossag, a kozépiskolai
szintli 1épésekkel induld targyalasmodd az anyag végére tomorebb,
egy masodik linearis algebra kurzust jellemzd absztrakcios szintre
jut. Kovetve a Linear Algebra Curriculum Study Group kutatdsainak
eredményeire ¢épiild ajanlasait a targyalds matrix alapt. Az
alkalmazasok igen komoly motivald erévé valhatnak, ezért az utolsod
fejezetet teljesen ilyen témaknak szenteltiik. Ezek a tananyag tobbi
részével parhuzamosan is feldolgozhatok.

2. Az Egyvaltozos valos fiiggvények analizise tananyag lefedi
mindazt az ismeretanyagot, amit a mérnok, kdzgazdasz, vagy akar



fizikus hallgatok az egyvaltozos valos fiiggvények kapcsan tanulnak az egyetemi matematika
alapképzésben.

A tananyag elsé fejezete (6 lecke) komoly alapozast nyujt az egyetemi oktatdsba
bekeriild  hallgatonak. Ezt tovabbi 8 fejezet kdveti:  Numerikus  sorozatok,
Fiiggvényhatarértékek,  folytonossag,  Differencidlszamitds, A  differencidlszamités
alkalmazasai, Hatarozatlan integral, Hatarozott integral (Riemann-integral), Az
integralszamitas alkalmazasai és Numerikus sorok ¢és fliggvénysorok.

Olyan témakat is tartalmaz, melyek részletesebb kibontasara, megbeszélésére az
egyetemi Orak alatt nincs mindig lehetdség, de amikre a kutatd vénaval megaldott
hallgatoknak most, vagy a késdbbiekben nagy sziiksége lehet: példaul rovid bevezetést a
mértékelméletbe, betekintést a szétvalaszthato elsérendii kozonséges differencidlegyenletek €s
a linearis elsérendi kozonséges differencialegyenletek vilagaba, érdekes Fourier-soros,
hévezetési és hullamegyenletet feladatok részletes megoldasait, stb.

3. A Tobbvaltozos fiiggvények analizise e-tananyag tartalmazza azokat a klasszikus
témakoroket, amelyek feltétleniil sziikségesek az egyetemi szinti tobbvaltozos
fliggvényanalizis elsajatitasdhoz. A bevezetésben Osszefoglaljuk, definidljuk azokat az
alapfogalmakat, amelyek nélkiilozhetetlenck a tananyag megértéséhez. Ezt koveti a
tobbvaltozos fiiggvények hatarértéke, folytonossidga, differencidlszamitisa, valamint a
differencialszamitas alkalmazasai (lokalis és abszolut szélsoértékek, feltételes szélsdértékek
kiszamitasa).

A két- és haromvaltozos fliggvények integralszamitasat, valamint ennek alkalmazasait
tartalmazo fejezetek utan az utolsd fejezetben a feliiletek szamitégépes modellezésébe
kivanunk kis betekintést adni. Ez a fejezet értelemszerien nem tartozik a klasszikus
tobbvaltozos fliggvények analizisébe, hiszen olyan eredményeket tartalmaz, amelyek a XX.
szazad végén, a XXI. szazad elején jottek létre. Az e-tananyag a modern technikai
adottsagaival (interaktiv feladatok, animacidk) nagyban segitheti a mérnoknek,
kozgazdasznak, informatikusnak vagy fizikusnak késziilo egyetemi hallgatokat abban, hogy
konnyebben elsajatithassak a tobbvaltozos fliggvények analizisével kapcsolatos definicidkat,
tételeket és a rengeteg mintafeladaton és gyakorlofeladaton keresztiil készségszintd,
alkalmazhat6 tudasra tegyenek szert.

4. A Vektoranalizis e-tananyag 2 fejezetének 10 leckéje lefedi a foiskolai és egyetemi
BSc kurzusok Vektoranalizis torzsanyagat. Torekedtiink arra, hogy a tananyagot felhasznalo
ennek segitségével késziilni tudjon a megfeleld zarthelyi dolgozatokra €s vizsgakra egyarant,
¢és visszajelzést kapjon arra vonatkozdan is, hogy mennyire mélyen sajatitotta el az anyagot,
valamint hogy hol tart a tanulasi folyamatban. Olvasdinkrol feltételezziik az egy és
tobbvaltozos fliggvények analizisének €s a vektoralgebranak az ismeretét.

A fejezetek eldtt sok esetben motivald példa, megjegyzés segiti a fogalmak preciz
megértését. Az elsd fejezet altalanos vektor-vektor fliggvények folytonossagaval, hatarérték
szamitasaval kezdédik. Mivel nagyon fontosak azok a vektor-vektor fiiggvények, amelyek
ugyan nem linedarisak, de linearis vektor-vektor fliggvénnyel ,,jol” kozelithetok, ezért az ilyen
tulajdonsagu, azaz differencialhat6 vektormezokkel is megismerkediink.

Az alkalmazasokban igen fontos szerep jut differencialhatd vektor-vektor fiiggvény
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tartva, linearis leképezés skalarinvariansainak, illetve a vektorinvariansanak segitségével
vezetjik be. Majd matematikai szabatossaggal vezetjikk be a gorbe fogalmat, igy el6készitjiik
a vonalintegral fogalmat is. Szigorian megkiilonbdztetjiik a gorbét definidlod leképezést és a
gorbét definiald leképezés értékkészletét. Kiszamitjuk a ,,szép” gorbék ivhosszat és ennek
szemléletes jelentését is megismerjiik. A fejezet végén a feliilet fogalmaval ismerkediink meg,
ezzel elokészitve a feliileti integral fogalmat is.

A masodik fejezet a vonalintegral tulajdonsagaival kezdddik, a vonalintegral
matematikai és fizikai alkalmazasait is bemutatjuk. A feliileti integralokat fizikai példan, egy
aramlastani modellen vezetjiik be, majd targyaljuk a potencidlelmélettel egyes kérdéseit. A
fejezet végi 2 lecke a vektoranalizis két alaptézisével, a Gauss-Osztrogradszkij-tétellel és a
Stokes-tétellel foglalkozik. A Gaus-Osztrogradszij tételre teljes, mig a Stokes-tételre egy szép
szemléletes bizonyitas adunk. Az anyag elméleti részeit sok mintafeladat, tesztfeladat és
gyakorl6 feladat teszi teljessé és érthetové.

5. A Kozonséges differencidlegyenletek tananyag a stabilitaselmélet kivételével lefedi
mindazt az ismeretanyagot, amit a mérnok, kozgazdasz, vagy akar fizikus hallgatok tanulnak
az egyetemi matematika alapképzésben. Az elsé fejezet els6 harom leckéje szemléletes
bevezetést nyujt a kalkulus alapjaival mar megismerkedett hallgatonak, amit tovabbi 3
leckében az egzisztencia- és unicitastétel egy globalis valtozatanak kimondasa és bizonyitasa
kovet. A masodik és a harmadik fejezetbe kiilonbozd egyenletek megoldasi modszerei
keriiltek. A negyedik fejezet a linedris algebra alapjainak ismeretét feltételezve Gjratargyalja a
linearis differencidlegyenletek témakorét. Az o6tddik fejezet bizonyos kozelitd eljardsok
bemutatasaval el6késziti a numerikus modszerek hasznalatat és megalapozza az egzisztencia-
¢s unicitastételek 0sszetettebb valtozatainak bizonyitasat. A hatodik fejezet hianypotlo modon
precizen targyalja a Laplace-transzformacio ¢és az inverz Laplace-transzformacio
tulajdonsagait, majd a szokasos alkalmazasokat mutatja be.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ezek az e-tananyagok azért késziiltek, hogy e-
gyakorlofeliilettel rendelkezd, interaktiv tananyagokként serkentsék a hallgatok o6nalld
tanulasi kedvét. Egy mindig elérhetd, haszndloikkal kommunikalo, interaktiv eszkdzok,
melyek alapos felkészitéssel hozzasegithetik rendszeres hasznaloikat a matematika
megertés€¢hez ¢és szeretetéhez, ezzel egyiitt a sikeres vizsgdhoz is. Az eddig elkésziilt e-
tananyagok a magyar miiszaki és gazdasagtudomanyi felsGoktatasban résztvevé BSc-S
hallgatok matematika oktatasanak eredményességét hivatottak javitani, 1épést tartva a korral
¢és a mai igényekkel.



