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1. Halmazelméleti alapok

1.1. Logikai alapok

Magyarazat. A mai modern matematika nagy része, tobbek kozott az analizis is, felépithets a
halmazelméletbsl. Nem célunk a halmazelmélet axiomaibdl teljesen részletesen felépiteni az analizist,
de az axiémaktol a definiciokig, tételekig vezets utat szeretnénk vilagossé tenni.

Magyarazat. A halmazelméletet megel6z6 elméleteket, mint példaul a logikat vagy a formalis nyel-
vek elméletét egyaltalan nem emlitjiik, minddssze a jeldlések egységesitése végett tesziink néhany
megjegyzést veliik kapcsolatban.

Jelblés. A halmazelméletben definidlatlan alapfogalomként szerepel a halmaz és a halmaz elemének
lenni kifejezés. Tehat barmely A és B halmaz esetén értelmes az a kijelentés, hogy A eleme a B
halmaznak. Az ,,A eleme a B halmaznak” kijelentést az A € B szimbélummal jeloljiik.

Magyarazat. A halmazelmélet axiomainak az attekintéséhez sziikséges az alapvets logikai jelek is-
merete.

Jelolés. A viltozdjelekre tetszileges betiit, illetve jelet fogunk hasznalni a tovabbiakban. Adott p és
q allitas esetén az alabbi alapvetd logikai kapcsolokat értelmezziik:
-p:  p tagaddsa, negdcioja;

pVq pwvagy q;
3: létezik szimbolum.

1.1. Definicié. A halmazelmélet keretein beliil formuldnak nevezziik a karaktersorozatok azon leg-
sziikebb F¢ csaladjanak elemeit, melyre teljesiil, hogy

e minden x; és x; valtozdjel esetén az x; € x; karaktersorozat F eleme;

e minden x; és x; valtozdjel esetén az x; = x; karaktersorozat Fe eleme;

e minden p,q € F¢ és x; valtozojel esetén

=(p), (p) vV (q), Fzi(p) € Fe

teljestl.

1.2. Definicié. A logikai jelek felhasznélasaval a kovetkezs logikai miiveleteket definialjuk. Legyen
p, q formula és x; valtozdjel.

= (P) A () p és g, ha =((=(p)) V (=(2)));

— (p) = (q): p-bél q kévetkezik, ha (—(p)) V
- (p) < (q): p és q ekvivalensek, ha ((p) —
— Va(p): minden x esetén p teljesiil, ha —(3z(—(p))).

Magyarazat. Minden p, g € formula és x; valtozdjel esetén

(p) A (), (p) # (9), (p) = (@), (p) <> (@), Vi(p)

is formula. Amennyiben a formuldkon beliil a zardjelezés az értelmezést nem befolyasold6 modon
elhagyhato, akkor az attekinthetGség kedvéeért elhagyjuk.

Jelolés. A tovabbiakban x ¢ y jeloli a —(x € y) formulat, valamint z # y a =(x = y) formulat.

1.3. Definici6. Egy adott formula lehet igaz (i), vagy hamis (h). Adott p és g formula igaz vagy
hamis formula esetén az alabbi igazsdgtdbldzaban foglaljuk 6ssze —p és p V q igaz vagy hamis voltat.

pPlg|p|pPVg
i|i| h T
t|h| h }
h|h| 4 h
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Magyarazat. A halmazelmélet axiomai megmondjak, hogy mely formulak biztosan igazak. Ezekbdl
az alap formulakbol (axiomakbol) vezetiink le késébb tovabbi formulakat (tételeket).

Magyarazat. Ezek alapjan levezethetd a tobbi logikai miivelet igazsagtablaja.

1.4. Tétel. Legyen p és q formula. Ekkor a bevezetett logikai miveletek igazsdgtabldja az aldbbi.

Pl 4| PANG|P—=q P g
1|1 ) 7 1
i | h h h h
h| h 1 h
h|h h ) )

Bizonyitds. A definiciobdl elemi szamoléssal adodik.

1.5. Definicié. A p és g formulakat ekvivalensnek neveziink, ha igazsagtartalmuk azonos, azaz, ha
p <+ q igaz, ennek jele p = q.

1.6. Tétel. A p,q ésr formuldra

“(p)=p ~(pAg)=(p)V(mg) —(pVae) =(-p)A(nq)

PAP=D PAG=qAp pA(@AT)=(AG AT

pVp=p pVqg=qVp pV(gVvr)=(pVvgVr
p—=q=(-q) = (=p) pV@Arr)=pmEVgA(Vr)
pA(@Vr)={@AgV(pAT)

teljestil.

Bizonyitds. ApA(qVr)=(pAq)V (pAr) azonossagot az alabbi igazsigtébla bizonyitja.

<

p

Q

p (pA@)VIpAT) [ PA(gVT)

S ST T >

S S T RN

7
h
i
h
g
h
h
h

S>> e > >

N N R NS
el I T T e N N

ST S R S 3

A t6bbi azonosség is hasonlé médon szarmaztathato igazsagtablazatokbol.

1.2. A halmazelmélet axiéomai

Magyarazat. Ezen bevezet6 utan elkezdhetjiik a halmazelmélet axiomatikus felépitését. Itt az al-
taldnosan elterjedt ZFC axiémarendszer egy varidnsat mutatjuk be.

1. Axiéma. (Ureshalmaz azioma.) 3xVu(u ¢ ).
Magyarazat. Ennek intuitiv jelentése az, hogy létezik olyan halmaz, melynek nincsen eleme.
2. Axiéma. (Meghatdrozottsdigi azioma.) VaeVy(Vu(u € z <> u € y) = = = y).

Magyarazat. Vagyis ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor a két halmaz megegyezik. Ezen
axiomak alapjan nyilvanval6, hogy csak egy iires halmaz létezik, melyet a () szimb6lummal jelsliink.

3. Axiéma. (Pdrazioma.) VaeVy3zVu(u € z + (u =2 Vu =1y)).

Magyarazat. Ezen axiéma szerint minden x,y halmazhoz létezik olyan z halmaz, melynek csak x
és y az eleme. A meghatarozottsagi axioma alapjan ez a z halmaz egyértelmi.
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1.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy A részhalmaza a B halmaznak, ha Yv(v € A — v € B) teljesiil,
melynek jele A C B, vagy B D A.

4. Axioéma. (Hatvinyhalmaz axioma.) YoIyVu(u € y <> u C x).

Magyarazat. Minden z halmazhoz létezik olyan halmaz, melynek elemei éppen az x részhalmazai
és a meghatarozottsagi axiéma miatt ez a halmaz egyértelm.

1.8. Definicié. Az x halmaz hatvinyhalmazdnak nevezziik és a P(z) szimboélummal jel6ljiik azt a
halmazt, melynek elemei éppen x részhalmazai.

5. Axioma. (Egyesitési azioma.) VeIyVu(u € y <> Jv(u € v Av € x)).
Magyarazat. Ezen axiéma szerint tetszéleges halmaz elemeinek az elemei is halmazt alkotnak.

Jelolés. Bevezetjiik az { } jelolést halmazokra. Azt a halmazt, melynek elemei xg, z1, . .., 2, ezentil
a
{mOa'xlv M 7xn}

szimboélum jeloli.

Magyarazat. Képezhetjiik példaul az a, b, ¢ elemekbdl allo halmazt: A paraxioma alapjan létezik
az {a,b} és {b, c} halmaz. Szintén a par axioma miatt létezik az {{a,b}, {b, c}} halmaz, valamint az
egyesitési axioma miatt tekinthetjiik az {a, b, ¢} halmazt.

1.9. Definicié. Adott X halmaz esetén UX jeloli azt a halmazt, melynek elemei éppen az X hal-
mazban lévé halmazok elemei, vagyis UX az X elemeinek egyesitését jeloli.

1.10. Definicié. Legyen A és B halmaz. Ekkor a paraxioma szerint létezik az {A, B} halmaz,
tovabba az egyesitési axéma szerint létezik az U{ A, B} halmaz, melyet a tovabbiakban AUB formaban
frunk, és az A, B halmaz egyesitésének (vagy —unidjdnak) mondunk.

1.11. Definicié. Az A halmaz rdkévetkezdjének (vagy szukcesszordnak) nevezziik az
AT = Au {4}
halmazt.

1.12. Definicié. Az A halmazt induktiv halmaznak vagy monoton halmaznak neveziink, ha ) € A
és Vzr € A esetén 1 € A.

6. Axiéma. (Végtelenségi azioma.) 3x(0 € x AVy(y € v — yT € x)).

Magyarazat. Ezréviden azt mondja ki, hogy létezik induktiv halmaz. Vagyis létezik olyan x halmaz,
melynek elemei a (§, {0}, {0, {0}}, {0,{0},{0,{0}}}, stb. halmazok is, és igy ,végtelen sok eleme” van
az x halmaznak.

7. Axiéma. (Részhalmaz azidmaséma.) Minden p formuldhoz, melyben nem szerepel a y valtozo
tartozik egy axioma: VaIyVz(z € y + ((z € z) A p)).

1.13. Definicié. Legyen z halmaz és p formula. A részhalmaz axiémaséma alapjin az x halmaz azon
elemei, melyekre p teljesiil halmazt alkotnak. Ezt a halmazt a {u € z| p} szimbolummal jeldljiik.

1.14. Definicié. Adott X halmazrendszer metszetén az
{reuX|VzeX zez}

halmazt értjiik, melynek jele NX. Az A, B halmaz esetén N{A, B} helyett a AN B jelolést hasznaljuk,
melyet az A, B halmaz metszetének mondjuk.

8. Axioéma. (Regularitdsi azioma.) Vr(z # 0 — Jy € z(y Nz =0)).
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Magyarazat. Tehat minden nem iires  halmaznak van olyan z eleme, hogy x és z diszjunkt, vagyis
példaul nem létezik olyan halmaz, melynek csak 6nmaga az eleme.

Jelolés. Ha p olyan formula, melyben el6fordul az u és v valtozo, akkor ezt hangsilyozando a p(u,v)
jelolést hasznaljuk. Ha a p formuldban u és v minden el6forduldsanak helyére u’ és v’ valtozot irjuk,
akkor ezt a p(u/u’,v/v") szimbolummal jel6ljiik.

9. Axiéma. (Helyettesitési aridmaséma.) Minden p(u,v) formuldhoz, melyben nem szerepel az y
valtozo tartozik egy axidéma:

(VuTv(p(u, v)) A VuvoeVor ((p(u, v/ve) A p(u,v/v1)) = vg = v1)) —
VzIyVu(v € y <> Ju(u € x) A p(u,v)).

Magyarazat. A helyettesi tési axiomaséma megértéséhez legyen p(u,v) olyan formula, melyben nem
szerepel az y valtozo, valamint egyértelmid a v valtozoban, azaz minden u halmazhoz pontosan egy
olyan v halmaz tartozik, melyre p(u, v) igaz. Jeloljiik ezt az egyetlen v halmazt a p(u) szimbolummal.
Az axiéma szerint minden x halmaz esetén létezik az y = {p(u)|u € x} halmaz.

Magyarazat. Az 1-9. axiémék Osszefoglal jele ZF, Zermelo és Frankel neve utan.

Magyarazat. A 8. ésa 9. axiéma az elemi analizisben nem jatszik lényeges szerepet, ezeket pusztin
a teljesség igénye végett emlitettiik meg.

Megjegyzés. Az axiomék ezen rendszere redundéns, ugyanis az iires halmaz létezése éppen tétel is
lehetne, hiszen a 7. axiéma szerint létezik az

{z eyl z#x}

halmaz, melynek nincs eleme.

1.3. Elemi halmazmiiveletek

1.15. Definicié. Adott A, B halmaz esetén az {& € A| x ¢ B} halmazt A és B kilonbségének
nevezzik, ennek jele A\ B.

1.16. Tétel. Minden A, B,C halmazra az aldbbiak teljestilnek.

Anh=0 AnA=A AnB=BnNA An(BNnC)=(AnB)nC
AUf=A AUA=A AUB=BUA AUBUC)=(AUB)UC
):

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) A\(BNC)=(A\B)U(A\C)

Bizonyitds. A tételben szerepld allitasok elemi szamolassal visszavezethetSk az 1.6 tételben szerepld
logikai Osszefiiggésekre.

1.17. Tétel. (Cantor-tétel.) Nem létezik olyan halmaz, mely minden halmazt tartalmaz.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen x az a halmaz, mely minden halmazt tartalmaz és legyen y 2 {z €
x| z ¢ z}. Ekkor mind y € y, mind y ¢ y ellentmondashoz vezet.
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1.4. Relaciok
1.18. Definicié. Adott x,y halmazok esetén az

A
(z,y) = {{z} {z, y}}
halmazt rendezett pirnak nevezziik.
1.19. Tétel. Minden z,y,a,b halmazra (x,y) = (a,b) <> (x =a Ay =b) teljesiil.

Bizonyitds. Ha x = a és y = b, akkor nyilvan (x,y) = (a,b). Tegyiik fel, hogy (z,y) = (a,b), vagyis
{{z},{z,y}} = {{a}, {a,b}} teljesiil. Ekkor {z},{z,y} € {{a}, {a,b}}.
— Ha {z} = {a} és {z,y} = {a}, akkor z = y = a, valamint a = b, tehat ekkor x = a és y = b.
— Ha {z} = {a} és {z,y} = {a, b}, akkor x = a, valamint {a,y} = {a, b} miatt y = b, vagy y = a,
ami ugyancsak azt jelenti, hogy x = a és y = b.
— Ha {z} = {a,b}, akkor z =a=b és y = b, tehdt z = a és y = b.

1.20. Tétel. Adott A, B halmaz, valamint a € A, b € B elemek esetén
(a,b) € P(P(AU B))
teljesiil, igy létezik az
{(a,b) e P(P(AUB))| a € A, be B}
halmaz.
1.21. Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatdnak nevezziik az
Ax B2 {(a,b) e P(P(AUB)) |a€ A, be B}
halmazt.

1.22. Definicié. Adott X,Y halmazok esetén a Descartes-szorzatuk tetszéleges részhalmazat reld-
cionak nevezzik, azaz R relacio, ha RC X xY. Az R C X x Y relacio
— értelmezési tartomdnya

DomRé{x€X| JyeY : (x,y) € R};

— értékkészlete A
RanR={yeY| 3z € X : (z,y) € R};

— inverze )
R £ {(y.x) €Y x X| (z,y) € R};

— altali képe a H C X halmaznak
RH)2{yeY|Iwe H: (z,y) € R};
— megszoritasa vagy leszikitése a H C X halmazra
Rlg 2 Rn(H xY).
Az Ry C X XY és Ry CY x Z relacio kompozicidja

RyoRi 2 {(r,2) € X x Z| 3y €Y : (v,y) € RiA(y,2) € Ra).

Magyarazat. Nyilvan minden R C X X Y relaciéra minden H C X esetén
R(H)=RanR|g
teljestl.
1.23. Definicié. Tetszbleges X halmaz esetén
idy £ {(z,2) € X x X|z € X}

jeloli az identitdsreldciot.
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1.5. Fiiggvények
1.24. Definicié. Az R C X x Y relacié figgvény, ha

VavyVy'(((z.y) € RA (z,y) € R) =y =)
teljestil.

Jelolés. Az f C X xY fiiggvényre a tovabbiakban az f : X — Y jelolést hasznaljuk. Az f: X - Y
fliggvény értelmezési tartoménya Dom f C X és értékkészlete Ran f C Y. Adott x € Dom f C X
esetén azt az egyértelmiien meghatarozott y € Y elemet, melyre (z,y) € f teljesil f(x) jeloli. Az f
fliggvényt, mint hozzarendelési szabalyt gyakran az

f: X=>Y z0 f(x)
alakban irjuk fel. A H C X esetén a fiiggvény lesziikitése
flu - H—>Y xw— f(x).

Abban az esetben, amikor az f : X — Y fliggvényre Dom f = X teljesiil az f : X — Y jelolést fogjuk
hasznalni. Tehét az f : X — Y jelentése az, hogy f fliggvény és Dom f = X.

Jelolés. A fiiggvények halmazéra bevezetjiik az
FX,Y)={f C X xY |f figgvény, Dom f = X}

jelolést, valamint megemlitjiik, hogy szokisos még az XY jelolés is erre a fiiggvényhalmazra, de
egészen kivételes esetektdl eltekintve ezt nem hasznaljuk.

1.25. Definicié. Az f: X —» Y filiggvény

— injektiv, ha Va, 2’ € X : (f(x) = f(2') —» = 2a');

— sziirjektiv, ha Ran f =Y

— bigektiv, ha Dom f = X, injektiv és sziirjektiv.
Az f: X — X bijekciot az X halmaz permutdcidjinak is nevezziik.

-1

1.26. Tétel. Ha [ fiiggvény, akkor f pontosan akkor fiigguény, ha [ injektiv.
Bizonyitds. Legyen f: X — Y fiiggvény. Az f fiiggvény injektivitasa azt jelenti, hogy

Ve,2' e XVyeY: (z,y) e fA@@,y)ef)wax=1.
-1
Az f relacio fliggvényszertisége azt jelenti, hogy
-1 -1
Ve, e XVyeY: ((y,x) € f AN(y,a') e f)—x=2a
Vagyis a két kijelentés ekvivalens egymassal.

-1
1.27. Definicié. Ha f injektiv fiiggvény, akkor az f fiiggvényt f~! jeloli és ez az f fiiggvény inverze.
Amennyiben egy fiiggvénynek létezik inverze, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény invertdlhatd.

1.28. Tétel. Figgvények kompozicidja fligguény.

Bizonyitds. Legyen f: X - Y és g : Y — Z, valamint tegyiik fel, hogy (x, z1), (z,22) € (g o f).
(z,y2) € f, (Y1,21) € g & (Y2, 22) € g teljesiil. Mivel f fliggvény, igy y1 = ya, tehat az (y1,21) € g
és a (ya, 22) € g relaciokbol g fliggvényszertségének a felhasznélasaval z; = zo adodik, vagyis g o f
fliggvény.
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Dom(go f) ={zr € X |vr € Dom f, f(z) € Domg}.
A fliggvénykompozicot a
gof:X—>27Z xwg(f(z))

alakban is irhatjuk.

1.29. Definicié. Az f: X — Y filiggvény

— jobb inverze az a g : Ran f — Dom f fliggvény, melyre f o g = idgan ¢ ;

— bal inverze az a g : Ran f — Dom f fiiggvény, melyre g o f = idpom ¢ -
1.30. Tétel. Bdrmely f € F(X,Y), g€ F(Y,Z) és h € F(Z,V) figgvényre

ho(gof)=(hog)of, idyof=foidx=Ff

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (x,v) € ho(go f). Ekkor létezik olyan z € Z, hogy (z,2) € (go f) és (z,v) € h.
Amibdl kévetkezik, hogy létezik olyan y € Y, hogy (z,y) € f és (y,2z) € g. Ekkor (y,z) € g és
(z,v) € h miatt (y,v) € hog, valamint (x,y) € f miatt (z,v) € (hog) o f. Az indentitasfiiggvényre

A

Magyarazat. A megszokott matematikai miveletek is fiiggvények, melyek f6bb tulajdonsagaikat az
aldbbiakban definialjuk.

1.31. Definicié. Valamilyen X halmaz esetén az X x X — X fliggvényeket gyakran mdveletnek
nevezziik és jelolésiikre altaldban az infix moédot hasznaljuk. Vagyis példaul az + : X x X — X
mivelet és x,y € X esetén az x +y 2 +(z,y) jeloléssel élink.

— Azt mondjuk, hogy a + miivelet kommutativ, haVe,y € X :x+y =y + x.

— A + mivelet asszociativ, haVz,y,z € X 12+ (y+2) = (x+y) + 2.

— A + mitvelet egységelemes, ha dee X, Ve e X :x+e=ec+ 1z =x.
Azt mondjuk, hogy a + egységelemes miivelet inverzelemes ha

VeeX: I ceX:a+a ' =e A2 +x=ce¢,
ahol e jeloli az egységelemet.

- A X x X — X mivelet disztributiv a + miveletre nézve, ha Vz,y,z € X elemre

r-(yt2)=(-y)+(x-2) (Y+z)z=Y 2)+(z ).

Magyarazat. A matematikai struktiurdk egy része egy halmazbol és a halmazon értelmezett specialis
tulajdonsaga miveletekbdl all.

1.32. Definicié. A (G, ) part félesoportnak nevezziik, ha - : G x G — G asszociativ mivelet. A
(G, ") par kommutativ félcsoport, ha (G,-) félcsoport és a - mivelet kommutativ.

1.33. Definicié. A (G, -, e) harmast csoportnak nevezzik, ha e € G, - : G x G — G asszociativ,
egységelemes és inverzelemes miivelet. Az egységelemet altaldban e jeloli absztrakt csoport esetén és
a g € G elem inverzét pedig g—!. Igy csoportok esetén létezik egy

1G5 G ggt

inverzképzés. A (G, -, e) harmas kommutativ csoport, ha (G, -, e) csoport, és a - miivelet kommutativ.
1.34. Tétel. (Cantor-tétel.) Egyetlen A halmaz esetén sem létezik f : A — P(A) sziirjektiv figgvény.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen f : A — P(A) sziirjektiv fiiggvény. Legyen Y 2 {reAlz¢ f(z)}.
Ekkor létezik zo € A, melyre f(zo) = Y. Ekkor az xzy € Y feltevés és az zy ¢ Y feltevés is
ellentmondéashoz vezet.
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1.6. Halmazrendszerek

1.35. Definici6é. Legyen I és A nem iires halmaz. Az f : I — P(A) fiiggvényt halmazrendszernek

nevezziik, minden i € [ esetén az A; = f(@) jelolés hasznaljuk a fiiggvény értékére, valamint az I
halmazt indezhalmaznak nevezziik. Az f fiiggvényre pedig gyakran az (A4;);er jelolést hasznaljuk.

1.36. Definicié. Legyen I, A # () és (A;);c; halmazrendszer. Az (A;);c; halmazrendszer unidja
UAié{xeAHieI: x € A}
i€l

és metszete N
(NAiS{zcANiel: xeA}.
iel

1.37. Definicié. Az (A;);er halmazrendszer Descartes-szorzatin a

HAiz{f:I—>UAi

i€l el

Viel: f(z')eAl}

halmazt értjik. Adott f € H A; és k € I esetén az f, = f(k) jelolést is fogjuk hasznélni.
il

Jelblés. A Descartes-szorzat elemei tehat az indexhalmazon értelmezett specialis fliggvények. Abban
az esetben, amikor az (A;);c; halmazrendszerre minden 4,j € I esetén A, = A; teljesiil, akkor az
A = A; jelolést bevezetve a halmazrendszer Descartes-szorzatara

[[A={f:1—A}=F(1,A4)
i€l

adodik, amit gyakran az A’ szimbélummal fogunk jelSlni.

1.38. Tétel. Legyen A, A, tetszileges halmaz és I = {x,y}. Ekkor a
p:[[Ai = Az x Ay f (f(2), F()
iel
leképezés bijekcio.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢(a) = ¢(8). Ekkor (a(x),a(y)) = (8(z), B(y)), amibdl a(z) = B(z)

és a(y) = B(y) adodik, ami pedig azt jelenti, hogy o« = 5. Vagyis a ¢ leképezés injektiv. Ha

(Czrcy) € Ay X Ay, akkor az f = {(x,¢z), (y,¢y)} € HAi fiiggvényre ¢(f) = (cz, ¢y) teljesiil, vagyis
iel

@ sziirjektiv.

Magyarazat. Ezen tétel értelmében a halmazrendszer szorzata tekinthet§ a kordbban értelmezett
Descartes-szorzat altalanositasanak, ez indokolja az elnevezést.

10. Axioéma. (Kivdlasztdsi azioma.)

Veaf((f:x = Uz) A(Dom f = 2) A (Vu € z(u # 0 — f(u) € u))).

Jelolés. A kivalasztasi axioma jele AC, az angol axiome of choice kifejezés utan. Az altalunk hasznéa-
land6 halmazelmélet axiémai a ZF axiémak és az AC axiéma, melyet egyiittesen ZFC-nek réviditiink.

Kiegészités. Godel és Cohen megmutattik, hogy ha a ZF axiémarendszer ellentmondasmentes,
akkor a ZF U {AC} valamint a ZF U {-AC} axiémarendszerek is ellentmondasmentesek lesznek.
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O

Magyarazat. A kivalasztasi axiomat az analizisben f6leg halmazrendszerekre fogjuk alkalmazni az
alabbi forméban.

1.39. Tétel. Ha (A;)icr olyan halmazrendszer, hogy Vi € I(A; # 0), akkor HAi # (.
iel
Bizonyitds. Legyen I nem iires halmaz és legyen f : I — P(A) olyan halmazrendszer, hogy minden
i € I esetén f(i) # 0. A kivalasztési axioméat alkalmazva az z = Ran f halmazra azt kapjuk, hogy
létezik olyan ¢ : Ran f — A fiiggvény, hogy minden u € Ran f esetén ¢(u) € u. Mivel minden i € [
esetén f(i) € Ran f, ezért o(f(i)) € f(i). Tehat a g = p o f fliggvényre g € Hfi teljesiil. Vagyis
iel

nem {iires halmazok Descartes-szorzata nem iires.
1.40. Definicié. Legyen (4;);e; halmazrendszer.

— Adott k € I esetén a

prk:HAi—>Ak T T
iel
fliggvényt a k-adik projekcid fiiggvénynek nevezziik.
— Adott a € HAZ- és k € I esetén a
iel

ing, = {(az,u) € Ay x HAi ‘ up =a, Vi € T\ {k} : u; :az}

icl

fliggvényt a k koordindta a ponthoz tartozd inklizio fiiggvénynek nevezziik. Vagyis a € HAi’
i€l
k,i €1 és x € Ay esetén
. o z, ha 1=k;
(ina, ()i = { ag, ha i#k.

1.7. Rendezések

1.41. Definicié. Az R C X x X relacié homogén reldcié az X halmaz félott. Néhany fontos lehetséges
tulajdonsaga:

— refleziv, ha Vo € X ((z,z) € R);

— tranzitiv, ha Vx,y,z € X(((z,y) € RA(y,2) € R) — (z,2) € R);

— szimmetrikus, ha Vz,y € X((x,y) € R — (y,z) € R);

— antiszimmetrikus, ha Vz,y € X(((z,y) € RA (y,z) € R) —» = =y).

1.42. Tétel. Legyen R C X x X reldcid.
1. Az R pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.
2. Az R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.

—1
3. Az R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.
—1
4. Az R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R C idpom r-

Bizonyitds. A definiciok kozvetlen kovetkezménye.

1.43. Definicié. A reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv relaciokat a rendezéseknek nevezziik. Ha <
rendezés az A halmaz felett, akkor az (A, <) par neve: rendezett halmaz.

Jelolés. A rendezéseket altaldban a <, >, <, > szimbolummal jeloljiik. A tovabbiakban (z,y) €<
helyett az x < y jelolést hasznaljuk, és bevezetjilk az x < y roviditést az (x < y) A (z # y) formula
helyett.
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1.44. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz.
— Az X C A halmaz felsd (illetve alsd) korldtjdnak neveziink minden olyan x € A elemet, amelyre

Vo' € X o’ <z (z < 2') teljesiil.

Az X C A halmaz felilrdl (illetve alulrol) korlatos, ha létezik az X halmaznak felsé (illetve also)

korlatja. Az X C A halmaz korldtos, ha X feliilrl és alulrdl is korlatos.

— Az X C A halmaz legnagyobb (illetve legkisebb) elemének nevezziik X minden olyan elemét,
amely fels (illetve also) korlatja az X halmaznak.

— Az X C A halmaz szuprémuma (illetve infimuma) az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobb)
fels§ (illetve also) korlatja; jele: sup X, illetve inf X.

- Az X C A halmaz mazimdlis (illetve minimdlis) elemének neveziink minden olyan z € X
elemet, amelyre teljesiil az, hogy X-nek nem létezik x-nél nagyobb (illetve kisebb) eleme.

Magyarazat. Rendezett halmaz egy részhalmazénak legfeljebb egy legnagyobb (illetve legkisebb)
eleme létezhet, de lehet tobb maximalis (illetve minimalis) eleme.

1.45. Definicié. Az (A, <) par linedrisan rendezett halmaz, ha olyan (A, <) rendezett halmaz, hogy
A barmely két eleme Osszehasonlithato a < rendezés szerint, azaz Vr,y € A: (x < yVy < z) teljesiil.

1.46. Tétel. Legyen (A, <) linedrisan rendezett halmaz és X C A.
1. Azy € A elemre sup X = y pontosan akkor teljesiil, ha y felsd korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z<y— (FreX:z<ux)) teljesil.
2. Az y € A elemre inf X = y pontosan akkor teljesil, ha y alsé korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z>y— 3Bre X :z> 1)) teljesil.

Bizonyitds. Az elsG allitast bizonyitjuk, a masodik hasonlé gondolatmentettel igazolhato.

= Legyen y = sup X. Ekkor y definici6 szerint felsé korlatja az X halmaznak. Indirekt tegyiik fel,
hogy 3z € A, melyre z < y és minden x € X esetén = < z. Ekkor z fels§ korlatja az X halmaznak és
kisebb mint y, vagyis nem y = sup X az X halmaz legkisebb fels6 korlatja, ami ellentmondas.

< Legyen y olyan fels§ korlatja az X halmaznak, melyre V2 € A: (z <y — (Jzv € X : 2z < 1))
teljesiil. Ekkor y a legkisebb felsd korlat, vagyis y = sup X.

1.47. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz. Az (A, <) part jolrendezett halmaznak, magat a
< relaciét pedig jolrendezésnek nevezziik, ha A minden nem iires részhalmazanak létezik legkisebb
eleme.

halmaz linearisan rendezett és nem az iires halmaz.
Kiegészités.
1.48. Tétel. Minden A halmazhoz létezik olyan < reldcid, mellyel (A, <) jolrendezett halmaz.

A tételt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy ekvivalens a kivéilasztasi axiémaval.

%
1.49. Definicié. Ha (A, <) rendezett halmaz, akkor x,y € A esetén definialjuk az alabbi halmazokat.
[z,yl ={z e Alz <z <y}
[x,y={z€ Al z <z <y}
le,y)={z€ Al z <2<y}
Jz,y[={z€ 4 z<z<y}

)

A fenti médon meghatarozott halmazokat intervallumoknak nevezziik.

1.50. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (A, <) rendezett halmaz induktivan rendezett halmaz, ha
minden olyan részhalmaza feliilrél korlatos, melynek barmely két eleme Gsszehasonlithaté.

1.51. Tétel. (Kuratowski—Zorn-lemma.) Minden induktivan rendezett halmaznak létezik mazimdlis
eleme.

Magyarazat. Az allitast nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy a Kuratowski-Zorn lemma ekvi-
valens a kivéalasztéasi axiéméaval.
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1.8. Ekvivalenciarelaciok

1.52. Definici6é. A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacidkat ekvivalenciareldcioknak nevezziik.

Jel6lés. Az ekvivalenciarelaciokat a =, ~ szimbolummal jeloljiik, tovabba (x,y) €~ helyett az x ~ y
jelolést hasznaljuk.

1.53. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz és legyen = ekvivalenciarelacié az A halmazon. Az
X C A halmazt ekvivalenciaosztdlynak nevezzik, ha

o X 75 @;

e Vx,ye Xz =~y

eVreX,VyecA: (z=y—yeX).

1.54. Tétel. Legyen A tetszdleges halmaz és =~ ekvivalenciarelicié az A halmazon. Ekkor minden
a € A elemre az R
a/ ~={z €Al a~z}

halmaz ekvivalenciaosztdly és az ekvivalenciaosztdilyok halmazt alkotnak
A/ ~2 (X ePA)|JacA: X =a) ~).
Tovdbbd az A/ =~ ekvivalenciaosztilyok diszjunkt halmazrendszert alkotnak, azaz
Ve,yc A/~ z#y—azny=0, é U{zlzecA/~r}=A
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen A tetszGleges halmaz, a € A és ~ ekvivalenciarelacié az A halmazon. Mivel
a ~ a, ezért a € a/ =, vagyis a/ ~# (. Ha z,y € a/ ~, akkor z ~ a, y ~ a, amibdl a = relaci6
tranzitivitasa miatt « ~ y adodik. Ha x € a/ = és y € A olyan elem, melyre x = y teljesiil, akkor
Yy &~ a a ~ relacio tranzitivitasa miatt, vagyis y € a/ ~.

Legyen x/ ~,y/ ~€ A/ = olyan, hogy x/ ~+# y/ ~. Tegyiik fel, hogy ¢ € (z/ ~) N (y/ =). Ekkor
xR césy = ¢ vagyis ¢ & y, amibdl a ~ relacié tranzitivitdsanak felhasznéalasaval az x/ ~= y/ =~
ellentmondas adodik. Tehat feltételezésiinkkel ellentétben nem létezhet olyan ¢ elem, melyet az x/ ~
és az y/ ~ halmaz is tartalmaz, igy (z/ ~) N (y/ =) = 0.

Ha x € A/ =, akkor © C A, vagyis az A részhalmazainak az egyesitése nyilvan részhalmaza az A
halmaznak, ezért csak a A C U{z| x € A/ ~} tartalmazast kell igazolni. Ha a € A, akkor nyilvan
a €al ~€ A/ =, vagyis a € U{x| z € A/ ~}.

1.9. Természetes szamok és rekurzidok

1.55. Tétel. Létezik egyetlen monoton halmaz, melyet minden mds monoton halmaz tartalmaz.

Bizonyitds. Legyen M monoton halmaz és legyen H = {N C M| N monoton}, és N 2 NH. Ekkor
N monoton halmaz. Ha M’ egy monoton halmaz, akkor M N M’ is monoton halmaz és MNM' € H,
ezért N C M'.

1.56. Definicié. Azt a jol meghatarozott monoton halmazt, melyet minden méas monoton halmaz
tartalmaz, az N szimboélummal jeloljiik és elemeit természetes szimoknak hivjuk. Tovabba bevezetjiik

az N* 2 N\ {0} jelolest.
Magyarazat. Ezek utan azonositjuk a megszokott természetes szamokat N elemeivel.

1.57. Definicié.

1>

0

1>

0
1=0"=0uU{0} = {0}
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22 1T =1U{1} = {0, {0}}
322+ =20{2} = {0,{0},{0, {0}}}

Magyarazat. Vagyis a fent bevezetett jelolés szerint Nt =N\ {0} = N\ 1.

1.58. Tétel. (A teljes indukcio elve.) Ha az A C N halmazra 0 € A, valamint Vn € A:nt € A
teljesiil, akkor A = N.

Bizonyitds. A fenti tétel nyilvanvald kovetkezménye.

Magyarazat. Az alabbi tétel konstruktiv médon megad egy rendezést természetes szaimok halmazén,
mellyel az jolrendezett halmaz lesz. A tétel meglehetGsen sok, apré technikai részletet tartalmazo
bizonyitasat nem ismertetjiik.

1.59. Tétel. A
<2 {(m,n) e NxN| m C n}

reldcid jolrendezés az N halmazon. Az (m,n) €< teljesilését szokdsosan az m < n alakban irjuk.

Magyarazat. A természetes szamok bevezetésének kovetkezménye, hogy minden n € N elemre
nt=1{0,1,...,n}

teljesiil. Vagyis minden természetes szam, mint halmaz, megegyezik a néla szigoruan kisebb termé-
szetes szamok halmazaval. Példaul 5 = {0,1,2,3,4}.

Jelolés. Adott n € NT természetes szam esetén bevezetjiik a

(1,....n} 20T\ {0}, {0,....,n} Ent

jelolést.

Magyarazat. A természetes szamokat és rajtuk egy kitiintetett rendezést mar definidltunk, most a
megszokott miiveleteken a sor.

1.60. Tétel. (Az egyszerd rekurzio tétele.) Legyen A halmaz, a € A tetszéleges elem és legyen
g € F(N x A, A) tetszdleges fiigguény. FEkkor létezik egyetlen olyan f : N — A figgvény melyre
f(0) = a és minden n € N esetén f(n™) = g(n, f(n)) teljesiil.

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy minden n € N esetén létezik egyetlen olyan s : nt — A
fiiggvény, melyre s (0) = a és minden k € n esetén s (k+) = g(n,s™ (k)) teljesiil. Jelolje H
azon természetes szamok halmazat, melyekre igaz a fenti kijelentés. Ekkor nyilvan 0 € H, hiszen az
50 {0} — A, 59(0) = a fiiggvény rendelkezik a kivant tulajdonsiggal. Ha n € H, akkor az

™) (k ha k<n®
) ()t A k st (k) a n

s HET)T ~ g(n,s™M(n)) ha k=nt
fliggvény is rendelkezik a rekurziv tulajdonsaggal, egyértelmiisége pedig szintén a rekurzidébol adodik;
vagyis nT € H.

Legyen f = U s(™. Mivel minden n € N esetén s C N x A fiiggvény és minden ni,ne € N

neN

elemre n; < ny esetén 5" C 5("2) ezért f : N — A fiiggvény lesz. Minden n € N szamra f|,,+ = s,
ezért az f fiiggveny rendelkezik a tételben leirt tulajdonsagokkal, egyértelmisége pedig szintén az s()
fliggvények egyértelmiiségébdl fakad.
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1.61. Definicié. Minden k € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztéast. Legyen A =N, a = k és
g:NxA—=N (nl)=1T.

Ekkor az egyszerd rekurzi6 tétele alapjan létezik egy fr : N — N fiiggvény, melyre f;(0) = k és
minden [ € N elemre f(I*) = fx(I)™ teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

+:NxN=>N (k1) +— fi()
0sszeadds miiveletét.

Magyarazat. A Osszeadas miveletének f6bb tulajdonsigait az alabbi tétel foglalja Gssze, melynek
hosszadalmas, elemi teljes indukcién alapulé bizonyitasat nem ismertetjiik.

1.62. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az aldbbiak teljesiilnek.
1.n+0=n
2.m+n=n+m
3. k+(m+n)=(k+m)+n
4. m<n—-m+k<n+k

1.63. Definicié. Minden k£ € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztast. Legyen A =N, a =0 és
g:Nx AN (nl)—1+k.

Ekkor az egyszert rekurzio tétele alapjan létezik egy fr : N — N fiiggvény, melyre fx(0) = 0 és
minden ! € N elemre f;(I +1) = fi(l) + k teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

i NxN-=>N (k- fr(])
szorzds miveletét.

Magyarazat. A szorzas miiveletének {&bb tulajdonsiagait mondja ki a kdvetkezd tétel, melynek a
bizonyitasat szintén kihagyjuk.

1.64. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az alabbiak teljesiilnek.
In=n

mn = nm

kE(mn) = (km)n

kE(m+n) =km+kn

(m 4+ n)k = mk + nk

m<n—mk<nk

S G o v~

1.65. Definicié. Minden k € N szamra tekintsiik az alabbi szereposztast. Legyen A =N, a =1 és
g:NxA—=N (nl)—lk.

Ekkor az egyszerid rekurzio tétele alapjan létezik egy fr : N — N fliggvény, melyre f(0) = 1 és
minden [ € N elemre f;(I + 1) = fr(])k teljesiil. Ezutan bevezetjiik a

hiNxNoN (k1) fu(l)

hatvinyozds miiveletét, melyre a k! 2 h(k,1) jelolést alkalmazzuk.
Magyarazat. Szintén bizonyitas nélkiil kézoljiik a hatvanyozas alaptulajdonsagait.

1.66. Tétel. Minden k,m,n € N elemre az aldbbiak teljesiilnek.
1. 1" =
2. kmTn = mEn
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Magyarazat. To6bb tétel bizonyitasanal lesz sziikségiink a késébbiekben az alabbi egzisztencia alli-
tasra.

1.67. Tétel. (A kivdlasztdsi azidmdval kombindlt rekurzid tétele.) Legyen A halmaz és (Fy,)nen olyan
halmazrendszer, melyre minden n € N esetén F,, C F(n, A). Tegyiik fel, hogy

Vn € NYf € F,3f € Fourr(f'|n = f)

teljesiil. Ekkor minden N € N elemre és a € Fy fiigguvényhez létezik olyan o' : N — A sorozat, hogy
d'|ny = a és minden n € N szimra n > N esetén o', € F,.

Bizonyitds. Legyen A halmaz és (F},),en olyan halmazrendszer, melyre minden n € N esetén F,, C
F(n,A) és

vn ENVf € Fnafl € Fn+1(f/|n :f)
teljesiil. Legyen tovabbd IV € N és a € Fiy tetsz6leges. Legyen m € N, m > N és b € F,,, tetszGleges.
Ekkor az (F),)nen halmazrendszerre tett feltételezés alapjan

(b € Fppsr| V] = b} # 0,

mivel ez minden b € F,,, halmazra igaz, ezért az 1.39 tétel alapjan

H {b/ € Frnt| bllm =b} # 0,

beF,,

amibél ugyancsak az 1.39 tétel alapjan

IT  II v €FnaalV|m=0}#0

{meN| m>N} beFy,

kovetkezik. Legyen a egy eleme a fenti halmaznak. Ekkor az F' = U F,, jelolés bevezetésével
n=N

a:{meN|m>N}— F(F,F)

olyan fliggvény, hogy minden m € N, m > N esetén a(m) : F,,, — F,,+1 és minden b € F,,, elemre
(a(m)(b))|m = b teljesiil. Definidljuk a

g:NxF—F (n,c¢) = a(Domc)(c)

fliggvényt. Az egyszert rekurzio tételét alkalmazva a g fiiggvényre és a a € Fy C F elemre kapjuk,
hogy létezik olyan f : N — F fliggvény, hogy f(0) = a és minden n € N esetén f(n+1) = g(n, f(n)).
Megmutatjuk, hogy minden n € N esetén f(n) € F,n teljesil. Az n = 0 esetben f(0) =a € Fy
nyilvan teljesiil. Most tegyiik fel, hogy valamilyen n € N szamra f(n) € F,,4n teljesiil. Ekkor

f(n+1) = g(n, f(n)) = a(Dom f(n))(f(n)) € Fniitn,

tehat minden n € N esetén f(n) € F, 4y teljesil.
Megmutatjuk, hogy minden n € Nesetén f(n+1)|,+n = f(n) teljesil. Ha n € N, akkor Dom f(n) =
n+ N, vagyis az « fliggvény (a(m)(b))|, = b tulajdonsiga miatt

fn 4 Dlnsn = a@om f(n))(f (n))lnsn = aln+ N)(f(n))lnin = f(n).

Ezt méasképp ugy is kifejezhetjiik, hogy f(n) C f(n+1).

Legyen o' = U f(n). Megmutatjuk, hogy o’ fiiggvény. Legyen (u,v1),(u,vs) € a’. Ekkor létezik
neN

olyan ni,n2 € N, hogy (u,v1) € f(n1) és (u,v2) € f(na), vagy masképp irva f(ni)(u) = vy és

f(n2)(u) = va. Ha my = ng, akkor az f(n,) fliggvény, tehat vy = ve. Tegyiik fel, hogy ny > na.

Ekkor f(n1)|ny+m = f(ng) miatt f(ni)(u) = f(n2)(u), vagyis ismét v; = vy adodik.

Az o/ : N — A olyan fiiggvény, hogy o’'|y = f(0) = a és minden n € N szadmra n > N esetén

a|n, = f(n— N) € F, teljesiil.
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1.10. Természetes szamoktol a komplex szamokig

Magyarazat. Jelen alfejezet célja, hogy eljussunk az analizis alapjat jelentd valds illetve komplex
szamok fogalmahoz. A matematikailag teljesen preciz ismertetése ennek a hosszi utnak, mely a
termeészetes szamoktol indul és a valds szamtestnél végzddik, meglehet&sen hely és idGigényes lenne,
éppen ezért csak f6bb mérfoldkoveit emlitjiik meg.

1.68. Tétel. (Egész szdmok.)
1. Az N x N halmazon az

= {((m,n),(m',n")) € (Nx N) x (NxN)| m+n"=m'+n}

reldcid ekvivalencia-reldcio.
2. Tekintsik az aldbbi miveleteket.

+ (NxN)x (NxN) = NxN ((m,n),(m' n))— (m+m' n+n)
x":(NxN)x (NxN) = NxN ((m,n),(m',n))— (mm' +nn',m'n+n'm)

Ezeket a fiigguényeket infix jelélésmoddal irjuk. Ekkor minden
(m17n1)7 (mQ; n2)7 (mllanll)a (ml27n,2) € NxN
elemre (my1,n1) = (m},n}), (ma,ng) = (mh,nh) esetén

(ma,n1) +' (ma,n2) & (m},n}) +' (mj, ny)
(mlvnl) x' (m27n2) ~ (mllanll) x’ (mIQan/Q)
teljesiil.

3. AZ= (N x N)/ = halmazon jol értelmezett a

4+ XL =T ((m1,n1)/ =, (ma,n2)/ =)~ ((m1,n1) + (M2,n2))/ ~
X: L X1— 7 ((m1,n1)/ ~, (mg,ng)/ %) — ((m1,n1) x/ (mg,ng))/ ~

muvelet és N természetes modon bedgyazhato a Z halmazba.
J:N=Z nw— (n0)/~

4. A (Z,+) kommutativ csoport és minden m,n € N esetén
j(m) +j(n) = j(m+n)

teljesil. Jelélje a + mivelet inverzét —.
5. A x miwvelet asszociativ, kommutativ és egységelemes, disztributiv a + mdveletre nézve és
minden m,n € N esetén

3(m) x j(n) = j(mn)

teljesiil.
6. A Z halmazon a

A
S:

{(a,b) € Z X Z| I(my,na) € a, Imp,np) €0 Mg +np <My +ng}
reldcid linedris rendezés. Azt a tényt, hogy (a,b) €< roviden az a < b alakban irjuk.

Jelolés. A tovabbiakban a j : N — Z beagyazast nem jeloljiik, a x szorzést a - jellel jeldljiik, vagy
nem irjuk ki.

1.69. Definicié. A Z halmaz elemeit egész szimoknak nevezziik.

1.70. Tétel. (Raciondlis szaimok.) Legyen Z' 2z \ {0}.
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1. AzZ x Z' halmazon az

1>

~
~

{((m,n),(m',n)) € (ZxZ") x (Z xZ")] mn' =m'n}
reldcio ekvivalencia-reldcio.
2. Tekintsik az aldbbi miveleteket.
+ 2 (ZxTYx (ZxZ)—=ZxZ ((myn),(m',n))— (mn +m'n,nn)
X' (LxTYx(ZxZ)—=ZxZ ((m,n),(m',n))— (mm' nn)
Ezeket a fiigguényeket infix jelélésmoddal irjuk. Ekkor minden
(m1,n1), (ma,n2), (my,n}), (mhy,ny) € Zx 7'

elemre (my1,n1) = (m},n}), (ma,ng) = (mh,nl,) esetén

(mlvnl) +/ (m27n2) ~ (mlla nll) +/ (mIQan/Q)

(m1,m1) x" (ma,na) = (my,n}) x" (my,njy)
teljesiil.

3. AQ 2 (Z x Z')] = halmazon jol értelmezett a
+:QxQ—=>Q  ((m1,m)/ =, (m2,n2)/ &) = ((m1,m1) +' (m2,n2))/ ~
x:QxQ—=Q  ((m1,m)/ =, (m2,n2)/ =) = ((m1,m1) X' (M2, n2))/ =
mdwvelet és 7. természetes modon bedgyazhato a Q halmazba.
J:Z—-Q n—(n1)/~
4. A (Q,4) kommutativ csoport és minden m,n € 7 esetén
j(m) +j(n) = j(m +n)

teljesiil. Jeldlje a + mivelet inverzét —.

5. A X mdvelet asszociativ, kommutativ, eqységelemes, disztributiv a + mdveletre nézve és min-
den m,n € Q esetén

J(m) x j(n) = j(mn)
teljestil.

6. Minden p € Q elemre p # j(0) esetén létezik pontosan egy p' € Q melyre p x p' = j(1) teljesil.
7. A Q halmazon a

1>

< ={(a,b) € Q x Q| I(ma,nq) € a, I(mp,np) €Eb: my X npy < My X N}

reldcid linedris rendezés, melyet (a,b) €< esetén az a < b alakban irunk.

Jelblés. A tovabbiakban a j : Z — Q beagyazast nem jeloljiik, a x szorzést pedig - jeloli, vagy nem
irjuk ki. Nullatol kiilonb6zé p € Q elem inverzét a szorzasmiiveletre nézve — jeloli. A fenti tételbdl

kovetkezik, hogy minden m € Z és n € Z \ {0} esetén

m-— =

1
7.m7
n

S

ezt a szorzatot a tovabbiakban - alakban irjuk. Minden p € Q elem felirhat6 p = m alakban, ahol
n
meZésnelZ\{0}.

1.71. Definicié. A Q halmaz elemeit raciondlis szamoknak nevezziik.



1.10 TERMESZETES SZAMOKTOL A KOMPLEX SZAMOKIG 17

1.72

Definicié. A (K, +,-,0,1) 6t0s test, ha teljesiti az alabbiakat.
0,1e K, 0#1

e A (K, +,0) kommutativ csoport.

1.73.

kat.

1.74.

1.75.

1.76.

A - miivelet asszociativ, kommutativ, 1 az egységeleme és minden nem nulla elemnek létezik
inverze.
A - mivelet disztributiv a + miveletre nézve.

Definicié. A (K,+,-,0,1,<) hatost rendezett testnek mondjuk, ha az teljesiti az alabbia-

A (K,+,-,0,1) 6t0s test.

A < relaci6 linearis rendezés.
Ve,mneK:(m<n—-m+k<n+k)
VE,m,ne K :((m<nA0<k)— mk<nk)

Definicié. A (K, +,-,0,1, <) hatos teljesen rendezett test, ha
A (K, +,-,0,1, <) rendezett test;
minden nem {ires, feliilr6l korlatos részhalmazanak létezik szuprémuma.

Tétel. A (Q,+,-,0,1, <) hatos linedrisan rendezett test, de nem teljesen rendezett test.

Definicio. Az X C Q halmazt Dedekind-szeletnek hivjuk, ha
X 0

X feliilrél korlatos;

az X halmaznak nincs legnagyobb eleme a Q halmazban;
minden x € X esetén

{yeQly<az}CX

teljestil.

1.77. Definicié. A Dedekind-szeleteket valds szdmoknak nevezziik, ezek halmazat R jeloli.

1.78.
1. Az R halmazon a

Tétel. (Miveletek valds szamokkal.)

<2 {(z,y) ERxR| z C y}

relacio rendezés, melyet (x,y) €< esetén az x <y alakban irunk fel.

2. A

Q>R 2—{qeQ| ¢<z}

bedgyazds injektiv.

3. Adott x,y € R esetén

A
TH+yY= {qw+Qy| dz €T, qy Ey}
halmazra x +y € R teljesil. Igy értelmezhetd a

+:RxR—=>R (z,y)—z+y

dsszeadds mivelete, mely kommutativ, asszociativ és melynek j(0) az egységeleme.

4. Minden x € R esetén legyen

—xé{qe(@ Vrex: ¢<—r}
Ekkor —x € R, igy értelmezhetd a
—R=>R z— —2

mdavelet, melyre minden x € R esetén x + (—x) = j(0) teljesiil.
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5. Legyen R = {z € R| j(0) < x}. Adott z,y € RT esetén

JAN
me:]*O0,0]U{qqu“ quIEﬂQ+, deyﬂQJr}

halmazra x x y € RY teljesiil. Igy értelmezhetd a

T Xy ha x> 3(0), y > j5(0)
—(zx (=y)) ha z>j(0), y <j(0)
X:RxR—=>R (z,9) =< —((—x)xy) ha z<j0), y>;0)
(—z) x (=y) ha =z <j(0), y <j(0)
3(0) ha x =j(0), vagy y = j(0).

szorzds mivelete, mely kommutativ, asszociativ és melynek j(1) az egységeleme.
6. Az (R, +, x,5(0),5(1), <) hatos teljesen rendezett test.
7. Minden x,y € R elemre

J@+y)=i(@) +i), J@xy)=j@)ik), j-z)=—j)
teljesiil.

Jelolés. A tovabbiakban a j : Q — R beagyazast nem jeloljiik, a x szorzést pedig - jeldli, vagy nem
irjuk ki. Bevezetjiik az

R+é{xER|O<x}
R 2 {z €R|0<a}
jeloléseket.

Magyarazat. A fenti tételt most kimondjuk abban a forméaban is, ahol a valos szamok alaptulajdon-
sagait, kivétel nélkiil, részletesen kiirjuk. Az eddigiek alapjan lathato modon a tétel erejét a felsorolt
tulajdonsagoknak eleget tevs halmaz (valés szamok halmaza) és a rajta értelmezett miveletek létezése
jelenti.

1.79. Tétel. Létezik olyan (R,+,—,-, ~1,0,1, <) nyolcas, ahol
1.0,1€R,04£1;
2. +:RxR =R, (a,b) = a+b figguény, — : R —- R, a— —a fiiggvény a

Va € R a+0=a

VaeR a+(—a)=0
Va,b,ce R (a+b)+c=a+ (b+c¢)
Va,b € R a+b=b+a

tulajdonsdagokkal;
3. - :RxR—=R, (a,b) — a-b figguvény, "1 : R\ {0} = R, a+ a~! fiigguény a
Va € R a-l=a
Va e R\ {0} a-a!l=1
Va,b,ce R (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b € R a-b=b-a
Va,b,c € R a+b)-c=a-c+b-c
tulajdonsdagokkal;

4. <C R x R részhalmaz, melyre minden (a,b) €< esetén az a < b jelélést haszndljuk és mely
rendelkezik a

Ya € R a<a

Va,b € R (a<b Ab<a) > a=D
Va,b,ceR (a<b A b<c¢) = a<c
Va,b € R a<bV b<a

Va,b,ce R (a<b) - a+c<b+c
Va,b,ceR (a<b AN 0<c¢) = a-c<b-c

tulajdonsagokkal;
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5. tovdbbd

VAe PR)\{0}: (BKeR:(VacA: a<K)) —
— (FseR:(Va€A: a<s) AN (Vs eR: (VaeA: a<s') — s5s<5)))))
teljesiil.
Tovdbbd az 1.—4. tulajdonsdgoknak eleget tevé (R,+,—,-, ~1,0,1, <) struktirdkat nevezziik rendezett

testeknek, valamint ha az 5. 1is teljesil eqy rendezett testre, akkor azt teljesen rendezett testinek
nevezzik.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas alapjan nyilvanvalo.

Jelolés. A szorzas - jelét altaldban nem irjuk ki, azaz a,b € R esetén ab jeldli az a - b elemet. Adott
a,b € R esetén a — b jeldli az a + (—b) elemet. Az a € R és b € R\ {0} esetén az ab~! elemre gyakran

az a : b vagy az % jelolést hasznaljuk. Tovabba minden a,b € R esetén a < b vagy b > a azt jeldli,
hogy a < b és a # b.

Magyarazat. A rendezett testekben (igy a valds szamok korében is) érvényes szamolési szabalyokat
foglalja Gssze a kovetkezd tétel.

1.80. Tétel. Legyen (K,+,-,0,1, <) rendezett test. Ekkor az aldbbiak teljesilnek.

1.VeeK: 0-z=0

2.VeeK: (-1)-z=-x

3. FxeK: 0-z=1

4. Ve,ye K: <y - —y<—x

5 (-1)2=1

6. Ve,y,z€ K: (x<y A 2<0) = yz<az

7. VreK: 0<az?

8. 0<1

9. Vz,ye K: 0<z<y %O<$<%
Bizonyitds.

1. Legyen = € K tetsz6leges. Ekkor 0 4+ 0 = 0 és a disztributivitas miatt
0-2=(040)-2=0-240-z,

amihez hozzaadva a —(0 - z) elemet 0 - = = 0 adodik.
2. Ha z € K akkor az 1. pont alapjan 0 -z = 0, ezért

(-)-2=04+(-1)z=—-z4+z+(-1)-z2=—-ax+1-2+(-1) 2=
=—<a2+(1+(-1)r=—2+0-2=—2+0=—zx.
3. Az 1. pont nyilvanvalo kévetkezménye.
4. Ha z,y € K és x < y, akkor az egyenl6tlenséghez hozzdadva a —x — y szdmot —y < —x adodik.

5. A
(-1?= (=1 (1) =1+ (1) + (1)) - (=1) = =1+ (=1)* + (-1)?

egyenlet elejéhez és végéhez hozzdadva a —(—1)? szamot,
0=—1+(-1)%

majd az 1 szamot
1= (-1)?
adodik.
6. Legyen z,y,z € K olyan, melyre z < y és z < 0 teljesiil. A 4. pont alapjan ekkor 0 < —z, vagyis
—zx < —zy, amib6l megint a 4. pont alapjan zy < zz kovetkezik.
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7. Legyen z € K. Ha 0 < x € K, akkor az egyenlGtlenséget megszorozva az x pozitiv szémmal 0 < x?
adodik. Ha x < 0, akkor 0 < —z, amit megszorozva a —z pozitiv szdmmal 0 < 22 adodik.
8. A 7. pont alapjan nyilvanvalo.

1
9. Legyen z € K olyan, melyre 0 < z teljesil. Ha — < 0 teljesiilne, akkor ezt megszorozva az z
x
1
szammal 1 < 0 ellentmondéas adédna, tehdt 0 < —. Ha z,y € K olyan, melyre 0 < x < y teljesiil,
x

1 1 1
akkor az x < y egyenlGtlenséget megszorozva az — szammal — < — adodik.
Ty y oz

1.81. Tétel. Rendezett testben minden elem négyzete pozitiv.
Bizonyitds. Az 1.80 tétel 7. pontja éppen ez volt.

1.82. Definicié. Jeloljon oo és —oo két olyan halmazt, melyre oo, —oco ¢ R teljesiil. Ekkor az

= A .. y
R = RU{—o00, 00} halmazt bdvitett valds szamoknak nevezzik, a co elemet végtelennek, a —oo elemet
pedig minusz végtelennek mondjuk. A valos szamok halmazan értelmezett < relacié bévitése

Z 2< U(R x {00}) U ({00} x B) U {(~00, ~00)} U {(~00,00)} U {(00,00)}.

A + és - miivelet az alabbi modon bévitjiik.
— Minden a € R esetén legyen a + oo 2 50 +a = 00, tovabbé legyen oo + oo 2 .

— Minden a € R esetén legyen a + (—o0) = (—o0)+a = —00, tovabba legyen —oo + (—o0) 2 .
— Minden a € R\ {0} esetén legyen

A A o~ ha a>0,
a-00=00-a=
—o0 ha a<0,

A s

tovabba legyen oo - 0o 2 (=00) + (—o0) 2 % és (—00) 00 =00"(—00) = —00.

1.83. Definicié. A valos szamok halmazan definidljuk még az x € R elem altal meghatarozott alabbi
halmazokat.

{zeR|x <z}
|z, {zeR|z <z}
|—o0,2] ={z € R| z < z}
|0, z[={z € R| z < z}

[, 00[ =
oo =

Tovabba bevezetjiik még az
]—o00,00[ =R

jelolést. Ezen halmazokat is intervallumoknak nevezziik.

Jelolés. A tovabbiakban, ha nem okoz félreértést a bovitett < relaciéra tovabbra is a < jelet hasz-
naljuk, valamint a bévitett 4+ és - miiveletre sem alkalmazunk 1j jelolést.

1.84. Definicié. A (K, +,-,0,1, <) teljesen rendezett testrsl azt mondjuk, hogy arkhimédészi médon
rendezett, ha Vz,y € K elemhez > 0 esetén In € N, hogy y < n - = teljesiil.

1.85. Tétel. Minden teljesen rendezett test arkhimédészi modon rendezett.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen K nem arkhimédészi modon rendezett test és legyen x,y € K olyan,

hogy 0 < z és egyetlen n € N szadmra sem teljesiil, hogy y < n - . Ekkor az X 2 {n-z| n € N}
halmaz fels6 korlatja y, vagyis létezik sup X. Ekkor (sup X) — x nem fels§ korlatja az X halmaznak,
tehat létezik n - 2 € X, melyre (sup X) — z < n -z, vagyis sup X < (n+ 1) - z, ami ellentmondas.

1.86. Tétel. A valds szdmtest arkhimédészi modon rendezett test.
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Bizonyitds. Az 1.79 tétel alapjan R teljesen rendezett test, az el6z6 1.85 tétel alapjan pedig minden
teljesen rendezett test arkhimédészi médon rendezett test.

1.87. Definicié. Legyen z € R. Az

Hé inf{n€Z|z<n}—1, ha z¢Z
= x, ha =z € Z;

szdmot az x egész részének a
A
{z} =z — 2]
szamot pedig az x tort részének nevezziik.

Magyarazat. Eddig lattuk, hogy létezik teljesen rendezett test, a kovetkezs tétel a teljesen rendezett
testek egyértelmiségérsl szol.

1.88. Tétel. Bdrmely két teljesen rendezett test izomorf. Vagyis ha (K, ®,©, x,°1,0,1, <) teljesen
rendezett test, akkor létezik olyan ¢ : R — K bijekcid, melyre p(0) = 0, ¢(1) = 1 és minden z,y € R
elem esetén

oz -y) = p(x) x p(y)
2#0 = @) #0 A ¢ (7Y = (p(z)
r<y < o) 2 ey

teljesiil.

Megjegyzés. Ezen tétel alapjan akar kezdhetnénk tgy is a valos szamok bevezetését, hogy legyen
R egy teljesen rendezett test, ha tudnank, hogy létezik teljesen rendezett test.
%

1.89. Tétel. A C =R x R halmazon értelmezzik az aldbbi miveleteket.

+:CxC—=C  ((z,9),(y) = (@+2"y+9)
:CxC—=C (z,y), (@', y)) = (z2' —yy', 2y + 2'y)

1. Ekkor (C,+,") test.
2. A
j:R—=C z+(z,0)

olyan injekcio, melyre minden x,y € R esetén j(x) + j(y) = j(z +y) és j(x) - j(y) = j(z - y)
teljesiil.

Bizonyitds. Elemi szamolassal adodik.

1.90. Definicié. A C halmazt a komplex szdmok halmazdinak nevezziik, elemeit pedig komplex
szamoknak. A z = (a,b) € C elemet az a + bi alakban irjuk, ahol a = Rez a komplex szam wvalds
része, b = Im z pedig a képzetes része, vagyis

Re:C—R (a,b) = a

Im:C—R (a,b) — b.

A z konjugdltja Z = a — bi.

1.91. Tétel. Nem létezik olyan rendezés a komplex szamtest felett, mellyel a komplex szamok halmaza
rendezett test lenne.
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Bizonyitds. Legyen < olyan rendezés a komplex szamtesten, mellyel az rendezett test. Ekkor a
korabbi 1.81 tétel miatt minden négyzetszam pozitiv.

Felhasznalva, hogy az 1 és a —1 négyzetszam a komplex szdmok halmazaban, 0 < —1és 0 < 1
adodik. Az el6bbi egyenlStlenséghez hozzédadva az 1 szamot 1 < 0 adodik, amibdl a < relacio
antiszimmetrikussdga miatt a 0 = 1 ellentmondast kapjuk.

Kiegészités. Az alabbi tétel arra a kérdésre ad vilaszt, hogy egy test mikor tehetd rendezett test-
té.

1.92. Tétel. Egy K testen pontosan akkor adhaté meg olyan rendezés mellyel K rendezett test lesz,
n

ha nem létezik véges sok x; € K elem, melyre lez = —1 teljesiil.
i=1

A fenti tétel kovetkezménye, hogy véges testen nem létezik olyan rendezés, mellyel rendezett test
lenne.
O

1.11. Szamossagok

1.93. Definicié. Legyen A és B halmaz.

— Az A és B ekvipotens, ha létezik f: A — B bijekcio. Ezt a tényt |A| = |B| jeloli.

— Az A halmaz kisebb-egyenld szimossdgi a B halmaznal, ha 3X C B : |A| = |X|. Ebben az
esetben az |A| < |B| jelolést hasznaljuk.
Az A halmaz kisebb szdmossdgi a B halmaznal, ha |A| < |B| és |A| # | B|. Ennek jele |A| < |B|.
Az A és B halmaz szdmossdg tekintetében dsszehasonlithatd, ha (|JA| < |B|)V(|B| < |A4|) teljesiil.

Magyarazat. Fontos megjegyezni, hogy jelen pillanatban |A| még csak pusztan szimbélum, melyet
nem definidltunk, csak az |A| < |B|, az |A| < |B| és az |A| = |B| tipusu kifejezéseket értelmeztiik
eddig.

Magyarazat. Most a halmazok szamossaganak két alaptétele kovetkezik, melyek biztositjak, hogy
barmely két halmaz Gsszehasonlithato a szamossag tekintetében, valamint, ha |A| < |B| és |B| < |4],
akkor |A| = |B.

1.94. Tétel. Bdrmely két halmaz szdimossag tekintetében éGsszehasonlithato.

Bizonyitds. Legyen A, B halmaz és
F& {f € A x B| f injektiv fiiggvény},

melyen < jeloli a tartalmazas relaciét. ElGszor megmutatjuk, hogy létezik maximaélis elem az F
halmazban. Legyen H C F olyan halmaz, melynek barmely két eleme Gsszehasonlithatd és legyen
f 2 U h. Ekkor f injektiv, tehat f € F és f a H egy fels6 korlatja. Tehat (F, <) induktivan

heH
rendezett halmaz. Ezért a Zorn-lemma miatt van maximalis elem az F halmazban, jeldlje ezt g.

Ekkor a g fliggvényre Domg = A vagy Rang = B teljesiil, ugyanis ha Domg # A és Rang # B,
akkor létezik ag € A\ Domg és by € B\ Rang elem és a

. g(xz), ha € Domyg;
g:DomgU{ap} — Rang U {by} x»—>{ by, ha z=ag
fiiggvényre g < g teljesiil, vagyis g nem maximalis.

Ha Dom g = A, akkor |A| < |B| és ha Rang = B, akkor |B| < |A].

1.95. Tétel. (Schrider-Bernstein-tétel) Bdrmely A és B halmazra |A| < |B| és |B| < |A| esetén
|A| = |B| teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen i: A — B és j: B — A injektiv leképezés.
1. Ha E C A olyan, hogy j(B\ i(E)) = A\ E teljesiil, akkor a

) i(r) ha z€eFE
p:A—B x’_){jl(iﬁ) ha o ¢ E

leképezésrsl konnyen ellenérizhetd, hogy bijekcio.

2. Legyen H 2 {HC Al j(B\i(H)) CA\H}é E 2 UH. Megmutatjuk, hogy ekkor j(B\i(E)) =
A\ E teljesiil.

2./1. j(B\i(E)) C A\ E:

z‘(E)z‘(U H) U itm)

HeH HeH
B\i(E)=B\ |J i(H)= () B\i(H)
HeH HeH
j(B\z‘(E))zj(ﬂ B\i(H)) C()A\H=A\|J H=A\E
HeH HeH HeH

2./2. j(B\i(E)) = A\ E: Legyen F 2 A\ j(B\i(E)). A 2./1. miatt E C F.

ECF = j(B\i(F)) Cj(B\i(F)=A\F = FcH
Mivel EC F, F € H és E =UH, ezért E = F, vagyis j(B\i(E)) = A\ E.

Megjegyzés. Barmely A, B, C' halmazra,

L Al = |A];

2. ha |A| = |B|, akkor |B| = |4|;

3. ha |A| =|B| és |B| = |C|, akkor |A| = |C|;
azonban |-| mégsem hataroz meg ekvivalenciarelaciot!

1.96. Tétel. Bdrmely A halmazra |A| < |P(A)| teljesil.
Bizonyitds. Az 1.34 Cantor-tétel kovetkezménye.

1.97. Definicié. Legyen A tetszbleges halmaz.
— Az A halmaz véges, ha In € N, melyre |A| = |n| teljesiil, ekkor az mondjuk, hogy A egy n elemd
halmaz és az |A| = n jelolést hasznéljuk.
Az A halmaz végtelen, ha nem véges.
Az A halmaz megszdmldlhatd, ha véges vagy |A| = |N|.
Az A halmaz megszdmldlhatéan végtelen, ha |A| = |N|.
— Az A halmaz kontinuum szdmossdgi, ha |A| = |R|.

1.98. Tétel. Legyen A és B olyan véges halmaz, melyre |A| = n és |B| = m teljesiil, ahol n,m €

1. Bdrmely X C A halmazra | X| < n.

2. |Ax Bl =mn

3. Ho AN B =10, akkor |AU B| =n+ m.
4. [JAUB|=m+n—|ANB|

5. |P(4)] =2"

6. |[F(A, B)| =m"

Bizonyitds. Legyen n,m € N és legyen A, B olyan véges halmaz, hogy létezzen o : A — n és
8 : B — m bijekcio.
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1. Az |A| =n, X C A, |A] > n feltételezés rogton ellentmodasra vezet.
2. Egyszertien igazolhato, hogy a

v:AXx B —nm (a,b) — a(a)m + B(b)

leképezés bijekcio.
3. A
a(z), ha xze€A;

p:AUB = n+m xH{n—i—ﬁ(mL ha zc B

leképezésrdl igazolhatd, hogy bijekcid.

4. Mivel AN B C A, ezért az elsé pont alapjan |[AN B| = k < n. Legyen v : AN B — k bijekcio.
Mivel az AN B és A\ B halmazok diszjunktak ezért az el6z§ pont alapjan |[(ANB)U (A\ B)| =
k+|A\ B| =n, amibdl |A\ B| = n — k kovetkezik. Legyen § : A\ B — n — k bijekcio. A

B(x), ha x € B;
p:AUB—>n+m—k IH{m—&-((S)(x), ha ¢ B
leképezésrol rovid szamolassal igazolhato, hogy bijekeio.
5. Az n = 0 esetben az A = () teljesiil, vagyis P(A4) = {0} = 1 = 2°, tehat létezik egy természetes
P(A) — 20 bijekcio. Tegyiik fel, hogy az n € N természetes szamra igaz az allitas. Legyen A’ olyan
halmaz, melyre létezik o/ : A" — n + 1 bijekci6. Ha bevezetjiik az A = {(a/)~*(k)|k € n} halmazt
és az a = o] 4 fiiggvényt, akkor azt kapjuk, hogy a : A — n bijekcio. Ekkor létezik ¢ : P(A4) — 2
bijekcio. Megmutatjuk, hogy a C' = A’ \ A halmaz egyetlen elemet tartalmaz. Ugyanis ha a,b € C,
akkor az o/(a) = n és o/(b) = n egyenletekbdl az o injektivitdsa miatt a = b adodik. Jelolje tehat u
a C halmaz egyetlen elemét. Ekkor révid szamolassal ellenérizhetd, hogy a

. ’ n p(X), ha w¢ X;

7P =2 XH{2R+1+@(X\{U}), ha weX
leképezés bijekcio.
6. Az n = 0 esetben az A = 0 teljesiil, vagyis egyetlen A — B fiiggvény létezik, nevezetesen
az, amelyik az értelmezési tartomanya az iires halmaz, ezért F(A,B) = {0} = 1 = m°, tehat
letezik egy természetes F(A, B) — mY bijekcio. Tegyiik fel, hogy az n € N természetes szamra
igaz az allitds. Legyen A’ olyan halmaz, melyre létezik o : A’ — n + 1 bijekci6. Ha bevezetjik az
A= {(c/)7!(k)|k € n} halmazt és az o = /| 4 fiiggvényt, akkor azt kapjuk, hogy a : A — n bijekci6.
Ekkor létezik ¢ : F(A, B) — m™ bijekci6. Az el6bbi pont bizonyitasa alapjan a C = A’ \ A halmaz
egyetlen elemet tartalmaz. Jelolje tehat u a C' halmaz egyetlen elemét. Ekkor révid szadmoléssal
ellendrizhets, hogy a

& F(ALB) s fes o(fla) - m+ ()

leképezés bijekcio.

1.99. Tétel. (Megszamldlhatéan végtelen halmazok.)

1. Minden végtelen halmaznak van megszdmlalhatoan végtelen részhalmaza.

2. Az A halmaz pontosan akkor végtelen, ha |N| < |A| teljesiil.

3. Két megszamldlhatoan végtelen halmaz Descartes-szorzata megszamldlhatoan végtelen.

4. Megszamldlhato sok megszdmlalhatoan végtelen halmaz unidja megszamlalhatoan végtelen.

5. IN| = |z = Q]

6. Ha A végtelen halmaz és B megszdmldlhatdan végtelen, akkor |A| = |A U B|.
Bizonyitds.

1. Legyen A végtelen halmaz. A kivalasztasi axioméaval kombinalt rekurzio tételének (1.67 allitas)
segitségével konstrudlhatunk olyan a : N — A fiiggvényt, mely injektiv, és ekkor Rana az A
halmaz megszamlalhato részhalmaza. Legyen ugyanis minden n € N esetén F, az n — A
injektiv fliggvények halmaza. Err6l az (F),),en halmazrendszerrsl megmutathato, hogy teljesiti
a

Vn e NVf € F,3f € Fpi(f'ln = f)
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feltételt, vagyis ha x € A tetszsleges elem, akkor a
ad:1— A O x

fiiggvényre o' € F teljesiil és létezik hozza olyan a : N — A sorozat, hogy a|; = @’ és minden
n € N szamra al, € F,. Ezen utobbi tulajdonsaghol kovetkezik a injektivitasa.

2. Ha az A halmaz végtelen, akkor az elsé pont alapjan létezik megszamlalhatoan végtelen £ C A
részhalmaza, vagyis |N| < |A|.
Ha az A halmazra |N| < |A| teljesiil, akkor indirekt modon tegyiik fel, hogy |A| = |n| valamely
n € N természetes szamra. Ebbdl az |N| < |n| ellentmondés adodik.

3. Minden n € N* esetén legyen

Cné{keNﬂ n(n —1) <k<n(n—|—1)}.

2 - 2
Ekkor (C),),en+ paronkeént diszjunkt halmazrendszer és U C, = N*. Tovabba a

neN+t

(n—1) n(n+1)
2 ’ 2

N* - N* x N* ka(/c—" —k+1>, ahol k € C,,

leképezés bijekcio.
4. Legyen minden n € N esetén A,, megszamlalhato és f, : A, — N injektiv fliggvény. Mivel

U({n} x Ap) = U A, (n,a)—a

neN neN

. Mivel

U 4.

neN

<

U ({n} x 4,)

neN

UJ{n} x 4n) 5 NxN  (n,a) = (n, fa(a))

neN

sziirjekcio, ezért

U {n} x 4,)

neN
5. Az el6z6 pontok alapjan nyilvanvalo.

6. Legyen C az A megszamlélhatoan végtelen részhalmaza. Ekkor létezik ¢ : CUB — C bijekcio,
ezért a

injekcio, ezért <IN x N| = |N|.

x, ha x€A\C;

AUB = A xH{ap(x), ha 2zeCuUB

fliggvény is bijekcio.
1.100. Tétel. Legyen A, B olyan halmaz, melyre |A|,|B| > 2 teljesil. Ekkor
|[AUB| < |A x Bj.

Bizonyitds. Legyen A, B olyan halmaz, melyre |A|,|B| > 2 teljesiil. Tegyiik fel, hogy A és B
diszjunkt halmazok, valamint legyen a1, as € A, b1, bs € B olyan elemek, melyekre a; # as és by # by
teljesiil. Egyszertien igazolhatd, hogy ekkor a

(x,b1), ha z €A
p:AUB > Ax B (a1,2), ha x€ B A x#by;
(ag,b2), ha ze€B AN xz=b

leképezés injektiv, vagyis |[AU B| < |A x B|.

1.101. Tétel. (Szdmossdgaritmetika alaptétele.) Minden végtelen A halmazra |A| = |A x A| teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen D C A megszamlalhaté halmaz és legyen

Hé{f:A—»AxA\DQDomf, Ran f = Dom f x Dom f, f bijekcio}.

Jelolje < a C relaciot a H halmazon. Ekkor (H, <) nem {ires rendezett halmaz.
1. Megmutatjuk, hogy létezik maximalis elem a H halmazban. Legyen S C H olyan halmaz, melynek
barmely két eleme Osszehasonlithato, és legyen f 2 U h. Ekkor D C Dom f és f injektiv.

hes
1./1. Ran f € Dom f x Dom f:

Ran f = U Ranh = U (Domh x Dom h) C <U Dom A, U Domh) = Dom f x Dom f
heS hesS heS hes

1./2. Dom f x Dom f C Ran f: Legyen (z,y) € Dom f x Dom f, ekkor létezik hi,he € S, hogy
x € Domh; és y € Domhy. Mivel hy < hy vagy he < hjp, feltehetjiik, hogy hy < ho. FEzért
x,y € Dom ha, vagyis (z,y) € Domhy x Dom hy = Ran hy C Ran f.

1./3. Ezért f € H és f felss korlatja az S halmaznak. Vagyis H induktivan rendezett halmaz igy a
Kuratowski-Zorn-lemma miatt 1étezik maximélis elenA1e a H halmaznak.

2. Legyen g a H halmaz maximaélis eleme és legyen £ = Dom g. Ha |E| = | A|, akkor kész a bizonyitas.
Megmutatjuk, hogy ha |E| < |A|, akkor létezik olyan E' C A\ E halmaz melyre |E’| = |E| teljesiil.
Tegyiik fel, hogy nem létezik ilyen E’ halmaz. Ez csak ugy lehet, ha |A\ E| < |F|, ekkor viszont az

Al =[(A\E)UE| < [(A\ E) x B[ < |E x E| = [E| <[A]

ellentmondés adédik, ahol felhasznaltuk az elézé 1.100 allitast.

Legyen E' C A\ E olyan halmaz melyre |E’| = |E| teljesiil, valamint legyen ' = E U E’. Ekkor
|E| = |[(Ex E')U(E' x E)U(E' x E")|, vagyis létezik olyan g : F x F' — F bijekcio, mely valodi
kiterjesztése az g fliggvénynek, vagyis ¢ nem maximaélis elem, ami ellentmondés.

1.102. Tétel. (Kontinuum szdmossdg.)
1. Haa,beR ésa<b, akkor ||a,b]| = [R|.
2. |R| =|C|

Bizonyitds.
1. Ha a,b € R és a < b, akkor a

o lab[—1-1,1 a2t Y

-1
b—a

fliggvény bijekcio, tovabba a

1
5—1, ha =z > 0;
P:]-1,1[ =R T 0, ha z=0;

1
—+1, ha =<0
x

fiiggvény is bijekcio. Vagyis kompoziciojuk egy bijekciot ad meg a Ja, b] és a R halmazok kozott.
2. Mivel mint halmaz C = R x R, ezért a szdmossdgaritmetika alaptétele miatt |C| = |R].

11. Axioma. (Kontinuum hipotézis.) Nem létezik olyan A C R halmaz, melyre |N| < |A] < |R]
teljesiil.

Jelolés. A kontinuum hipotézist CH-val jeloljiik, az angol continuum hypothesis kifejezés utéan. Ez
az, axioma fontos szerepet jatszik az analizisben, ezért elfogadjuk axiémaként.

Kiegészités. Az kivalasztasi axidma és a kontinuum hipotézis fiiggetlen az 1-8. axiémétol. A
kontinuum hipotézis analizisbeli fontos szerepének illusztralasdra megemlitiink néhény tételt.
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1.103. Tétel. (Sierpinski tétele.) A ZFC aziomarendszerben a CH axiomdbdl kivetkezik, hogy létezik
olyan S C R kontinuum szdmossdgi halmaz, hogy birmely f : R — [0,1] folytonos fiigguényre f(S) #
[0,1]

1.104. Tétel. (Berarducci-Dikranjan tétele.) A ZFC axidmarendszerben a CH aziomdbdl kivetkezik,
hogy létezik olyan M C R (méagikus) halmaz, hogy barmely sehol sem konstans, folytonos f,g: R — R
fiigguényre

f(M)CgM) = f=g. .

12. Axiéma. (dltaldnositott kontinuum hipotézis.) Ha X végtelen halmaz, akkor nem létezik olyan
A halmaz, melyre | X| < |A| < |P(X)].

Jelolés. Az altalanositott kontinuum hipotézist altalaban a GCH szimboélummal jeldlik, az angol
generalized continuum hypothesis kifejezés utdn. Ez az axiéma fontos szerepet jatszik az analizisben,
kiilonosen a mértékelméletben, ezért elfogadjuk axidémaként.

Kiegészités. Imert, hogy ha ZFC axiomarendszer ellentmondésmentes, akkor a ZFC U {CH} és a
ZFC U {GCH}, valamint a ZFC U {—CH?} és a ZFC U {-GCH} axiémarendszerek is ellentmondas-
mentesek lesznek.

O
Kiegészités. A kivalasztasi axioma elfogadasat segiti az alabbi tétel.
1.105. Tétel. A ZF keretei kézott az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Kivdlasztasi axioma.
2. Ha (A;)ier olyan halmazrendszer, hogy Vi € I(A; #0), akkor H A; # 0.
iel
3. Minden A halmazhoz létezik olyan < reldcid, mellyel (A, <) jolrendezett halmaz.
4. Kuratowski—Zorn-lemma.
5. Tetszdleges A, B halmazokra |A| < |B| vagy |B| < |A|.
6. Minden végtelen A halmazra |A| = |A x Al.
7. Minden fiigguénynek létezik jobbinverze.
8. Minden vektortérben van bdzis.
O

Magyarazat. Végiil dsszefoglaljuk az altalunk hasznalt ZFC-axiomékat.

Megjegyzés. Az analizis alapaziomdinak dsszefoglaldsa.

JaxVu(u ¢ x)

VeVy(Vu(u Ex <> u € y) >z =1y)
VaVyIzVu(u € z < (u =z Vu=y))
VaIyVu(u € y > u C )
VeIyVu(u € y <> Fv(u € v Av € x))
dz(@ ez AVyly e x = yU{y} € 1))
Vp € FVzyvVz(z € y < ((z € ) Ap))
Vedy((y € z) — —J2(2 €y Az € 7))

AC{ Vz3f((f fiiggveny) A (Dom f = z) A (Vu € z(u # 0 — f(u) € u)))
GCH{ Va(lz| > |N| = =3y : (Jz] < |y| < [P(2)]))

ZF
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2. A valés és komplex szamok alaptulajdonsagai

2.1. Algebrai tulajdonsagok

2.1. Tétel. (Bernoulli-egyenlétlenség.) Minden n € Nt és xq,...x, € [—1,00[ szdmra, ha tetszéle-
gesi,j € {l,...,n} esetén 0 < x;x; teljesil, akkor

n

[[a+z) > 1+§n:xi,

i=1 i=1
specidlisan minden n € N és x € R szdmra —1 < x esetén

(1+z)" > 1+ nz.

Bizonyitds. Az n = 1 esetben nyilvan igaz az allitas. Teljes indukciét hasznalva tegyiik fel, hogy
n-re igaz az allitas, és legyen x1,...,2,41 € [—1,00][ olyan, hogy minden i,5 € {1,...,n+ 1} esetén
0 < z;x;. Ekkor az indukciés feltételt kihasznédlva

n+1 n n+1 n+1
H(l—&—xz)— (I14+zp41) Hl—i—xz > (14+zpt1) (1—1—2951)—1+Zx1+2mlmn+1>1+2xz
i=1 i=1

adédik, ami azt jelenti, hogy n + 1 esetén is igaz az allitas.

Kiegészités. A Bernoulli-egyenl6tlenség speciélis esetének egyfajta megforditasa is igaz.

2.2. Tétel. Legyen x € R. Ekkor

(VnEN:l—!—nmS(l—i—x)”) o —1< 2.
O

2.3. Tétel. Minden x € R{ ésn € Nt esetén létezik egyetlen olyan y € RE, melyre y" = x teljesiil.

Bizonyitds. Legyen H = {z € R"| 2" < x}. El6szor megmutatjuk, hogy a H halmaz nem iires. Az
n = 1 esetben nyilvan g € H, tovabba, ha valamilyen n € N esetén a H halmaz nem iires, vagyis

létezik valamilyen z € H eleme, akkor a v = min {z, 1} szamra az
V<<l

egyenl6tlenségbdl v € H adodik.
Most igazoljuk, hogy a H halmaz feliilr6l korlatos. Ha z € E, akkor z" < x és a Bernoulli-
egyenlGtlenség alapjan

— (14 (z=1)" > 1+n(z - 1),

vagyis

-1
+ 1.
n

l+n(z—1)<z = p<t

Legyen y = sup H, amire az eddigiek alapjan y € R™ teljesiil. Oly médon mutatjuk meg, hogy y™ < x
teljesiil, hogy igazoljuk, hogy minden ¢ € RT szédmra fennall az y® — x < ¢ egyenl6tlenség. Ehhez
legyen g1 € ]0,y] tetszdleges szam. Ekkor y' = y — e; kisebb mint a H halmaz szuprémuma, ezért
létezik olyan z € H, melyre ¢y’ < z teljesiil. A kovetkezd lépésben felhasznaljuk a teljes indukcioval
kénnyen igazolhato

Vo, BERT: a<f = VneNT:a" < "

egyenl6tlenséget és a Bernoulli-egyenlStlenséget.

r>2">(Y)=(y—e)" =y" (1 - Syl) >y" (1 - nsyl) =y" —ny" e
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Ebbél az x > y™ — ny™ le; egyenlStlenséget tovabb alakitva

Yyt -z <ny" ey

kovetkezik. Vagyis ha e € R tetsz6leges és 0 < g1 < min {y, i_l}, akkor az el6z6 egyenlGtlen-
ny
ségbdl
yrt—x<e

kovetkezik.

Az el6z6hoz hasonléan Ggy mutatjuk meg, hogy x < 3" teljesiil, hogy igazoljuk, hogy minden ¢ € RT
szémra fennall az x — y" < e egyenlStlenség. Ehhez legyen &1 € ]0,y[ tetszdleges szam. Ekkor
y' = y + &1 nagyobb mint a H halmaz szuprémuma, ezért minden z € H esetén z < y' teljesiil. A
kévetkezs 1épésben felhasznaljuk a teljes indukcioval kénnyen igazolhato

Vae0,1]:¥neNT: (1+a)" <1+ (2" - 1)a
egyenlGtlenséget.

& £
v <) = (e =y (1 ; yl) <y (1 e 1)5) Sy 2 Dy

Ebbél az x < y™ + (2" — 1)y"~le; egyenlétlenséget tovébb alakitva

r—y" < (2" = 1)y" ey

kovetkezik. Vagyis ha ¢ € RT tetsz6leges és 0 < g1 < min {y, (2;1}, akkor az el6z6 egyen-
n __ yn—
16tlenségbsl
r—y" <e
kovetkezik.

Végiil az unicitast igazoljuk. Ha 0 < y; < yo, akkor minden n € NT esetén y]' < y», vagyis nem
létezhet két kiilonboz6 pozitiv valés szam, melyek n-edik hatvanya megegyezik.

2.4. Definicié. Adott # € Ry és n € N esetén azt a jol meghatérozott y € RJ szamot, melyre
y™ = x teljesil x n-edik gyékének nevezziik, ennek jele T vagy {/z.

2.5. Tétel. Adott x € RS‘ és m,n € N esetén
V= (o)
Bizonyitds. Az o = {/x™ és a f = (/)™ szdmokra " = 2™ = (" teljesiil. Ezen szamok n-edik
gyoke létezik és egyértelmd, ezért o = 3.
2.6. Definicié. Az x € RY szdmnak a q € Q kitevdjé hatvdnydt az alabbi médon értelmezziik.
vam, ha ¢>0,¢="7; (m,neN)
1, ha ¢ =0;

1 m
"() , ha ¢<0,¢g=-2(m,neN).
X

A
zd =

Tovabba g > 0 esetén legyen 0? 2 0 és 0° 21,

2.7. Tétel. Minden z € R* és p,q € Q esetén.

1 _
P . pd = gjp+q7 (zp)q — qu7 — — P,
X

Bizonyitds. A hatvanyozas azonossagaibol egyszertien adodik.
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2.8. Definicié. Az n € N szam faktoridlisa

1 ha n =0,
[[i ha n>o.
=1

Az n,k € N szamokra definialjuk az n alatt o k szamot a

n! ha &
_— <
(”) 2 Wk B E=T
0 ha k>n

>

n!

képlettel.

2.9. Tétel. (Binomidlis tétel.) Minden z,y € R ésn € N esetén

n

Bizonyitds. Az n =0 esetben nyilvan igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitds. Ekkor

(@ +9)" = (z + 1) <§n: (k)xky" k) :Z<k> B Ln— k+z< ) ik

k=0 k=0
n+1
:Z n ghyntis k+Z ghynti=k —
—\k-1

n n+1
_ n n k, n+1—k n+1 n+l _ n+1 k, n+1—k
2 () ()t =5 (M)

)+ (-0

2.10. Definicié. A (K,+,-,0,1) test feletti abszolit értéknek neveziink minden olyan

adodik a konnyen igazolhatd
formula segitségével.

|~|:K—>R6r x|z

fliggvényt melyre az alabbiak teljesiilnek.
eVreK: (Jxt]=0<2=0)
o Vz,ye K: |zy|l=|z|-ly|
e Ve,ye K: x4yl <l|z|+ |yl

Magyarazat. Az alabbi tétel mutatja, hogy minden test felett létezik egy kitiintetett abszolutérték
fliggvény.

2.11. Tétel. Legyen (K, +,-) test. Ekkor

1 ha x#0
. . + )
|l t K =R xH{O ha T =0
abszolit érték.
Bizonyitds. Az abszolutérték definicioja alapjan nyilvanvalo.

2.12. Definicié. A fent definialt || fiiggvényt improprius abszohit értéknek nevezziik a (K, +,-)
test felett.
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2.13. Tétel. Az

|-]:C—=R" 2z /Re(2)2 + Im(z)2

fiigguény abszolut érték, melynek a megszoritisa a valds illetve raciondlis szamok halmazdra szintén
abszolit érték.

Bizonyitds. Ha z = 0, akkor nyilvan |z| = 0, valamint ha |z| = 0, akkor Re z = 0 és Im z = 0, vagyis
z=0. Ha z1 = a1 +iby és zo = as +1ibsg, ahol ay,as, by, by € R, akkor

[212|* = (araz — biba)? + (arbs + azb1)? = (af + b3) (a3 + 03) = |21 |2,

valamint

2
21 + zo|” = (a1 + a2)? + (b1 + b)? < (\/a% + b7 +1/a3 + b%) = (1] + |22l)?

teljesiil, ahol a mésodik résznél hasznaltuk a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenlGtlenséget a

ajagz +bibg < \/a%+b%~\/a§+b§
lépésnél.
Jelolés. A tovabbiakban minden z € C esetén |z| a z szam fenti abszolut értékét fogja jelenteni.

Kiegészités. Az alabbi allitas egyszertien kovetkezik a természetes szamok primfelbontasanak egy-
értelmtiségi tételébdl.

2.14. Tétel. Minden g € Q\ {0} szdm egyértelmden felirhato

g=c H pr(‘I)

peP

alakban, ahol ¢ € {—1,1}, P a primszimok halmaza, minden p € P esetén v,(q) € Z, valamint a
{p € P |vp(q) # 0} halmaz véges. (Tehdt valdjiban csak véges sok tag szorzatdrol van szd.)

A racionalis szamtest feletti abszolutérték-fiiggvényeket jellemzi az alabbi allitas.

2.15. Tétel. (Osztrovszkij-tétel.) Legyen w : Q — R az improprius abszohit értéktsl kilinbozo
abszolut érték. Ekkor az aldabbi két dllitds kozil valamelyik teljesiil.

— Létezik olyan « € )0,1] szdm, hogy minden q € Q elemre w(q) = |q|”.
— Létezik olyan p € P és 3 € 0,1 szdm, hogy minden q € Q elemre w(q) = B»(@).
Valamint barmely o € 10,1], 8 €10,1[ és p € P szdm esetén

Q—RY g g”
Q_>R+ qHﬁVP(Q)

abszolut érték, de nem improprius abszolutérték-fiigguények.

A val6s és komplex szamtest feletti abszolut értékekrdl szol a kovetkezd tétel.

2.16. Tétel. (Osztrovszkij-tétel.) Legyen w : C — RT (vagy w : R — RY) nem improprius abszo-
litérték-figguény. Fkkor létezik olyan o € 10,1] szdm, hogy minden z € C (vagy z € R) elemre
w(z) = |2|" teljesiil. Valamint minden o € 0, 1] esetén

C— Rt z e |z]®

nem improprius abszolut érték fligguény.
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2.17. Tétel. (Szimtani és mértani kozép kizitti egyenldtlenség.) Legyen n € NT és minden k €
{1,...,n} esetén zy, € RT. Ekkor

1 n
gkz::lxkz v

Bizonyitds. 1. Az n =1 esetben nyilvan igaz az &llités.

2. Ha n = 2, akkor a bizonyitando6
1+ 2o

5 > \/T1T2

egyenl6tlenség ekvivalens az
(11 —22)? >0

egyenlGtlenséggel. Azt pedig az 1.81 tétel alapjan tudjuk, hogy rendezett testekben a négyzetszamok
pozitiv elemek.
3. Megmutatjuk, hogy ha valamilyen n € N szdmra igaz az allitas, akkor a 2n szamra is igaz. Legyen

minden k € {1,...,2n} esetén x, € RT. Ekkor felhasznéalva, hogy az n és a 2 szamokra igaz az
egyenlGtlenség
2n n n n n
1 1/(1 1 1
Ly, ! (nzxk+nzxn+k> o Tt 2| T ) 2
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n
2

n 2n

. ka . Hxn+k: 2" Hmk
k=1 k=1 k=1

adodik.

4. Megmutatjuk, hogy ha valamilyen n € NT n > 2 szamra igaz az 4llitas, akkor az n — 1 szdmra is

igaz. Legyen minden k € {1,...,n — 1} esetén x), € RT és legyen

Ekkor az x1,...,x, szdmokra felirt szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség atrendezésébdl
adodik az allités.

Jelolés. A tovabbiakban K a valos, illetve a komplex szamtestet jeloli, valamint bevezetjiik még a
T2 {zeC| |2| =1}

jelolést.

2.2. Filiggvények 0Osszege, szorzata
2.18. Definici6. Legyen A halmaz, 4+ : A x A — A mivelet, a € A és U,V C A. Ekkor definidljuk

az alabbi jeloléseket.
U+V:={ut+vel|uel veV}
a+V:={a+vecAveV}
U+a:={ut+acAuelU}

Ennek a segitségével értelmezhetSk az aldbbi komplezus miveletek.
P(A) x P(A) — P(A) U V)»U+V

P(A) — P(A) Visa+V

P(A) = P(A) U—U+a
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2.19. Definicié. Legyen A tetszéleges nem iires halmaz.
- Ha f,g € F(A,K) és c € K, akkor definialjuk a fiiggvények dsszegét, szozatdt, szamszorosdt és
abszolit értékét az alabbi modon.

f+g: A=K a— f(a)+ g(a)
fg: A=K a— f(a)g(a)
cf: A=K aw— cf(a)
fl: A K ars 1£(a)]

— értelmezziik az Osszeadds, szorzas, szammal vald szorzas és abszolutérték képzés miveletét a
fliggvények terén az aldbbi moédon.

+: F(A,K) x F(A,K) = F(A,K) (f,9)m f+g
x 1 F(A,K) x F(A4,K) — F(A,K) (f.9)— fg
K x F(A,K) = F(AK) (c.f) > cf
[ F(4,K) = F(A,K) (f) = If]

Az igy bevezetett fliggvénymiiveleteket nevezziik pontonkénti fiiggvénymiveleteknek.
— Legyen n € N* és minden ¢ € {1,...,n} esetén legyen f; € F(A,R). Ekkor az (fi)ic(1,....n}
fligguényrendszer alsd, illetve felsd burkoldjat az alabbi képlettel definialjuk.

SUp(f1, .-, f) : A R @ sup(f1(a)... . f(a))
inf(f1,...,fn) :A—=R a— inf(fi(a),..., fn(a))

- Az f € F(A,R) fiigguény pozitiv, illetve negativ részét az alabbi képletek definialjak.

fi: AR a s sup(f(a),0)
o A—>R a — —inf(f(a),0)

2.20. Tétel. Legyen A tetszéleges nem fires halmaz.
1. Ha f € F(A,R), akkor

f=f—f- fl=fH+f- [f:f-=0 (2.1)
teljestil.
2. Ha f,g € F(A,R), akkor
Sup(f,g)=¥+@ inf(f,g):fQﬁ_ \fggl

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen A tetsz6leges nem iires halmaz.

1. Legyen f € F(A,R) és legyen a € A tetszlleges.

Ha f(a) > 0, akkor a definicié alapjan f (a) = f(a) és f—(a) = 0, vagyis teljesiilnek a (2.1) egyenletek.
Ha f(a) = 0, akkor a definici6 alapjan f,(a) =0 és f_(a) = 0, vagyis teljesiilnek a (2.1) egyenletek.
Ha f(a) < 0, akkor a definicié alapjan fy(a) = 0 és f_(a) = —f(a), vagyis ebben az esetben is
teljesiilnek a (2.1) egyenletek.

2. Legyen a,b € R. Az a < b, a =0 és a > b eseteket kiilon megvizsgalva igazolhatd egyszerten a

a—|—b+ la — b
2 2

atb |a—0b
2 2

inf(a,b) =

sup(a,b) =

azonossag. Legyen f,g € F(A,R). Ekkor elég minden x € A elemre az a = f(x) és a b = g(x)
valasztassal alkalmazni az el6z6 azonossagot a tétel bizonyitasédhoz.

2.21. Tétel. Ha A tetszéleges nem iires halmaz, akkor az (F(A,K),+,-) hdrmas vektortér K felett,
valamint (F(A,K), 4+, X,-) algebra K felett.
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Bizonyitds. Elemi szamoléssal egyszerten ellendrizhetd.

2.22. Definicié. Adott (a;)i—o,...n € K"™! esetén a

n
p: K=K x»—)Zaixi
i=0

fliggvényt polinomnak nevezziik, az a; paramétereket pedig a polinom egyitthatéinak. Ha a, # 0,

akkor p n-ed foki polinom, melynek féegyiitthatdja a,. Az xy € K szamot a p polinom gydkének
nevezziik, ha p(zg) = 0 teljestil.

2.23. Tétel. Minden n € N esetén jelilje P, a legfeljebb n-ed foki polinomok halmazdt. FEkkor
P, vektortér a pontonkénti fiigguénymiveletekkel. Tovdbbd a P = U P polinomhalmaz algebra a

neN
pontonkénti fligguénymiveletekkel.

Bizonyitds. Elemi szamoléssal egyszerten ellendrizhetd.
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3. Topolobgiai tulajdonsiagok

3.1. Nyilt, zart és korlatos halmazok

3.1. Definici6é. Minden r € R™ szamra és € K pontra a
A
Br(z) ={y K| |z —y| <r}
halmazt az x pont kérili r sugard nyilt gémbi kérnyezetnek nevezziik.

3.2. Definici6é. Az X C K halmaz
— nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik » € RT, hogy B,.(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha K\ X nyilt;
— korldtos, ha létezik r € RT és 2 € K, hogy X C B,.(z) teljesiil.

3.3. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

Bizonyitds. Az els6 allitds a definicio kozvetlen kovetkezménye. A mésodik allitashoz vegyiink
Aq, ..., A, korlatos halmazokat, és legyen (7, ;)i=1, . olyan rendszer, hogy minden ¢ = 1,...,n
esetén A; C B,,(x;), legyen tovabba minden i = 1,...,n esetén R; = r; + |x; — x1|. Ekkor minden
i szamra B,,(z;) C Bg,(z1) teljesiil az abszolutértékre vonatkozé haromszog-egyenlStlenség miatt.

Tehat az R = max{R; | i =1,...,n} szamra teljesiil, hogy U A; C Bg(x1).
i=1

3.4. Tétel. Minden z € K pontra és r € RT szdmra B.(z) korldtos, nyilt halmaz.

Bizonyitds. A definicié alapjan a B,.(x) halmaz korlatossdga nyilvanvalé. Legyen y € B,(x) és
legyen R = r — |x — y|. Megmutatjuk, hogy ekkor Br(y) C B,.(x) teljesiil. Ha z € Bgr(y), akkor
lz—yl < R =r—|z—yl|, vagyis |z —y| + |y — 2| < r, amibdl pedig |z — 2| < r adodik, vagyis
z € By(x).

3.5. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.)
1. Az dres halmaz és a K halmaz nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

Bizonyitds. 1. A definici6 alapjan nyilvanvalo.
n

2. Legyen (4;)i=1,...» nyilt halmazok tetszGleges rendszere, és legyen tovabba = € ﬂ A;. Ekkor

i=1
minden i = 1,...,n szamhoz létezik olyan r; € R, hogy B,,(z) C A; teljesiil. Ha
R=min{r; |i=1,...,n},
akkor R € R és Bgr(z) C ﬂ A; teljesiil.
i=1
3. Legyen (A;);ecr nyilt halmazok tetszdleges rendszere és legyen tovabba z € U A;. Ekkor létezik

il
olyan ig € I melyre x € A;, teljesiil. Mivel A, nyilt halmaz, igy létezik olyan r € RT, melyre
B, (z) C A,,, vagyis B.(x) C U A;.
icl
3.6. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.)
1. Az dires halmaz és a K halmaz zdrt.

2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszéleges rendszerének a metszete zdrt.
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Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvalo.
2. Legyen (Z;);=1,... n zart halmazok tetsz6leges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén K\ Z;
nyilt halmaz. Az

yeeey

n n
K\{JZ = &\Z)
i=1 i=1
n
azonossag miatt U Z; komplementere véges sok nyilt halmaz metszete, igy az el6z6 allitds miatt az
is nyilt. Vagyis a U Z; halmaz zart.

i=1
3. Legyen (Z;);cs zart halmazok tetsz6leges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén K\ Z;

nyilt halmaz. Az
K\mZi = U(K\Zi)
iel il
azonossag miatt ﬂ Z; komplementere nyilt halmazok unidja, igy az el6z6 allitas miatt az is nyilt.
icl
Vagyis a ﬂ Z; halmaz zart.
icl

3.7. Tétel. Legyen Z,U C K. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor Z\U zdrt halmaz és U\ Z
nyilt halmaz.

Bizonyitds. Legyen Z C K zart halmaz és U C K nyilt halmaz. Ekkor az
Z\U=Zn(K\U)

azonossag alapjan az Z \ U két zart halmaz metszete, ezért zart. Az
U\NZ=Un(K\2Z2)

egyenl6ség szerint az U \ Z halmaz két nyilt halmaz metszete, ezért nyilt.

3.8. Definicié. Legyen X C K és x € K. Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 A B.(z)N(K\ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RY : (B,.(x)\ {z}) N X # 0;
— izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir € R : B.(z)N X = {z}.

3.9. Definicio. Legyen X C K és z € X. Azt mondjuk, hogy X kdrnyezete az x pontnak, ha x
bels6 pontja az X halmaznak.

3.10. Definicié. Az X C K halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={ze€K|3IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={zeK|VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt. Az X halmaz hatdrdnek nevezziik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

3.11. Tétel. Tetszdleges X C K halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
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2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

Bizonyitds. 1. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € R*, melyre B,(z) € X. Mivel a B,(z)
halmaz minden pontja belss pontja az X halmaznak, ezért B,.(z) C Int X teljesiil.

2. Jeldlje U azt a legb6vebb nyilt halmazt, melyet X tartalmaz. Ekkor nyilvan Int X C U teljesiil.
Legyen z € U. Ekkor az U halmaz nyiltsdga miatt létezik olyan r € RT, hogy B,(z) C U amibél
a U C X felhasznalasaval B,.(x) C X adodik, vagyis z € Int X. Tehéat az U C Int X tartalmazas is
fennall.

3. Legyen z € K\ X. Ekkor a lezart definici6ja alapjan létezik olyan » € RY, melyre B,.(z) N X = 0.
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor B,(z) C K\ X, vagyis az X halmaz komplementere nyilt. Tegyiik
fel, hogy létezik y € B,(2)NX elem. Ekkor a p = r—|y — z| > 0 szamra B,(y)NX # 0 teljesiil a lezaras
definiciojabol. A B,(y) C B,(z) tartalmazas felhasznalasaval az 0 # B,(y) N X C B,.(2) N X =0
ellentmondas adodik.

4. Jeldlje Z azt a legsziikebb zart halmazt, mely az X halmazt tartalmazza. Ekkor nyilvin Z C X
teljesiil. Tegyiik fel, hogy létezik y € X \ Z elem. A Z halmaz zartsaga és y ¢ Z miatt létezik olyan
r € RT, melyre B,(y)NZ = . A lezéras értelmezése alapjén B,(y) N X # 0. Az X C Z tartalmazés
felhasznalasaval az () # B, (y) N X C B,(y) N Z = ( ellentmondéas adodik.

3.12. Tétel. Tetszdleges X C K halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo.
3.13. Tétel. Az X C K halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes torloddsi pontjdt tartalmazza.

Bizonyitds. Legyen X C K zart halmaz és legyen x € K az X halmaz torlodasi pontja. Ez azt
jelenti, hogy minden r € R szdmra

(Br(z) \ {z}) N X # 0.

Vagyis minden r € Rt szdmra
(By(2)\ {z}) N X C By(2) N X £0,

amibdl definici6 szerint @ € X kovetkezik. Mivel X zart halmaz, ezért az el6z6 allitas miatt z € X.
Legyen X C K olyan halmaz, mely tartalmazza az 6sszes torlodési pontjat. Megmutatjuk, hogy ekkor
X = X teljesiil, mely ekvivalens az X halmaz zartsigaval. Az X C X tartalmazis nyilvinvalo ezért
csak azt kell igazolni, hogy X C X. Tegyiik fel, hogy létezik 2 € X \ X elem. Ekkor x € X miatt
minden r € RT esetén
B.(z)NX #0,

tovabba x ¢ X miatt

(Br(z) \ {z}) N X #0,
vagyis ¢ az X halmaz torlédasi pontja. Mivel X tartalmazza az Gsszes torlodasi pontjat, ezért az
x € X ellentmondést kapjuk.

3.14. Tétel. Legyen X C R korldtos halmaz.
1. Ha az X halmaz zart, akkor inf X, sup X € X.
2. Ha az X halmaz nyilt, akkor inf X,sup X ¢ X.

Bizonyitds. 1. Legyen X C R korlatos zart halmaz. Ha r € R, akkor inf X + r nem a legnagyobb
also korlatja az X halmaznak, vagyis létezik olyan x € X, melyre x < inf X + r teljesiil, valamint
sup X — r nem a legkisebb fels6 korlatja az X halmaznak, vagyis létezik olyan 2’ € X, melyre
sup X —r < 2’ teljesiil. Teh4t minden r € RT esetén B,.(inf X) N X # 0 és B,(sup X) N X # 0, ami
azt jelenti, hogy inf X,sup X € X = X.

2. Legyen X C R korlatos nyilt halmaz. Ha inf X € X, akkor létezik olyan r € R, melyre
B, (inf X) C X teljesiil, vagyis inf X nem als6 korlatja az X halmaznak. A sup X szamra hasonlo
ellentmondéast kapunk a sup X € X feltételezésbdl.
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3.15. Definicié. Adott X,Y C K halmazok esetén azt mondjuk, hogy az X halmaz siri az Y
halmazban, ha X =Y teljesiil, valamint, hogy az X halmaz sird, ha X strd a K halmazban.

3.16. Tétel. (A raciondlis és az irraciondlis szaimok sirin vannak.)
1. A Q halmaz siri az R halmazban.
2. Az R\ Q halmaz sirid az R halmazban.

Bizonyitds.

1. Legyen x € R. Az x € Q tartalmazashoz azt kell megmutatni, hogy minden r € Rt esetén létezik
olyan ¢ € Q szam melyre g € B,.(z) teljesiil, vagyis ¢ € |x — r,z + r[. Ehhez vegylink egy tetszéleges
0 < r paramétert. Ekkor az R arkhimédészi tulajdonsiga miatt létezik olyan N € N, melyre 1 < 2Nr
teljesiil. Ebbdl az egyenlétlenséghdl

1+ N(x—r)<N(zx+r)

adodik. Jelolje n azt a jol meghatarozott egész szamot, melyre n < N(x —r) < n+ 1 teljesiil. Ekkor
n < N(xz — r) miatt

n+1<N@E-r)+1<N(@x—r)+2Nr=N(x+r),

ezért
N(xz—-r)<n+1<N(x+r),
n+1

vagyis a g, = — € Q szamra g, € B(z) teljesiil.

2. Ebben a részben hasznaljuk az oszthatoésagi szabalyok segitségével konnyen igazolhato v/2 ¢ Q
formulat. Legyen z € R és vegyiink egy tetszbleges 0 < r paramétert. Ekkor az R arkhimédészi
tulajdonsaga miatt létezik olyan N € N, melyre 1 < v/2N7 teljesiil. Ebbél az egyenlstlenséghél

2N 2N
1+L(x—r) < V2 (x+7)
2 2
2N (x —
adodik. Jelolje n azt a jol meghatarozott egész szdmot, melyre n < W < n+ 1 teljestl.
Ekkor n < % miatt
2N (x — 2N (x — 2N
n1c Y2N@o) Ly VEN@ o) | sy, VEN@AT)
2 2 2
ezért
2N(x — 2N
7\[ (.r T)<n+1<7\[ (:E+T)’
2 2
2 1 1
vagyis a p, = (\7;;.;\7) =2 nt szamra p, ¢ Q és p, € B,(x) teljesiil.

3.17. Tétel. Legyen S C R sird részhalmaza a valds szamok halmazdnak. Ekkor az S +iS halmaz
strd a C halmazban.

Bizonyitds. Legyen z € C és r € R*. Ekkor létezik olyan g1,q2 € S, melyre |(Rez) — ¢1] < % és

r

V2

= ey mwr < () (55) =

|(Imz2) — ¢2| < teljesiil. Ekkor a ¢ = q1 +ig2 € S +15 szamra

teljesiil.
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3.18. Tétel. (Cantor-féle kizdsrész-tétel a valds szamok halmazdin.) Legyen (A;);er olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € I esetén A; C R korldtos, zdrt, nem iires halmaz, tovibbd minden i,j € I
esetén létezik olyan k € I index, melyre Ay, C A; N A;j. Ekkor

(A #0.

iel

Bizonyitds. Ha i,j € I, akkor létezik olyan k € I, melyre Ay C A; N A; teljesiil, tehat
inf(A4;) < inf(Ax) < sup(Ay) < sup(4;).

Ezek alapjan a {sup(A;)| ¢ € I} halmaz alulrdl korlatos, vagyis létezik a x = inf {sup(4;)| i € I} € R
elem. Megmutatjuk, hogy = € m A;. Ehhez elég azt igazolni, hogy minden i € I esetén x € A;.
il

Legyen i € I és r € RT, belatjuk, hogy B,.(x) N A; # 0. Mivel 2 + r nem a legnagyobb alsé korlétja
a {sup A4;| ¢ € I'} halmaznak, ezért létezik olyan j € I, melyre supA; < x + r. Legyen k € I olyan,
melyre A, C A;NA;. Ekkor nyilvan sup Ay < sup A; < x+r, tovdbba sup Ay, —r nem a legkisebb felsé
korlatja az Ay halmaznak, ezért létezik olyan y € Ay, melyre sup Ay —r < y. Az utolso egyenlGtlenség
miatt £ — 7 <y, sup Ay <supA; < x + r miatt y < x + r, valamint A, C 4; N A; miatt y € A;.
Vagyis y € B,(x) N A;.

Magyarazat. érdemes kiilon kiemelni a fenti allitas egy kévetkezményét.

3.19. Tétel. (Cantor-féle kizosrész-tétel a valds szamok halmazdn.) Legyen (A;)ien olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € N esetén A; C R korldtos, zdrt, nem dres halmaz, tovabbd minden i € N
esetén A;11 C A;. Fkkor

() Ai #0.

€N

Bizonyitds. Az allitas az el6z6ek kozvetlen kévetkezménye.

3.2. Kompakt halmazok

3.20. Definicié. Az X C K halmaz (be)fedésének neveziink minden olyan (A;);c; halmazrendszert,
melyre Vi e [ : A; CKés X C U A; teljesiil. Az (A;)ier befedés részbefedésének neveziink minden
i€l
olyan (A4;);cr rendszert, melyre I’ C T és X C U A; teljesiil.
i€l

3.21. Definicié. Az X C K halmaz kompakt, ha minden nyilt halmazokbdl 4116 befedésének létezik
véges részbefedése. Azaz, ha minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre
iel
X C U A; teljesiil, ahol minden i € I esetén az A; halmaz nyilt.
iel’

3.22. Tétel. (Borel-Lebesgue-tétel valds szamokra.) Az R halmaz valamely részhalmaza pontosan
akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

Bizonyitds. Legyen C' C R kompakt halmaz. Megmutatjuk, hogy C korlatos. Mivel C C R =
U B,,(0), ezért létezik olyan véges I C N halmaz, hogy C' C U B,,(0). Ekkor az r = maf(n)
ne
neN+ nel
szamra C' C B,.(0) teljestil. Most igazoljuk, hogy C zart. Tegyiik fel, hogy C nem zart, ami azt
jelenti, hogy a C komplementere nem nyilt. Legyen z € R\ C olyan pont, melyre minden r € R

esetén B,(z) € R\ C, vagyis B,(z) NC # (. Minden n € NT szamra legyen U, = R\ B1(z),
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mely nyilt halmaz. Mivel C C R\ {z} = U U, ezért létezik olyan véges I C Nt halmaz, hogy
neNt

C C U U,. Ekkor az m = ma}((n) szamra C C U, teljesiil. Ez azt jelenti, hogy Bi(2) NC = 0,
nel

vagyis ha 0 < r < L, akkor B,(z) C B (z), tehat B,(z) N C = 0, ami pedig ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy C' C R korlétos és zart halmaz, valamint az (4;);c; halmazrendszer a C halmaz
nyilt fedése, vagyis minden i € I esetén A; C R nyilt halmaz és C C U A; teljesiil. Jelolje J az [T

iel
halmaz nem {ires, véges részhalmazainak a halmazat, vagyis J = {j C I| j # 0, j véges}, valamint
minden j € J esetén legyen B; = C'\ U A;. Ekkor minden j € J esetén B; korlatos zart halmaz,
i€

valamint minden ji, jo € J elemhez létezik olyan j' € J, melyre Bj; C Bj, N By, teljesiil. Ha egyik
Bj halmaz sem lenne iires, akkor a Cantor-féle kozosrész-tétel alapjan

b Bi=()c\UJa|=c\JUJa=c\Ja

jeJ jeJ i€j jEJ i€ iel

teljesiilne, ami ellentmondana annak, hogy az (A4;);c; halmazrendszer a C' halmaz fedése. Tehat

léetezik olyan j € J, melyre B; = (). Ez viszont azt jelenti, hogy C' C U A;, vagyis a C halmaznak
i€j

létezik véges fedése.

Megjegyzés. A Cantor-féle kozosrész-tétel ezek utan ugy is megfogalmazhatd, hogy R egymasba
agyazott, nem iires, kompakt részhalmazainak a metszete nem iires.
%
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4. Sorozatok

4.1. A hatarérték és tulajdonagai

4.1. Definicié. Az a : N — R filiggvényeket valds szamsorozatoknak, az a : N — C fliggvényeket

. A © e .
komplex szamsorozatoknak nevezziikk. Az a : N — K sorozat értékeire az a,, = a(n) jelolést hasznaljuk.

4.2. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.)
— Azt mondjuk, hogy az = € K szdm az a : N — K sorozat hatdrértéke, ha

Ve € RTIN € NVn € N(n > N — a,, € B:(2)).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke végtelen, ha
Ve e RTIN e Nvn e N(n > N — £ < a,,).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke minusz végtelen, ha
Ve e RTIN e NVn € N(n > N — —¢ > ay,).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat konvergens, ha létezik véges hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.

4.3. Tétel. Ha x,y € KU{—00,00} az a: N = K sorozat hatdrértéke, akkor x = y.
Bizonyitds. Legyen z,y € K és tegyiik fel, hogy = # y. Ekkor létezik olyan N € N, hogy n > N

[z — | |x;yLAmmdaz

esetén |a, — x| < és |lan, —y| <

|x—y|=|m—an+an—y|§|x—an|+|an—y\<|x—y|

ellentmondéas adodik.

Ha z € K és y = oo, akkor létezik olyan N € N, hogy n > N esetén |a, — x| < 1 és a, > x + 1, ami
ellentmondéas. Valamint hasonléan, ha z € K és y = —oo, akkor létezik olyan N € N, hogy n > N
esetén |a, —z| < 1 és a, < x — 1, ami ellentmondas. Végiill ha x = co és y = —oo, akkor létezik
olyan N € N, hogy n > N esetén a,, < 0 és a,, > 0, ami ellentmondas.

4.4. Definicié. (A lim mdvelet.)
— Az a : N — K sorozat hatarértékét lima vagy lim a,, jeloli.
n—oo
— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke végtelen, a lima = oo vagy a lim a, = oo
n—oo

jelolés fejezi ki.

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke minusz végtelen, a lima = —oo vagy a
lim a, = —oo jeldlés fejezi ki.
n—oo

4.5. Tétel. Az a : N — C sorozat pontosan akkor konvergens, ha a Reoa és az Imoa : N — R
sorozat konvergens és ekkor

lim a, = lim Re(ay,)+1i lim Im(a,).

n—oo n—oo n—oo
Bizonyitds. Legyen A € C az a : N — C konvergens sorozat hatarértéke és € € RT. Ekkor létezik
olyan N € N, hogy minden n > N esetén |a, — A| < e. A |Rez| < |z| és |Im z| < |z| egyenlGtelnségek
miatt ez azt jelenti, hogy minden n > N szamra |Re(a,) — Re A| < € és [Im(a,) — Im A| < € teljesiil.

Visszafele tgy bizonyitunk, hogy képezziik az o = lim(Reoa) és 8 = lim(Im oa) hatarértékekbsl
az A = a + i szamot és megmutatjuk, hogy lima = A teljesiil. Barmely tetsz6legesen vélasztott
€

e € RT szamhoz létezik N1, No € N kiiszobindex, hogy n > Nj esetén |[Rea, —a| < — és n > Ny

V2

€
esetén |[Ima, — B| < —=. Ekkor minden n > N = max { Ny, N2} természetes szamra

V2

2 2
|an—A|:\/\Rean—a|2+|Iman—B|23\/%4-%:5,
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4.6. Definicio.
— Az a : N — K sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.
— Az a: N — K sorozat zérussorozat, ha lima = 0.
— Legyen o : N — N olyan fiiggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n+1) teljesiil (az ilyen
o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K tetsz6leges sorozat. Ekkor az aoo : N — K
sorozatot az a sorozat részsorozatdnak nevezzik.

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton novd, ha minden n € N esetén a,, < ap41.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton fogyd, ha minden n € N esetén a,, > ay11-

4.7. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen a : N — K konvergens sorozat és legyen A = lim a. Ekkor létezik olyan N € N,
hogy minden n > N szamra a,, € By(A), vagyis az {a,, | n > N} halmaz korlatos. Minden 0 <n < N

N
esetén az egyetlen pontbol &llé {a,} halmaz korlatos. Mivel Rana C By (A) U <U {an}> és a jobb
n=0

oldalon &ll6 halmaz véges sok korlatos halmaz unidja, vagyis korlatos, a Rana halmaz is korlatos.

4.8. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen a : N — K konvergens sorozat, ¢ : N — N indexsorozat, és legyen ¢ € RT.
Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n > N szamra |a, — lima| < ¢ teljesiil. Mivel o(n) > n,
ezért minden n > N szamra |ag(n) —lima| < ¢ teljesiil, vagyis az a o o sorozat konvergens és
lim(a o o) =lima.

4.9. Tétel. Az a: N — R monoton sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos.

Bizonyitds. Legyen a : N — R monoton ndvé korlatos sorozat és legyen A = sup Rana. Ha e € R,
akkor az A — ¢ < A egyenl6tlenség miatt létezik olyan N € N, hogy A — e < an. Mivel az a sorozat
monoton néve, igy minden n > N természetes szamra A —e < ay < ap, < A < A + € teljesiil, vagyis
minden n > N esetén |a, — A| < ¢, tehat lima = sup Rana. Monoton csdkkend sorozatra teljesen
hasonlé a bizonyitas.

4.10. Tétel. Zérussorozat és korldtos sorozat szorzata zérussorozat.

Bizonyitds. Legyen a : N — K korlatos sorozat, b : N — K zérussorozat és legyen £ € RT tetsz6leges
paraméter. Mivel a korlatos, ezért létezik olyan K € RT, hogy minden n € N szdmra |a,| < K.
Létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N szamra |b,| < % Ekkor minden n > N
szamra,

[anbn =0 = lanl - o] < K - [bal < K - = ==,

vagyis lim a,b, = 0.
n—oo

4.11. Tétel. Legyen a,b: N — K konvergens sorozat és A € K.

Az a + b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
A Aa sorozat konvergens és lim(Aa) = A(lima).

Az ab sorozat konvergens és limab = (lim a)(lim b).

Az @ sorozat konvergens és lima = lima.
Az |a| sorozat konvergens és lim |a| = |lim a].

S s Lo~

1 1
Ha minden n € N esetén a,, # 0 éslima # 0, akkor az — sorozat konvergens és lim — =
a a

lima’

Bizonyitds. Legyen a,b : N — K konvergens sorozat, az A = lima és B = lim b hatarértékekkel,

valamint legyen € € R tetsz6leges szam.
€ €
1. A 3 szamhoz létezik olyan N,, N, € N kiisz6bindex, melyre minden n > N, szamra |a, — A| < 3
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és minden n > N, szamra |b, — B| < % Ekkor az N = max {N,, N} kiiszobindexre teljesiil az, hogy

minden n > N esetén

|(an+bn)—(A+B)|§\an—A\+|bn—B|<%+%:g.

2. A )\ = 0 szémra nyilvan igaz az allitas, ezért feltehets, hogy A € K\ {0}. Az a sorozat konvergen-

cidja miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A| < W Ekkor
n > N, szamra
€

E.
A

[Aa, — AA| = A - |an, — A] < |A| -
3. Mivel az a sorozat korlatos ezért létezik olyan K € R, hogy minden n € N szamra |a,| < K. Ha
B = 0, akkor az el6z6 allitas szerint egy korlatos és egy zérussorozat szorzata zérussorozat. Tehét
elég a B # 0 esetet vizsgélni. Legyen N, € N olyan kiiszébindex, hogy minden n > N, esetén

lan, — Al < 218 és legyen N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |b, — B| < %

Ekkor az N = max {N,, Ny} kiiszobindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén

3 €
= 1Bl =
ok 1Bl g

lanbn, — AB| = |anby — anB + anB — AB| < |an|- b, — B|+|B]-|an — 4| < K - €.

4. Ha N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a,, — A| < ¢, akkor n > N, szamra

@, — A| = ‘(an—A) =|a, — A| <e.

5. Ha N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a,, — A| < &, akkor n > N, szamra

llan| = [A]| <lan — A] <e.

6. Legyen a : N — K\ {0} és legyen lima = A € K\ {0}. Legyen N; € N olyan kiisz6bindex, hogy

A A
minden n > Ny esetén |a, — A| < 7| Ekkor minden n > Nj szamra |a,| > % Legyen N, € N

elAP

olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A|] < . Ekkor az N = max {Ny, N,}

olyan kiiszobindex, hogy minden n > N szamra

1 1’|anA| la, — A 2 s\A|27€

_— — | = <7.
an Al an|-|4] %-|A| AP 2

4.12. Tétel. A konvergens valds- illetve komplex szamsorozatok algebrdt alkotnak.

Bizonyitds. A konvergens sorozatok halmaza zart az Gsszeadas, a szorzas és a szaimmal valo szorzas
miveletére az el6z6 tétel alapjan, valamint a sorozatok Gsszeadasa és szorzasa teljesiti az algebranal
megkovetelt tulajdonsigokat.

4.13. Tétel. Ha az a: N — K sorozatra lim |a| = 0 teljesiil, akkor lima =0

Bizonyitds. Legyen € € RY tetsz6leges. Ekkor a lim |a| = 0 tulajdonsag miatt létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden N < n € N szamra

la| < e
teljesiil, ami éppen a lim a = 0 tulajdonséagot fejezi ki.

4.14. Tétel. Ha az a,b: N — R konvergens sorozatra minden n € N esetén a,, < b,,, akkor lima <
lim b.
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szamhoz létezik

A—
Bizonyitds. Legyen A = lima, B = limb és tegyiik fel, hogy B < A. Az e =

olyan N € N, hogy minden n > N esetén |a, — A| < € és |b, — B| < e. Vagyis n > N esetén az
A+ B

A — ¢ < a, egyenlGtlenség miatt < Gp, és a b, < B + € egyenl6tlenség miatt b, <

teljesiil. Ez viszont ellentmond annak, hogy a,, < b,.

4.15. Tétel. (Renddr-elv.) Legyen a,b,c : N — R olyan sorozat, melyre minden n € N esetén
an < b, < cp, €slima = limce = x teljesil. Ekkor b konvergens és limb = x.

Bizonyitds. Bevezetve az @« = b — a és a § = ¢ — a sorozatok, minden n € N esetén 0 < «,, < 5y,
teljesiil. A lim 8 = 0 hatarérték miatt minden ¢ € Rt szdmhoz létezik olyan N € N, hogy minden
n > N esetén —¢ < 3, <e. A0 < o, < f3, egyenlStlenség alapjan ekkor |, | < € is teljesiil, vagyis
lima = 0. Ekkor a b = a + a sorozat is konvergens és limb = lima + lima = x.

4.16. Tétel. Legyen a : N — K konvergens sorozat és p € N. Az
a? :N—-K n—ab

sorozat konvergens és
lima? = (lim a)?

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a : N — K konvergens sorozat, A = lima, p € N és ¢ € Rt tetsz6leges
paraméter. A p = 0,1 esetekben nyilvan teljesiil az allitas, igy feltehetjiik, hogy p > 2.

Tegyiik fel, hogy A # 0. Mivel lima = A, ezért létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden
n > Np termeészetes szamra |a,| < 2|A| teljesiil. Ekkor az n > N; esetben

p—1 p—1
AP —ab| = [A—ay| - > AR F <A —an| - YA/ fan [P <
k=0 k=0

p—1 p—1
<JA—anl- ST IAF @AY <A -] S (AP 2 <
k=0 k=0
<|A—ap|-p|AP 2L

Legyen Ny € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, természetes szamra
€

A=an| < ————.
Al p|APT 201

Ebben az esetben az N = max {Ny, Na} olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N természetes szdmra

_ € _
A= al <l —anl plAIT 2T < S e lAPT Y =

vagyis lim a? = AP.

Most vizsgaljuk meg az A = 0 esetet. Mivel lim a = 0, ezért létezik olyan Ny € N kiisz6bindex, hogy
minden n > N; természetes szdmra |a,| < 1 teljesiil, valamint létezik olyan Ny € N kiiszobindex,
hogy minden n > N, természetes szamra |a,| < €. Legyen N = max {Ny, No}. Ekkor minden n > N
természetes szamra

lan|” < lan| <,
vagyis lim a? = 0.
4.17. Tétel. Legyen a : N — RT konvergens sorozat és p € N. Az
Ya:N—-RT n— ¥a,

sorozat konvergens és

lim ¢/a = Vlima

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen o : N — K konvergens sorozat, A = lima, p € N és ¢ € R tetsz6leges
paraméter. A p = 0,1 esetekben nyilvan teljesiil az allitas, igy feltehetjiik, hogy p > 2.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Mivel lima = A, ezért létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden

n > N7 természetes szamra a,, > ) teljesiil. Ekkor az n > N esetben

" |A — an| |A — an|
\/Z— an| = =} Tilik < 1 npflfk <
S Ava, 7 A% <A> ’
k=0 k=0 2
A— 2
< _|1 an| — — .|A_an|.
P b PAT

k=0

Ebben az esetben az N = max {Ny, Na} olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N természetes szamra

p—1
2 5-pAPT 2

<|A—ay| - —5= < > T =6,
pA™® pA™®

-

vagyis lim ¢/a = V/A.
Most vizsgaljuk meg az A = 0 esetet. Mivel lima = 0, ezért 1étezik olyan N € N kiiszébindex, hogy
minden n > N természetes szamra a, < P teljesiil. Ekkor minden n > N természetes szamra

Van <e,
vagyis lim /a = 0.
4.18. Tétel. (Sorozatok raciondlis hatvinya.) Legyen a : N — R konvergens sorozat és q € Q. Az
a?:N— R* n+— al

sorozat konvergens és
. lima)?, ha lima>0 V g >0;
q — ( ’ q =Y
lim a _{ 00, ha lima=0 A ¢<0

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a : N — RT konvergens sorozat, A = lima és ¢ € Q. Ha q = 0, akkor

nyilvanvaléan igaz az allitas.

Ha g > 0, akkor 1étezik olyan pi,ps € N, melyre ¢ = P Ekkor a 4.18 és a 4.17 tételbdl kovetkezik
P2

az allitas.

Ha ¢ < 0, akkor a 4.11 tétel segitségével visszavezethet a ¢ > 0 esetre az allitas.

Megjegyzés. A sorozatok hatvanyara vonatkozo 4.18 tétel tetsz6leges ¢ € R kitevs esetén is igaz,
ez viszont csak a folytonossagra vonatkozéd 6.23 atviteli elvbdl, illetve a hatvanyfiiggvény folytonos-
sagabol (6.42 tétel) fog kovetkezni.

O
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4.2. Topologiai fogalmak jellemzése sorozatokkal

4.19. Tétel. Legyen A CK és x € K.

1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

Bizonyitds. Legyen A CK és x € K.
1. Tegyiik fel, hogy x az A halmaz torlodéasi pontja. Ekkor minden n € N esetén

(Bﬁl(x) \ {:c}) NA#0.

Az 1.39 tétel alapjin

IT (B \f23) nazo,

neN

legyen a egy tetszsleges eleme ennek a halmaznak. Ekkor a egy N — A\ {«} sorozat, melyre lima = z,

hiszen minden n € N szamra |a,, — z| < 1
n

Tegyiik fel, hogy a : N — A\ {z} olyan sorozat, melyre lima = z, és legyen r € RT. Az a sorozat
konvergenciaja miatt létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N szamra |a, — x| < T,
vagyis any1 € Br(x). Az anyq elemre anyiq € A\ {z} is teljesill, ezért

an+1 € (Br(z) \ {z}) N A # 0.

2. Legyen A C K zart halmaz, a : N — A konvergens sorozat és lima = «. Tegyiik fel, hogy o ¢ A.
Mivel o eleme a nyilt K\ A halmaznak, ezért létezik olyan r € RT, hogy B,(a) C (K \ A), amib6l
B.(a) N A = adodik. Az a sorozat konvergencidja miatt viszont az r szamhoz létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n esetén a,, € B,.(«a). Ekkor viszont az ayy1 € B.(a)NA =0
ellentmondés adodik.

Legyen A C K olyan halmaz, hogy minden a : N — A konvergens sorozat esetén lima € A. Tegyiik
fel, hogy az A halmaz nem zart és legyen oo € A\ A. A lezéras definicidja alapjan ekkor « torlodasi
pontja az A halmaznak. Ezért létezik olyan a : N — A sorozat, melyre lima = «, vagyis az o € A
ellentmondast kapjuk.

4.20. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-féle kivilasztdsi tétel.) Minden korldtos sorozatnak létezik kon-
vergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen a : N — R korlatos sorozat és minden n € N esetén A, = {a; |k > n}. Az

(A,)nen halmazrendszerre teljesiilnek a 3.19 Cantor-tétel feltételei, ezért ﬂ A, # 0. Legyen x €
neN

ﬂ A,,. Mivel minden € € RT és n € N esetén B.(z) N {ax |k > n} # 0, ezért létezik olyan k > n,

neN
melyre aj, € B:(z). Definidljuk a o : N — N indexsorozatot az alabbi iteracioval.

— Legyen ¢(0) = min{k € N | ay € By(z)}.

— Ha o(n) méar ismert, akkor legyen o(n + 1) = min {k eN|on)<k A a,€ B (m)}
Ekkor az a o o sorozat konvergens, hatarértéke x.

Ha a : N — C sorozat, akkor a Re oa valés sorozathoz létezik olyan o; indexsorozat, hogy Re caooy

konvergens; és az Imoa o o7 valés sorozathoz létezik olyan oo indexsorozat, hogy Imoa o o1 o o9
konvergens. Ekkor a ¢ = o1 o 05 indexsorozatra az a o o sorozat konvergens lesz.

4.21. Tétel. (Bolzano-Weierstrass-tétel.) Az A C K halmaz pontosan akkor korldtos és zdrt, ha
minden a : N — A sorozatnak létezik olyan o' : N — A részsorozata, melyre lima’ € A teljesiil.

Bizonyitas. Legyen A C K korlétos és zart halmaz, valamint legyen a : N — A tetszleges sorozat.
Mivel az a sorozat korlatos, ezért létezik o’ konvergens részsorozata. Ekkor lima’ € A, vagyis az A
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halmaz zartsaga miatt lima’ € A.

Tegyiik fel, hogy A C K olyan halmaz, hogy minden a : N — A sorozatnak létezik olyan o’ : N — A
részsorozata, melyre lima’ € A teljesiil. Megmutatjuk, hogy az A halmaz korlatos és zart.

Ha az A halmaz nem korlatos, akkor minden n € N esetén A\ B,,+1(0) # 0, ezért az 1.39 tétel miatt

H (A\ Bn1+1(0)) # 0. Haa € H A\ Bp+1(0), akkor a : N — A sorozat. Ha o’ ennek tetszéleges

neN neN
részsorozata, akkor |al,| > n, vagyis az a’ sorozat nem korlatos, igy konvergens sem lehet. Vagyis

ekkor az a olyan sorozat, melynek nincsen konvergens részsorozata, tehat ellentmondasra jutottunk.
Ha az A halmaz nem zart, akkor létezik 2z € A\ A elem. A lezart definicioja alapjan minden n € N
esetén B 1 (x) N A # 0, ezért az 1.39 tétel miats

[T (4nB_ @) #0.

neN

Haa € H (B% ()N A), akkor a : N — A sorozat. Legyen a’ az a tetszbleges részsorozata. Ekkor

neN
minden n € N esetén a), € B% (x), ezért lima’ = x ¢ A teljesiil. Vagyis ekkor az a olyan sorozat,

melynek nincsen olyan konvergens részsorozata melynek a hatarértéke az A halmazban lenne, tehat
ellentmondésra jutottunk.

4.3. Limesz inferior és szuperior

4.22. Definicié. Az a : N — R sorozat limesz inferiorja

N A .
liminf a = sup inf  ag
neN \keN, k>n

és limesz szuperiorja
. A,
limsupa = inf sup  ag | -
neN \ keN, k>n
4.23. Tétel. Minden a : N — R sorozatra liminf ¢ < limsup a.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy limsupa < liminf a és legyen ¢ € Jlimsup a, liminf a|. Ekkor
a limsup és a liminf definicioja alapjan léteznek olyan ni,ne € N szadmok, hogy

sup  ap <g< inf g
keEN, k>n; keN, k>nq ’

vagyis minden n > max {nj, no} szdmra az
an < q<ap
ellentmondast kapjuk.

4.24. Tétel. Legyen a : N — R sorozat.
1. Halima € R, akkor liminf a = limsup a = lim a.
2. Ha liminf a,limsupa € R és liminf a = limsup a, akkor az a sorozat konvergens és lima =
liminf a teljesiil.

Bizonyitds. 1. Legyen a : N — R konvergens sorozat és legyen lima = A € R. Ekkor minden
e € RT esetén létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra,

A—e<a,<A+e¢

teljesiil. Ezért

A—e< inf ap | < sup ap | < A+e,
keN, k>N+1 keN, k>N+1
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amibdl pedig a 4.23 tétel felhasznalasaval
A—e<liminfa <limsupa < A+¢
adodik. Ezek alapjan minden € € RT szamra teljesiil a liminf a,limsupa € [A — ¢, A + €], tehat
liminf a = limsupa = A.

2. Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre liminf a = limsupa € R. Legyen A = liminfa és e € R
tetszéleges paraméter. Mivel feltételezésiink szerint

sup inf  ax ) =A=inf sup  ag
neN <’€€Nv k2n neN \ keN, k>n ’

ezért

dN; eN: A—-e< inf  ag
kEN, k>N,

dN, eN: A+4+e> sup ag.
kEN, k>N,

Legyen N = max {Ny, N2}. Ekkor minden n > N természetes szamra az

A—e< inf ap<a,< sup apr<A+e
keN, k>N, keN, k>Ns

egyenlGtlenségek alapjan A — e < a,, < A + ¢ adodik.

4.4. Cauchy-sorozatok
4.25. Definicié. Az a : N — K sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve e RYIN e Nvn,m e N((N <n A N <m) = |a, — am| < ).

4.26. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen a : N — K Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n,m > N
szédmra |a, — an,| < 1 teljesiil, vagyis minden n > N esetén a,, € Bi(any1), vagyis az {a, | n > N}
halmaz koratos. Minden 0 < n < N esetén az egyetlen pontbol &ll6 {a, } halmaz korlatos. Mivel
Ran a véges sok korlatos halmaz uniéja, igy korlatos.

4.27. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
Bizonyitds. Legyen a : N — K konvergens sorozat hatarértéke A és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik

€
olyan N € N, hogy minden n > N szamra |a,, — A| < 5 teljesiil, vagyis minden n,m > N esetén

e €
\an—am|=|(an—A)+(A—am)|§|an—A|—|—|am—A|<§+§=E.

4.28. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen a : N — K Cauchy-sorozat, ¢ : N — N olyan indexsorozat, melyre a o o
konvergens és legyen tovabb4d A = lima o 0. Ha € € R, akkor létezik olyan N; € N, hogy minden

n,m > Ny esetén |a, — ap| < % és létezik olyan Ny € N, hogy minden n > N3 esetén ’ag(n) — A| < %
Ha n > N = max {Ny, Ny}, akkor

9 g
|an _A| = |(an _ao(n)) + (aa(n) _A)’ < 5 + 5 =&,

ahol kihasznaltuk, hogy o(n) > n.
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4.29. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Egy a : N — K sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.

Bizonyitds. Ha a : N — K Cauchy-sorozat, akkor a 4.26 tétel alapjan az a sorozat korlatos és a 4.21
Bolzano—Weierstrass-tétel alapjan van konvergens részsorozata, amibdl a 4.28 el6z6 allitas alapjan a
konvergencidja adodik.

Ha a : N — K konvergens sorozat, akkor a 4.27 tétel alapjan Cauchy-sorozat.

Kiegészités. A sorozatokhoz hasonloan targyalhatéd a kettds indextd sorozatok elmélete.

4.30. Definicié. Az a : N x N — K fiiggvényeket kettds indexid sorozatoknak nevezziik. Az a :
N x N — K sorozat értékeire az anm, 2 a(n,m) jelolést hasznéljuk.

4.31. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Azt mondjuk, hogy az x € K szdm az ¢ : N x N — K
sorozat hatdrértéke, ha

Ve € RTIN € NVn € NVm € N((N < n AN < m) = anm € Be()).

4.32. Tétel. Ha z,y € K az a: N x N — K sorozat hatdrértéke, akkor x = y.

4.33. Definicié. (A lim mdvelet.) Az a : N x N — K kett6s indexi sorozat hatarértékét lim a vagy

lim  ap,, jeloli. Azt mondjuk, hogy az a : N x N — K kett6s indexti sorozat konvergens, ha létezik
n,m— oo

hatéarértéke és divergens, ha nem létezik hatarértéke.

4.34. Tétel. Ha aza: N x N — K kettds indexd sorozat konvergens és minden n € N esetén létezik
a lim ap., hatdrérték, akkor a

m—0o0
N—-K n— lim apn,
m—0o0
sorozat konvergens €s
lim lim appm = lim  apm
n—,o0 m—oo n,m—oQ

teljesiil.

4.5. Nevezetes hatarértékek

4.35. Tétel. Adott o € Q mellett
o ha a>0,

lim n® = 1 ha a=0,
e 0 he a<O.

Bizonyitds. Legyen o > 0 és legyen € € R™ tetszéleges paraméter. A valos szdmok arkhimédészi
tulajdonsaga 1.86 miatt 1étezik olyan N € N |, melyre

e <N -1.
Ebbél adodik, hogy minden n € N szdmra n > N esetén
e <n“,
vagyis lim n® = oc.
n—rco

Ha o = 0, akkor nyilvanvaléan lim n’ = lim 1 =1.
n— oo n—oQ
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Ha o < 0, akkor a 3 = —« szamra 3 > 0 teljesiil. Legyen ¢ € R* tetszéleges paraméter. A valos
szadmok arkhimédészi tulajdonsiaga 1.86 miatt 1étezik olyan N € N | melyre

1
f/7<N-1.
g

Ebbdl adodik, hogy minden n € N szamra n > N esetén

1 <
— | <e
nf|— "
- 1 . o
vagyis lim —5 = lim n® = 0.
n—oo n n—oo
4.36. Tétel. Adott g € R esetén
oo ha q>1,
lim ¢" = 1 ha ¢=1,
nee 0 ha —-1<g<l,

és q < —1 esetén a q" sorozat divergens.

Bizonyitds. Legyen q > 1 és legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter. Vezessiik be az a = q—1 > 0
mennyiséget. A valos szamok arkhimédészi tulajdonsidga 1.86 miatt 1étezik olyan N € N | melyre

1
TN

Ebbdl és a 2.1 Bernoulli-egyenlGtlenségbdl adodik, hogy minden n € N szamra n > N esetén
e<l4+na<(1+a)" =q"
vagyis lim ¢" = cc.
n—roo
A ¢ =1 ¢és a g =0 esetekben nyilvanvaléan teljesiil az allitas.

1
Legyen g € ]—1,1[\ {0} és legyen ¢ € R* tetszleges paraméter. Vezessiik be az a = — —1 > 0

lq|
mennyiséget. A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint minden n € NT szamra
1 1 1 1
|qn| = < < -
(I+a) " 14na " a n

amibdl a 4.15 renddr-elv és a 4.35 tétel alapjan adédik a lim ¢ = 0 hatarérték.
n—r oo
Legyen ¢ < —1. Ekkor minden n € N esetén |q” fq"+1| > 1, vagyis az n — ¢" sorozat nem
Cauchy-sorozat, ezért nem is konvergens.
4.37. Tétel. Legyen q € K.
1. Ha |q| < 1 akkor lim ¢" =0.
n—oo
2. Ha q=1 akkor lim ¢" =1.
n—oo
3. Halg| > 1 és q # 1, akkor az n — ¢" sorozat divergens.
Bizonyitds. Legyen |q| < 1. Ekkor az el6z6 4.37 llitas miatt lim |g|" = 0, ezért lim ¢" = 0.
n—oo n—oo
Legyen |gq| > 1 és ¢ # 1. Ekkor minden n € N esetén ’q” — q"“} > |1 — q|, vagyis az n — ¢" sorozat

nem Cauchy-sorozat, ezért nem is konvergens.

4.38. Tétel. Minden ¢ € RT szdmra lim /g =1.

n—00

Bizonyitds. Ha q = 1, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy ¢ > 1 és tekintsiik az
an = {/q — 1 sorozatot. Ekkor n € N* esetén a, > 0 és a Bernoulli-egyenl6tlenség alapjan

¢g=1+ay)" > 1+ nay,
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amibdl
qg—1
n

0<a, <

adodik. Ebbdl a rendér-elv miatt lim a, = 0, és igy lim
n— o0 n—oQ

/q = 1 kovetkezik.

1
Ha g < 1, akkor tekintsiik a ¢’ = — szamot. Ekkor az el6z8 eredmény alapjan.
q

1 1
lim ¢/g=lm —==——==1
n—00 n—oo Y q’ im © C]/
n— oo

4.39. Tétel. lim ¥Yn=1

n—oo
Bizonyitds. A szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenség miatt minden n € NT esetén

2 -2 2 2
V1< /n = "’ﬁ,ﬁ,(l)n—QSMzi_Fl_,.
n vn n

Ebbél a 4.15 renddr-elv alapjan addédik a bizonyitandé allitas.

4.40. Tétel. lim Vn! = co

n—oo

Ny!
eM

Bizonyitds. Legyen ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Definidljuk az Ny = 2([e] + 1) és az o =

szamot. Ha n > N; természetes szam, akkor

—N
n! " k4N N
g:a.kl_ll . >a.2 1:2712

Mivel a 4.36 tétel miatt lim 2" = oo, ezért létezik olyan Ny € N kiiszébindex, hogy minden n > Ny

n— oo

természetes szamra,
oM
2" >

teljestil. Ha N = max {Ny, N}, akkor minden n > N természetes szamra

n! o, a 2M

ET N e

teljesiil, vagyis

Vnl > e.

4.41. Tétel. (Gyokkritérium sorozatokra.) Ha az a : N — C sorozatra lim Y/|a,| < 1 teljesiil,
n—oo

akkor lim a, = 0.
n—oo

Bizonyitds. Legyen ¢ olyan valés szam melyre lim /|a,| < ¢ < 1. A sorozat hatarértékének a
n— oo

definicioja alapjan létezik olyan N € N, hogy minden n > N szamra {/|a,| < g teljesiil (példaul a

1
=3 (q - li_>m Y/ \an|) valasztéassal). Ekkor 0 < |a,| < ¢", amibdl a rendér-elv alapjan kovetkezik
a lim a = 0 hatéarérték.

anJrl
an

<1

4.42. Tétel. (Hdnyados-kritérium sorozatokra.) Ha az a:N — K\ {0} sorozatra lim
n—oo

teljesiil, akkor lim a, = 0.
n— oo



54 4 SOROZATOK

Bizonyitds. Legyen ¢ olyan valds szdm melyre lim < g < 1. A sorozat hatarértékének a

Ap41
n—oo

An+1

definiciéja alapjan létezik olyan N € N, hogy minden n > N szamra < q teljesiil. Tehat

lant1| < q-lan].
Ebbdl teljes indukciéval egyszertien igazolhat6, hogy minden k € NT szamra
0 < lanir| <" -lan].
Amibél a k — oo hatarérték képzéssel a rendér-elv alapjan klim lan k| = 0 kévetkezik, ebbdl pedig
—00
lim |ag| = 0 adodik.
k—oc0
4.43. Tétel. Legyen p € Q és ¢ € K olyan, hogy |q| < 1. Ekkor lim nPq"™ = 0.
n—oo

Bizonyitds. Ha q = 0, akkor nyilvan igaz az allitas, ezért tegyiik fel, hogy g # 0 és tekintsiik az
a:N— K, a, = nPq" sorozatot. Ekkor

Ap41
Gn,

lim
n—oo

1 p
— il (14 1) = ol <
n—oo n

adodik, ahol felhasznaltuk a sorozatok hatvanyara vonatkozd 4.18 tételt. A fenti egyenlGtlenségbdl
pedig a sorozatokra vonatkozd 4.42 hanyados-kritérium alapjin lim nPq"™ = 0 kovetkezik.
n—oo

n

4.44. Tétel. Minden q € K esetén lim 4 _ 0.

n—oo n!

Bizonyitds. Ha q¢ = 0, akkor nyilvan igaz az allitas, ezért tegyiik fel, hogy g # 0 és tekintsiik az
n

a:N—=>K, a, = q—' sorozatot. Ekkor
n!

anJrl
an

= lim g

lim

n—oo

=0<1

n
adodik, amibél a sorozatokra vonatkozé 4.42 hanyados-kritérium alapjan lim q—' = 0 kovetkezik.
n—oo n!

o

4.45. Tétel. Minden o € Q esetén lim n—' =0.

n—oo Ml

Bizonyitds. Az a < 0 esetben a 4.36 tétel alapjan lim n® = 0 és a minden n € NT természetes
n—oo

szédmra fennéallo

1 1
0< =< —
nl n
1
egyenl6tlenségre alkalmazva a rendor elvet lim — = 0 adodik, tehat ezen két sorozat szorzatara
n—oo n!
na
szintén lim — = 0 adodik.
n—oo n!

. . . N n®
Tehat elég azt az esetet vizsgalni, amikor a € RT. Tekintsik az a : N — R, a, = — sorozatot.

n!
Ekkor
_ 1 1\¢
= lim 1+ = =0-1=0<1
n

adodik, ahol felhasznaltuk a sorozatok hatvanyéara vonatkozo 4.18 tételt. A sorozatokra vonatkozo
(e

4.42 hanyados-kritérium alapjan ezért lim - 0.
n—oo n!

4.46. Tétel. (Napier dllandd.)
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1. Minden x € Rt esetén az
x€X n
a:Nt SR n»—>(1+—)
n

sorozat korldtos, monoton névd, tehdat konvergens.
2. Minden x € RT esetén a

b:N*t SR n»—>(1—£)n
n

konvergens.
3. Minden x € R esetén

lim <1+f) . Tim (1—3) — 1
n— o0 n n— 00 n

n
Bizonyitds. 1. Legyen x € RT és minden n € N esetén a,, = <1 + E) A= =2, =1+ E,
n

n
Zn+1 = 1 szamokra alkalmazva a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget

/ n 1+ 2 1
n n+1 n+1 n+1

adodik, amibél hatvanyozéssal a,, < a,41 kovetkezik.

Jelolje [x] az = szam egeészrészét, tehat azt a jol meghatarozott egész szamot melyre [x] < z és

x x
1 > . A = =2Zp = ]_ —, Zn =" =Zntlx = ]_ —_— 4 k lkal
[x] + x. Az 2 z + > Znl Zpp[a]41 EE szamokra alkalmazva a

szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget

nHmHi/(H %)n (1_ x )m+1 g n(1+2)+ ([2] +1) (1— M%) )

[z] +1 n+[z]+1
_n+x+[m]+1—m_1
B n+[z]+1 B

adodik, amibél hatvanyozéssal

(1+%)n- (1— mqh)[w]ﬂ <1

kovetkezik. Ennek atrendezése adja a sorozat korlatossagat bizonyitd

z —[z]-1
a, < <1 — )
[x] +1

egyenlGtlenséget. Ezek alapjan az a sorozat monoton nové és feliilrél korlatos, vagyis konvergens.
n
2. Legyen z € R" és minden n € NT esetén b, = (1 - E) . Mivel [z] < z < [z] + 1, ezért
n

0 < [#] +1—x <1, vagyis minden n € NT esetén

T T @
n+l - n+zl+l-2z n

n+1 -1 n
x X X Tr\"
1 (1 <14+ — (1 —)
<+n+1) (+n+1> _<+n+[x]+1—a:> <\ry

adodik, tehat a rendér elv alapjan a

Ebbal

Nt SR  ne (14— 2
n+z]+1—x

sorozat konvergens és

m (14 —2 ) — lim <1+f)n.
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Mivel
z —[z]—-1
lm (14— 2 —1,
n—00 n+lz]l+1—=z

z n+[z]+1
C: N+ —R n— 1+ >
n + [x]

ezért a

+1—=x
sorozat konvergens és
x€X n
lim ¢, = lim (1_,_,) .
n—o00 n—oo n

A minden n € Nt \ {z} szamra érvényes

n—x n T ny\ —1
n= () = ()
n n—2x
atalakitasbol azt kapjuk, hogy minden n € NT szamra bpila)+1 = Cp 1. Mivel a ¢ sorozat konvergens
és lim ¢ # 0 (hiszen minden n € NT esetén ¢; < ¢,,), ezért a b sorozat is konvergens és

-1
lim b, = <lim cn) . (4.1)
n—oo n—oo
3. A (4.1) egyenlet jelenti a bizonyitando6 egyenlGséget.

n!
4.47. Tétel. lim — = 0

n—00 N,

|
Bizonyitds. Tekintsik ab: N — R, b, = n sorozatot. Ekkor
n’ﬂ

. n \"
= lim .

1 n
A 4.46 tételben definilt a,, = (1 + ) sorozatra lim a, > 1 teljesiil, hiszen a sorozat monoton
n

bn,
lim +1

n—o0

n

n— o0
novs és a; = 2 > 1. Ezért

b, 1
lim || = <1

n=oo | by 1\"
- lim <1+>
n—o00 n

adodik. A sorozatokra vonatkoz6 4.42 hanyados-kritérium alapjan ezért lim b, = 0.
n—oo

4.48. Tétel. Legyen a : N — RT olyan sorozat, melyre minden m,n € N esetén amin < aman
teljesiil. Ekkor az ({/an)nen sorozat konvergens és

lim /a, = inf a, .
neN

n—oco

Bizonyitds. Minden m,n € N szamhoz létezik egyetlen olyan p(m,n),q(m,n) € N, melyre
m = p(m,n)n + g(m,n)

és q(m,n) < n. A sorozatra vonatkozo feltételezés alapjan minden m,n € N esetén

_ (m,n)
Am = Qp(m,n)n+q(m,n) < Ap(m,n)nQq(m,n) < (an)p Qq(m,n)

teljesiil, amibdl
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3

max{a;|i=0,...,n—1}

min{arﬂi:o,...,n—l}

Qan n

1
a m
= r( ‘iiZ?::%’) < Yar

kovetkezik. Mivel minden o € RT esetén

lim ¥/a =1=limsup ¥Va,

m—00 m—o0o

ezért

limsup ¥/a,, < inf /a, < liminf Va,.
m—o0 neN n—00
Tehat lim a, = inf Ya,.
n— 00 neN

Megjegyzés. Az elébb bizonyitott tételek egy része érvényes akkor is, amikor irracionélis valos
kitevst valasztunk, azonban ezen a szinten még nem definidlhaté pozitiv szdm valés hatvanya. Ezért
csak megemlitjiik a fenti tételek kicsit dltalanosabb alakjat.

4.49. Tétel. Adott o € R mellett

o ha a>0,
lim n® = 1 ha a=0,
noee 0 ha a<0.

4.50. Tétel. Legyen p € R és g € C olyan, hogy |q| < 1. Ekkor lim nPq¢™ = 0.
n—oo

(03

4.51. Tétel. Minden o € R esetén lim n—| =0.

n—oo Nl

Kiegészités.

4.52. Definicié. Legyen X tetszdleges halmaz és <C X x X relécio.
— Az < relaciot eldrendezésnek nevezziik, ha tranzitiv és reflexiv.
- Az (X, <) part eldrendezett halmaznak nevezziik, ha X halmaz és < elrendezés az X halmazon.
— Legyen (A4, <) el6rendezett halmaz. Azt mondjuk, hogy a < rendezés felfelé irinyitott, ha
minden x,y € A esetén létezik z € A melyre x < z és y < z teljesiil.

4.53. Definicié. Legyen (I, <) el6rendezett halmaz. Az a : I — K figgvényt dltaldnositott szimso-
rozatnak nevezzik.

Figyeljiik meg, hogy a jelen fejezetben elmondottak altalanositott szdmsorozatokra is igazak, nemcsak
a részletesen targyalt I = N esetre.

O
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5. Sorok

5.1. Sorok hatarértéke és tulajdonsagai

5.1. Definicioé. (Sorok.)
— Adott a : N — K sorozat esetén, azt a jol meghatarozott > a : N — K sorozatot, melyet

n
minden n € N esetén (Z a) = Zai definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden
n
i=0

csak sornak nevezziik és olykor a Z an szimbolummal jeloljiik.

n
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-
o0 n

AL < 1e12 L.
gens. Ekkor a z%an = nhﬂn;(} kzoak jelolést hasznaljuk.
n= =
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Ha lim E ar = oo, akkor a E a, = to0o jeldlést hasznaljuk megfelels elGjellel.
n—oo
k=0 n=0

5.2. Tétel. Legyen > a,> b konvergens sor és A € R.

1. A > (a+b) sor konvergens és Z(an +b,) = Z an + Z bn-
n=0 n=0

n=0

2. A Y (Xa) sor konvergens és Z Aan, = A Z .

n=0 n=0
oo oo
3. A > a sor konvergens és E a, = E .
n=0 n=0

n n
Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen o, = Zak és Bn = Zbk. Mivel az o és a (3 sorozat

k=0 k=0
konvergens, ezért Osszeglik, szdmszorosuk és konjugaltjuk is konvergens lesz. Tovabba a

lim (o, + 8,) = lim a, + lim 3,
n—oo n—oo n—oo

lim (ca,) = ¢ lim «

n— oo n—oo
lim @, = lim o,
n—oo n—oo

egyenlGségek teljesiilnek.
5.3. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Ha a > a sor konvergens, akkor lima = 0.

n
Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen o, = Z ay, és legyen A = Z an- Ekkor az n — «, és az

k=0 neN
n — ay41 sorozatok konvergensek, és hatarértékiik megegyezik. Mivel minden n € N esetén

Ap4+1 = Opt1 — Oy,
ezért
lim ap41 = lim (ap41 —an) =A—A=0.
n—oo n—oo

Amibél lim a = 0 kovetkezik.

5.4. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Legyen a : N — K sorozat. A Y a sor pontosan akkor konvergens

ha .
Z ai| < 6) .
k=n

VeeR+3NeNVn,meN<(N<n<m)—>
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n
Bizonyitds. Legyen a : N — K sorozat és minden n € N esetén legyen a,, = Z ag. A sorozatokra
k=0
vonatkoz6 4.28 Cauchy-kritérium alapjan az (a),en sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat, vagyis ha

Ve e RTIN e Nvn,m e N((N <n <m) = |am — an| <€)
teljesiil.

5.5. Tétel. Legyen a : N — K sorozat. Ha a ) a sor konvergens, akkor

VseR+3NeaneN<N<n

)

Bizonyitds. Legyen a : N — K sorozat és minden n € N esetén legyen o, = Z ay. Tegyiik fel, hogy
k=0

a > a sor konvergens és legyen £ € R tetszéleges paraméter. Ekkor az (a),en sorozat konvergens,

vagyis Cauchy-sorozat. Ezért létezik olyan N € N, hogy minden N + 1 < n,m € N szamra

| — an—1| <e€
teljesiil, amib&l az m — oo hataratmenettel
lima —a,—1| <e

adodik, amibdl a
00 n—1 00
lima — oy = E ap — E ap = E ag
k=0 k=0 k=n

atalakitassal adodik az allités.

5.2. Majorans és minorans kritérium

5.6. Tétel. (Majordns és minordns kritérium.) Tekintsik az a : N — R sorozathoz rendelt Y a
sort.

1. Ha létezik olyan b : N — R sorozat, hogy minden n € N esetén a, < b, és a >.b sor
o0 oo

konvergens, akkor a > a sor is konvergens, tovdbbd Z an < Z bn .
n=0 n=0
2. Ha létezik olyan b : N — RJ sorozat, hogy minden n € N esetén a, > b, és a >, b sor
divergens, akkor a 3 a sor is divergens.

Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen «,, = Z ag és B, = Z by

1. Minden n € N természetes szamra o, < [3,. M1ve1 ap sorozat konvergens ezért korlatos is. Az «
sorozat korlatos az v, < (8, egyenlGtlenség miatt, tovabba monoton névé az « sorozat a konstrukcidja
miatt. Ezek alapjan az « sorozat konvergens.

2. Minden n € N természetes szamra «,, > 3,. Mivel a § sorozat divergens és monoton névs, ezért
lim B = c0. Az oy, > [, egyenlGtlenség miatt lim o = oo, vagyis az « sorozat divergens.

sor divergens, a E

m sor konvergens.
n

1
5J.Taa.A§: —
n

Bizonyitds. 1. Teljes indukciéval konnyen igazolhatd, hogy minden n € N esetén

on

}:k>1+f
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1
teljesiil. Ebbdl pedig kovetkezik a Z T sor divergenciaja.

2. Teljes indukciéval kdnnyen igazolhatd, hogy minden n € N esetén

"1
D @ <2
k=1

I/\
3\>—‘

teljesiil. Ezek alapjan a Z

1
W sor feliilrél korlatos és monoton novd, tehat konvergens. S6t
n
n

még a
oo 1

becslés is adodik.

5.3. Abszolat konvergens sorok
5.8. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a " |a| sor konvergens.

5.9. Tétel. Ha a Y a sor abszolit konvergens, akkor konvergens is és

9]
<2 lanl.
n=0

Bizonyitds. Legyen a : N — K olyan sorozat, hogy a bel6le képzett > a sor abszolut konvergens és
n

legyen minden n € N esetén «,, = Z G-
k=0
Megmutatjuk, hogy az n +— «,, sorzat Cauchy-sorozat, igy a 4.29 Cauchy-kritérium alapjan konver-

gens. Legyen ¢ € R tetszGleges és legyen A = Z |an|. Ekkor létezik olyan N € N kiiszobindex,

neN
hogy minden n > N természetes szdmra

A-— Z|Gk|

Ezek alapjan minden n,m > N természetes szamra

Z |ak| <e

k=n+1

max{m,n} max{m,n} o
lan, — | = Z ar| < Z lag] < Z lag| < e
k=min{m,n}+1 k=min{m,n}+1 k=N+1

teljesiil, vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat.

5.10. Tétel. Legyen q € K. A Zq"

n

1. divergens, ha |q| > 1;
2. abszolit konvergens, ha |q] < 1 és ekkor

oo
Soe
n=0

Bizonyitds. Legyen q € K. Ha |q| > 1, akkor az n — ¢"™ sorozat nem tart a nulldhoz, vagyis Z q"

n
sor az 5.3 konvergencia sziikséges feltétele alapjan a nem lehet konvergens.

Ha |q| < 1 és n € N, akkor teljes indukcioval bizonyithat6, hogy

n
2 "=
=0

n+1 1

q—l
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teljesiil, valamint a 4.36 tétel alapjan lim ¢" = 0. Ezekbdl az n — oo hataratmenet utan
n—oo

S

n=0

adodik.

5.4. Konvergenciakritériumok

5.11. Tétel. (Kondenzdcids kritérium.) Legyen a : N — RT monoton csékkend sorozat. Ekkor
ha a Zan €s a ZZ"agn sor kozil valamelyik konvergens, akkor mindkettd konvergens; illetve, ha

n n
valamelyik divergens, akkor mindkettd divergens.

Bzzonyztas Legyen a : N — RT monoton csdkkend sorozat és minden n € N esetén legyen a(n) =

Zak és B(n) = 22 agk. Az a sorozat monoton cstkkenése miatt az alabbi egyenlGtlenségek
k=0
teljesulnek
n—12F-1
a2" — fa0+Zakfao+ZZa2k+]_
k=0 j5=0
n—12F_1
<a0—|—z Z gk —a0—|—22 aor = ap+ B(n—1)
k=1 j=0
n—1 2*
(2") —a0+a1 —|—Zak = agp + aq + ZZGT“H =
k=0 j=1
n—1 2k n—1 1
>a0+a1+;jzla2k+2k —ao+a1+];)2 Qgk+1 = ag + 2a1+ ﬂ( )

Tekintsiik az n — a(n) és n — B(n) monoton névé sorozatokat. A fenti becslés azt mutatja, hogy
ha az egyik nem korlatos, akkor a masik sem az. Vagyis ha az egyik sor divergens, akkor a masik is.
Ebbél pedig kovetkezik, hogy ha egyis sor konvergens, akkor a masik is.

Kiegészités. A kondenzacios kritérium altalanosabb forméaban is igaz.

5.12. Tétel. Legyen a : N — RY monoton csikkend sorozat és p € N\ {0,1}. FEkkor ha Zan

n

Zp”apn sorok kozil valamelyik konvergens, akkor mindkettd konvergens; illetve, ha valamelyik di-
n
vergens, akkor mindkettd divergens.

O

1
5.13. Tétel. Legyen g€ Q. A E — sor pontosan akkor konvergens, ha q¢ > 1.
n
n

. . s . 1 .
Bizonyitds. Az 5.11 kondenzaicés kritérium alapjan a E — sor pontosan akkor konvergens, amikor
n

2m 1 \" )
a Z W sor konvergens. Ezt a sort a Z <2q1> alakban lehet felirni, ami a 201 hényadost

geometriai sor Osszege. A geometriai sor konvergenciajara vonatkozo 5.10 tétel alapjan, ez pontosan

1
akkor konvergens, ha —— T 7 < 1 teljesiil, ez pedig a ¢ > 1 feltétellel ekvivalens.
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Kiegészités. Mivel eddig csak raciondlis hatvinykitevst értelmeztiink ezért csak megemlitjiik a tétel
altalanosabb formajat.

1
5.14. Tétel. Legyen q € C. A Z — sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha Req > 1.
n
n
O

1
Kiegészités. A E — € C, Req > 1 alaku sorok osszegei, mint a ¢ fiiggvénye kozponti szerepet
n
n
kap a modern szamelmélet, analizis és geometria szamos agaban.

5.15. Definicié. A
1
C| R 1 C E —
{z€C| Rez>1} — z —

n=1
fiiggvényt ki lehet terjeszteni a C\ {1} halmazra analitikusan és ezt a kiterjesztett fliggvényt nevezziik
Riemann-féle zéta-fiigguénynek.

5.16. Tétel. A Riemann-féle zéta-fiigguényre

=) =11 fil, Rez > 1
k=1 Pk

teljesiil, ahol py a k-adik primszam.
5.17. Tétel. A Riemann-féle zéta-fiigguény néhdny specidlis értéke

7.‘_2 71.4 71.6 7.[.8 7.[.10

@) =75 W=g ©O=g5 =gz 10=g=

Bizonyitds. Kés6bb egyszertien szarmaztatjuk majd a fenti értékeket.

Mar Euler igazolta, hogy minden n € N esetén ((2n) irracionélis szam. Tébb mint kétszaz évig
azonban megoldatlan probléma volt ¢(3) irracionalitésa.

5.18. Tétel. (Apery tétele (1978).) A ((3) szdm irraciondlis.

Régota megoldatlan probléma, hogy a t&bbi paratlan helyen ¢ értéke vajon raciondlis-e, ezért is szamit
nagy el6relépésnek az alabbi tétel.

5.19. Tétel. (Zudilin tétele.)

1. A{¢(5),¢(7),...,¢(19),¢(21)} halmaz tartalmaz legaldbb egy irraciondlis szamot.

2. A {¢(7),¢(9),...,¢(35),¢(37)} halmaz tartalmaz legaldbb egy irraciondlis szamot.

3. A {¢(9),¢(11),...,¢(51),¢(53)} halmaz tartalmaz legaldbb egy irraciondlis szdmot.

4. Mindenn > 1 pdratlan egészre az {{(n+2),({(n+4),...,{(8n—3),((8n—1)} halmaz tartalmaz
legaldbb egy irraciondlis szdmot.

5. Léteznek olyan pdratlan a és b egészek, amelyekre a < 145 és b < 1971, hogy az 1, ((3), ((a)
és ((b) szamok linedrisan figgetlenek Q felett (azaz nem léteznek olyan a, B,7,0 € Q szamok,
hogy o+ BC(3) +vC(a) + 6¢(b) = 0 teljesiil).

A Riemann-féle zéta-fliggvény speciélis értékein alapul a Ramanujan-osszegzés, melyet a modern
elméleti fizikai szamitdsok sordan hasznalnak szamtalanszor. Itt bemutatunk néhény, elsé latésra
meglepének ting, képletet a Ramanujan-0sszegzéshol.

S == Y= =-5  Yer=c-2)=0
n=1 n=1 n=1
St = X A= (-4 =0 St = o(5) = - 55
n=1 n=1 n=1
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5.20. Tétel. (Cauchy-féle gyokkritérium.) Ha az a : N — K sorozat esetén
1. limsup V/|an| < 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;
n—oo

2. limsup V/|a,| > 1, akkor a > a sor divergens.

n—oo

Bizonyitds. 1. Legyen q € RT olyan paraméter, melyre limsup {/|a,| < ¢ < 1. Ekkor a limsup

n— oo

definicija alapjan létezik olyan N € N, hogy sup { ¥|ag| | k€N, k> N} < q, ezért minden k > N

szémra |a(k)| < ¢*. A qu geometriai sor konvergens, mert ¢ € ]0, 1[, ezért a majorans kritérium

k
szerint a Y a sor abszolut konvergens, ezért konvergens is.
2. Legyen ¢ € RT olyan paraméter, melyre limsup {/|a,| > ¢ > 1. Ekkor a limsup definici6ja
n—oo

alapjan minden N € N esetén sup { {‘/W | keN, k> N} > g. Tehat minden N € N természetes
szdm esetén létezik olyan k > N, melyre |ay| > ¢*. Definidljuk a o : N — N indexsorozatot az aldbbi
iteracioval.

— Legyen 0(0) = min {k € N | |ax| > ¢"}.

~ Ha o(n) mar ismert, akkor legyen o(n+1) =min{k € N| o(n) <k A |ax| > ¢""'}.
Ekkor az a o o0 nem korlatos részsorozata az a sorozatnak. Ezek alapjén az a sorozat sem korlatos,
ezért konvergens sem lehet, emiatt pedig a > a sor sem lehet konvergens.

5.21. Tétel. Minden a: N — K’ sorozatra

Ap+1
Ganp

lim inf
n—oo

a

< liminf {/|a,| < limsup V/|a,| < limsup
n—00 n—oo

Ap+1
n—oo n

Bizonyitds. Legyen a : N — K’ tetszéleges sorozat.

tetszéleges vald szam. Ekkor a lim inf

1. Legyen o < liminf ’a”H

n—oo an
.. a . a
lim inf [ | = sup (mf{ ntl | neN, nZN})
n—00 Gp NeN n

Ap+1

definicioja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szamra a < teljestil.

Tehat

an,

|aN+1| > o |aN|.

Ebbdl teljes indukciéval egyszertien igazolhat6, hogy minden k € NT szamra
lansi| > o - |an].

Vagyis minden n > N természetes szdmra

Vlaal > Var N - ffan] = a- i/ ]
Amibal
tmint lan] 2 limiuf (a' | 'ﬂ') o
adodik. Mivel minden valés o szdmra teljesiil a

an+1
Qn

o < lim inf

— a < liminf {/|ay,|
n— oo n—oo
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kovetkeztetés, ezért
Ap+1
2%

lim inf
n—oo

< liminf {/|a,]|.

n—oo

2. A 4.23 tétel szerint minden a : N — K’ sorozatra teljesiil az

liminf {/|a,| <limsup V/|a,|
n—0o n—oo

egyenlGtlenség.
a
3. Legyen o > lim sup ntl tetszéleges valds szam. Ekkor a lim sup
n—oo 2%
a a
lim sup = inf (sup{ ntl |neN, n> N})
n—oo (2% NeN n

Ap+41

definiciéja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szamra a > ‘ teljestil.

Tehat

n

lan+1] < - lan|.

Ebbdl teljes indukciéval egyszertien igazolhatd, hogy minden k € N szdmra
lantk| < o - Jan].

Vagyis minden n > N természetes szamra

nl|Q
ol < Var - o] = {221

Amibal

lim sup ¥/|a,| < limsup (oz- \ tlujf\\[f'> =a

n— oo n— oo

adodik. Mivel minden valés o szdmra teljesiil a

an+1
Qn

a > limsup

— a > liminf {/|ay,|
n—00 n—+co

kovetkeztetés, ezért

a
limsup {/|a,| < limsup s
n—oo n—oQ n
a
5.22. Tétel. Legyen a: N — K’ olyan, melyre létezik a lim "1 € K hatdrérték. Ekkor létezik a
n—oo | an,
lim 3/|a,| hatdrérték és
n—oo
. n RT An41
35, Vienl = e |,

Bizonyitds. Az el6z6 5.21 allitas és a 4.24 tétel alapjan nyilvanvalo.

5.23. Tétel. (D’Alembert-féle hanyadoskritérium.) Ha az a: N — K’ sorozat esetén

. an+1 .
1. limsup ntll < 1, akkor a )" a sor abszolit konvergens;
n—oo aTL
. An 41 .
2. liminf |——| > 1, akkor a _ a sor divergens.
n—oo an

Bizonyitds. Az 5.20 Cauchy-féle gyokkritérium és az 5.21 tétel alapjan nyilvanvalo.
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5.5. Leibniz-sorok

5.24. Definicié. Legyen m € N. A 3" a sor m-edik részletisszege

A m
Sm = E ag.
n=0

A konvergens Y a sor m-edik hibatagja
A o0 m
Hp =) an =) an,
n=0 n=0

o0
melyet gyakran a H,, = Z a, alakban irunk.
n=m-+1
5.25. Definicié. A Z(—l)"an sor Leibniz-tipusi vagy Leibniz-sor, ha a : N — R* monoton csok-
n

kend zérussorozat.

5.26. Tétel. Ha Z(—l)”an Leibniz-sor, akkor konvergens, és minden n € N esetén

n
|Hn| < Ap41-

Bizonyitds. Legyen a : N — RT monoton csdkkend zérussorozat, és minden n € N esetén legyen
n

a(n) = Z(—l)kak. Ekkor minden n € N esetén az
k=0

n—1

a(2n) = Z (as2r — G2k+1) + a2, >0

n
a(2n+1) =ap + Z (—a2x—1 + agk) — azny1 < ag

a(2(n+1)) = a(2n) — agnt1 + a2nt2 < a(2n)
a2(n+1)+1)=a@2n+1) + azpto — asnts > a(2n+1)

egyenl6tlenségek alapjan az n — «(2n) sorozat alulrél korlatos és monoton csokkend, ezért konver-
gens, valamint az n — «(2n + 1) sorozat feliilr6l korlatos és monoton névs, ezért szintén konvergens.

A
lim (a(2n+1) — a(2n)) = li_>m —agnt1 =0

n— oo
hatarérték alapjan lim «(2n 4+ 1) = lim «(2n), vagyis létezik a lim «(n) hatarérték. Legyen
n— 00 n—o00 n—00
oo
A= Z(—l)kak. Mivel az n — «(2n) sorozat monoton csokkens és az n +— a(2n + 1) sorozat

k=0
monoton noévs, ezért minden n € N szdmra

a2n+1) < A < a(2n),
ezért

0<A—a(2n+1) <a@2n+2)—a2n+1) = agyto -  |[A—a(2n+1)] < aznto,
0>A—a2n) >al2n+1) — a(2n) = —agni1 = JA—a(2n)| < agpt1,

ami bizonyitja a hibatagra vonatkoz6 |H,| < a, becslést.
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5.6. Feltétlen és feltételesen konvergens sorok

5.27. Definici6. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat.
— A > asor dtrendezésének nevezziik a Y aoo sort, ahol o : N — N bijekcié. Tehat az dtrendezett

n
sor n-edik tagja Z Ao (k)
k=0
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltétlen konvergens, ha minden atrendezése konvergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konver-
gens.

5.28. Tétel. Minden abszolit konvergens sor feltétlen konvergens, valamint az dtrendezés nem vdl-
toztatja meg a sorosszeget.

Bizonyitds. Legyen a : N — K tetsz6leges abszolat konvergens sorozat és o : N — N tetsz6leges

bijekci6. Tovabba vezessiik be az A = Z an ésa B = Z |a,,| jeloléseket. Minden n € N természetes
n=0 n=0
szém esetén legyen n’ = max{o (k)| k € {0,...,n}}, ekkor

n n n/
Z|a00'| Zz‘ag(k)’ §Z|al| < B.
k=0 k=0 =0

n

Ezért az n — Z ‘ao(k) | sorozat feliilr6l korlatos és monoton névs, tehat konvergens. Vagyisa > aoo
k=0
sor abszolut konvergens, tehat konvergens.

o0

Megmutatjuk, hogy A = Z Gy(n)- Ehhez legyen € € R* tetsz6leges paraméter. Mivel az > a sor
n=0

abszolut konvergens, ezért minden £; € R szamhoz létezik olyan N7 € N kiiszébindex, hogy minden

n > Np természetes szamra
oo

Z \ak| <é€q.

k=n

Ekkor az N = max {c (k)| k € {0,..., N1}} szémra igaz, hogy minden n > N esetén

n N;+1
E Og (k) = E Go (k) T E Og (k) = E ay + G (k)
k=0 ke{0,...,n} ke{0,...,n} k=0 ke{0,...,n}
o(k)<Njp o(k)>Nq o(k)>Nq
vagyis
n N1 (%s)
A— E ag(ky| = |A — E ag — E Ao k)| < E ag| + E Ao (k)| <
k=0 k=0 ke{0,...,n} k=N;+1 ke{0,...,n}
o(k)>Ny o(k)>Ny
(oo} (oo} oo
< Z |lak| + Z lao(m | < Z lak| + Z lak| < 2e;.
k=N;+1 ke{0,....n} k=Ny+1 k=N;+1
o(k)>Ny

Tehat a e paraméterhez létezik olyan N € N kiisz6bindex (példaul a e; = % valasztashoz kapott No

paraméter), hogy minden n > N természetes szdmra

(oo}
teljesiil, ami bizonyitja a Z aqs (k) = A egyenlGséget.
k=0
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5.29. Tétel. (Riemann-tétel.) Legyen a : N — R olyan, hogy a > a sor feltételesen konvergens.
Ekkor minden o, 8 € R elemre a < 3 esetén létezik olyan o : N — N bijekcio, hogy

limianaoa =a ¢és limsupZaoa =0
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy a > a sor konvergens, de nem abszolat konver-
gens (vagyis feltételesen konvergens), tovabba legyen «, 8 € R, a < 8 tetsz6leges.

A bizonyitas f6bb lépései a kovetkezsk.

— Megmutatjuk, hogy a sorozat végtelen sokszor vesz fel pozitiv, illetve negativ, értékeket.

— Igazoljuk, hogy a pozitiv, illetve negativ, értékeib6l képzett sor divergens.

— Ezek utan készitiink az eredeti sorozatbél egy részsorozatot gy, hogy elkezdjiik Gsszeadni a soro-
zat pozitiv elemekeit, egészen addig amig a [ szamndal nagyobb nem lesz az Osszeg. Ezutén ehhez
elkezdjiik hozzdadni a sorozat negativ elemeit, egészen addig amig az a szamnél kisebb nem lesz az
Osszeg. Majd ezeket a lépéseket ismételjiik.

n—00 n—00

n n
— Megmutatjuk, hogy az igy kapott o részsorozatra lim ianag(k) = « és lim supZaa(k) =0
k=0 k=0

teljestl.
— Végiil figyelembe vessziik, hogy a sorozat értékei nullak is lehetnek.

1. Vezessiik be az A = Z a, jelolést és definialjuk az alabbi halmazokat.

n=0

Ny ={neN|a, >0}
N_={neN a, <0}
No={neN|a, =0}

Az Ny, N_ és Ny halmazok diszjunktak és uniéjuk N. Nyilvan m € N szamra

Zoan: Z Apn — Z (—an)

neN_L neN_
n<m n<m

Z|an| = Z Gn + Z (—an).
n=0

nEN L neN_
n<m n<m

2. Megmutatjuk, hogy N, és N_ végtelen halmaz. Tegyiik fel ugyanis, hogy az N halmaz véges és
legyen A, = ZneN+ ay. Ekkor minden m > max N szdmra az

Z|an| = A+ + <A+ — Zan> = 2A+ — Zan
n=0 n=0 n=0

egyenlGséghdl és a > a sor konvergenciajabol a > a sor abszolut konvergencidja adodik, ami ellen-
tmondas. Vagyis az N halmaz végtelen. Hasonlé modon igazolhato, hogy az N_ halmaz is végtelen.
Megmutatjuk, hogy az m — Z an €s az m — Z an, sorozatok divergensek. Tegyiik fel ugyanis,

neN_L neN_
n<m n<m

hogy az m Z an, sorozat konvergens és legyen B, a hatarértéke, vagyis By = Z an. Ekkor

neENL neNy

n<m

a Y a sor konvergencidja miatt létezik a

m
lim E ap — E ar | = lim E ak
m—o0 m— o0
n=0 kENy keN_
k<m kE<m
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hatarérték, vagyis

Z ak:A—B+.

keEN_

Ebbdl a Y a sor abszolut konvergenciaja adodik ellentmondasként, ugyanis

m—r o0

lim Y |an| = By — (A— By).
n=0

Tehat az m — Z a, sorozat divergens. Hasonl6 moédon igazolhaté az m — Z a, sorozat

neN L neN_
n<m n<m

divergenciaja.
3. Legyen 04 : N — N, és o_ : N — N_ monoton névé bijekcio és definidljuk a

at: N>R N Ao, (n)

a :N—=R N Gy _(n)
sorozatokat. Szemléletesen az a™ sorozat az eredeti a sorozatnak olyan részsorozata, mely pontosan
az a pozitiv elemeit tartalmazza, valamint o™~ sorozat az eredeti a sorozatnak olyan részsorozata, mely
pontosan az a negativ elemeibdl 4ll. Az eddigiek alapjén a " a™t és > a~ sor divergens. Definialjuk

az alabbi iteracioval a 77,77 : N = N és az u™,u™ : N — R sorozatot.
— A sorozatok kezdGelemei legyenek az alabbiak.

m (0)
T+(O)—min{m€N| Za:>ﬁ} ut(0) = Z ab

n=0 n=0
m 7~ (0)
T_(O)zmin{meN| u+(0)+2a; <a} u” (0) = ut(0) + Z a,;
n=0 n=0

— Ha valamilyen n € N esetén 77 (n), 77 (n),u™(n) és u™ (n) definialt, akkor a sorozat kovetkezd
elemeit az alabbiak szerint definidljuk.

7T (n+1)=min<{ m € N| u~(n) + Z at >
n=1t(n)+1
7 (n41)
ut(n+1)=u"(n)+ Z at
n=7t(n)+1
77 (n+1)=min¢{m e N|ut(n+1) + Z a, <o
n=71"(n)+1
77 (n+1)

u (n+1)=ut(n+1)+ Z a,,

n=1"(n)+1

4. Ekkor a sorozatok definicitja alapjan minden n € NT szamra az alabbiak teljesiilnek.

B <ut(n) a>u(n)
B>ut(n)— aj_]r(n) a<u (n)— O ()
+H(n 77 (n—1) 7 (n) 77 (n)

)
ut(n) = Z al + Z a,; u”(n) = Z al + Z a,
n=0 n=0 n=0 n=0

Mivel a® az a sorozat részsorozatai és lima = 0, ezért lima* = 0 is teljesiil. Figyelembe véve a 7
sorozatok monoton ndvekedését és a minden n € N természetes szamra teljesiils

+

|8 —u*(n)] < als, o —u”(n)] <

= (n)
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egyenléStlenségeket limu™ = B és limu~ = « adodik. Definidljuk a o : N — N leképezést az alabbi
moédon.

— Minden n € {0,...,77(0)} szamra legyen o(n) = o4 (n).
— Minden n € {77(0) +1,...,77(0) + 77 (0) 4+ 1} szamra legyen o(n) = o_(n — 1).
— Minden n > 71(0) + 77 (0) + 1 szamhoz létezik egyetlen olyan k természetes szam, melyre

ne{r (k)+7 k) +2,....7 (k+1)+7"(k+1)+1}.
Hane{r (k) +77(k)+2,...,7 (k) + 77 (k + 1) + 1}, akkor legyen
on)=or(n—7"(k)—1).
Hane{r (k) +7t(k+1)+2,...,7(k+ 1)+ 77 (k+ 1) + 1}, akkor legyen
on)=oc_(n—7"(k+1)-1).

Ekkor az aoo : N — R sorozatra lim inf Z ag (k) = a €s limsup Z ag (k) = B teljesiil, ugyanis ennek
R e k=0
az, u™ sorozatok részsorozatai, valamint az o szamnal kisebb és a 8 szamndal nagyobb értékhez nem
torlédnak az a o o sorozat elemei.
5. Az Ny halmaz szdmossiga alapjan harom a kovetkezs harom esettel kell szamolni.
— Az Ny = () esetben ¢’ = 0.
— Ha Ny # () véges halmaz, akkor létezik olyan m € N, melyhez létezik egy p : Ng — {0,...,m}
bijekci6. Definialjuk az alabbi fliggvényt.

+

od:N=-N n~ p~H(n),  ha n<m
' on—m), ha n>m

— Ha Ny végtelen halmaz, akkor létezik p : Ng — N bijekci6. Definidljuk ekkor az alabbi fiiggvényt.

n

pt (5), ha n péaros
o' :N—=N n <n1
g

> , ha n paratlan

Ekkor ¢’ : N — N olyan bijekcio, melyre linrgiorgf kz_oag/(k) =« és ligso%p];)ao/(k) = [ teljesiil.

5.30. Tétel. Egy sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha feltétlen konvergens.

Bizonyitds. Az 5.29 Riemann-tétel és az 5.28 tétel alapjan nyilvanvalo.

5.7. Sorok Cauchy-szorzata
5.31. Definicio. Az a és b: N — K sorozat konvolicidjanak nevezzik az
axb:N—=K nHZaibn,i

i=0
sorozatot.

5.32. Definicié. A )" aés ) bsor Cauchy-szorzatdnak nevezziik az axb sorozat altal meghatéarozott
> ax*b sort.

5.33. Tétel. (Mertens tétele.) Ha a konvergens > a, > b sorok kozil legaldbb az egyik abszolit
konvergens, akkor a > a és > b sorok Cauchy-szorzata konvergens és

n=0 k=0

Tovdbbd, ha a > a és > b sor abszolit konvergens, akkor a Y (a xb) sor is abszolit konvergens.
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[o ] o0
Bizonyitds. Legyen a > a sor abszolut konvergens és legyen A = Zan, A, = Z lan| és B =
n=0 n=0

k=0

Z b, valamint legyen C' olyan, hogy minden n € N szdmra < C teljesiil. Ekkor teljes

indukcidval egyszertien igazolhaté, hogy

zn:(a*b)(k‘)—AB: iaj—A B—i—zn:a] <z_:bk—B> (51)
k=0 7=0 7=0

k=0
A jobb oldal els6 tagja nulldhoz tart. Megmutatjuk, hogy a mésodik tag is a nulldhoz tart. Minden

¢’ > 0 szamhoz létezik N; € N, hogy minden n > Nj esetén Zbk — B| < €; valamint létezik

k=0

Ny € N, hogy minden n > Ny esetén Z lax| < €’. Legyen N = max { Ny, Nao}. Ekkor n > 2N esetén
k=n

iaa (ZJ ) <§_V;)aj :Z:Zbk_ - Z laj

j=N+1

SR

N n 0o 0o
< lagle’+ Y lalC<e Dy ol +C Y7 ol S'Aa+ O = (C+ Au)e!
j=0

j=N+1 j=0 j=N+1
&
2(C+ A,)

rekhez tartozé6 N’ = 2max { Ny, No} kiiszobindex olyan lesz, hogy minden n > N’ szamra

Vagyis tetszoleges ¢ € R esetén legyen &' = és az ehhez vélasztott N; és Na paraméte-

vagyis a (5.1) képlet jobb oldalan 1év6 masodik tag is a nulldhoz tart.
Most tegyiik fel, hogy > a és > b is abszolut konvergens és az eddigi jeloléseket egészitsiik ki a

B, = Z |b,| szimbélummal. Ekkor minden n € N esetén
n=0

Z\a*m Z

k=0

<Z|ak|2|bl|_2|ak|3 < Z|ak|> Bo, = Ay Ba,
k=0

= k=0

Z albk

=0

n k
=9 N i Z b <
k=0

k=0 1=0

vagyis a »_(a * b) sor abszolut konvergens.

5.8. Sorok pontonkénti szorzata

5.34. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat
— korldtos vdltozdsiu, ha a

oo
Z lant1 — an| < 00
n=0
teljesiil;
— korldtos részletdosszegi, ha a

> o

sup < 00

neN

teljesiil.
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5.35. Tétel. (Abel-féle kritérium.) Legyen a : N — K korldtos vdltozdsi zérussorozat €és legyen
b: N — K korldtos részletisszeqii sorozat. Ekkor a Z anby, sor konvergens és
n

9]
S (Z |a'n+1 - an) . (Sup
n—0 neN

n

S

k=0

oo
E anby,
n=0

teljestil.

Bizonyitds. Legyen a : N — K korlatos véltozasu zérussorozat és

A= (Z;J |04n+1 - anl) s

valamint legyen b : N — K korlatos részletosszegi sorozat és

n

B = sup Zbk .

neN =0

A minden n € N szamra fennallo Abel-dtrendezés

n n—1 k n
Doarbe = | (ak —area) Y by | +an) b
k=0 k=0 j=0 Jj=0

igazolhato n szerinti teljes indukcioval. Minden n € N esetén

n—1 k n—1 k
Z (ak —ak+1)2bj < Z lar — ag41] - ij <
k=0 k=0 7=0

=0

i
L

|ak 7ak-+1| -B = AB,
0

el
Il

n—1 k
ezért a Z (ag — ags1) Z b; | sor abszolut konvergens, vagyis konvergens is és
k=0 §=0
9] k
E (ak — ak+1) Z bj < AB
k=0 §=0
n n
Azn—a, g b; sorozat zérussorozat, mert az n — Z b; sorozat korlatos és a zérussorozat. Ebbdl
j=0 j=0

mar adédik a bizonyitando allitas.

5.36. Tétel. (Dirichlet-féle kritérium.) Legyen a : N — K korldtos vdltozdsi zérussorozat és legyen
q € T\ {1}. Fkkor a Zanq” sor konvergens,

oo oo 2
Za”qn S (Z |an+1 an|> =4
n=0 n=0 q

Bizonyitds. Legyen a : N — K korlatos valtozasu zérussorozat és legyen ¢ € T\ {1}. Ekkor

n

q -1
q—1

>
k=0

n+1
1 1+1 2
< sup lg"" + +

X sup = < 0o0.
nen |1 —gq| nen [1—4q|  [1—¢q|

By = sup
neN

= sup
neN

n+1 ’

Innen mar az Abel-féle kritériumbol kovetkezik az allités.
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5.9. Elemi fiiggvények

5.37. Definicié. (Elemi hatvdnysorok.)
— Legyen a : N — K tetsz6leges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fiiggvényt a

Dom P, 2 {x ek ’ a Zanx" sor konvergens}

halmazon, az aladbbi médon.

(o)
P,:DomP, - K z+— Zanm"
n=0
A P, fiiggvényt az a egyiitthatdji 0 kézépponti hatvinysornak nevezziik.
- Az a : N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
———— ha 0<limsup {/|a,| < o;
limsup {/|an| n—sco jas|

n—oo

1>

Rq 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo
00, ha limsup {/|an| =0
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

5.38. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens, tehdt x € Dom P,.
2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvanysor divergens, tehdt x ¢ Dom P,.

Bizonyitds. Az 5.20 Cauchy-féle gyokkritérium kozvetlen kévetkezménye.

5.39. Tétel. Az aldbbi hatvdnysorok konvergenciasugara végtelen, vagyis minden x € C esetén kon-
vergensek a sorok.

— _
— nl = 2n + 1) o
oo 22n+1 e 2n
; 2n + 1)! g (2n)!
Bizonyitds. 1. Ha minden n € N esetén a, = ot akkor lim |22+L| — 0, vagyis az 5.22 tétel
n—roo a,,n

alapjan hm sup Y|an| = 0, tehat a Z — hatvanysor konvergenciasugara végtelen.
n=0 n!

—1)"
2. Ha minden n € N esetén a, = L, akkor lim |2 = 0, vagyis az 5.22 tétel alapjan
(2 + 1)' n—oo | a
(=%)"
hm sup V|an| = 0, tehat az x Z m hatvanysor konvergenciasugara végtelen.

A tobbl esetben is hasonléan 1gaz01hat0 az allitéas.

5.40. Definici6. (Elemi figguények.)
— Az exponencidlis fiigguény
X _n
z
exp:C—C z»—)ZE
n=0
— A szinusz fiigguény
z2n+1

sin:C—-C z+— Z(—l)"i.
= (2n+1)!
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— A koszinusz fligguény

> ZQn
cos:C—C ZHZ(— )l
n=0
— A tangens fligguény
sin 2
tg:{z€C| cosz#0} - C 2z~ .
cos z
— A kotangens fligguény
1

ctg: {z€C| coszsinz#0} —-C P
tg 2

— A szinusz hiperbolikus fiigguény

oo 2n+1

z

— A koszinusz hiperbolikus fiigguény
e Z2n
h:C—-C z+— —
c LW

— A tangens hiperbolikus fliggvény

th: {z €C| chz#0} - C HSE—Z
z

— A kotangens hiperbolikus fiigguény

1
cth: {z€C| chzshz#0} —C 2 e
z

5.41. Tétel. (Euler-tétel.) Minden z € C esetén

exp(iz) = cos z +isin z.

Bizonyitds.
o 2n+1
cosz +isinz = E +1E
(-1 2n + 1)
n=0
Z4n Z4n+2 Z4n+1 . Z4n+3

M

3
I
=)

(1 Z>4n (1 Z)4n+1 (1 Z)4n+2 (1 Z)4n+3

tnqg

n=0

M

= exp(iz).

5.10. Az exponencidlis fiiggvény és a hatvanyozas

5.42. Tétel. (Az exponencidlis fiigguény.)
1. Minden x € C szamra exp(z) = exp(T).
2. Minden x,y € C szamra exp(x + y) = exp(z) exp(y).
8. Minden x € C szdmra (exp(x))~! = exp(—z).

@)l @12 dntn l@nta)

(4n)! Un+ D! (dn+2)! " (@dn+3)
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4. Minden x1,z9 € R szdmra x1 < xo esetén exp(x1) < exp(xa) teljesil, vagyis az
explr : R—=>R 1z — exp(z)

fligguény injektiv.

k

. X .
Bizonyitds. 1. Legyen xz € C és a,, = Z h Mivel az a sorozat konvergens, ezért
k=0
n (f)k
exp(z) = nh_)rréo ap = nh_)rrgo G = nh—>r201; DT exp(T).
ok y*
2. Mivel a a, = — és B = =~ sorozatokbol képzett sorok abszolit konvergensek, ezért Mertens-tétel

alapjan Cauchy- szorzatuk is konvergens lesz. Mivel

n—k 1

— ¥ ~ (n ko @)
(ax*B)(n Z]? ,_nlzg)(k> wty = n!

Ooxk >k > T+ k
(£5) (5%) -5

n=0 n=0 n=0

ezért

3. Az el6z6 pont alapjan minden x € C esetén

exp(x) - exp(—z) = exp(0) = 1.

4. Az exponencialis fiiggvény definici6ja alapjan ha a € RT, akkor exp(a) > 1. Ha 21,22 € R és
r1 < T9, akkor
exp(72) = exp(v2 — 1) - exp(21) > exp(z1).

5.43. Definicié. Az exp |g fliggvény inverzét természetes alapi logaritmusfiggvénynek nevezzik, jele
log vagy In. Tehat Dom log = Ran(exp |g) és minden € Dom log szdmra exp(logz) = x.

Megjegyzés. Késsbb igazoljuk, hogy Domlog = RT.

5.44. Definici6. Legyen z € Domlog és z € C. A
o 2 exp(z log(z))
szamot az x szam z-edik hatvdnydnak nevezziik.

5.45. Definicioé. Az exp(l) szamot a természetes alapi logaritmus alapszimdnak nevezzik és az e
betiivel jeloljiik, vagyis e = exp(1). (értéke megkozelittleg e ~ 2, 71828182845904523536.)

5.46. Tétel. Minden z € C szdmra exp(z) = e”.
Bizonyitds. Az e szam és a hatvanyozas definici6ja alapjan nyilvanvalo.
5.47. Tétel. Legyen x,y € Domlog olyan szam, melyre z¥ € Domlog és legyen 21,29 € C. Ekkor

_ 1 z
21+Z2’ T = , ({Ey) 1 — p¥=

2 =1, ¥ =2
x*

teljesiil.

tasanak kozvetlen kovetkezményei.
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5.48. Tétel. Minden z € R esetén az a(z),b(z) : Nt = R, a(z), = (1 + ) és b(x Z X

sorozatok hatdrértéke megeqyezik.

n
Bizonyitds. Adott = € R esetén tekintsiik az a(z),b(z) : NT = R, a(z), = (1 + E) és b(z), =
n
Z o sorozatokat.
k=0
1. Tegyiik fel, hogy = € RT. Ekkor a 4.46 tétel alapjan az a(x) sorozat konvergens, valamint az 5.39
tétel alapjan a b(z) sorozat konvergens és definicié szerint limb(z) = expx. A binomiélis kifejtés

alapjan
n - ok
b — = 1——
a3 (-1 (5)) 5
a k(k + 1)
A teljes indukciéval kénnyen bizonyithatod Zz = =5 formula és a Bernoulli-egyenl6tlenség
=0
miatt
k—1 ) k—1 .
i i k(k—1)
11 1—) >1-) —=1-———2.
pai ( n —=n 2n
Ezek alapjan
k—1 )
i k(k—1)
1-—- 1—-—]<
H ( n) - 2n
=0
vagyis
2 n-2 g
1
Ogb(x)n—a(x)ngg—n- %SE r?expx
k=0
amibdl a renddrelv értelmében lim(b(z) — a(x)) = 0 kovetkezik.
1 1
2. Ha 2 < 0, akkor a 4.46 tétel miatt lima(z) = 5.42 tétel miatt limb(z) = ———.
lima(—z) ) lim b(—x)

Mivel ekkor —z > 0, ezért az 1. pont alapjan
lima(—z) = limb(—x),
amibdl lim a(z) = lim b(x) kovetkezik.

5.49. Tétel. (Elemi figguények alaptulajdonsdgai.)
1. Minden x € C szamra az aldbbiak teljesiilnek.

eiI_e—ia: eiw+e—im
sing = — cosx = ——
2i 2
et —e 7 et ;e %
shx = chz =
2 2

2. Minden z,y € C esetén

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sh(z 4+ y) = sh(x) ch(y) + sh(y) ch(z)
ch(z +y) = ch(z) ch(y) + sh(z) sh(y).

3. Minden x € C esetén

sin(iz) = ishz, cos(iz) = chz, sh(iz) =isinx, ch(iz) = cosz.



5.10 AZ EXPONENCIALIS FUGGVENY ES A HATVANYOZAS 77

4. Minden x € C esetén
cos’z+sinz=1 ch?z —sh?z=1.

5. Ha x € R, akkor |e'”| = 1.
Bizonyitds. Az 5.41 Euler-tétel alapjan minden z € C szamra
el” =cosx +isinz és e ¥ =cosx —isinz,
ahol felhasznaltuk, hogy cos(x) = cos(—z) és sin(z) = — sin(—z). Ebbdl adddik a sin és cos fliggvényre
vonatkozo6 egyenl&ség.
Az sh és a ch fiiggvényekre vonatkozo egyenlség a fiiggvények sorfejtésének kozvetlen kévetkezménye.

Az addicids formulék, illetve a tobbi azonossig egyszerii szamoléssal igazolhaté a sin, cos, sh és ch
fliggvény exponencialis alakjabol.

Megjegyzés. A sorokhoz teljesen hasonldan targyalhaté az a : N — K sorozatokhoz rendelt

Ha:N+—>K n— ﬁak
k=0

szorzatok elmélete.
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6. Valos fiiggvények elemi vizsgalata

6.1. Filiggvények tulajdonsagai
Magyarazat. A fiiggvények {6bb tulajdonsagait definialjuk elGszor.

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : R — R fliggvény
— pdros, ha minden € Dom f elemre —x € Dom f és f(z) = f(—x);
— pdratlan, ha minden x € Dom f elemre —z € Dom f és f(x) = —f
— monoton novd, ha minden x,y € Dom f elemre x < y esetén f(z) <
— monoton fogyd, ha minden x,y € Dom f elemre x < y esetén f(z) > f(y);
— monoton, ha monoton noévs, vagy monoton fogyod;
— szigortian monoton névd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) < f(y);
— szigorian monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre x < y esetén f(x) > f(y);
— szigoruan monoton, ha szigortan monoton névé, vagy szigortian monoton fogyod;
— konvez az I C Dom f intervallumon, ha minden z,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y)

teljestil;
— konkdv az I C Dom f intervallumon, ha minden x,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flax+ (1 —a)y) =z af(x)+ (1 —a)f(y)

teljestl;

— periodikus, ha f nem konstans fiiggvény és ha létezik p € R*, hogy minden = € Dom f esetén
x+p€Domf és f(x) = f(x+ p), amennyiben a legkisebb ilyen tulajdonsagu p szam nagyobb
mint nulla, azt az f fiiggvény peridgdusinak nevezziik;

— zérushelye vagy gyoke x € Dom f, ha f(x) = 0.

6.2. Tétel. (Jensen-egyenldtlenség.) Legyen I C R intervallum és f: 1 — R.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konver az I intervallumon, ha minden n € N* mellett, minden

n
(%i)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

f (Z%%) < Zaif(ﬂ?i)-

2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv az I intervallumon, ha minden n € NT mellett, minden

n
(zi)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

/ <Z ai%‘) > Zaz‘f(%')-
i=1 i=1

Bizonyitds. Legyen I C R intervallum és f : I — R. Elég a konvex esetre bizonyitani az &llitast,

hiszen az f — —f transzformacioval egymésba alakithatok az allitasok. Ha minden n € N* mellett,
n

minden (z;)1<;<n, € I" és minden olyan (a;)1<i<y, [0,1]" esetén, melyre Zai =1 az

i=1

f (Zaﬂiz) < Zaif(xi)'

=1

jelenti.
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Tegyiik fel, hogy az f fliggvény konvex és az A halmaz alljon azokbdl az n természetes szamokbol,

n
melyre igaz, hogy minden (z;)1<;<, € I" és minden olyan (a;)1<;<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1,

i=1
akkor

f (Z%%) < Zaif(xi)-

Nyilvan 1 € A, az f fiiggvény konvexitdsa miatt 2 € A és célunk annak igazolasa, hogy A = NT. Ezt

ugy érjik el, hogy megmutatjuk ha n € A, akkor n +1 € A. Legyen n € A, (z;)i<i<n+1 € I" és
n+1

legyen (ai)1<i<n+1 € [0,1]" olyan, melyre Z a; = 1. Ha a,y1 = 1, akkor nyilvan teljesiil az
i=1

egyenl6tlenség, ezért feltehetd, hogy a,,+1 # 1. Ebben az esetben azonban a

al Qp,

elo,1
1*an+1 1*an—i-l [ }

szamok Osszege 1, valamint
n

ZLJQEI

i=1 1 —anu

Ezért felhasznalva az f fiiggvény konvexitasat és az n € A feltételezést

n+1 n ]
f <Z ai$i> =f ((1 —ant1) Y — i+ an+1$n+1> <
i=1

i=1 1 —anu

n

<A —any1)f (Z aiﬂﬂi) + anp1f(@ng1) <

=1 1-—- a7z+1
n a n+1
<(I—ant1)) ﬁf@i) +ani1 f(@ng1) = D aif(w:)

=1 =1

adodik, vagyisn+ 1 € A.

6.2. Filiggvény hatarértéke

6.3. Definici6. Legyen az f : K — K fiiggvény Dom f értelmezési tartoméanyanak a torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiigguény hatdrértéke az a pontban A € K, ha

Ve € RT35 € RY (f(Bs(a) \ {a}) C B.(A)).

Magyarazat. A fenti definici6 szerint az f : K — K fiiggvénynek a Dom f halmaz a € K torlodasi
torlodasi pontjaban A € K a hatarértéke pontosan akkor, ha

Ve e RTI§ e RTVx € Domf: (0<|z—a|<d — |f(z)— Al <e)
teljestl.

6.4. Definicié. Legyen f: R — R és legyen a torlddési pontja a Dom f halmaznak.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban végtelen, ha

Ve € RT36 € RY(f(Bs(a) \ {a}) C [g,0[).
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— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban minusz végtelen, ha — f hatarértéke
az a pontban végtelen.

6.5. Definicio. Az A C R halmaznak a végtelen torldddsi pontja, ha
Ve e RTIr € A (e < x).

Az A C R halmaznak a minusz végtelen torldddsi pontja, ha a —A halmaznak torlodasi pontja a
végtelen.

6.6. Definici6. Legyen f : R — R és legyen a Dom f halmaznak a végtelen torlodasi pontja. Az f
fiigguény hatdrértéke a végtelenben,
- A€R, ha
Ve € RY35 € RY(f([6,00]) C B.(A)).

— wégtelen, ha
Ve € RY36 € RY(f([6, o0]) C [e, 00]).

— minusz végtelen, ha — f hatarértéke a végtelenben végtelen.

A minusz végtelenben vett hatarértéket, mint az « — f(—=x) fiiggvény végtelenben vett hatarértékét
definidljuk.

6.7. Tétel. (A hatdrérték egyértelmisége.)
1. Legyen f: K - K, a € K a Dom f halmaz torléddsi pontja, és A, B € K legyen az f fligguény
hatdrértéke az a pontban. Ekkor A = B.
2. Legyen f : R - R, a € RU{oo, —0o} a Dom f halmaz torléddsi pontja és A, B € RU{oo, —co}
legyen az f fliggvény hatdrértéke az a helyen. Ekkor A = B.

Bizonyitds. Legyen f: K - K, a € K a Dom f halmaz torlédési pontja, és A, B € K legyen az f
fiiggvény hatérértéke az a pontban. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor létezik olyan 4,55 € R, hogy
minden x € Dom f esetén

A - B
2

|A - B
2

O0<l|z—al<da — |f(z)—A|l<
O<|z—a|l|<dp — |f(x)—B|<

teljesiil. Ami azt jelenti, hogy ha § = min {04, dp}, akkor minden x € (Dom f)N(Bs(a)\{a}) szamra
az
|A— Bl =|A~ f(z)+ f(z) = B| < |[A~ f(z)| + |f(z) - B] < |A - B]|
ellentmondas teljesiil, tehat A = B.
Legyen f : R — R, a = oo a Dom f halmaz torlodasi pontja és A, B € K legyen az f fliggvény

hatérértéke a végtelenben. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor létezik olyan d4,0p € R, hogy minden
x € Dom f esetén

A - B
2

|A - B
2

da<z — |f(x)—Al<

dp <z — |f(z)—B|<

teljesiil. Ami azt jelenti, hogy ha 6 = max{d4,d5}, akkor minden x € (Dom f) N]J, co[ szamra az
|A—B|=|A—f(z)+ f(z) - B| < |A— f(z)| + |f(x) - B| <|A - B

ellentmondés teljesiil, tehat A = B.
Ha a = —o0, akkor a fentihez hasonlé gondolatmenettel igazolhaté, hogy A = B.
A t6bbi esetben is hasonlé modon igazolhatd a hatarérték egyértelmiisége.

6.8. Definicié. (A lim mivelet.)
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— Legyen f : C — C éslegyen a € C a Dom f halmaz torl6dasi pontja. Az f fiiggvény hatarértékét
az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a

— Legyen f: R — R és legyen a € RU{oo0, —occ} a Dom f halmaz torlodasi pontja. Az f fiiggvény
hatarértékét az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a

6.9. Tétel. Legyen f,g : K — K és legyen a € K a Dom f N Dom g halmaz torléddasi pontja. Ha
létezik r € RT, melyre g(B,(a) \ {a}) korldtos és lim f = 0, akkor lim fg = 0.

Bizonyitds. Legyen f,g: K — K és legyen a € K a Dom fNDom g halmaz torl6déasi pontja. Tegyiik
fel, hogy létezik olyan r € RT, melyre g(B,(a)\{a}) korlatos és lim f = 0. Legyen ¢ € R* tetszéleges

paraméter és legyen K € R olyan, hogy minden z € Dom gN (B, (a) \ {a}) esetén |g(z)| < K. Mivel
lim f = 0, ezért létezik olyan 6; € RT, hogy minden = € Dom f N (Bs, (a) \ {a}) esetén |f(z)| < %
Ha § = min {r, 4 }, akkor minden = € (Dom g N Dom f) N (B,(a) \ {a}) elemre

F@)g(@) < = K ==
Vagyis lim(fg) = 0.

6.10. Tétel. Legyen f,g : K - K, A € K és a € K torldéddsi pontja a Dom f N Dom g halmaznak.
(A K =R esetben a = +oco is lehet.) Tegyiik fel, hogy létezik lim f és lim g, valamint lim f,lim g ¢
{00, —o0}. Akkor az a pont

1. torléddsi pontja a Dom(f + g) halmaznak, lim(f + g) létezik és

1131(f+g) = 1iglf+li£ng;
2. torléddsi pontja a Dom(fg) halmaznak, litrln(fg) létezik és
lim(fg) = (lim f ) (limg)
3. torloddsi pontja a Dom(Af) halmaznak, li‘lln()\f) létezik, és
lim(Af) = A(lim f);
4. torléddsi pontja a Dom(|f|) halmaznak, lién |f| létezik és
lim || = [tim £;

5. torloddsi pontja a Dom(f) halmaznak, lim f létezik és

lim f = lim f.

1 1
6. Ha az a pont torlodasi pontja a Dom (f) halmaznaek és lim f # 0, akkor lim ? létezik és
lim 11
a f  limf’

Bizonyitds. Legyen f,g: K — K, A € Kés a € K torlodasi pontja a K = Dom fNDom g halmaznak,
legyen F = lim f € K és G = lim g, valamint legyen £ € RT tetszéleges paraméter.

1. Az g szémhoz létezik olyan d¢,d,, hogy

VeeK: 0<|t—al <d; = |f(a:)—F\<§
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Vee K: 0<|z—a|<d, = |g(x)—G|<%.

Ekkor a § = min{éy,d,} szamra
Vee K: 0<l|z—a|<é = |(f+9)(x) - (F+G)|<|f(z) - F[+]g9(x) - G| <e
teljesiil, vagyis lim(f +g) = F + G.
2. Legyen k € Ri tetszéleges szam. Ekkor létezik olyan 6; € RT, hogy
Vee K: 0<|z—al]<d = |f(x)—F| <k,
vagyis minden 0 < |z — a| < 41 szamra
[f (@) <[F|+Fk.
Minden ¢’ € R* szamhoz létezik olyan dr,04, hogy
VieK: 0<|z—al]<df = |f(z)-F|<¢
VeeK: 0<|z—a|<d;, = [g9(z)—G|<¢e.
Ekkor a 6 = min {dy, d4, 01} szamra 0 < |z — a|] < § esetén

|(f9)(z) — (FG)| = [f(z)g(z) — f(z)G + f(z)G — FG| < |f(2)] - |9(x) — G| + |G| - | f(x) — F| <
< (|F|+k) - +|G| &= (|F|+|G|+k) <e,

teljesiil, ha 0 < &’ < . Vagyis az ¢, F, G és k szdmokhoz valasztunk olyan &' paramétert,

€
|F|+ |G|+ k
melyre teljesiil a fenti egyenlStlenség, majd valasztunk 01, 0, d, mennyiségeket és ezekbdl kapjuk
meg a ¢ szdmhoz tartozé § mennyiséget.

3. Ha A = 0, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy A # 0. Az ﬁ € RT szdmhoz létezik
€

olyan § € R*, hogy minden z € K szamra, ha 0 < |z — a| < 4, akkor |f(x) — F| < N Vagyis ha
0 < |z —a| < 4§, akkor
€
AF(a) = AF| = - @) = Fl < AT 75 =,

vagyis lim(Af) = A\F.
4, 5. Az e € RT szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy

VeeK: 0<|z—a|<d = |f(zx)—F|<e
Ekkor a § szamra igaz, hogy minden 0 < |z — a| < § esetén
I[f(@)] = |F|| <|f(z) - F|<e
7@ = F| = [7@) = F| = 1) - FI < |f(@) - F <

teljesiil, vagyis lim |f| = |F| és lim f = F.

F
6. Legyen 6; € R olyan szdm, hogy minden 0 < |z — a| < §; esetén |f(z) — F| < % Ekkor minden
F
0 < |z —al| < 0 szamra |f(x)] > % Legyen 6y € RT olyan, hogy minden 0 < |z — a| < d; esetén
F? 1
|f(z)— F| < % Ekkor a ¢ = min {d1,0} olyan szam, hogy minden z € Dom — és0 < |z —a| < 0

f

esetén )
f(-'JC)—FI< 2 e|F]” _
PE FP? 2

2

|

E.

’1 B 1’ _ |f(@)— F
@) P
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6.11. Tétel. Ha az f,g : R — R fiiggvényre Dom f = Domg és minden x € Dom f esetén f(x) <
g(z) teljesil, valamint az a € R pont torléddsi pontja a Dom f halmaznak és létezik a lim f,lim g
a a

hatdarérték, akkor lim f < lim g.
a a

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R olyan fiiggvény, melyre Dom f = Dom g és vezessiik be a H =
Dom f jelolést. Tegyiik fel, hogy az a € R pont torlédéasi pontja a H halmaznak, minden x € H
esetén f(x) < g(z), valamint létezik a lim f,lim g hatarérték. Legyen F = lim f, G = lim g és tegyiik
a a a a
F—
fel, hogy G < F. Az e =
0 < |x—al < 0, akkor |f(z) — F| < € és |g(x) — G| < e. Vagyis x € H N (Bs(a) \ {a}) esetén

szdmhoz létezik olyan 6 € R*, hogy minden z € H esetén, ha

az F'— e < f(x) egyenlGtlenség miatt
F+G
g(x) <

6.12. Tétel. (Renddr-elv figgvények hatdrértékére.) Ha az f,g,h : R — R fiiggvényre Dom [ =

Dom g = Domh és minden x € Dom f esetén f(x) < g(z) < h(zx) teljesiil, valamint az a € R pont

torloddsi pontja a Dom f halmaznak és valamely A € R esetén lim f = limh = A teljesil, akkor
a a

< f(z), és a g(xr) < G + ¢ egyenlGtlenség miatt

teljesiil. Ez viszont ellentmond annak, hogy f(z) < g(z).

létezik a lim g hatdrérték és lim g = A.
a a

Bizonyitds. Legyen f,g,h : R — R olyan fiiggvény, melyre Dom f = Dom g = Dom h teljesiil és
vezessiik be a H = Dom f jelolést. Tegyiik fel, hogy az a € R pont torlodasi pontja a H halmaznak,
minden z € H esetén f(z) < g(x) < h(x) teljesiil, valamint A € R olyan szam, melyre lim f = limh =

A. Bevezetve az o = g — f és a 8 = h — f fliggvényeket, minden z € H esetén 0 < a(x) < SB(x)
teljesiil. A lim 8 = 0 hatérérték miatt minden ¢ € RT szamhoz létezik olyan § € RT, hogy minden

a
x € HN (Bs(a)\ {a}) esetén —c < B(z) < e. A0 < a(zr) < fB(x) egyenlbtlenség alapjan ekkor
la(x)| < € is teljesiil, vagyis lima = 0. Ekkor a ¢ = o + f fiiggvénynek is létezik hatarértéke az a
a

pontban és limg = lima + lim f = A.

6.13. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen f : K — K és z € K a Dom f halmaz torléddsi
pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor létezik, ha lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z},

z ponthoz konvergdlo sorozat esetén.

Bizonyitds. Legyen f: K — K és z € K a Dom f halmaz torlédési pontja. Tegyiik fel, hogy létezik
alim f = F € K hatéarérték és legyen a : N — Dom f\ {2} a z ponthoz konvergélo tetsz6leges sorozat.
Ha e € RT, akkor az f fiiggvény hatarértéke miatt létezik olyan 6 € R, hogy

VeeDomf: 0<|z—2z2|<d = |f(z)—F|<e.
Ehhez a § szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N
szémra |a, — z| < 0. Ekkor minden n > N szamra |f(a,) — F| < ¢, vagyis lim f(a,) =F.
n—oo

Most tegyiik fel, hogy lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergélo tetszoleges
sorozat esetén. Legyen b, ¢ : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergalo sorozat, valamint

bn  ha n péros;

a:N— Dom f\ {z} ne { oz ha n paratlan.

Ekkor fob és focis részsorozata a konvergens f oa sorozatnak, tehit a hatarértékiik is megegyezik.
Vagyis létezik olyan A € K szam, hogy minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergélo sorozat
esetén lim f o a = A. Megmutatjuk, hogy ekkor lim f = A. Tegyiik fel ugyanis, hogy lim f # A.

Ekkor
Je € RYVo € RT3z € Bs(2) \ {2} : f(z) ¢ B.(A).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{reDomf\ (2B (\ {2}, 1) ~ Al 2 <} #0,
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ezért

[T {zecDoms\{z}] o€ B o )\ (). |f(x) — Al 2 e} £0.

neN

Ha a egy tetsz6leges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f\ {2z} sorozat, melynek hatarértéke
€

z. Ekkor lim f o a = A nem teljesiil, ugyanis az 3 szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszébindex,

€
hogy minden n > N szamra |f(a,) — A| < 3 teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt

minden n € N szamra |f(a,) — A| > e. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden
a: N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergél6 sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = A.

Kiegészités. A sorozatok hatarértékére vonatkozé Cauchy-kritériumhoz hasonlo allitas fiiggvények
hatarértékére is megfogalmazhatd és a hatarértékre vonatkozd atviteli elv segitségével egyszertien
igazolhato.

6.14. Tétel. (Cauchy-kritérium hatdrértékre.)
1. Legyen f : K — K és a € K a Dom f halmaz torloddsi pontja. Ekkor

Hlitrlnf < Ve > 036 > 0Vz,y € Dom f N (Bs(a) \ {a}) (If(z) - f(y)| <e).

2. Legyen f :R — R és oo a Dom f halmaz torloddsi pontja. Ekkor

Hlirglf < Ve > 036 > 0Vz,y € Dom f N]6,00[ (|f(z) — f(y)| <e).

6.3. Féloldali hatarérték

6.15. Definici6. Legyen f: R — R fiiggvény és a € R.
— Ha a torlodasi pontja az Ja, oo N Dom f halmaznak és az flj, o[ fiiggvénynek létezik

htlln f‘]a,oo[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény jobb oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a lir}rq f vagy a lin}r o f(z) szimbolummal jeldljiik.
a r—ra

— Ha a torlodasi pontja a |—o0,a[ N Dom f halmaznak és az f|j_o o fliggvénynek létezik
htlln f|]—oo,a[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiigguény bal oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a lim f vagy a lim o f(z) szimbolummal jeloljiik.
a— r—a—

Magyarazat. Legyen f: R — R és a, A € R. A fenti definici6 szerint az f fiiggvénynek a jobb oldali
hatarértéke az a pontban A, pontosan akkor, ha a torlodasi pontja a Dom f N]a, co| halmaznak és

Ve e RT3 eRVz€Domf: (a<zr<a+d — |f(z)— Al <e)

teljesiil. Hasonloan, az f fiiggvénynek a bal oldali hatarértéke az a pontban A, pontosan akkor, ha a
torlodasi pontja a Dom f N ]—o0, a[ halmaznak és

Ve e RT3ISeRTVz€Domf: (a—d<z<a — |f(z)— Al <e)
teljesiil.

6.16. Tétel. Legyen f : R — R és legyen a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik az f figguénynek
hatdrértéke az a pontban, ha ott létezik jobb, illetve bal oldali hatdarértéke és lirff = lim f teljestil.
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Bizonyitds. Legyen f : R — R, a € IntDom f és tegyiik fel, hogy az a pontban létezik az f
fiiggvénynek hatarértéke. Ekkor minden ¢ € R™ szdmhoz létezik olyan § € R, melyre minden
x €la—d,a+0[\{a} esetén

)f(x)—lignf‘<e

teljesiil. Ekkor minden x € ]Ja — 4, a[ esetén

@) ~lim f| <,

vagyis letezik lim f és lim f = lim f. Hasonloan igazolhato, hogy létezik lilf f és liIE f=1lmf.

Legyen f: R — R, a € Int Dom f és tegyiik fel, hogy az f fliggvénynek az a pontban létezik jobb,

illetve bal oldali hatarértéke, és lirf f = lim f teljesiil. Ekkor minden £ € RT szdmhoz létezik olyan
a a—

51 € RT, melyre minden z € Ja — 41, a[ esetén
’f(x)—limf <e
teljesiil és létezik olyan d; € RT, melyre minden z € Ja, a + d2[ esetén
—1i .
’f(w) im f ‘ <e

Legyen ¢ = min {d1,02}. Ekkor A =lim f = 1irj_1f olyan szdm, hogy minden = € |a — d,a + d[ \ {a}
a— a
esetén

[f(z) = Al <e,

vagyis létezik lim f hatarérték és lim f = A.

6.4. Fiiggvény folytonossaga

6.17. Definici6. Legyen f: K — K és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € RY (f(Bs(a) C B.(f(a)))-

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
Legyen A C K. Az A halmazon értelmezett folytonos fiiggvények halmazara a

C(A,K) 2 {f: A— K| f folytonos}
jelolést hasznaljuk.

6.18. Tétel. Legyen f,g: K — K, a € Dom f NDomg, c € K. Ha az f €és g fiigguény folytonos az a
pontban, akkor az

f+a. fg.ch|fl. f
1
f

fiiggvények is folytonosak az a pontban, valamint ha f(a) # 0, akkor az = figguény is folytonos az a

pontban.

Bizonyitds. Legyen f,g : K - K, a € K = Dom f NDomg, ¢ € K, tovibb4 legyen ¢ € RT
tetszéleges paraméter.

€
1. A 3 szdmhoz 1étezik olyan dy,d,, hogy

VeeK: |v—a| <6 = \f(x)ff(a)|<%
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Vee K: |[x—a| <dy = |g(m)—g(a)|<%.

Ekkor a 0 = min {d¢,0,} szamra

VeeK: |z—a| <0 = [(f+9)(@) = (f +9)(a)] < |f(z) = fa)| + |g(x) — g(a)] <&

teljesiil, vagyis az (f + g) fiiggvény folytonos az a pontban.
2. Legyen k € RT tetszéleges szam. Ekkor létezik olyan §; € RT, hogy

Vee K: |t—a|l<dh = |f(z)— fla)| <k,

vagyis minden |z — a| < §; szamra
[f(@)] <[f(a)] + k.
Minden ¢’ € R™ szdmhoz létezik olyan dy,d,, hogy

VeeK: |z—a|l<d; = |f(zx)— fla)] <€

!

Vee K: |v—a|l<d; = |g(z)—gla)| <€
Ekkor a § = min{ds,d,, 01} szdmra |z — a| < § esetén

[(F9)(x) = (f9)(a)l = [f(x)g(x) — f(z)g(a) + f(z)g(a) — fa)g(a)| <
<[f@)-lg(z) —gla)| +lg(a)] - |f(2) = fa)] <
< (f(@)]+k)-& +lg(a)| - &' =" (If(a)| + lg(a)] + k) <,

€
[f(@)l+ lg(a)| + &
¢’/ paramétert, melyre teljesiil a fenti egyenl6tlenség, majd valasztunk &1, d7, 6, mennyiségeket és
ezekbdl kapjuk meg a ¢ szdmhoz tartozé § mennyiséget.

3. Ha A = 0, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy A # 0. A £ € Rt szamhoz létezik

teljesiil, ha 0 < &’ < Vagyis az €, f(a), g(a) és k szamokhoz valasztunk olyan

A
olyan 6 € RT, hogy minden z € K szamra, ha |z —a| < §, akkor |f(z) — f(a)| < ﬁ Vagyis ha
|z — a| < 0, akkor
€
(Af(2) = Af(a)] = Al - [f(z) = fa)] < |A[- oo

Vagyis a Af fiiggvény folytonos az a pontban.
4, 5. Az e € Rt szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy

Vee K: |[t—a|<d = |f(z)— fla) <e
Ekkor a § szamra igaz, hogy minden |z — a| < § esetén

£ @ = If (@)l < 1£() = f@)] < =
7@~ F@)| = [f@) = T(@)| = 1/@) - f(@)]| < |f(@) - f(@)] <=

teljesiil, vagyis az | f| és a f fiiggvény folytonos az a pontban.

6. Legyen 6; € RT olyan szam, hogy minden |z —a| < §; esetén |f(z) — f(a)| < @. Ekkor

minden |z —a| < 61 szdmra |f(x)| > |f(2a)|' Legyen §; € R olyan, hogy minden |z —a| < &5
2
1
esetén |f(z) — f(a)|] < w. Ekkor a § = min {d1,d¢} olyan szdm, hogy minden x € Dom? és
|z — al < 4 esetén
[f(x) = fla)l _ |f(z) = f(a)| 2 elf(a)l
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6.19. Tétel. Legyen A C K. Ekkor minden f,g € C(A,K) elemre és minden ¢ € K szdmra
f+a.fg.cf1fl, f € C(AK).

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

6.20. Tétel. Folytonos fiigguények kompozicidja folytonos fiigguény.

Bizonyitds. Legyen f,g: K — K folytonos fiiggvény és a € Dom f olyan pont, melyre f(a) € Dom g
teljesiil. Megmutatjuk, hogy a g o f fliggvény folytonos az a pontban.

Legyen ¢ € R tetszoleges paraméter. Mivel a g fiiggvény folytonos az f(a) pontban, ezért létezik
olyan §, € RT paraméter, hogy

Vy € Domyg [y — f(a)] <dg = [g9(y) —g(f(a))] <e.
Mivel az f fliggvény folytonos az a pontban, ezért a d, szamhoz létezik olyan 6 € R paraméter, hogy
VeeDomf |z —a| <d = |f(x)— f(a)] <.
Egymas utan irva a fenti két egyenlStlenséget azt kapjuk, hogy minden x € Dom(g o f) esetén

[z —al <0 = |(gof)(x)—(gof)a)] = Ilg(f(z)) —g(f(a))] <e.

6.21. Tétel. Legyen f : K — K és a € Dom f a Dom f halmaz torldddsi pontja. Az f fiiggvény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és lim f = f(a).
a a

Bizonyitds. Legyen f: K — K és a € Dom f a Dom f halmaz torlédasi pontja.

Egymas alé irva a lim f = f(a) és az f fliggvény a pontbeli folytonossaganak a jelentését
Ve € RY3§ € RTVz € Dom f : O<|z—al<d — |f(z)—fla)<e
Ve e RY3§ € RTVz € Dom f : |z —al<d§ — |f(z)—fla)|<e

rogton adodik, hogy az a € Dom f esetben a két formula ekvivalens.
6.22. Tétel. (Figgvénykompozicio hatdrértéke.) Legyen f,g : K — K és a,b,c € K olyan, melyre
lim f = b, liing = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a

1. b¢ Domy;

2. b€ Domg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesiil, akkor lim(go f) = c.
Bizonyitds. Legyen f,g : K — K és a,b,c € K olyan, melyre lim f = b, li}r,ng = ¢ és a torlodasi
pontja a Dom(g o f) halmaznak. Legyen ¢ € R tetsz6leges.
ElGszor tegyiik fel, hogy b ¢ Domg. A ligng = ¢ miatt létezik olyan §’ € RT, melyre

9 (B (b) \ {b}) S Be(c).

A lim f = b miatt létezik olyan 6 € Rt melyre

f(Bs(a)\ {a}) € By (b).
Ekkor az el6z6 egyenletek és g (Bs/(b) \ {b}) = g (Bs (b)) miatt

(90 f)(Bs(a)\ {a}) € g(Bs (b)) = g (Bs(b) \ {b}) C B:(c)

teljesiil, vagyis lim(go f) = c.
Most tegyiik fel, hogy b € Dom g és g folytonos a b pontban. A g fiiggvény folytonossiga miatt létezik
olyan ¢’ € R*, melyre

9 (Bs (b)) € B:(c).
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A lim f = b miatt 1étezik olyan § € R™, melyre

f(Bs(a)\ {a}) € By (b).

Ekkor az el6z6 egyenletek alapjan

(90 f) (Bs(a) \{a}) € g(Bs (b)) S Be(c)

teljesiil, vagyis lim(go f) = c.

6.23. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.)  Legyen f : K — K és z € Dom f. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden a : N — Dom f, z ponthoz konvergdlé sorozatra
létezik a lim f o a hatdrérték és lim f o a = f(z).

Bizonyitds. Legyen f: K — K, z € Dom f, tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos az z pontban
és legyen a : N — Dom f, z ponthoz konvergal6 sorozat. Ha ¢ € R, akkor az f fiiggvény z pontbeli
folytonossaga miatt létezik olyan § € R™, hogy

VeeDomf: |[z—z|<d = |f(x)— f(z)] <e.
Ehhez a § szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N

szémra |a, — z| < §. Ekkor minden n > N szamra |f(a,) — f(2)| < g, vagyis lim f(a,) = f(2).
n—oo
Visszafelé ugy bizonyitjuk az implikaciét hogy feltessziik, hogy f nem folytonos a z pontban. Ekkor

Je € RTV6 € RT3z € Bs(2) : f(x) ¢ Bo(f(2)).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomflee B (). 17@) - f(2)] 2} #0.

ezért

[I{zepomsize By (o), (@)= 1) = e} #0.

neN
Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f sorozat, melynek hatarértéke z.
€
Ekkor lim f o a = f(z) nem teljesiil, ugyanis az 3 szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszébindex,
hogy minden n > N szamra |f(a,) — f(2)] < g teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukcidéja miatt
minden n € N szamra |f(a,) — f(z)] > e. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden

a : N — Dom f, z ponthoz konvergalé sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = f(2).

6.24. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen f : K — K. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

-1
2. Minden A C K nyilt halmazhoz létezik olyan U C K nyilt halmaz, melyre f (A) = U NDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C K zdrt halmazhoz létezik olyan Z C K zdrt halmaz, melyre f (A) = Z N Dom f
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f: K — K és K = Dom f.

-1
1= 2 Legyen f: K — K folytonos fiiggvény és A C K nyilt halmaz. Ekkor minden z € f (A) esetén
létezik olyan e(z) € RT, melyre B.(,)(f(z)) € A. Ekkor az f fiiggvény z pontbeli folytonosséga miatt

-1
létezik olyan 6(z) € RY, melyre f(K N Bs(z)) C Be(»)(f(2)). Ezekbdl K N Bs(,)(z) € f (A) adodik.
-1
Tehat az U = U Bj(.y(2) nyilt halmazra K NU = f (A) teljesiil.

—1
z€ f (A)



90 6 VALOS FUGGVENYEK ELEMI VIZSGALATA

2 = 1 Legyen f : K — Kolyan fiiggvény, hogy minden A C K nyilt halmaz esetén létezik olyan U C K
-1
nyilt halmaz, melyre f (A) = U N K teljesiil. Legyen z € K és ¢ € R tetszbleges. Ekkor B.(f(z))

nyilt halmaz, ezért létezik olyan U C K nyilt halmaz, melyre fl(BE (f(2))) =UNK teljesiil. A zeU
miatt létezik olyan § € RT, hogy Bs(z) C U. Ez azt jelenti, hogy minden x € K pontra z € Bs(z)
esetén f(x) € B:(f(z)) teljesiil, ebbdl pedig kovetkezik az f fliggvény z pontbeli folytonossaga, abbdl
pedig folytonossaga.

2 = 3 Legyen A C K zart halmaz. Ekkor K\ A nyilt halmaz, igy létezik olyan U C K nyilt halmaz,

-1
hogy f(K\ A)=UnNK. Ezért

P =k (10 700\ = K0\ 0N K) = K (VDU E\K) = K0 (£\0)

—1
teljesiil, ahol felhasznaltuk, hogy minden A’ C K halmazra f (A’) C K. Vagyis a Z = K\ U halmaz

-1
zart és f (A)=ZNK.
3 = 2 Legyen A C K nyilt halmaz. Ekkor K\ A zart halmaz, igy létezik olyan Z C K zart halmaz,

-1
hogy f(K\ A)=ZnNK. Ezért

-1

F(4)=Kn (K\f(K\A)) —KN(K\(ZnK)) = Kn(K\Z)U(K\K)) = KN (K\ 2)

-1
teljesiil, ahol ugyancsak felhasznaltuk, hogy minden A’ C K halmazra f(A’) C K. Vagyis az
-1
U =K\ Z halmaz nyilt és f(A)=UNK.

6.25. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen [ : K — K. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.

1. Az [ fiigguény folytonos.
-1

2. Minden A C K nyilt halmazra f (A) nyilt.
-1

3. Minden A C K zdrt halmazra f (A) zdrt.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kovetkezménye.

6.26. Definici6. Legyen f:R — R és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguvénynek az a pontban szakaddsa van, ha a fiiggvény nem folytonos
az a pontban.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban elséfaji szakaddsa van, ha létezik lélf f, de

lim f # f(a) vagy lim f # f(a).

— Azt mondjuk, hogy az f fligguvénynek az a pontban megsziintethetd szakaddsa van, ha létezik
lim f és lim f = lim f # f(a).
at a— a+

— Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek az a pontban mdsodfaji szakaddsa van, f nem folytonos
az a pontban és nincs elséfaju szakadéasa az a pontban.

6.5. Fiiggvény folytonossaganak elemi kovetkezményei

6.27. Tétel. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiigguény. Ekkor az f(K)
halmaz is kompakt.

Bizonyitds. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiiggvény és tekintsiik az f(K)
halmaz
rEycJu

icl
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nyilt fedését. Ekkor a 6.24 folytonossig topologikus jellemzése alapjin, minden i € I esetén létezik

-
olyan V; nyilt halmaz, melyre f (U;) = V; N K teljesiil. Vagyis

Kgf(Uw):Ufw0=UMmm=<Um>anUw

i€l iel iel iel el

a K kompakt halmaz nyilt fedése. A K halmaz kompaktsaga miatt létezik olyan J C I véges halmaz,
melyre
KclJv
icJ
teljesiil, ezért
fE)y < |JrvyclJus
icJ icJ

az f(K) halmaz véges nyilt fedése.

6.28. Tétel. (Weierstrass tétele.) Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiiggvény.
Ekkor létezik x,y € K melyre f(x) =inf f(K) és f(y) = sup f(K).

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fliggvény. Az el6z6 6.27 tétel
alapjan f(K) kompakt halmaz, vagyis a valds szamokra vonatkozo 3.22 Borel-Lebesgue-tétel miatt
korlatos és zart részhalmaza a valos szamoknak. Az f(K) halmaz korlatossaga miatt létezik infimuma
és szuprémuma, valamint az f(K) halmaz zartsdga miatt inf f(K),sup f(K) € f(K). Ezért létezik

olyan z,y € K, melyre f(x) =inf f(K) és f(y) = sup f(K).

6.29. Tétel. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — K folytonos injektiv fiiggvény. Ekkor az
=1 fiigguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — K folytonos injektiv fliggvény. Ekkor a 6.27
tétel alapjan a K’ = f(K) halmaz is kompakt. A 6.24 tétel felhasznalasaval ugy igazoljuk, hogy a
g = f~! fiiggvény folytonos. Megmutatjuk, hogy minden A C K zart halmazhoz létezik olyan Z C K
zéart halmaz, melyre 7gl(A) = ZNDom g teljesiil. Az f fiiggvény injektivitasa miatt bl(A) = f(A). Az
AN K halmaz zart és korlatos, ezért kompakt, valamint az f fliggvény folytonossidga miatt f(AN K)

is kompakt halmaz, vagyis zart. Legyen Z = f(AN K) . Mivel Domg = K’ és Z C K’, ezért

G(A) = f(A) = f(ANK) = ZNDomyg.

6.30. Tétel. (Bolzano-tétel.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — R olyan folytonos figgvény,
melyre f(a)f(b) < 0. Ekkor létezik c € ]a,b[, melyre f(c) = 0.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény, melyre f(a) < 0 és
f(b) > 0. Legyen
H={z€lab]|Vz€la,z]: f(x) <0}.

Ekkor H korlatos halmaz, tehat 1étezik szuprémuma, legyen ¢ = sup H.

Megmutatjuk, hogy ¢ ¢ {a,b}. Ha ¢ = a, akkor az f fliggvény folytonossiga miatt létezik olyan
§ € RT, hogy minden z € |a,a + §[ esetén f(x) < 0, vagyis ¢ nem a felss korlatja a H halmaznak.
Ha ¢ = b, akkor létezik olyan § € R*, hogy minden x € b — 4,5 esetén f(z) > 0, vagyis ¢ nem a
legkisebb fels6 korlatja a H halmaznak.

Végiil igazoljuk, hogy f(c) = 0. Ha f(c) < 0, akkor létezik olyan 6 € RT, hogy minden = €
Je = &,¢+ 6] esetén f(x) < 0, vagyis ¢ nem a felss korlatja a H halmaznak. Ha f(c) > 0, akkor létezik
olyan § € R™, hogy minden = € |c — §, ¢ + d] esetén f(z) > 0, vagyis ¢ nem a legkisebb felsé korlatja
a H halmaznak. Mivel f(c) > 0 és f(c) < 0 is lehetetlen, ezért f(c) = 0.

6.31. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R folytonos, szigorian monoton fiigguény.
Ekkor Ran f nyilt intervallum és f~1 folytonos fiigguény.
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Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R folytonos, szigorian monoton novd
fliggvény. Szigortian monoton cstkkend fiiggvényre teljesen hasonlé a bizonyitas.

El6szor megmutatjuk, hogy Ran f intervallum. Ehhez legyen y1,y2 € Ran f tetsz6leges olyan pont,
melyre y; < yo. Legyen z1,x2 € I olyan, hogy f(x1) = 11 és f(x2) = y2. Ha ¢ € Jy1, y2, akkor a

h:lzy, 2] > R x— flx)—c

folytonos fiiggvényre h(z1)h(x2) < 0 teljesiil, tehat a Bolzano-tétel alapjan létezik olyan x € ]z, a2,
hogy f(x) = ¢, vagyis ¢ € Ran f. Ezért minden y1,y2 € Ran f, y1 < yo esetén [y1,y2] C Ran f
teljesiil, amibdl mar kdvetkezik, hogy Ran f intervallum.

Most megmutatjuk, hogy Ran f nyilt halmaz. Ehhez legyen yy € Ran f tetszéleges pont és legyen
xo € I az a pont, melyre f(zg) = yo. Mivel I nyilt halmaz, ezért létezik olyan § € R, hogy Bs(xq) C
I. Legyen a = xg — g, b=xzo+ =, y1 = f(a) és yo = f(b). Mivel f szigortian monoton novs, ezért

2
Y1 < Yo < y2. Legyen r = min {y2 — yo,y0 — y1}. Ekkor B,.(yo) C Jy1,y2[, és az elobbi megallapités

alapjan Ran f intervallum, ezért B,(yo) C Ran f, vagyis yo bels6 pontja a Ran f halmaznak.
Végiil megmutatjuk, hogy f~! folytonos. Ehhez legyen 1o € Ran f tetszéleges pont és legyen x¢ € I
az a pont, melyre f(zg) = yo. Mivel I nyilt halmaz, ezért létezik olyan § € R*, hogy Bs(xg) C I.

1)
Legyen a = zg — L b=z + Y= f(a), y2 = f(b) és tekintsiik az

f‘[a,b] : [avb] - [ylva] T = f(:L')

fliggvényt. Mivel ez folytonos bijekcid, ezért a 6.29 tétel alapjin az inverze is folytonos. Mivel

-1 . _ -1, _ _
yo € Int[y1,y2] = IntDom (f|ap)) » valamint f=1, 00 = (Fliap)  ezért az f=1,, ., fiiggvény
is folytonos az yg pontban, vagyis az f~* fliggvény is folytonos az yy pontban.

6.6. Fiiggvény egyenletes folytonossaga
6.32. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f : K — K fiiggvény egyenletesen folytonos az A halmazon,
ha A C Dom f és
Ve e RTIS e RV, ye A: (lz—y|<d — |f(z)— fly) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

6.33. Tétel. Minden egyenletesen folytonos fligguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen f : K — K egyenletesen folytonos fiiggvény és x € Dom f. Ekkor az f fiiggvény
egyenletes folytonossaga alapjan

Vee RT3 e RtVyeDom f: (lz—y|<d — |f(z)— fy)] <e),

ami az f fiiggvény x pontbeli folytonossagat jelenti. Vagyis az f minden x € Dom f pontban folytonos,
tehét folytonos.

6.34. Tétel. (Heine tétele.) Legyen K C K kompakt halmaz és f : K — K folytonos fiigguény.
Ekkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen K C K kompakt halmaz, f : K — K folytonos fiiggvény és ¢ € RT tetszéleges
rogzitett paraméter. Az f fiiggvény folytonossiaga alapjan minden x € K ponthoz létezik olyan
d(z) € RT szam, melyre
f (Bs@)(2)) € Bs(f(x))
teljesiil. Ekkor
K C U B (.’L‘),

2
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vagyis a K halmaz kompaktsaga miatt létezik olyan H C K véges halmaz, melyre

K< Bsw ().
xeH

o(x)

Legyen § = rnin{2 T € H} Megmutatjuk, hogy ekkor minden z,y € K pontra |z —y| <

esetén |f(z) — f(y)| < € teljesiil. Az z € K miatt létezik olyan p € H, melyre x € Bse) (p) teljesiil.
2
A "haromszog-egyenlGtlenség alapjan

1
y—pl <ly—al+la—pl <o+ 22 <500),

ezért

lf(@) = FWl < 1f (@) = fp) + [f(p) = Fy)] <e.

6.7. Hatvanysorok hatarértéke
6.35. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és legyen
d:N>K ne—(n+1agr.

Ha az a sorozat dltal meghatdrozott P, hatvdnysor konvergenciasugara R,, akkor a P, hatvdnysor
konvergenciasugara is R,.

Bizonyitds. Legyen a : N — K tetszbleges sorozat. Megmutatjuk, hogy
limsup ¥/|(n 4+ 1)ay+1| = limsup {/|ax|
n n

teljesiil, ebbdl mar kovetkezik az &llitas.
1. Legyen g € R tetsz6leges olyan szam, melyre limsup V/|a,| < ¢. Ekkor a limsup definici6ja
n

alapjan létezik olyan N € N, hogy sup{ Ylan|| n > N} < ¢. Vagyis minden n > N esetén |a,| < ¢".
Tehat minden n > N szamra
(n+ 1) ans] < (n+ 1)g™
V) + Dapg1]| < ¥V/n+1-q- Vg
limsup ¥/|(n 4+ 1)ap41| <limsup Vn+1-q- /g
n n

teljestil. Mivel

le vn+1-q-{/q=gq,
limsup {/|(n + 1)ant1| < g.

Mivel minden ¢ € R™ paraméterre teljesiil a

limsup V/|an| <q¢ — limsup V/|(n+ an+1| <g¢
n n

ezért

kovetkeztetés, ezért

limsup V/|(n + 1)an+1| < limsup ¥/ |an|.
2. Legyen q € RT tetszbleges olyan szam, melyre limsup ¥/|(n + 1)ans1] < ¢. Ekkor a limsup
definici6ja alapjan létezik olyan N € N, hogy sup{ V(n+ 1angl] n > N} < g. Vagyis minden
n > N esetén (n + 1) |ap41]| < ¢". Tehat minden n > N szamra
1 1

< gtttz
lant1| < g n+ 1
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1 1
lan| < g™ - — Vn > N
q n
"| ‘< 1 1
V |Gn q- :
w 'n.n

teljestil. Mivel
1 1
lim ¢q- -— =g,
n—)ooq w {l/ﬁ q
limsup {/]a,| < q.
n

Mivel minden g € RT paraméterre teljesiil a

limsup ¥/|(n+ 1)ap+1| <q¢ — limsup V/]a,| <g¢
n n

ezért

kovetkeztetés, ezért

limsup V/|a,| < limsup ¥/|(n + Dani1].
n n

6.36. Tétel. Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és legyen
ad:N—>K ne—(n+1ay.

Ha zy € Bg,(0) és p € ]10,R, — |20][, akkor létezik olyan K € R szam, hogy minden z € B,(z)
esetén
|Pa(2) = Pa(z0) = (2 = 20) Par(20)] < |2 = zo/”

Bizonyitds. Legyen a : N — K tetsz6leges sorozat, melyhez tartozo hatvanysor konvergencisugara
R, és legyen
d:N->K n—0n+1)ap.

Legyen zy € Bg,(0) és p €0, R, — |20|[. Legyen z € B,(0), ekkor

oo
P,(z) — Py(z0) — (z — 20) P, Zak — 28— (2 — %) Z k4 1)agi128 =
k=0
[e'S) k—1 )
= (z — ZO) Zak szzgilij - (Z - ZO) Z kakz(])“l =
k=1  j=0 k=1
0o k—1 ] (%S)
=(z— 2 ag 2z — apzy =
J g 1 J k é‘ 1
k=1  j=0 k=1
[} k—1 ]
=(z—2 ay PPy P
0 0
k=2 j=0

k—1 k—1
Do Fa ke =Y ()t a0 T ke =
7=0 5=0
k—1 J k=1 J j
m —-m k—1—-j k—1 — _ m _k—1—m k—1 _
Z (Z ( ) >Zo kzg Z Z (m) (2 —20)" 2 —kz;
7=0 \m=0 7=0m=0
1 k 1 =
m k 1-m k—1 m  k—1—m
—k -
> (0))e A= E ()] e
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Felhasznalva, hogy
k=1 , . k-1
k-1 kE—1 k-1
()=Z () =emm () =+ ()
= \m e \m m m

a fenti kifejezésre

k—1 . k—1 E—1
>t k| < k(M) el 1
7=0 m=1 m
k—1
k-1 1, (k—1-m
<|z—zolk2(m 1+1)|z—zo 2ol 1" =
m=1
k-2
k-1 m k—2—m
S0 oY o R
m=0
k—2
k—1\ (k-2 o
— _ k v _ m m -
|2 = =l Z(mﬂ)(m)v 20l ™ 20 <
m=0
k-2
k—2 o
< . k k o m m:
<l ok 3 k(" Pl b

= |z — 20| K*(|2 — 20| + [20)"

adodik. Ezek alapjan

|Pa(2) — Pa(20) — (2 = 20) Par (20)] < [2 = 20]

k=2

o0 oo
2 — 2 —
<z =20 Y larl K(1z = 20| + |20)* 7> < [z = 20" Y law| K (p + |=0])* .
k=2 k=2

Mivel p + |20 < Ra, ezért az 5.20 Cauchy-féle gyokkritérium alapjan a

o0

> lak| k2 (p + |z0])" 2

k=2

sor konvergens.
Tehat igazoltuk, hogy a

K =3 lal - k- (p+ 20"
k=2
szémra igaz, hogy minden z € B,(29) esetén
|Pa(2) — Pa(20) — (2 — 20) Par (20)] < |2 — 20|* - K.

teljestl.

oo
> an |z — 20l K2 (|2 — 20| + |20])F %] <

6.37. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és tekintsik az R, konvergenciasugari P, hat-
vdnysort. Ekkor R, > 0 esetén, minden z € Bpr, (0) elemre lim P,(z) = P,(z) teljesiil, vagyis a
r—z

hatvdanysor folytonos a Bg,(0) halmazon.
Bizonyitds. Legyen a : N — K tetszéleges sorozat és legyen

ad:N—>K n—0+1an.
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Az a sorozathoz rendelt hatvanysor konvergenciasugara legyen R, > 0 és legyen zg € Bgr,(0). Az
el6z6 6.36 tétel miatt minden p € |0, R, — |20|[ esetén létezik olyan K € RT szam, hogy minden
z € B,(2o) szamra

|P.(2) — Pa(z0) — (2 — 20)Pa (20)| < |2 — 20|* - K.

Ekkor
|P(2) = Palz0)| < |2 — 20]* - K + |2 — 20| - | P (20)] ,

amib6l a lim hatarértékképzés utan
Z—Z20

lim |P,(z) — Pa(20)| =0

Z—r20

adodik.

6.8. Elemi fiiggvények folytonossaga
6.38. Tétel. Az exp, sin, cos, tg, ctg, sh, ch, th és cth fiiggvény folytonos.

Bizonyitds. Az el6z6 éllitas és az 5.22 tétel miatt nyilvanvalo.

6.39. Tétel. (Nevezetes hatdrértékek.)

.oet—1 . sinz
lim =1 lim
z—=0 X z—0 I

=1

Bizonyitds. Az exponencidlis és a szinusz fiiggvény hatvanysorabol adodik.
6.40. Tétel. Azexp|r fiiggvényre Ranexp |g = R™T teljesiil és a log fiigguényre pedig Dom log = RT.

Bizonyitds. Csak a Ranexp g = RT allitast kell igazolni, hiszen a log fiiggvény az exp fiiggvény
inverze. Legyen a > 1. Ekkor tekintsiik a folytonos

¢:[0,a] =R x—exp(z)—a

ok
fiiggvényt. Mivel ¢(0) =1—-a<0és p(a) —1= % > q ezért a 6.30 Bolzano-tétel miatt létezik
k=1

olyan zg € [0, a] pont, melyre ¢(xq) = 0, vagyis exp(zp) = a teljesiil. Tehat a € Ran exp.
1 1
Ha 0 < a < 1, akkor 1 < — € Ranexp, tehat létezik olyan zg, melyre exp(zg) = —. Mivel
a a
1

exp(—xzp) = oxp (o) = a, ezért a € Ranexp.

6.41. Tétel. (A logaritmus figgvény.) A log : RT — R fiigguény folytonos, szigorian monoton
novd bijektiv fliggvény.

Bizonyitds. A 6.40 tétel alapjan Dom log = R, valamint mivel Dom exp |gr = R és (exp \R)fl = log,
ezért Ranlog = R. Az 5.42 tétel alapjan az exp |g fliggvény szigorian monoton novs, ezért a log
fiiggvény is szigorian monoton névé vagyis injektiv fiiggvény. Ezek alapjén a log : RT — R fiiggvény
bijekcio.

Mivel exp |g nyilt intervallumon értelmezett szigorian monoton fiiggvény, ezért a 6.31 tétel alapjan
az inverze is folytonos, vagyis a log fiiggvény folytonos.

6.42. Tétel. (A hatvdnyfiggvény folytonossiga.) Minden o € R esetén az
idg, :RT = R T = z®

fiigguény folytonos.
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Bizonyitds. Legyen o € R tetszSleges paraméter. Mivel a log : RT — R, az
M,:R—>R T — ax

és az exp |g fliggvény folytonos, ezért az exp oM, olog fiiggvény is folytonos, ami pedig éppen az idg+
fliggvény.

6.43. Tétel. (A 7w szdm bevezetése.)
Minden x € ]0, \/5[ esetén sinx > 0.

1.

2. A cos fiigguény szigorian monoton csokkend a ]0, \/§[ intervallumon.
1

3. cosV3 < -3

4. Létezik egyetlen olyan x € ]0, \/3[ szam, melyre cosx = 0 teljesiil.

Bizonyitds. 1. Legyen z € |0, /3], ekkor

l‘3 x5 1.7 s59 xll
A T (5'7'>+<9'11')

_ . (1 >
3 x® 3 x° 3

>p(1-2 (1 =2 S I cee>

x( 6>+5! < 6~7>+9! ( 10-11)+ =

2. Az 5.49 tételben szerepld addicios formulék alapjan minden xq, 2o € R esetén

L1tz . Tg — 1
CcoST] — COS Ty = 2sin 5 sin 5 .

Tehét elég azt megmutatni, hogy az z1,22 € ]0,v3[, 21 < 22 esetben sin (xl—;—x2> > 0 és

sin <x2 g xl) > 0. Mivel 1 —;—3327 2 ;Il € }0, \/5[, ezért az els6 pont alapjan sin <xl;@) > 0,

—

> 0.

valamint sin

3. A cos fliggvény definicidja alapjan

3 32 33 3 35 36
COS\/§:1—2!+4!—<6!—8!>_(1m_12!>_...:

B S PR T B Y PR !
8 6! 7.8 10! 11-12 8
adodik.

4. A cos fliggvény folytonossaga miatt a Bolzano-tétel alapjan adodik, hogy létezik olyan x € }O, V3 [
szdm, melyre cos x = 0, valamint a cos fliggvény [0, \/§] intervallumon valé szigord monotonitasabol
adédik, hogy legfeljebb egy ilyen = szdm létezhet ebben az intervallumban.

6.44. Definici6. Legyen x € }O, \/g[ az a szdm, melyre cosx = 0 teljesiil, ekkor a 7 2 92 szamot
Ludolf-féle szamnak vagy pi-nek nevezziik és a gordg m (pi) betiivel jeloljik.
(értéke megkozelitoleg m ~ 3.1415926535897932385.)

. . . 3
Megjegyzés. A fenti tételben szerepld szamolashoz hasonldan igazolhatd, hogy cos 3 > (0 és egysze-

riien ellendrizhetd, hogy v/3 < 1,74. Tehat eddigi eredményeink alapjan 3 < 7w < 3,48 adodik.
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6.9. Trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagai
6.45. Tétel. (Nevezetes sziogek.)

1. A g €s a ™ szogfligguényei.

cos = =0 sin— =1 cosm = —1 sinm = 0
2 2
2. Minden x € C esetén
. m . . . .
sin (x+§) = cosx sin(z+7) = —sinz  sin(z + 27) =sinz

cos (x—l— g) = —sinz cos(z+7)=—cosz cos(z+27) =cosx

3. Minden x € C szimra

T2 _ oo sh(z + 2mi) = shz, ch(z +27i) = chua.
4. A %, g és a g szdgfigguényes.
Vi 1 w1 T_1 T V3
CoS — = —— sin— = - cos — =sin— = — cos - = = sin - = —
2 6 2 4 42 32 3 2

Bizonyitds. 1. A cos% = 0 a 7 szam definici6ja alapjan teljesiil. Mivel sin? z + cos? z = 1, ezért

Sing € {-1,1}. A 6.43 tétel alapjan sing > 0, ezért Sing = 1. A sinm és a cosm érték az 5.49
tételben szerepld addicios formuléval igazolhato.
2-3. Az egyenlosegek az 5.49 tetelben szerepld addiciés formulakkal igazolhatok.

4. Legyen a = sin E és b = cos g Az addiciés formulak alapjan

2 2
sinf7T = 2ab és cos% =b—d?,

valamint

sin 3% =3ab®> —a® és cos 3% = b — 3a2b.

0
A 5 szinuszat és koszinuszat az 1. pont alapjan beirva az

1=23ab%>—da® és 0=0%—3a>bh.

egyenletrendszer adédik. Ha a b = 0 teljesiilne, akkor az els6 egyenlet alapjan a < 0 teljesiilne,
azonban % € }O,\/g[, ezért a 6.43 tétel alapjan a > 0. Tehat b # 0. A masodik egyenlet miatt

ekkor b?> = 3a?, amit az elsé egyenletbe irva 1 = 8a® addédik. Innen mér a és b értéke egyszertien

szarno;rhaté. o o
A sin 3 és a cos 3 értéke szamolhato a 3% + 3 Osszefiiggésre alkalmazott addicios formulakbol.

Legyen a = sin% és b = cos % Az addiciés formulék alapjan

2 2
sinZW:Qab és COSZW:bQ*az

)

tehat
1=2ab és 0=10b%—d?

Mivel sin %, COS% > 0, ezért a mésodik egyenletbdl a = b adédik, amibél pedig sin% = cos% =

Sl-
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Kiegészités. A fliggelékben a nevezetes szogekrdl szolo 6.45 tétel bizonyitasdhoz hasonl6é gondolat-

menettel igazoljuk még a
sinz— 5_\/5 cosﬁ—l—i_\/5
5 8 5 0 4

egyenl6séget (20.25 tétel) és megadjuk sin % és cos % értékét is. A kovetkez$ tétel megmutatja,
hogy mely « szogek esetén fejezhetd ki sin a és cos a.

6.46. Definicid. Fermat-primeknek nevezziik az F,, = 2(2") +1 (n € N) alakt primszamokat.

Az eddig ismert Fermat-primek: Fy = 3, Fy = 5, Fy, = 17, F3 = 257 és F, = 65537. Nem ismert,
hogy létezik-e ezeken kiviil Fermat-prim.

6.47. Tétel. Pontosan azon r € R szamok esetén fejezhetd ki sinx és cosx értéke az dsszeadds, a

P

mm
T =

=——"
2m . H FMi
1=0

alaki, aholm € Z, n,k € N, F; az i-edik Fermat-prim és minden i =0,...,k esetén n; € {0,1}.

6.48. Tétel. (Euler képlet.) €™ = —1
Bizonyitds. A 6.45 és az 5.41 Euler-tétel kovetkezménye.

6.49. Tétel. (Trigonometrikus figguények periddusa.)

Minden x € |0, 7| esetén sinz > 0, minden x € |7, 27| esetén sinz < 0.
A sinx = 0 egyenletnek x € [0,27[ esetén x € {0, 7} az dsszes megolddsa.
A sin fiiggvény peridodusa 27.

™ o~

3
Minden x 6}—%, g[ esetén cosx > 0, minden = € } T

35 [ esetén cosx < 0.

&

3
A cosx =0 egyenletnek x € [0, 27| esetén x € {;T, 277} az dsszes megolddsa.
6. A cos fiigguény periddusa 2.

Bizonyitds. 1. A 6.45 tétel alapjan minden x € }O, g[ szamra sinx > 0. Ha z € }g,w{, akkor

az el6z6 megéallapitds és a sinz = sin(m — ) azonossig miatt sinz > 0. Mivel sin To1> 0, ezért
minden z € |0, 7| esetén sinx > 0. Ha x € |, 27|, akkor a sinz = —sin(x — 7) azonossag és az el6z6
megallapitas alapjan sinz < 0.

2. Az 1. pont és a 6.45 tétel alapjan nyilvanvalo.

3. Tegyiik fel, hogy létezik a sin fliggvénynek a 27 szamnal kisebb periédusa, legyen ez p. Ekkor
p €10, 27|, valamint 0 = sin0 = sin(0 4+ p). A 2. pont alapjan ekkor p = w. Azonban

1:sing7ésin(g+p) =-1

miatt 7 sem lehet a periddus. Tehat a sin fiiggvény legkisebb periddusa 27.

4. A 6.45 tétel alapjan minden x € }O,g esetén cosx > 0, tovabba a cos fliggvény parossaga és

3
cos0 = 1 miatt minden = € }—g, g [ esetén cosz > 0. Ha z € ] g7 ?ﬂ- [, akkor a cosx = — cos(z — )

azonossag és az el6z6 megallapitas alapjan cosz < 0.
T 3T

5. Az el6z6 pont alapjan ha z € [O,g[, akkor cosz > 0; ha =z € ]2,2 {, akkor cosx < 0; ha

3
T € ];,QW {, akkor cosz = — cos(x — ) miatt cosx > 0. Tehat a cosz = 0 egyenletnek a [0, 27|
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intervallumon csak — és 3m lehet a megoldéasa és a 6.45 tétel alapjén ezek valéban megoldasok.

6. Tegyiik fel, hogy létezik a cos fiiggvénynek a 27 szamnél kisebb peridédusa, legyen ez p. Ekkor
p € ]0,2x[, valamint 0 = cos—g = oS (—g +p). A 4. pont alapjan ekkor p = 7. Azonban
1 =cos0 # cos (0 + p) = —1 miatt 7 sem lehet a periodus. Tehat a cos fiiggvény legkisebb periodusa
2.

6.50. Tétel. Elemi trigonometrikus fligguények monotonitdsa.
1. A cos fiigguény szigorian monoton csokkend a [0, 7] intervallumon és

co8 [j0,x] : [0, 7] = [=1,1] T — COST
bijekcio.
s Fiiaoné L . T T . )
2. A sin fiigguény szigorian monoton névéd a {—57 5} intervallumon és

. T T )
sm\[_%,%] : [—5, 5} — [—1,1] T+ sinx

bijekcio.
3. A tg figgvény értelmezési tartomdnya a C\ {g +kn| k € Z} halmaz, valamint szigorian

v L ™ Tl .
monoton névd a } —5 5[ intervallumon és

tg\]fﬂﬂ[:}—z,z{—)R T tgx
22 272

bijekcio.

T1+T2 X2 — 21

Bizonyitds. 1. Ha 0 < 7 < zo < m, akkor 0 < 5 5

sin | 2L + T ,sin 2o > 0. Vagyis a
2 2
(T tT2) . (T2 — T
COS 1 — COS Lo = 2sin 5 sin 5

trigonometrikus azonossag alapjan a cos fiiggvény szigoruan monoton cstkkend a [0, 7r] halmazon.
Mivel cos0 =1, cosm = —1 és a cos fiiggvény folytonos, ezért a Bolzano-tétel alapjin

< 7 miatt a 6.49 tétel alapjan

Rancos|jg - = [-1,1].

A cos|,~ fiiggvény injektivitdsa pedig szigori monotonitasdbol kovetkezik.

2. Ha —= <2y < 5 < =, akkor —= < ~* T2 T hiatt a 6.49 tétel alapjan cos T2 0,
2 2 2 2 2 2
T2 — 1 To — X1

valamint 0 <

< 7 miatt sin ( > > 0. Vagyis a

. . X1 + X9 . To — X1
sinxy — sinxzy = —2cos 5 sin 5

T
trigonometrikus azonossig alapjan a sin fiiggvény szigortian monoton névé a [75, 5] halmazon.
. . m . T , . e , , , ‘s
Mivel sin 5 = —1, sin 5 = 1 és a sin fliggvény folytonos, ezért a Bolzano-tétel alapjan

Ran sin \[ ] = [-1,1].

i 4
2 02

2 02

3. A cosz =0, z € C egyenlet megoldasahoz legyen z = a+ib alaku, ahol a,b € R. A cos(a+ib) =0
egyenlet az 5.49 tétel alapjan

A sim|[_,r 2] fliggvény injektivitasa pedig szigortd monotonitasabol kovetkezik.

eZia—Qb -1
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alakban ihato fel, ami az 5.41 alapjan az

e 2% (cos(2a) +isin(2a)) = —1

2

egyenlethez vezet. A két oldal abszolutértékét véve e~ 2% = 1 adédik, vagyis b = 0. A fenti egyenlet

valos és képzetes részét véve az
cos(2a) = —1 sin(2a) =0
egyenleteket kapjuk. Keressiik ennek a megoldasat a 2a € [0, 27| feltétel mellett. Ekkor a 6.49 tétel

masodik pontja alapjan a sin(2a) = 0 egyenletbdl 2a = 0 vagy 2a = 7w kiovetkezik. A 2a = 0 esetben
cos(2a) # —1, a 2a = 7 esetben azonban cos(2a) = —1. Tehat a [0, 27[ intervallumban egyetlen

megoldas van a = g A trigonometrikus fiiggvények 27 szerinti periodicitdsa miatt a cosz = 0
egyenlet megoldasa
ze{g—i-kﬂ kEZ},
vagyis Domtg = C\ {g +kr| k € Z}.
Legyen —g <2 < 292 < g Ekkor 0 < =9 — 7 < m, tehat a 6.49 tétel 1. pontja alapjan
sin(zg — 1) > 0. Vagyis a
-1

tgx; —tgre = ——————sin (zg — 1)
COS X1 COS X2

trigonometrikus azonossig alapjan a tg fliggvény szigorian monoton névs a [fg, g} halmazon.

A tg fiiggvény pératlan és tg0 = 0 ezért Rantg |]_%’%[ = R igazolasdhoz elég megmutatni, hogy
minden y € R esetén létezik olyan = € }0, g {, melyre tg z = y teljesiil. Legyen y € RT tetsz6leges.
Mivel sin g = 1 és a sin fiiggvény folytonos, ezért létezik olyan §; € RT, hogy minden z € } g — 61, g [
esetén sinz > % Mivel cosg = 0 és a cos fiiggvény folytonos, ezért létezik olyan d, € R, hogy
minden z € }g — 09, g{ esetén cosz < % Legyen § = min {61,02} és zq € }g — 0o, g [ tetszdleges

1
pont. Ekkor sinzg > 5 és cosxp < 29 tehat
Y

sin xq

tgxg =
COS X

A folytonos tg fliggvényre a [0, 0] intervallumon tg0 < y < tgzo teljesiil, vagyis a Bolzano-tétel
miatt létezik olyan x € )0, x¢[, melyre tgx = y, ezért y € Rantg |],1 z[
272

6.51. Definicié. FElemi fiiggvények inverzei.
1. A Sin|[_I 7] fliggvény inverzét arkusz szinusz fligguvénynek nevezzik, jele arcsin, vagyis
272

N -1
arcsin = (sm |[_%%]) .
2. A cos o, fliggvény inverzét arkusz koszinusz fiigguvénynek nevezziik, jele arccos, vagyis

arccos = (cos |[0’7r])_1 )

3. Atg |} [ fliggvény inverzét arkusz tangens fligguénynek nevezziik, jele arctg, vagyis

_x
272

A ~1
arctg = (tg \]_%%[) .

6.52. Tétel. Az arcsin az arccos és az arctg fiigguény folytonos.

Bizonyitds. Az arcsin és az arccos fliggvény a 6.29 tétel alapjan folytonos. A tg |]_1 1 fliggvény
272

nyilt intervallumon értelmezett szigorian monoton fliggvény, ezért a 6.31 tétel alapjan az inverze is
folytonos.
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6.10. Hiperbolikus fiiggvények tulajdonsagai

6.53. Tétel. Hiperbolikus fiigguvények monotonitdsa.
1. A ch figguény szigorian monoton nové a [0, 00[ halmazon és

ch [jo,00( 1 [0, 00[ = [1, 00] x+— chzx
bijekcio.
2. Az sh fiigguény szigorian monoton novd az R halmazon és
shjg :R—=R x—shz
bijekcio.
3. A th fiigguény értelmezési tartomdnya a C\ {7;1 +kmi| k€ Z} halmaz, szigorian monoton

novd az R halmazon és
thig : R —]-1,1] z— the

bijekcio.

Bizonyitds. 1. Megmutatjuk, hogy 0 < x esetén 0 < shz. Ekkor a g = e” jeloléssel 1 < ¢ adodik és
az igazolando

1 1

—l¢g—=>0

2 (q Q)

egyenlStlenség kovetkezik az 1 < ¢ egyenlGtlenségbsl. Ha 0 < 1 < w3, akkor 0 <

chzy; —chxy = —2sh (xl J;xz) sh (:cg 2»’51)

azonossag alapjan a ch fiiggveény szigortan monoton névé a [0, oo halmazon.
Most igazoljuk, hogy 0 < x esetén chx > 1. A g = e® jeldléssel 1 < ¢ és ekkor

o1+ T2 és
2

T2 — X1

0< , ezért a

1
chz>1 < qg+--2>0 <« (¢—1)°>0.
q

Legyen g € [1,00[. Ahhoz, hogy ¢ € Ran ch [ . teljesiiljon igazolni kell, hogy létezik olyan x € [0, oof,
melyre chx = q. Ennek az egyenlGségnek ekvivalens alakjai az alabbiak.

e’ +e " =2¢q
(e‘"”)2 —2qe*+1=0

2 _
v = 24t VAE —4 v;lq‘l:qi /Z-1

Mivel g + v/q2 — 1 > 1, ezért g + /q? — 1 € Domlog, s6t log (q+ v g2 — 1) > 0, vagyis az
x:log(q—l— \/q2—1) € [0, 00[

szamra ch x = q teljesiil.
A ch figgvény injektivitasa szigorti monotonitasabol kovetkezik.
2. Mivel minden z € [0, oo[ esetén ch x > 0 és a ch fiiggvény paros, ezért minden x € R esetén chz > 0.

T9 — To — T
Ha < 21 < x4, akkor 0 < 2 2 1>>O,ezérta

x
1, vagyis az 1. pont bizonyitasa alapjan sh (

shzy —shxzy = —2ch <x1 ;x2> sh <$2 2x1>
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azonossag alapjan az sh fliggvény szigorian monoton névé a valos szamok halmazan.
Legyen g € R. Ahhoz, hogy ¢ € Ransh |g teljesiiljon igazolni kell, hogy létezik olyan = € R, melyre
shx = ¢q. Ennek az egyenlGségnek ekvivalens alakjai az aldbbiak.

eZ

—e ¥ =2q
(e%)> —2¢e” -1 =0
29 & /4¢% + 4
ew:%:qi 1+q2
Mivel ¢ + v/1 4+ ¢%2 > 0, ezért q + /1 + ¢2 € Dom log, vagyis az

x:log<q+\/1+q2) eRrR

szamra sh x = q teljesiil.

Az sh fiiggvény injektivitasa szigori monotonitasabol kovetkezik.

3. A chz = 0 egyenlet az 5.49 tétel alapjan a cos(iz) = 0 egyenlettel ekvivalens, vagyis a 6.50 tétel
alapjan a ch z = 0 egyenlet megoldésa

zE{?—&—kﬂrﬂkEZ},

vagyis Domth = C\ {7;1 +Ekril ke Z}.
Legyen x1 < 5. Ekkor 0 < x5 — x1, tehat az 1. pont bizonyitasa alapjan sh(xs — 1) > 0. Vagyis a

-1
thzy —thozg = ——sh(zs —
! 27 ¢h x1 chxo (w2 )
azonossag alapjan a th fiiggvény szigorian monoton névé a valés szamok halmazan.
Legyen x € R tetsz6leges. Ekkor a

thr <1l <+ e"—eP<e®+e® & 0<e”®

ekvivalencia alapjan thz < 1, valamint a

x

—1l<ther + —e"—eP<e®—e” <~ O<e”

ekvivalencia alapjan thz < —1.

A fenti bizonyitasokhoz hasonléan adott ¢ € |—1, 1] megkeressiik azt az 2 € R szamot, melyre tha = q.
Ennek az egyenlGségnek ekvivalens alakjai az alabbiak.

et —e %
er t+e % — 1
e —1
e 1 ¢
eQm -1 :q62x+q
eZm — 1+q
1—gq

1+gq
1—gq

1
Mivel > 0, ezért 17—“1 € Dom log, vagyis az
—q

1 1+g¢
r=—-log| —
2 1—¢q
szamra th x = q teljesiil.

Az th fiiggvény injektivitasa szigori monotonitasabol kovetkezik.
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6.54. Definicié. Hiperbolikus fiigguények inverzei.
— Az sh | fiiggvény inverzét area szinusz hiperbolikus fiiggvénynek nevezzik, jele arsh, vagyis

arsh 2 (shg)™".
— A ch g o[ fiiggvény inverzét area koszinusz hiperbolikus fiigguénynek nevezziik, jele arch, vagyis
A -1
arch = (ch|[0’oo[) .
— A th|g fliggvény inverzét area tangens hiperbolikus figguvénynek nevezziik, jele arth, vagyis
arth 2 (thlg)™".

6.55. Tétel. Area hiperbolikus fiigguények.
1. Minden x € R esetén arshx = log (a: + Va2 + 1).

2. Minden x € [1,00[ esetén archx = log (x + Va2 — 1).

1 1
3. Minden x € |—1, 1] esetén arthx = 3 log <1 + x>
—x
Bizonyitds. Az el6z6 6.53 tétel bizonyitasban mar levezettiik ezeket a formulakat.
6.56. Tétel. Az arsh az arch és az arth fiiggvény folytonos.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan ezek a fliiggvények folytonos fiiggvények kompozicio, ezért foly-
tonosak.
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7. Differencidlszamitas egy dimenziéban

7.1. Differencidlhat6sag

7.1. Definicié. Legyen f: R — R és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguény differencidlhatd, vagy derivdlhaté az a pontban ha létezik
olyan A € R, melyre

r—a Tr—a

teljestil. Ezt az A szamot az f fiigguény a pontbeli differencidljinak vagy derivdltjanak nevezzik.

— Az f: R — R fiiggvény derivdltjdinak vagy derivdlt figguvényének nevezzik a
f’:{aEIntDomﬂE!limf(m)_f(a)}—)R aHlimM
Tr—a r — Qa Tr—a Tr—a

fliggvényt.
— Az f differencidlhaté, ha Dom f = Dom f’.
— Az f folytonosan differencidlhaté, ha differencialhato és f folytonos. Az A C R nyilt halmazon

értelmezett, R értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C1(A,R) jeloli.

Jelolés. Az f: R — R fiiggvény derivaltjara hasznaljuk még a %(;) jelolést is.

7.2. Definicié. Legyen I,J C R nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy a ¢ : I — J fliggvény
diffeomorfizmus, ha bijekcid, differencidlhaté és az inverze is differencialhato.

7.3. Tétel. (A differencidlhatdsdg dltaldnos jellemzése.) Legyen f:R — R ésa € IntDom f. Az f
fiiggvény pontosan akkor differencidlhatsé az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

i @) = (@) ~ el — a)

T—a |x — a|

=0.

Ha az f fiigguény differencidlhatd az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
f'(a) = c teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f:R — R és a € Int Dom f. Tegyiik fel,hogy az f fiiggvény differencialhaté az
a pontban, és legyen ¢ = f’(a). Ekkor a derivalt definicioja alapjan

f(x) = fla) = c(x —a)

hm — 07
r—a T —a

vagyis

0= fim L@@ —dw=a)_ J@)=J@)—clz=a)]
Tx—a Tr—a r—a |.’E _ a|

amibdl
o F@) = @) —elw—a)
T—a ‘(E _ a‘

kovetkezik.

Most tegyiik fel, hogy f : R — R és a € Int Dom f olyan szam, melyhez létezik ¢ € R, melyre
i 1@) = J(@) = cla — a)

T—a |:L' _ a| =0.
Ekkor
0= lim (@) = J(a) —clz —a) = lim f(z) = fla) —c(x —a)
r—a ‘(E — a‘ r—a Tr—a 5
vagyis
o F@) = @) —elw—a) _
r—a x —_ a b
amibdsl
i @ 1@
r—ra Tr—a

kovetkezik, tehat f differencidlhaté az a pontban és f'(a) = c.
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7.4. Tétel. (A differencidlhatisdg jellemzése.) Legyen f:R — R ésa € IntDom f. Az f figgvény
pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha létezik olyan c € R, hogy

VeeRTIse RV eDomf: (lz—a|<d — |f(z)— fla) —clz —a)| <e-|z—al).

Ha az [ figguény differencidlhaté az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
f'(a) = c teljesiil.

7.5. Tétel. Ha egy fiigguény differencidlhato egy pontban, akkor folytonos is abban a pontban.
Bizonyitds. Legyen f : R — R, a € Int Dom f, f'(a) = A és legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter.
Ekkor a differencialhatosag jellemzése alapjén létezik olyan 6 € R, hogy
VeeDomf: (lz—a|l<é — |f(z)— fla)—A(x—a)<e-|z—al).
Vagyis minden |z — a| < § szamra
[f(z) = fa)] < (|A] + &) [ —al,
amibol lign f = f(a) adodik. Ez pedig az f fiiggvény folytonossagat jelenti.

7.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

7.6. Tétel. Legyen f,g: R = R, a € Int Dom f N Int Dom g és legyen f és g differencidlhatd az a
pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

2. minden ¢ € R esetén cf differencidlhato az a pontban és (cf) (a) = cf’(a);

3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

! / _ /
4. ha g(a) # 0, akkor S differencidlhatd az a pontban és <f) (a) = ! (a)g(a)2 f(a)g (a)'
g g 9*(a)

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhaté az a

pontban. A szadmolas folyaman a hatarértékekre vonatkozo 6.10 tételt fogjuk tobbszor felhasznélni.
1.

(f+g) (@)= (frg)l@) o fl)=fla)  og(@) —gla) _ £(a) + ¢'(a)

lim
T—a Tr—a T—a T —a T—a Tr—a
2.
o @ =D @) @) = )
T—a T —a T—a T —a

3. Mivel az f fiiggvény differencidlhaté az a pontban, ezért ott folytonos is, vagyis lim f(z) = f(a)
r—a

teljestl.
U@ =@ _ . f@e@) = f@)gla) + S@gla) — fa)ala)
= tim f(@) 2=y ) T ) 1a) 1 g(a) )

4. Mivel a g fiiggvény folytonos az a pontban, ezért annak létezik olyan r € RT, hogy minden

x € By(a) szamra g(x) # 0. A tovadbbiakban az a pontnak ezt a kérnyezetét fogjuk csak tekinteni.

Tovabba a g fliggvény differencialhatd az a pontban, ezért ott folytonos is, vagyis lim g(z) = g(a)
r—a

teljesiil. Ezek alapjan

(- (9

. _ pun J@)9(0) = F(@)g(0) + F(@)ola) — f(@)gla) _
T—a Tr—a T—ra g(.]? g(a)(ac — a)
i L @ f@) f@  g@)—g() _ f@gla) - fa)g'(a)
ezag(r)  (z—a)  g(x)gla) (z—a) 9*(a) '
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7.7. Tétel. Legyen A C R nyilt halmaz, f,g € C'(A,R) és c € R. Ekkor
f+g fg,cf € C'(AR)

teljesiil, vagyis C*(A,R) algebra.

Bizonyitds. Az el6z6 éllitast kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

7.8. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen f,g : R — R. Ha g diffe-
rencidlhatdé az a pontban és f differencidlhato a g(a) pontban, akkor fog differencidlhatsé az a pontban
és

(fog)(a)= f'(g9(a))-g'(a).

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R, a € R olyan, hogy a g fiiggvény differencialhaté az a pontban
és f differencialhato a g(a) pontban. Mivel az f fiiggvény differencidlhaté a g(a) pontban, ezért
g(a) € Int Dom f, tehét

Ve, e RT36; e RTVy e R:
ly—g(a)l <1 — [f(y) — fg(a)) — f'(9(a))(y — g(a))| < e1ly — g(a)l.

Mivel a g fiiggvény differencidlhat6 az a pontan, ezért a € Int Dom g, tehat

Veq e RT35, e RTVz € R :
|z —a|l <da — |g(x) —g(a) — ¢'(a)(z — a)| < ez|z —al.

Tovabbéa a g fiiggvény folytonos is az a pontban, ezért
Vez € RT353 e RTVz e R: |z —al <63 — |g(x) — g(a)] < es.

Legyen &1 € RT rogzitett paraméter. Ekkor a e szdmhoz tartoz6 §; paramétert valasztva €3 para-
méternek kapjuk, hogy létezik olyan d3 € R, hogy minden = € R esetén

[z —al <d3 — [f(g9(x)) — flg(a)) = f'(9(a))(g(z) = g(a))| < e1|g(x) — g(a)-

Az ¢ szdmot valasztva o paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan 6, € RT, hogy minden z € R
esetén
|z —al <d2 = |g(z) — g(a) —g'(a)(z —a)| < &1 |z — al.

Legyen ¢ = min {d3,03}. Ekkor az eddigieket Gsszegezve mondhatjuk, hogy minden z € R szamra,
ha |z —a| < ¢, akkor

[f(g(x)) = f(g(a)) = f'(9(a))(g(x) = g(a))| < e1]g(x) — g(a)l
l9(x) = g(a) — ¢'(a)(z — a)| < 1]z —al.

Ezek alapjan, ha |z — a| < ¢’, akkor

|f(g9(x)) = f(g(a)) = f'(g9(a))g (a)(z — a)| =
If(g(af)) flg(a)) — f'(9(a))(g(z) — g(a))+
f'(g(a))(g(x) = g(a)) = f'(g(a))g’(a)(z — a)| <
< If( () — f(g(a)) — f'(g(a))(g(x) — g(a))| +

g'(a)(z —a)| <
ler|z —af <

+1f'(g(@))] - [(g(=) — g(a)) —
<erlg(e) —gla) + 11 (g(a))
<e(erle—al+1g'(a)l e —al) +[f'(9(a))| €1 |2 —a| =
=e1(er+1g'(@)]+1f (9(a)]) |z - af
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Vagyis barmely € € Rt szamhoz létezik olyan €; € RT, melyre

e1(e1+1g'(a)l + [ (g(a)]) <&

teljesiil, ehhez a &1 szamhoz pedig létezik olyan §’ € R*, hogy minden |z — a| < ¢’ esetén

1f(9(x)) = f(g(a)) = (f'(g(a)) - g'(a))(9(x) —g(a))| < & |z —al,
ezért a f o g fliggvény derivaltja az a pontban f'(g(a)) - ¢'(a).
7.9. Definicié. Legyen f: R — R differencialhato fiiggvény és tegyiik fel, hogy a végtelen torlodasi

pontja a Dom f halmaznak és léteznek az alabbi hatarértékek.

a £ lim f' b2 lim (f(z) — ax)
o0 Tr—r00

Ekkor az x — ax + b fliggvényt az f fliggvény végtelenben vett aszimptotdjinak nevezzik.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben vett aszimptota.

7.3. Hatvanysorok derivalasa

7.10. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugarira R, > 0
teljesiiljon. Legyen
ad: N>R n— (n+ a1,

FEkkor a P, hatvdanysor konvergenciasugara szintén R,, a P, hatvdnysor differencidlhaté a Bp,(0)
halmazon, és ezen a halmazon (P,) = P, teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvinysor konvergenciasugarara R, > 0
teljesiiljon. Ekkor az a), = (n+ 1)an,4+1 sorozat altal meghatérozott hatvanysor konvergenciasugarara
R, = R, teljesiil a 6.35 tétel alapjan.

Legyen zo € Bg,(0) és p €10, R, — |20][. Ekkor a 6.36 tétel alapjan létezik olyan K € R szam, hogy
minden z € B,(zy) esetén

|P.(2) — Pa(z0) — (2 — 20)Pa (20)| < |2 — 20|* - K.

A hatvanysor derivalhatosdgahoz a 7.4 differencialhatosag jellemzése alapjan elég megmutatni, hogy
minden € € RT szamhoz létezik olyan § € RT, hogy minden z € B,(z) N Dom P, esetén

|Pa(Z) 7Pa(ZO) - (Z*Zo)Pa/(ZON S £ ‘Zf ZO| .

Legyen € € R tetszéleges. Ekkor a § = min {p, %} szamra teljesiil, hogy minden z € Bs(zg) esetén

lz— 2] K <|z—2] 6K < |z—zo|-%-K=5-|z—zo|.
Vagyis minden z € Bs(zg) esetén
|Pi(2) — Pa(z0) — (2 — 20) P (20)| < e+ |z — 20|
Tehat P, differencialhaté a zp pontban és (P,) (z0) = Pu(20)-

7.11. Tétel. Legyen n € N. Ekkor az f : R — R, f(x) = " fiigguény derivdltja f'(z) = na"~ ! és
ag:R\{0} = R, g(x) = 2™ figgvény deriviltia ¢'(x) = —naz=""1. (Vagyis (id}) = nidg ™" és

J—, c1—n—1
(ldR\{O})/ =-n 1dR\{O}.)

(z™)" = na"~!. Ekkor a szorzatfiiggvényre vonatkozo derivalasi szabaly alapjan
(xn—i-l)/ — (a: . J;")’ =2 2" 4. (xn)/ — "+ ana” 1 = (n + 1)xn_

A fiiggvények hanyadosara vonatkozo derivalési szabély alapjan

(z7") = <1>/ BRL AN it —nz "1

xn an
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7.12. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugarira R, > 0
teljesiljon. Ekkor a Br,(0) halmazon

teljesiil, amit gy is meg lehet fogalmazni, hogy a hatvdnysort a konvergenciasugdron belil lehet ta-
gonként derivdlni.

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvinysor konvergenciasugarara R, > 0
teljestiljon. A 7.10 tétel alapjan minden z € Bpg, (0) esetén (P,)'(z0) = Pa(20), ahol a' az a, =
(n+ 1)a,+1 képlettel definidlt sorozat. Ezt Gsszevetve a fenti tétellel

()

= (Pa)'(20) = Pur(20) = Y _(k + Dags12

= k=0
o0 o0 o0
— — !/
= Zkakzg b= Zakkzg b= Z (ar2®) o=z
k=1 k=0 k=1
adodik.
7.13. Tétel. (Elemi fiigguények deriviltja.) exp’ = exp, cos’ = —sin, sin’ = cos, cosh’ = sinh,

RN
sinh’ = cosh.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas alkalmazésa a megfelel6 hatvanysorokra.
Példaul

oo ok+1 \' k41 N\ o© 2%k
o N B IPVAR: B 3 p(2k+1)2%"
S = (Z( 1 (2k+1)!> _Z<( 1 (2k+1)!) =21 @kt F
7.4. Kozépértéktételek

7.14. Tétel. (Rolle-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos fiigguény, mely diffe-
rencidlhaté az ]a,b| intervallumon és melyre f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan & € |a, b|, hogy

flg)=o.
Bizonyitds. A 6.28 Weierstrass-tétel értelmében az f fliggvény valamely «, 3 € [a,b] pontokban
felveszi a minimuméat és maximumét. Ha {«a, 8} = {a,b}, akkor az f fiiggvény allando, vagyis

minden ¢ € Ja, b pontban f'(£) = 0 teljestil.
Tegyiik fel, hogy az f fliggvény a minimumat az o pontban veszi fel, melyre « € ]a, b] teljesiil. Mivel
az f fliggvény differencidlhaté az o pontban, ezért

= lim M
f/(a):hmM: = im >0
T — Jim (@@
rT—a— T —a

ahol felhasznaltuk, hogy minden z € [a, b] esetén f(x) > f(«). A fenti egyenlStlenségekbsl f/(a) =0
adodik.

Teljesen hasonléan bizonyithato, hogy f/(8) = 0, ha azt tessziik fel, hogy az f fliggvény a maximumét
a 8 pontban veszi fel, melyre 5 € |a, b| teljesiil.

7.15. Tétel. (Cauchy-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f,g : [a,b] = R folytonos fiigguény, mely
differencidlhatd az a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy
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Bizonyitds. Elég Rolle-tételt alkalmazni a

hila, ) =Rz (f(b) = fa))g(z) — (9(b) — g(a)) f(x)
fliggvényre.

7.16. Tétel. (Lagrange-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos fiigguény, mely
differencidlhaté az )a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy

fb) = f(a) = (b= a)f'(c).
Bizonyitds. Cauchy-tételt kell alkalmazni a g = idg fiiggvényre.

7.17. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos
fiigguény, mely differencidlhaté az )a,b| intervallumon. Ekkor

1£(b) = f(a)] < ( sup |f’($)|> |b—al.

xz€a,b[
Bizonyitds. A Lagrange-féle kozépérték tétel kozvetlen kovetkezménye.

7.18. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fliggvény.

1. Ha minden x € I esetén f'(x) =0, akkor f dllandé az I intervallumon.

2. Az f fiiggvény pontosan akkor monoton névé az I intervallumon, ha minden © € I esetén
f'(x) = 0.

3. Ha minden x € I esetén f'(x) > 0, akkor f szigorian monoton névé az I intervallumon.

4. Az f fiigguény pontosan akkor monoton csékkend az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f(@) <o.

5. Ha minden x € I esetén f'(x) <0, akkor f szigorian monoton csokkend az I intervallumon.

Bizonyitds. Legyen a,b € I olyan, hogy a < b. A Lagrange-tétel értelmében létezik ¢ € ]a, b[, melyre

f) = fla) = (b—a)f'(c)

teljesiil. Ebb6l egyszerten kapjuk az allitasokat.
1. Ha f' =0, akkor f(b) — f(a) = 0.
2. Ha f monoton nové és ¢ € I, akkor az f fliggvény differencidlhatosaga miatt
P (O R (C R (O L (R
T—C xr —C r—c+ xr —C
Ha f/ > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f monoton nové.
3. Ha f' > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f szigortian monoton nové.
A 4. és 5. pont a fentiekhez hasonléan igazolhato.

7.5. Fiiggvény inverzének derivalasa
Magyarazat. A kovetkezs tétel segitségével az inverzfiiggvények derivaltjait hatarozhatjuk meg.
7.19. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R olyan differencidlhaté fiiggvény, hogy f’

folytonos és f'(I) C R wvagy f'(I) C R™. Ekkor f(I) nyit intervallum, f=1 folytonos, differencidl-
hato és minden b € f(I) pontra

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R olyan differencialhato fiiggvény, hogy
f/(I) C R*. Mivel f/(I) C R*, ezért f szigortian monoton nove, tehat invertalhato is, valamint f
differencidlhatosaga miatt f folytonos.

1. Megmutatjuk, hogy f(I) intervallum. Legyen y1,y2 € f(I), y1 < Y2, valamint legyen x1 = f~*(y1)
és vo = f~1(y2). Ha ¢ € Jy1, 92|, akkor a

h:lzy, 2] = R x— flx)—c

fiiggvényre teljesiilnek a 6.30 Bolzano-tétel feltételei, ezért 1étezik olyan v € |xy, zo[, melyre f(v) = ¢,
vagyis ¢ € f(I). Ezek alapjan minden yi,y2 € f(I), y1 < yo2 esetén [y1,y2] € f(I), tehat f(I)
intervallum.

2. Legyen b € f(I) tetszéleges. Vezessiik be az a = f=1(b) és a g = f~ jelolést. Mivel a € I és T

nyilt, ezért létezik olyan r; € RT, hogy B, (a) C I. Ekkor T = [a — %, a+ %1 C1Iés

f(a—%l)<f(a)<f(a+%1).

T1

Mivelf(a—r—l)J(a—i- >

5 ) € I és f(I) intervallum, ezért

vels (o) r o)

Vagyis a 01 = min{b— f (a — %1) f (a+ %1) — b} szémra Bs, (b) C T teljesiil, vagyis az f(I)
halmaz nyilt. Az f’ : T — RT folytonos fiiggvény felveszi minimumat a T kompakt halmazon. Tehat

létezik olyan K € R*, hogy minden ¢ € T esetén K < f'(c). Vagyis a Lagrange-féle kozépértéktétel
alapjan minden x € T szamra
Kla—z[ <[f(a) - f(2)] (7.1)
teljesiil. Tehat, ha y € f(I) olyan, hogy |y — b|] < 01, akkor = g(y) € T és a fenti egyenlGtlenség
alapjan
1
l9(0) = g(y)l < 7= b=yl (7.2)

Megmutatjuk, hogy ha e € R tetszoleges paraméter és 6 = min {¢K,d; }, akkor minden y € f(I)
szamra fennall az
ly—bl<d — |g(y) —g(b)] <e

implikacié. Valéban, ha y € f(I) olyan, hogy |y — b| < d, akkor = g(y) € T és a (7.2) egyenlétlenség
alapjan

1 1
|9(b)_9(y)|§?|b—y|<E-K€=5.

Ezzel igazoltuk, hogy az f~! fiiggvény folytonos a b € f(I) pontban.
Megmutatjuk, hogy a g fliggvény differencialhato a b € f(I) pontban és

teljesiil. Ehhez a differencialas jellemzése alapjan elég megmutatni, hogy minden ¢ € Rt esetén
létezik olyan § € RT, hogy minden y € f(I) elemre

;(
Flg) Y

teljesiil. Felirva az f fiiggvény a pontbeli derivalhatosagat és a g fiiggvény b pontbeli folytonossigat

ly—bl<d — |g(y) —g(d)— —b)| <e-ly—b|.

Ve e RT3 e RTvz eI |z —a| <& — |f(x)— fla)— f(a)(z —a)| <€ |z —ad
Ve e RT38" e Rty € f(I): ly — bl < 6" — |g(y) — g(b)] < €”,
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azt kapjuk, hogy

Ve* e RT36* e Rty € f(I) :

ly =0l <& — |f(g(y) — flg(b)) — f'(a)(g(y) — g(b)] <" -lg(y) —g(b)],

teljesiil. (Az ¢’ = e* valasztéssal kapott ¢’ paramétert valasztva ” szamnak, a hozza tartozo §” adja
a 0* mennyiséget.) Ha felhasznéljuk, hogy f és g egymas inverzei, akkor

Ve* e RT35* e Rty € f(I):

adodik. A (7.2) egyenlet alapjan alapjan

vye fl): |y—

ly —bl <" — |ly—b— f'(a)(g(y) —a)] <" -lg(y) —al,

1
b <6 — Ig(y)*alégly*bl'

(7.3)

Legyen ¢ € R* tetsz6leges. Ezek utan legyen ¢* = |f(a)| Ke, illetve 6 = min {41, 6*}, ahol §* az *
paraméterhez tartozo paraméter a (7.3) egyenletben. Ha |y — b| < §, akkor

~g(b) - ~b)| =

1
g(y) m(y
<

amit bizonyitanunk kellett.

g b £ @)~ g0 <
i W @IKe - lot) —al < K- oy~ =
€ |y - b| )

7.6. Elemi fiiggvények inverzének derivalasa

7.20. Tétel. (Elemi fiigguények inverzének a derivdltja.)

1. Minden x € RY szdmra log'(z) = ~.
T

2. Minden x € |—1, 1| esetén arcsin’(z) =

8. Minden x € ]—1,1] esetén arccos’(

)= ——

4. Minden z € R esetén arctg'(z) = ——

5. Minden x € R esetén arsh’(z)

7. Minden x € R esetén arth’(z)

T2

Bizonyitds. 1. Legyen x € RT. A 7.19 tételt alkalmazva az f = exp fiiggvényre, azt kapjuk, hogy

1 1 1

log/(z) =

teljesiil.

exp’ (log x)

exp(logz) =

2. Legyen x € |—1,1[. A 7.19 tételt alkalmazva az f = sin fiiggvényre, azt kapjuk, hogy

arcsin’(z) =

teljesiil. Mivel

1 1

sin’(arcsinz)  cos(arcsin x)

1 = cos?(arcsin z) + sin?(arcsin ) = cos?(arcsin ) 4 22,
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ezért
cos(arcsinz) = /1 — 22.
Abbol, hogy a sin fiiggvény szigortian monoton noévs a }fg, g[ intervallumon kdévetkezik, hogy az
arcsin fiiggvény is szigorian monoton novs, vagyis arcsin’ > 0. Ezek alapjan
1
V1—a?

3. Az arcsin fiiggvénynél bemutatott gondolatmenet alapjan bizonyithato.
4. Legyen x € R. A 7.19 tételt alkalmazva az f = tg fiiggvényre, azt kapjuk, hogy
1 2

arctg’(r) = T2 (arcta 2) = cos” arctg x

arcsin’(z) =

teljestil. Mivel

1 = cos?(arctg ) + sin’(arctg )
1
cos?(arctg x)
1
cos?(arctg x)

=1+ tg?(arctg z)

=1+27

1
ezért arctg’(z) = a2 5. Legyen z € R. A 7.19 tételt alkalmazva az f = sh fiiggvényre, azt
x
kapjuk, hogy
1 1

- sh’(arshz) charshz

arsh’(z)

teljesiil. Mivel minden a € R esetén cha = V1 + sh?a, ezért charshz = 1 + 22, vagyis
1
V1+a?

6-7. A 7.19 tétel és a 6.55 tételben szerepls formuldk segitségével konnyen igazolhato.

arsh’(z) =

7.21. Tétel. A tdbldzatban szerepld f fiiggvényeknek értelmezhetd az f~' inverze a Ran f halmazon
és az f~1 fiigguény értékkészletére és derivdltjdra a tdbldzatban szerepldk teljesiilnek, minden x €
Int Dom f~! elemre.

f Dom f Ranf | f 7t | Domf~t | Ranf~* | (f 71 (x)
+ + 1
exp R R exp log R R —
x
si R [—1,1] | cos | arcsi [—1,1] { T W} !
in - 5 resin - —— = | =
) ) 27 9 /71 —J,‘2
-1
cos R —1,1] | —sin | arccos —-1,1 0,7 _—
~1.1) L | o | =
T 1 T 1
te |R {f ke ‘ k Z} R | — ¢ R }—7,7[ —
& \ 2+ i < cos? | e 272 14 22
1
sh R R ch arsh R R —_—
V1422
1
ch R [1,00[ | sh arch [1,00] Rt
2 —1
1 1
th R ]—171[ CP arth ]—171[ R 17‘%2
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Bizonyitds. Az eddigiek alapjan nyilvanvalo.

7.22. Tétel. (A hatvdinyozds derivdldsa.)
1. Haa € [1,00], akkor az id% figguény derivdltja aidg .
2. Ha a € |—00, 1], akkor az idg\ oy figgvény derivdltja aid]%f{lo}.

Bizonyitds. Legyen a € [1,00[ és f: RT — R az f(x) = z° fiiggvény. Ekkor

1
f'(x) = (exp(alog(x)))” = exp(alog(z))a= = az~"

X
teljesiil a hatvanyozas definicidja, a lancszabéaly és az exponenencialis valamint a logaritmus fiiggvény
derivalasi szabalya alapjan.

7.7. L’Hospital szabaly

7.23. Tétel. (L’Hospital szabdly.) Legyen a,b € RU {oo,—o0}, a < b és f,g : |a,b[ = R olyan
differencidlhatd fiigguény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja, b]).
1. Ha lli)mf = lli)mg € {—00,0,00} és létezik a lli)m 7 hatdarérték, akkor létezik a lli)mg hatdrérték
15 €s ,
o f
lim = = lim —.
b-—g b= g
!
2. Ha lirff = lirilg € {—00,0,00} és létezik a liIJIrl f—/ hatdrérték, akkor létezik a lirf f hatdrérték
a a a g a
15 €s ,
f
lim = = lim =—.
at @ a+ g'
Bizonyitds. Arra az esetre fogjuk bizonyitani, amikor a,b € R, a < b és f,g: |a,b] — R olyan diffe-
rencialhato fliggvény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja,b[), valamint lir+nf = lir+ng € {0,00}. Ennek a bizonyitasnak a

mintdjara igazolhaté a tobbi eset is.
1. Tegyiik fel, hogy lirff = lir+ng =0 és

f/
lim= = A eR.
a+ g'
Megmutatjuk, hogy tetszéleges ¢ € RT esetén létezik olyan § € RT, hogy minden = € Ja,a + |
szamra
(z)

K84 <

teljesiil, ami igazolja a liril S = A hatarértéket. Terjessziik ki az f és g fliggvényt az a pontra is a 0

.y .
értékkel és jelolje f és g ezeket a fliggvényeket. Legyen ¢ € |a, b| tetszleges pont. Ekkor az f és g
fiiggvényre alkalmazva a Cauchy-féle kozépértéktételt az [a, c] intervallumon az adodik, hogy létezik
olyan ¢ € ]a, [, melyre

e ‘
4e3) A <e
akkor az z € ]a,a + ¢ szamokra
0| |re |
Fe GE
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teljesiil.
2. Most tegyiik fel, hogy lirllf = lir+ng = 00 és

!
lim= =A€R.
a+ g/
Megmutatjuk, hogy tetszoleges ¢ € RT esetén létezik olyan § € RT, hogy minden z € Ja,a + 4|
szamra

28 4| <

teljesiil, ami igazolja a lilil f = A hatarértéket.
at g
!
Mivel lil}_l f—l = A, ezért létezik olyan §; € RT, hogy minden z € |a,a + 1| esetén
at g
vagyis minden x € Ja, a + 01| szdmra

f@)
g () A‘ <h

f'(x
g (z)

teljesiil, tehat az — fiiggvény korlatos a Ja, a + d:[ halmazon.

~—

<1+|4]

Mivel lirilf = lirilg = 00, ezért létezik olyan ¢ € |a,a + 01[, hogy minden = € ]a, c] esetén f(x),g(x) >

0. Mégegyszer alkalmazva ezt az elvet, azt kapjuk, hogy létezik olyan d € ]a, ¢[, hogy minden x € ]a, d]
esetén f(x) > f(c) és g(x) > g(c). Vezessiik be a

1— g(c)
T :la,d[ = R x 5(z)
L= 76

fiiggvényt. Legyen z € |a, d| tetszoleges pont. Ekkor az f és g fiiggvényre alkalmazva a Cauchy-féle
kozépértéktételt a [z, ¢] intervallumon, az adodik, hogy létezik olyan & € ]z, ¢[, melyre

fz) = 1) _ ['(§)

9(z) —glc)  g'(§)’

vagyis az

egyenlGség alapjan

1) PO PO, FO
0z~ g P g T @Y
rehat i) 7€) 7€)
'g(z) ‘A‘ <|7© ‘A‘ HFGRRE

/
Legyen ¢ € R™ tetszéleges paraméter. Mivel mf = = A, ezért létezik olyan d; € R*, hogy minden
at g

x € la, a + 2] esetén

| ™

/
Mivel lingr OT(:E) =1és az f—/ korlatos a ]a, d[ halmazon, ezért létezik olyan d3 € RT, hogy minden
r—ra g

x € la, a + 3] esetén

(T(z) — 1)‘ <<

2
teljesiil minden z € |a, d[ szamra. Ekkor a 6 = min {d1, d2, d3} olyan szam, hogy minden z € Ja,a + 4]
szadmra

(z)

L) i<
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7.8. TObbszOros derivaltak

7.24. Definici6. Legyen f : R — R és teljes indukcioval értelmezziik a kovetkezd fiiggvényeket.
Legyen f© 2 f és minden i € N* esetén legyen () 2 (FE-Dy.

— Legyen n € N* és a € R. Az f fiigguény n-szer differencidlhaté az a pontban, ha a € Dom (™).

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté az a € R pontban, ha minden n € N esetén a €
Dom f(") teljesiil.

— Az f fiiggvény n-szer (n € N differencidlhaté, ha Dom f(™) = Dom f.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhatd, ha minden n € N esetén Dom f(") = Dom f tel-
jesiil. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értékid végtelenszer differencialhaté fiiggvények
halmazat C*° (A, R) jeldli.

— Az f fiiggvény n-szer (n € NT) folytonosan differencidlhaté, ha f n-szer differencislhato és
f() folytonos. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értéki n-szer (n € Nt) folytonosan
differencidlhato fiiggvények halmazat C™ (A, R) jeloli.

Megjegyzés. A fenti definicioban minden fiiggvényre értelmeztiik az (f),cn fiiggvénysorozatot,
azonban konnyen lehet, hogy valamely i € N esetén Dom f(?) = () és ekkor természetesen minden
N3 j > i esetén is Dom f() = ().

O

7.25. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fligguény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvex, ha f' monoton novd.
2. Az f figguény pontosan akkor konkdv, ha f' monoton csékkend.

Bizonyitds. 1. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R konvex differencidlhaté fiiggvény és
legyen a,b € I, a < b. Megmutatjuk, hogy ekkor f'(a) < f'(b). Minden z € ]a, b] esetén

_ m—ab+ b—=x
v b—a bfaa’
.. x—a b—x . rx—a b—=x . . . .
valamint ——, €[0,1] és + = 1. Tehat az f fiiggvény konvexitasa alapjan
b—a'b—a b—a b—a
fla) =1 (E0 4+ 2 00) < 220 50y + 2T pa)
&= b—a b—a') = b—a b—al\V
Ro6vid szamolassal ebbdl az egyenlGtlenséghdl
f(x) = fla) _ f(b) = fa) _ f(z) = f(b)
r—a - b—a - r—>b
adodik, amibdl
) — i T@ L@ T@) = f@) S0 = f)
T—a T —a z—a+0 T —a b—a
o fle) = f) L fla) = fO)
< = =
_xlg)rio r—b :lll)%) r—0b f (b)

kovetkezik.
Megforditva, legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R olyan differencialhat6 fiiggvény, hogy f’
monoton nové és legyen a, b € I. Megmutatjuk, hogy ekkor minden ¢ € [0, 1] szamra

flta+ (1 =t)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)
teljesiil, vagy masképp, hogy a

g:[0,1] =R t— f(ta+ (1 —t)b) —tf(a) — (1 —¢)f(b)
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fiiggvényre g < 0 teljestil. A g fliggvény a folytonossiga és a [0,1] kompaktsaga miatt felveszi a
maximumét valamely to € [0,1] pontban. Tegyiik fel, hogy g(to) = ¢ > 0. Ekkor a Rolle-tétel
bizonyitasa alapjan ¢’(tp) = 0. Mivel f’ monoton névé és

g'(t) = f'(t(a—b)+b)(a—1b) = fla) + f(b),

ezért, ¢’ is monoton n6vs. Tehat minden z € Jtg, 1] esetén ¢'(z) > 0. A Lagrange-féle kozépértéktételt
alkalmazva a [to, 1] intervallumra, azt kapjuk, hogy létezik olyan z € Jtg, 1[, melyre

g(1) = g(to) = ¢'(2)(1 — to),
azonban ¢g(1)—g(tg) = 0—c < 0és ¢'(2)(1—1tp) > 0. Mivel ellentmondast kaptunk igy a g(tp) = ¢ > 0
feltételezés nem helytélld, vagyis a g fliggvény maximuma nem lehet szigortian pozitiv.

2. A konkév eset a —1 szammal valo szorzéassal visszavezethetd a konvex esetre.

7.26. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R kétszer differencidlhato fliggvény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvez, ha " > 0.
2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv, ha " < 0.

Bizonyitds. A 7.25 el6z6 4llitas és a 7.18 tétel alapjan nyilvanvalo.

7.27. Tétel. (Silyozott szdmtani és mértani kozép kiézotti egyenldtlenség.) Legyenn € NT és minden
n

i€{l,...,n} esetén x; € RT és a; € [0, 1] olyan, melyre Zak =1 teljesil. Ekkor
k=1

n n
g LTy > H xph.
k=1 k=1

Bizonyitds. Az exponencialis fliggvény konvexitasabol és a Jensen-egyenl6tlenségbdl adodik.

exp (Z ay log xk> < Z ay exp(log zk)

k=1 k=1

7.28. Tétel. (Hélder-egyenlstlenség.) Legyen n € Nt és z;,y; € RS minden i € {1,...,n} esetén,
valamint «, B8 € 10,1[ olyan, hogy o+ 8 = 1. Ekkor

n n

Bizonyitds. Legyen x = Zzz és y = Zyi. Ha 0 < z,y, akkor a stlyozott szdmtani és mértani
i=1 i=1

kozép kozotti egyenlStlenség alapjan minden ¢ € {1,...,n} szamra

G () =)

teljesiil, melyet Osszegezve az i indexre

1 < 1 & 1 &
MﬁZx?yféa;Zwﬁﬂ;Zw:wﬁ:l
i=1 =1 i=1

adodik. Ennek atrendezése a bizonyitandé egyenléStlenség.
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7.29. Tétel. (Minkowski-egyenldtlenség.) Legyen n € Nt és x;,y; € RS minden i € {1,...,n}
esetén, valamint p € [1,00[. Ekkor

(Speewr) < () + ()

Bizonyitds. Legyen n € Nt és x;,y; € R} minden i € {1,...,n} esetén, valamint p € [1,00[. A
Holder-egyenlGtlenség felhasznalésaval

=S @ity T @)+ Y (@i +y)P) T ()P <
i=1 i=1

adodik, aminek az atrendezése a bizonyitandé tétel.

7.9. Taylor-sorfejtés

7.30. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen a,b € R, a < b, n € NT és f : R — R olyan fiiggvény,
melyre [a,b] C Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguvény n-szer folytonosan differencidlhaté az [a,b)
halmazon és (n + 1)-szer differencidlhaté az ]a,b| intervallumon. Ekkor minden p € RT paraméter
esetén létezik olyan & € ]a, b], melyre

morR) (g (n+1)
s0) =3 L0 -+ TS —ay

|
=0 n:p

Bizonyitds. Tetszéleges A € R paraméter esetén definidljuk a

f(k)
g:la,b] = R x— f(b) Z — )k = \b—2)P.

fliggvényt. Ekkor a
n f(k)

b—a)k —A(b—a)?

g(b) =0

egyenlGséghdl latszik, hogy a

B 1 " ) (q
A_(l)—cz)p(f(b)_z k! (b_“)k>

valasztas esetén g(a) = g(b) = 0 teljesiil. Mivel a g fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon és
differencidlhato az intervallum belsejében, valamint g(a) = g(b) = 0, ezért a Rolle-tétel értelmében
létezik olyan & € Ja, b pont, melyre ¢'(£) = 0 teljesiil.

Most meghatarozzuk a ¢’ fiiggvényt.

zn: (f(k) J;)k)l—l-p)\(b—x)p_l =

k=0

—~

=

~
—~
~—
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i (f(k+1 _ x)k . f(kk):'(l') ]{I(b o x)kl) +p>\(b _ l’)p71 _
k=0 :
= z”: ! kH)( z)" + z”: (@) ' — ) 4 pA(b —2)P! =
k=0
n (k1) (k+1)
=—EZi‘HQQ@—@k+§Zi‘gﬁﬁw—xﬁ+pxb—@W4=
k=0 k=0
L@ -y,

Vagyis a ¢'(£) = 0 egyenletbol
I ANC3)

n!

(b—2)" +xp(b— &Pt =0
adodik, amibe beirva A értékét és atrendezve a bizonyitani kivant egyenlGséghez jutunk.
Magyarazat. Kiilon definidljuk a fenti tétel két specidlis esetét.

7.31. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, n € Nt és f : R — R olyan fiiggvény, melyre [a,b] C
Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény n-szer folytonosan differencialhaté az [a,b] halmazon és
(n + 1)-szer differencialhat6 az |a, b[ intervallumon.

— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan £ € ]a, b[, melyre

n (k) (g (n+1)
— Z: f k'( )(b—a)k+ f(n—’_l()ﬁ)(b_a)n-&-l

Fr(e)
(n+1)!
— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan £ € ]a, b[, melyre

teljesiil, amibdl a (b — a)" ™! kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezziik.

k) (g (n+1)
fey =3 T ap e E g

Fer(E)
teljesiil, amibdl a 7(17 &)" (b — a) kifejezést Cauchy-féle maradéktagnak nevezzik.
TL

7.32. Definicié. Legyen f : R — R, n € NT és a € Dom f". Az f fiigguvény a pontbeli n-ed foki
Taylor-polinomgjanak nevezzik a

morR) (g
)Akzof k!( )(xia)k

polinomot. Ha f € C*°(R,R) és a € Dom f, akkor az f fiigguény a pontbeli Taylor-sordnak nevezziik

a
> FK)(q
)ézf k'( )(zia)k
k=0

hatvanysort.

7.33. Definicié. Legyen f : R — Résa € Int Dom f'. Az f fiiggvény a pontbeli érintdjének nevezziik
a Tfi ., bolinomot, vagyis az érint6 egyenlete

y(x) = f(a) + f'(a)(z — a).
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7.34. Definici6. Legyen f,g : R = R, n € NT és ¢ € Int(Dom f N Dom¢g(™). Azt mondjuk,
hogy az f és g fligguvények az a pontban n-ed rendben érintkeznek, ha minden n > k € N esetén
f®(a) = g*)(a) teljesiil.

7.35. Tétel. Legyen f: R — R, n € N és a € Int Dom f(™ és legyen P, olyan n-ed foki polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fiigguénnyel az a pontban. Ekkor P, = T,J;a.

Bizonyitds. Legyen f : R — R, n € N és a € Int Dom f("), és legyen P, olyan n-ed foku polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fiiggvénnyel az a pontban. Az n = 0 esetben nyilvianval6 az allitas,
ezért tegyik fel, hogy n > 1. Legyen

P,(x) = Zbk(aﬂ —a)*
k=0

olyan polinom, mely n-ed rendben érintkezik az f fiiggvénnyel. Teljes indukcioval egyszerten igazol-
hato, hogy minden j € {0,...,n} esetén

G R
P =3 e )

teljesiil. Az n-ed rendben val6 érintkezés miatt minden j € {0,...,n} szdmra
@) = PO 0@ =t
@) (a)
teljesiil, vagyis b; = — ezért,
4!

*) (g

Pu) =3 T a1 ),
k=0 ’

7.36. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula.) Legyen f:R — R, n € Nt és a € Dom f). Ekkor

f@) =T o (=)

n
z—a ‘x — a‘

Bizonyitds. A tételt az n paraméter szerinti teljes indukciéval igazoljuk. Legyen f: R - R, n=1
és a € Dom f). Ekkor T ,(z) = f(a) + f'(a)(z — a) egyenlSség miatt a bizonyitando hatarérték

i 1) = (@) = (@)@~ a)

z—a |x — a|

:0,

mely kovetkezik a differencialhatosag altalanos jellemzésébdl (7.3 tétel).
Legyen n € NT rogzitett szam. Tegyiik fel, hogy minden g : R — R fiiggvényre és a € R pontra,

a € Dom g™ esetén

. g(!L‘) _T'f(z],a(x)
lim 2 Tl
z—a |;[; —a|

teljesiil. Megmutatjuk, hogy ha a € Dom f("*+1) akkor

f(ll') - Tﬁf+1,a(x)

T =0.

lim
r—a ‘x _ CL‘

Mivel a € Dom f("t1) ezért a € Int Dom f("). Legyen r € RT olyan szam, melyre B,(a) C Dom f()
teljesiil és tekintsiik a
h:By(a) >Rz f(z) =T (2)

fliggvényt. Mivel

, ntl o(k) a ntl e\ (k—1) a ,
(i) =2 e -yt =3 Ve -t = 1l
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ezért

W (x) = f'(z) - TS, (2).

A g = [’ fiiggvényre alkalmazva az indukcios hipotézist a

"(x) =TS (z
LT T

n
z—a |x4—a|

hatarértéket kapjuk, vagyis

Legy

Jim @)

mﬁa‘x——a‘

=0.

en ¢ € R tetsz6leges. Ekkor létezik olyan 6 € ]0, r[, hogy minden z € Bs(a) \ {a} esetén

W(z)

|z —a

<&,

‘ n

vagyis

Legy
az a

W (2)| <e-|z—al"

en ¢ € Bs(a) \ {a} tetszleges és alkalmazzuk a véges novekmeények formulajat a h fiiggvényre
és = végpontu szakaszra, melyet jeloljon J.

|h(x) — h(a)| = |h(z)] < (sup |h’(z)|) |z —a|<e- <sup |z — a|") Jz—a|<e-|z—a)"
z€J zeJ

Vagyis megmutattuk, hogy minden ¢ € R szdmhoz létezik olyan § € R™, hogy minden = € Bs(a)\{a}

esetén
h(z)
RPN
teljesiil, ami éppen a bizonyitand6
f
h xz)—T T
tim — )y /) "Zif( )0
r—a |x—a| T—a |.13—CL|

hatarértéket jelenti.

7.10. LokAlis szélsGérték jellemzése

7.37.

7.38.

Definicié. Legyen f: R — R ésa € R.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

Az f fiigguénynek lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha lokilis maximuma vagy lokalis mi-
nimuma van az a pontban.

Az f fiigguénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) > f(z).

Az f fiigguénynek szigoru lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden
a # x € By(a)NDom f esetén f(a) < f(z). f figguénynek szigori lokdlis szélséértéke van az a
pontban, ha szigort lokalis maximuma vagy szigord lokalis minimuma van az a pontban.

Tétel. Legyen f : R - R, 1 <n €N, a e Dom f. Tegyiik fel tovibbd, hogy minden i € N,

1 <i<n esetén f(a) =0, valamint f™(a) # 0.

1. Az [ fiigguénynek pontosan akkor van szigori lokdlis maximuma az a pontban, ha n pdros és

f™(a) < 0.
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2. Az f fiigguénynek pontosan akkor van szigori lokdlis minimuma az a pontban, ha n pdros €és
f™(a) > 0.
3. Ha n pdratlan, akkor az f fiigguvénynek nincsen lokdlis szélsdértéke az a pontban.

Bizonyitds. Legyen f : R - R, 1 < n € N, a € Dom f(™ és tegyiik fel, hogy minden i € N,
1 <i<nesetén f)(a) = 0 teljesiil, valamint (™ (a) # 0. Az 1. pontot igazoljuk, a méasodik pont a
—1 szammal val6 szorzassal visszavezethet§ az elsére.

Mivel a € Dom f(™) ezért létezik olyan r € R*, hogy Ja —r,a+r[ C Dom f. Az infinitezimélis
Taylor-formula alapjan (7.36 tétel) a

f((L‘) _T’r{,a(‘r)
pila—ra+r[—R T~ |z —al”
0, ha xz=a

, ha =z #aq;

fliggvény folytonos, tovibbé a derivaltakra vonatkozo feltételek miatt

() (g
7 (@) = fa) + LD e ay

vagyis az x # a esetben

z) — f(a (") (q z—a)”
o)~ 1B = 1@ 1@ (2 a)

|z — al nl |z —al"
amibdl )
)= flo) =l = ol (L 200 o) (7.4
kovetkezik.

1. Tegyiik fel, hogy az f fliggvénynek szigord lokalis maximuma van az a pontban. Ekkor létezik
olyan §1, hogy minden x € Ja — §1,a + 01[ \ {a} esetén f(z) < f(a). Legyen § = min{r,é;}. Han
paros, akkor (7.4) képlet alapjan

() (g
@)= s = e —al"- (2 1 o).
vagyis minden z € |a — §,a + J] szamra

f"(a)

0>
n!

+o() = —nlp(x) > f"(a),

amibél a lim ¢(z) = 0 hatarérték miatt 0 > ™ (a) adodik, azonban feltettiik, hogy f(™(a) # 0,
x a

ezért 0 > £ (a).
Ha n paratlan, akkor a lim ¢(x) = 0 hatarérték miatt létezik olyan §; € RT paraméter, hogy minden
r—ra

x € Ja — 01, a + 61] esetén

f™(a)
o) < |10
Legyen § = min {r, d; }.
_ \n
Ha 0 < f("(a) és x € Ja,a + §[, akkor a < =, (xa)n =1, tehat a (7.4) képlet alapjan
r—a

(") (g
@)= sy = oo (F 4 o)) >0

vagyis f(z) > f(a) miatt az f fliggvénynek nem lehet lokélis maximuma az a pontban.

x—a)"

Ha 0 > f(")(a) és = € Ja — §,a], akkor = < a, (||n = —1, tehat a (7.4) képlet alapjan
r—a

() (g
@)= @ =le—al" (-2 1 o)) >0,
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vagyis f(z) > f(a) miatt az f fliggvénynek nem lehet lokalis maximuma az a pontban.
2. Tegyiik fel, hogy n paros és f("(a) < 0. A (7.4) képlet alapjan

() (g
@)= s = oo (2 4 o))

A lim p(x) = 0 hatarérték miatt létezik olyan 6; € R*, hogy minden ]Ja — d1,a + 81 esetén

r—a

f"(a)

n!

+¢(z) <0.
Ekkor a § = min {r, §;} szamra teljesiil az, hogy minden = € Jx — 6,z + d[ \ {a} elemre

() (g
@)= @ =lo—a™ (F 4 o)) <o

vagyis f(z) < f(a).
7.39. Tétel. Legyen f € C*°(R,R), a € R és r € R olyan, hogy B,(a) C Dom f. Tegyiik fel, hogy

3K € RVn € Nz € B,(a) : (’f(")(x)‘ < K)

teljesiil, ekkor

— f®)(a)
flz)= Z = (z —a)k Vz € Byr(a).

k=0
Bizonyitds. Legyen f € C°(R,R), a € R és r € R olyan, hogy B,(a) C Dom f, tovabb4 legyen
K € R olyan, hogy

Vn € NVz € B,(a) : (‘f(")(x)‘ < K)

teljesiil. Legyen x € B,(a) rogzitett szdm. A Taylor-formula alapjan, minden n € N esetén létezik
olyan y € B,(a), hogy

n f(k)(a) B f(n+1)(y)
f(x)—kzzo @)= (n+1)!

K
Mivel az n — mr"“ sorozat a nulldhoz tart, ezért
n !

*) (g

lim f(x)—zf k:!( )(x—a)k =0
k=0

n—oo

amibdl kovetkezik a bizonyitando allitas.

7.40. Definicio. Legyen f : K — K, a € Dom f. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény analitikus az a
pontban ha létezik olyan r € RT és olyan s : N — R sorozat, hogy B,(a) € Dom f, valamint a

hatvanysor abszolut konvergens minden x € B,(a) elemre, és P;, = f teljesiil a B, (a) halmazon.
Az f: R — R fiiggvény analitikus, ha analitikus minden a € Dom f pontban. Adott A C R nyilt
halmazon értelmezett R értéki analitikus fliggvények halmazat C¥(A,R) jeloli.

7.41. Tétel. Legyen c € K és a,b: N — K olyan sorozat, melyre létezik r € R™ szdm, hogy minden
x € B, (0) esetén

P,(z) = Zakxk = Z bzt = Py(x)
k=0 k=0

teljesil. Ekkor a = b.
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Bizonyitds. Legyen n € N. A hatvanysorok n-edik derivaltja

k! k!
(n) () — k—n _ k—n _ p(n)
P (x) = E ak(k—n)!x = Enbk(k—n)'x =P (z).

Amibél az x = 0 helyettesités utan a,, = b, adodik. Mivel ez minden n € N esetén teljesiil, ezért
a="b.

7.42. Tétel. Ha z € |—-1,1], akkor

log(1+z) = i (k;_l)f AR
im0 T

x>

o (=1
B tds. A E
izonyitds. Az 2 F T
esetén jol értelmezett az

$k+1

hatvanysor konvergenciasugara R = 1, ezért minden = € |—1,1]

= (DR

fiiggvény. Valamint Dom log = RT miatt minden x € ]—1, 1] esetén jol értelmezett az
f(x) =log(1 + )

fliggvény. A hatvanysor illetve a logaritmus fiiggvény derivalasi szabaly alapjan

f’(x) = ﬁ
g(x)=> ()"
k=0

Mivel |z| < 1, ezért a geometriai sor 6sszegképlete alapjan (f —g)’ = 0 a]—1, 1 intervallumon. Vagyis
létezik olyan C' € R szam, hogy minden = € |—1,1[ esetén f(x) = C + g(z). Mivel f(0) = ¢g(0) = 0,
ezért C' = 0. Vagyis minden x € |—1, 1] szamra f(z) = g(x).

7.11. Binomialis sorfejtés

7.43. Definicié. Legyen z € C és n € N, ekkor

1 ha n=0,
(z> A) 1
k=0
7.44. Tétel. (Binomidlis-sorfejtés.) Minden o € R és x € |—1, 1] esetén

(1+2)* = i <Z)xk

k=0

Bizonyitds. Legyen f(z) = (14 z)% és P(x) = Z (Z) . A
k=0

a—k+1
k—1

-

k—o0



7.11 BINOMIALIS SORFEJTES 125

hatarérték alapjan a hatvanysor konvergenciasugara 1, vagyis minden z € ]—1,1[ esetén a P(x)
hatvanysor konvergens.

P /
Megmutatjuk, hogy (f) =0. Ez az

P/(@)f (@) - /@) Pa) 1+x“/§:lk )kt a0 lgo(@xk:
“we (S () o)) -
S (S ) B () () o) -

= (1+x)"_1§ ((k+1)(k+1) +k(k> a(Z))mk =0

egyenl&séghdl kovetkezik, ahol felhasznéltuk, hogy minden o € C és k € N esetén

e, 7)) +u(7) -a(3) o

P
Mivel 7 = 0, ezért létezik olyan ¢ € R konstans, melyre f = cP teljesiil a |—1,1[ halmazon.

Tovabba az f(0) = P(0) miatt ¢ = 1, vagyis f = P.
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8. Hatarozatlan integral

8.1. Primitiv filiggvény és tulajdonsagai

8.1. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R. A differencidlhat6 F' : I — R fliggvényt
az f primitiv fliiggvényének nevezziik, ha F’' = f teljesiil. Az f fiiggvény hatdrozatlan integriljinak
nevezziik az

(F:I-R|F =f}

halmazt, melyre az [ f vagy [ f(x)dx szimb6lumot hasznéaljuk. Az integral jel utan allo fiiggvényt
gyakran integrandusnak nevezziik.

8.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R és F : I — R az f barmelyik primitiv
fiigguénye. Ekkor

/f:{F+C’|C’eR}.

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum, f: [ - R és F': I — R az f primitiv fiiggvénye.

Ha G € (F + C| C € R), akkor létezik olyan C' € R, melyre G = F + C. Ekkor G’ = F' = f, vagyis
a G fiiggvény is az f primitivfiiggvénye.

Ha G : I — R az f primitiv fliggvénye, akkor G’ = f, tehat (G — F))’ = 0. Ebbdl a 7.18 tétel alapjan
kovetkezik, hogy létezik olyan C' € R, szam, hogy G — F' = C, vagyis G € (F + C| C € R).

Megjegyzés. A fenti tétel nem igaz, ha I nem 06sszefiiggé halmaz!

Jelolés. A fenti tétel miatt, ha F az f fliggvény egy primitiv fiiggvénye, akkor az

[1=r+c

rovidebb, de pontatlanabb jelolést is hasznaljuk.

8.3. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan, hogy mindkettének létezik
primitiv figguvénye. Ekkor minden ¢ € R szdmra

[t+a=[r+[a & [en=c[r

Bizonyitds. Az F,G : I — R differencidlhat6 fiiggvényre vonatkozo
(F+GQ) =F +d& (cF) = cF’
derivalasi szabalybol kovetkezik.

8.4. Tétel. (Elemi hatdrozatlan integrdlok.) Legyen a € R\ {—1}. Ekkor az integrandus értelmezési
tartomdnydnak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

/exp =exp+C /sin = —cos+C /cos =sin+C
1
/fdx:10g|x|+0 /sh:ch+C /chzsh—i—C
x
x1+a
a — C
/:c do 1—|—a+

Bizonyitds. A primitiv fiiggvények derivalasaval kénnyen bizonyithatéak az egyenlségek.
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8.2. Integralasi modszerek

8.5. Tétel. (Parcidlis integrdlds.)  Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan,
hogy f és g differencidlhato, valamint az fg' fiigguvénynek létezik primitiv fiigguvénye. Ekkor az f'g
fiigguénynek is létezik primitiv fiigguénye és

[wo =19~ [ )

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum, f, g : I — R pedig olyan, hogy f és g differenciilhato,
valamint az fg’ fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye.
Legyen F € fg— [(fg’). Ekkor

teljestil.

fg_FE/(fg') - (fg—F)=fg — [flg+fd—-F=f — F=[fyg,

vagyis F € [ (f'g), ezért az f'g fiiggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye, valamint

fo- [grc [
teljestil.

Most megmutatjuk, hogy [ (f'g) € fg — [ (fg¢’). Ehhez legyen F € [(f’g). Ekkor a bizonyitando
F e fg— [(fg) kifejezés ekvivalens alakja az alabbi.

fg—Fe€ / (fg')
Ez viszont egyszertien adédik az
(fg—F)=fg+fd—fg=1d
derivalasbol.

8.6. Tétel. (Helyettesitéses integrdlds.) Legyen I,J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan
fiigguény, amelynek létezik primitiv figgvénye és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus. Ekkor az
(fop) : J =R figguénynek létezik primitiv figgvénye és

Jwoor=([1)oe

Bizonyitds. Legyen I,J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan fiiggvény, amelynek létezik primitiv
fliggvénye és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus.

Megmutatjuk, hogy az (f o p)¢’ : J — R fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye. Legyen F € [ f és
legyen G = F o . A kozvetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan

G'=(Fop)¢=(fop) ¢,

vagyis G € [(f op)¢'. A fenti gondolatmenetbél

(/f)wg/(fw)w’
/(foso)so/Q(/f)oso

is kovetkezik.
Most igazoljuk, hogy
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teljesiil. Legyen F € /(f o)y, ami azt jelenti, hogy F' = (f o p)¢’. Azt kell igazolni, hogy

Fop ! € [f, ami ekvivalens azzal, hogy (F o ¢~ !) = f. A fiiggvénykompozicié derivalasara
vonatkozo lancszabéaly és az inverzfliggvény derivaldsara vonatkozd
1
—1y\/ __
(SD ) - 90/ o 9071 .

szabaly felhasznalasaval a bizonyitando
(FOgoil)/ _ (F/Ocp—l) . (@71) —
=(((fep)-¢hop™) g =

egyenlGség adodik.

Megjegyzés. Legyen I, J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan fiiggvény, amelynek létezik primitiv
fliggvénye és legyen ¢ : J — I differencidlhaté homeomorfizmus. Ekkor a fenti képlet az

[ et ® at= [ @) as

az alakban irhato fel az x = ¢(t) helyettesitéssel.

O

8.7. Tétel. (Az elemi fiigguények inverzének az integrdlja.) Az integrandus értelmezési tartomdnyd-
nak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

arcsin(x) dz = zarcsing + /1 — 22+ C x €] —1,1]
arccos(z) dz = zarccosz — /1 — 22+ C x €] —1,1]
arctg(z) dx = warctgz — %log(l +z*) +C zeR
arsh(x) dz=zarshe — /14224 C reR
arch(z) dz =zarchz — /22 —14C x €)1, 00]
arth(z) dm:marthx—i—%log(l—xz)—i—(}' x €] —1,1]

log(z) dx = zlog(zx) —z+C x €]0, 00]

— S S S

Bizonyitds. Mindegyik formula a parcidlis integrélas kovetkezménye.
Az els6 integralt megmutatjuk részletesen. Legyen

f]-1,1] T
g:]-1,1] 2+ arcsinx
p:]-1,1] x> /1 —22.

Ekkor f, g és ¢ differencidlhato fiiggvény, valamint

A

formula felhasznalasaval azt kapjuk, hogy az fg’ fiiggvénynek létezik primitiv fliiggvénye, hiszen

(o) =fd — —pe / (fd).
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A 8.5 parcialis integrélés tétele alapjan az f'g fliggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye és

/(f’g) =f9— / (fg')
teljesiil, ami ebben az esetben az aldbbi egyenlGséget jelenti.
[ucsin@)az = [ fag@)ae = fag@) - [ @)@ az =
=zarcsinz — (—p(z)) + C = zarcsinz + /1 — a2+ C

Magyarazat. A parcialis integralas segitségével szamolhato az alabbi tipusu integral.

polinom polinom

exp, log exp, log

/ sin, cos ) sin, cos
sh, ch sh, ch

8.8. Tétel. Legyen n,m € N. Ekkor az R bdrmely nyilt intervallumdn az

/ sin” cos™

integrdlt az aldbbi mddszerek rekurziv alkalmazdsdval lehet kiszdamolni.
1. Ham =0, akkor

1

2k+1
/sin”x dz =
—/(1—t2)k dt, t=cosx ha n=2k+1(keN).

/(1—cost)k dt, t=2x ha n =2k (keN),

2. Ha n =0, akkor
1

ok+1
/cosma: dx =
/(1—t2)k dt, t=sinz ha m=2k+1 (keN).

/(1+cost)k dt, t=2x ha m=2k (keN),

3. Ha n pdratlan, akkor a t = cosx, ha m pdratlan, akkor a t = sinx helyettesités eqyszerisiti
az integralt.
4. Han és m pdros, valamint n = 2k, m = 21 (k,l € N), akkor

1
2k+i+1

1
W/(SiHQZ t)(1 —cost)* ! qt, t=2x ha n>m.

/(sin% (1 +cost) ™% qt, t=2x ha n<m,
/sin”xcosmm de =

Bizonyitds. A helyettesitéses integralas alapjan egyszertien igazolhato.

8.9. Tétel. Legyen a € R\ {0}, b,c € R ésn e NT.
b
1. Ekkor az R\ {_a} halmaz nyilt intervallumain

1
—log|az + b| + C, han=1;
a

1
/ (azx + b)™ de= 1 . 1
a(l—n) (axz+b)n1

+C, han>1.

teljestil.
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2. Ha b? — 4ac < 0, akkor az R halmazon

1 2 2
T = arctg | —————
/az2+bx+c d Vdac — b2 g(\/4ac—b2

és ha b2 — 4ac > 0 akkor az {x € R| az? + bx + ¢ # 0} halmaz nyilt intervallumain

2ax + b — Vb% — 4ac

+C
2ax + b+ Vb? — 4ac

1 1
-+ — 1
/axQ—i-bx—i—c dr Vb2 — dac o8

teljesiil.
3. Han>1 ésb? —4ac # 0, akkor az {x € R| az? + bx + ¢ # 0} halmazon

/ 1 dz = 20z +b .
(ax? + bx + )™ (1 —n)(b? — 4ac)(ax? + bz + c)n—1

2(2n — 3)a 1
(1 —n)(b? — 4ac) / (ax? 4 bz + ¢)n1 dz.

4. Az {x € R| ax? + bx + ¢ # 0} halmazon

/# dx—ilo ‘agcz—l—bw—i—c‘—i/; dzx
ax? +bxr +c " 2a & 2a | ar?+bxr+c

5. Han>1 ésb? —4ac # 0, akkor az {z € R| az® + bx + ¢ # 0} halmazon

/ i x Qo= bx + 2¢ n
(az? + bx + )™ (n —1)(b% — dac)(ax? + bx 4+ ¢)n1
L (-3 / 1 .
(n—1)(b2 —dac) J (az? + bz + c)n—1 '

Bizonyitds. Derivalassal egyszertien adodik.

8.3. Parcialis tortekre bontas

Magyarazat. A kovetkez$ tétel szerint barmely két polinomnak a hényadosa integralhaté az el6z6
tételben szerepls formulak segitségével. Azt a modszert, ahogy visszavezetjiik a polinomok hanya-
dosat a fenti tételben szerepls integrandusokra parcidlis tértekre bontdsnak nevezik. Mivel a tétel
bizonyitasa bizonyos linearis egyenletrendszerek egyértelmii megoldhatosaganak a vizsgalatarol szol,
és szamos tételt felhasznél a lineéris algebra témakorébdl, ezért nem ismertetjiik.

8.10. Tétel. (Parcidlis tértekre bontds.) Legyen P, (x) egy tetszéleges n-ed foki-, Q.. (x) pedig egy
olyan m-ed foki polinom, melynek a féegyiitthatdja 1.
1. Ha n > m, akkor létezik egyetlen olyan P(x) (n — m)-ed foki- és m-nél kisebb foki P(x)
polinom, hogy B
Pu(z) _ 5 P(z)
= P(x) +
(@) (z)

teljesiil.

2. A Qp, polinomhoz léteznek olyan egyértelmien meghatdrozott (N;)i=1,... k, (Pi»@i)i=1,....1 pdron-
ként kilonbézd valds szamok és szampdrok, valamint (2;)i=1,.. k, (Vi)i=1,...; természetes szdmok,
hogy minden x € R esetén

k l
@nte) = (H(m ' Ai)zj) (H(xQ +pix + qi)m)

i=1 i=1

teljesiil, tovdbbd egyetlen 1 < i < esetén sem létezik valds gydke az x> +p;x+q; polinomnak. Ha
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n < m, akkor egyértelmien léteznek olyan (fij)i=1, . kij=1,...z (Qij,Bij)i=1,.. 1j=1,...v; Vol0s

szdmok, hogy
k oz I v

P,(x) Wi Qi + Bij
@) " T Ay T Tt pr

P,
teljesiil minden x € Dom — = elemre.
m

8.11. Definicié. Legyen n € NT és [ € Z". Ekkor x € R™ esetén legyen

n

Ay 2 H xi

i=1

Legyen tovabba k € NT. Ha minden 1 < j < k esetén [; € Z™ és ¢; € R, akkor az

k
R*"—->R z+ chz[m
j=1

fliggvényt n wvdltozds polinomnak nevezziik.
8.12. Definicié. (Raciondlis fiigguény.)

- Az f: R — R fliggvényt raciondlis fiigguénynek nevezziik, ha léteznek olyan P,(Q polinomok,

hogy f = @ teljesiil a Dom f halmazon.
— Az f:R™ — R fiiggvényt n vdltozds raciondlis fiigguénynek nevezziik, ha léteznek olyan P, Q@ n

P
valtozos polinomok, hogy f = — teljesiil a Dom f halmazon.

Q

Magyarazat. Azt mar lattuk, hogy a parcialis tortekre bontas segitségével szamolhato a racionalis
tortfliggvények integralja. Most a specidlis gyokos kifejezések integraljara vonatkozd Csebisev-tételt
emlitjiik meg bizonyitas nélkiil.

8.13. Tétel. (Csebisev-tétel.) Legyen a,b € R és m,n,p € Q, ahol p = 4 valamilyen q egészre. Az
T

/xm(a +bz™P dx

integrdl csak az aldbbi hdarom esetben fejezhetd ki elemi fligguények segitségével.
1. Ha p € Z. Az integrdl meghatdrozasdhoz a binomidlis kifejtés alkalmazandé az (a + bx™)P
kifejezésre.
+1 , ) e .
9. Ha € Z. Ekkor at = v/a+ bz" helyettesitéssel raciondlis fligguényre vezethetd vissza
n
az integrandus.
1
3. Ha m+l +p € Z. Ekkor at = vb+ ax—"™ helyettesitéssel raciondlis fligguényre vezethetd
n

vissza az integrandus.

8.14. Tétel. Legyen R kétvdltozos raciondlis tortfigguvény. FEkkor az aldbbi integrdlok a megadott
helyettesitések rekurziv alkalmazdsdval raciondlis tortfigguények integrdljava transzformdlhatok. Az
integralokndl a,b,c, A1, Ao € R, a # 0 tovdbbd A\ # As.

/R m2—|—a2) dz x =asht vagy * = atgt

1
/R —a2) dz T =acht vagy x = a——
cost

/R —xQ) dz T =asint vagy * = acost
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/R(sinx,cosx) dz t:tgg
Az /R(x, Vax? +bx +¢) dx integrdlndl

Var? +br+c=1t—+/ax, ha a>0;
Var? +br+c=tr++/c, ha c>0;
Var? +bx+c=t(x—X\), ha ar®>+br+c=(r—\)(x— N\a)

alkalmazando.

Bizonyitds. Az utolso esetet bizonyitjuk, a tobbi teljesen hasonld gondolatmenettel igazolhato. Le-
x
gyen R kétvaltozds raciondlis tortfliggvény és t = tg 5 Ekkor a trigonometrikus fiiggvényekre vonat-

kozé Osszefiiggések alapjan

) 2t ) 1—¢t?
sSinxr = 1—|—t2 eS8 Cosx:m,
valamint
dz(t) 2
dt 142

Vagyis az eredeti integral felirhaté az

. 2t 1—1¢2 2
/R(smx,cosx) dz/R(l—&-tQ’l—i-tQ) 112 dt

alakban, ami a t valtozonak raciondlis tortfiiggvénye.
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9. Hatarozott integral

9.1. A maydnem mindeniitt tulajdonsag

9.1. Definicié. Az R korlatos intervallumainak a halmazat jeldlje

j0 é U {[av b] ’ [CL, b[7 ]a7 b]v ]av b[}a

a,beR
a<b

és az Jg halmazban szerepld intervallumok hossza legyen

Ho : j0 — R+ [a‘v b] ) [CL, b[7 ](1, b]v ]av b['_> b—a.

Jelolés. Adott a,b € R, a < b esetén sokszor fogjuk tekinteni az a és b pontok altal meghatarozott
intervallumokat. Azokban az esetekben, mikor mondanivalonk érvényes az [a, b] ,[a, b, ]a,b] és ]a, b]
intervallumok mindegyikére, az (a, il szimbolummal fogunk élni.

9.2. Tétel. Ha Ay, Ay € Ty olyan halmazok, melyre Ay N Ay # 0 teljesiil, akkor Ay U Ay € Ty és
po(A1 U As) < po(Ar) + po(Az).

Bizonyitds. Legyen A; =y, b1l és As =g, bol.
Ha by = as, akkor az A; N Ay # (0 feltétel miatt A; = aq,b1] és Ay = [ag,bal, tehdt A; U Ay =
a1, bl € Jg, tovabba

po(A1 U Ag) =by —ap =by —az + by —ar = po(Ar) + po(As).
Ha by > ag, akkor A; U Ay = tmin {a;,as},max {by,ba}? € Jg, tovabba
to(A1 U Ag) = max {by, by} — min{ay,as} < by + by —ay — ag = po(A1) + po(A4z),
ahol felhasznéltuk az a; < by és as < by egyenlGtlenséget.

9.3. Definicio. Az A C R halmaz Lebesque nulla mértékid, vagy rovidebben nulla mértékd, ha min-
den € € RT esetén létezik olyan Jg-ban halad6 (A;);en halmazrendszer, hogy

AC DAl és i,u,o(Ai)<€.
=0 1=0

9.4. Tétel. (Nulla mértékd halmazok alaptulajdonsdgas.)
1. Az A C R halmaz pontosan akkor nulla mértékd, ha minden ¢ € RT esetén létezik olyan
Jo-ban halado nyilt halmazokbdl dllé (Ay,)nen halmazrendszer, hogy

AC [j A, és i,uo(An) <e
n=0 n=0

teljesiil.
2. Nulla mértéki halmaz minden részhalmaza nulla mértéki.

3. Ha minden n € N esetén A, C R nulla mértéki, akkor U A, 1s nulla mértéki.
n=0
4. Minden megszdmldalhaté halmaz nulla mértékid.

Bizonyitds. 1. Legyen A C R nulla mértékii halmaz és e € R tetszéleges paraméter. Ekkor létezik
olyan (A,)nen halmazrendszer, hogy minden n € N esetén A,, € J,

PR

A - U An és iMO(An) <
n=0
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teljesiil. Legyen

N,={neN|3c, eR: A, ={c,}}
N, ={n eN| Jan, b, €R: a, <b, N Ay =la,,b,1}.

Ekkor N, NN, = 0 és N, UN, = N. Minden n € N, szamhoz létezik olyan a,,b, € R, hogy
A, =y, by teljesii], ekkor legyen

3a, — b, 3b, —a,
gy |t Y|

Az U,, € 3y halmaz nyilvan nyilt, A, C U, és po(Un) = 2p0(A4,). Minden n € N, szamhoz létezik
olyan ¢, € R, hogy A,, = {c,} teljesiil, ekkor legyen

13 13
U"7}6”78~2"’C"+8~2"['

Az U,, € 7y halmaz nyilvan nyilt, A, C U, és uo(U,) = ﬁ Az igy definialt nyilt halmazokbol
allo (Up,)nen halmazrendszerre
AC U A, C U U, és
n=0 n=0
= €
Do n0(Un) =D po(Un) + Y 1o(Un) <23 po(dn) + Y o <
n=0 neN,. neN, neN,. neN,
e €
< S, c
2%#0(An)+%4 o <27t =e¢

teljestl.

2. A definici6 alapjan nyilvanvalo.

3. Legyen minden n € N esetén A, C R nulla mértékd halmaz és legyen ¢ € RT tetszéleges
paraméter. Mivel az n € N paraméterhez tartozdé A, halmaz nulla mértékd, ezért létezik olyan

(Un,i)ien halmazrendszer, hogy minden ¢ € N esetén Uy, ; € Jo, Ap, C U U, és Z/,LO(Un,i)

< gt
i=0 i=0
Legyen 0 : N — N x N tetsz6leges bijekcié. Ekkor
U A, C U Unz = U Uo(k)a
n=0 n=01i=0 k=0
valamint
o (o) o0 o0 €
ZMO(Ua(k)) = Z Z#O(Un,z’) < Z onil = €
k=0 n=0i=0 n=0

4. Mivel az egy elemi halmaz nulla mértékd, ezért az el6z6 pont alapjan nyilvanvalé.

9.5. Tétel. Legyen a,b € R, a <b. Ekkor az [a,b],][a,b],]a,b],]a,b[ halmazok kézil egyik sem nulla
mértékd.

3a+b a+3b

1 és B = szamokat.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és ehhez definiadljuk az o =

Mivel
[, 8] € [a, 0], [a, 0] ]a, ], ]a, b,

ezért elég igazolni, hogy [«, ] nem nulla mértékd. Indirekt, tegyiik fel, hogy [a, 8] nulla mértékd.
Ekkor a 9.4 tétel alapjan létezik olyan (Up,),en nyilt halmazokbol 4ll6 halmazrendszer, melyre

[, B] € U Up és Zuo(Un) < B;a
n=0
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teljesiil, tovabba feltehetjiik, hogy minden n € N esetén [«, B]|NU,, # (0, hiszen egyébként kihagyhatjuk
az [a, 8] halmaz lefedésébsl. Mivel az [a, §] halmaz kompakt, ezért véges sok nyilt halmazzal is
lefedhetd, vagyis 1étezik N € N, hogy

Ezek utan tekiII\l[tsiik az aldbbi konstrukciot.

— Mivel a € U U,, ezért létezik olyan ro € {0,..., N} szam, melyre a € U,, teljesiil, és legyen
n=0

Lo =U,,.

— Ha mar valamilyen i € N esetén r; és L; definialt, akkor ha 5 < sup L; teljesiil, akkor ne definialjunk

t6bb elemet, ha pedig 8 > sup L;, akkor a

supL; € (U Un> \ <O UTk>

tartalmazas miatt létezik olyan m € {0,..., N} \ {ri|k =0,...,i} elem, melyre sup L; € U,, teljesiil.
Ekkor legyen 741 = m és legyen L;11 = L; UU,,, .

Tegyiik fel, hogy a fenti konstrukciéval M + 1 elemet definidltunk, vagyis ismert az (L;)icqo,... m}
halmazrendszer. A konstrukcié miatt [o, 3] C Ly teljesiil, valamint minden ¢ € {0,...,M —1}
esetén L; N U, , # 0, tehat a 9.2 tétel miatt L,y = L; UU,,,, € Jg és

MO(L’L+1) - ,LLO(LZ U U’l‘i+1) S NO(LZ) + /’LO(UTH»I)

teljesiil. Ebbél az

b —«

2

M 0o
B—a=po(lo, B]) < po(Lnr) <D po(Ur) <D po(Us) <
k=0 k=0

ellentmondés adoédik.

9.6. Definicié. A

3m_1
A 3k+1 3k+2
c=p1u\ U U}3m+173m+1{
meN k=0

halmazt Cantor-halmaznak nevezziik.
9.7. Tétel. (A Cantor-halmaz tulajdonsdgai.) A Cantor-halmaz kompakt és nulla mértéki.

Bizonyitds. 1. A Cantor-halmaz korlatos és zart, tehat kompakt.
2. Definialjuk rekurziv médon a

p P01]) = P(0,1])  J> <;J> U @ + ;J>

leképezéssel és az Iy = [0,1] kezdGelemmel az n +— I, sorozatot, tehat minden n € N esetén
I+1 = p(I,). Ha J € P([0,1]) az Jp halmaz véges sok elemének az unidja, akkor p(I) is ilyen
tulajdonsagi, vagyis mindegyik I,, halmaz véges sok intervallum uniéja. A p definiciéja alapjén min-
2 2\"
den i € N elemre po(Ip41) = g,uo(ln) is teljestil, vagyis po(lo) = 1 miatt po(I,) = (3) . Rovid
szamoléssal igazolhat6, hogy minden i € I esetén C C I, teljesiil, ahol C jeloli a Cantor-halmazt.
n 2 n
Mivel lim (3 = 0, ezért minden ¢ € R szamhoz létezik olyan n € N, melyre (3> < ¢ és ekkor
n—oo
I,, intervallumoknak olyan véges rendszere, melyre
C Cul, ¢s Z wo(J) <e.
Jer,
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9.8. Definicié. Legyen minden = € R esetén p(z) egy-egy igaz vagy hamis formula. Azt mondjuk,
hogy majdnem mindeniitt p(x), ha az {z € R| p(z) hamis} halmaz nulla mértékid. Ezt ugy roviditjiik,
hogy m.m. p.

9.9. Tétel. Ha az f : R — R folytonos figguényre m.m. f =0 teljesiil, akkor f = 0.

Bizonyitds. Legyen f : R — R majdnem mindeniitt nulla folytonos fiiggvény, és tegyiik fel, hogy
létezik olyan a € R pont, melyre f(a) # 0. Ekkor a folytonossag miatt létezik olyan 6 € R™, hogy

minden z € Ja — J,a + [ pontra |f(x)| > M. Mivel a Ja — §,a + 6] halmaz a 9.5 tétel alapjan

2
Ja—6,a+ 6] C{x eR| f(x) # 0}

a tartalmazéas miatt az {z € R| f(z) # 0} halmaz sem lehet nulla mértékd.

nem nulla mértéki, ezért a

9.2. A Riemann-integral

9.10. Definicié. Az [a,b] korlatos intervallum felosztdsdin egy olyan (x;)i—o,...n Szdm n-est értiink
melyre o = a, £, = b és minden 0 < i < n — 1 esetén x; < x;11 teljesiil. Az [a,b] intervallum
felosztasainak a halmazat F1* jeloli, azaz

Flab] _ {xe U}"(n,[a,b])‘ n e N\{0,1}, zp=a, x,_1 =0, Vi€ (n—1): $i<$i+1}.
n=2

Azt mondjuk, hogy az x € Fl! felosztas finomabb, mint az y € Fl@Y felosztas, ha Rany C Ranz,
melyet az y < x szimbolummal jeloliink.

Magyarazat. Vagyis az = = (zo,...,2,) € F*! felosztas pontosan akkor finomabb, mint az y =
(Yo, - - -, ym) € Flot! felosztas, ha

{y07"'7ym} g {$07""xn}
teljesiil és ezt az y < x vagy masképp a (¥;)i=o,....m < (Ti)i=o,....n szimboélummal jeloljiik.

9.11. Definicié. Legyen x = (2;)i=0,..n €8 ¥ = (Yi)i=o0,....m az [a,]] korlatos intervallum egy-egy
felosztasa. Legyen

L={z;]0<i<n}U{y|0<i<m}, k=|Ll—1,

és definialjuk a (z;)i=o,... x szamokat az alabbi rekurzioval.
— Legyen zp = a.
— Ha z; ismert és i < k, akkor legyen

ziv1 = min (L \ {z0,...,2i}).

Ekkor a z = (2;)i=0,... 1 felosztast az x és az y felosztds egyesitésének nevezzikk és a z = z Uy
szimbolummal jeloljik.

9.12. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és z = (z;)i=0,...n € Flabl egy felosztas.
Ekkor az f figgvény (x;)i=o,...n felosztdshoz tartozo alsé kézelitd dsszege

s2(f) T'H ( inf ]f(t)> (Tip1 — 24),

te€z;,xit1

és felsd kézelitd dsszege

Sz(f) ,_< sup }f(ﬂ) (Tit1 — Ti).

telxi, it
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Tovabba definidljuk az alsé- és felsd kozelitd dsszegek értékeinek a halmazdt.

s(f) = {sz(f) eER|z € }‘[a,b]}
S(f) = {Sz(f) €ER|z € f[a,b]}

9.13. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figguény.
1. Minden x € FloY felosztds esetén s,(f) < S.(f).
2. Ha z jeloli az [a, b] intervallum trividlis folsztdsdt, azaz z = (a,b), akkor minden mds x € Flo)
felosztas esetén s,(f) < sz (f) és Su(f) < S.(f)-
3. Ha az xz,y € F1*Y felosztdsra v <y teljesiil, akkor s.(f) < sy(f) €s Sy(f) < Sz(f).
4. Bdrmely x,y € F1*Y felosstdsra s, (f) < Sy(f) teljesiil.
5. Az s(f) halmaz felilrol korldtos, valamint az S(f) halmaz alulrél korldtos.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, jelolje z a zg = a és z; = b trivialis felosztést
tovabba legyen & = (2;)i=0,...n €S ¥ = (¥i)i=0,...,m az [a,b] intervallum olyan felosztésa, melyre z < y
teljesiil.

1. A definici6 alapjan nyilvanvalo.

2. Az s.(f) < s.(f) egyenlStlenséget

n—1 n—1
— 1 — > . — - ) —
SUEDY (int 70 (i1 = —;(téﬁfb 0) (et — )

- ( inf f(t)) (b—a)=s.(f)

t€la,b]

igazolja, ehhez hasonl6an mutathaté meg, hogy S.(f) < S.(f) teljesiil.

3. Tegyiik fel, hogy az x felosztast oly modon finomitjuk, hogy valamely j € {0,...,n — 1} esetén az
[z, xj4+1] szakasz belsejébdl hozzavesziink még egy c osztopontot. Jeldlje o' az igy kapott felosztast.
Mivel

<te1[2f,c] i )> (e =)+ ( inf f(t)) (01— ) >

t€fe,zj11]

2<te[inf f(t))((cxj)+(wj+10))—( inf ]f<t>> (241 — ;)

Tj,2541] L€z ,ai41

( sup f(ﬂ) (c—z;) + < sup f(t)> (xj41 —¢) <
te(x;,c] t€le,zj41)

< ( sup f(t)> ((c=2j) + (Tj41 — ) = < sup Jf(ﬂ) (Tj41 — 25),

telz; @ 41] te€[z; w41

ezért s;(f) < sar(f) €s Su(f) = Sar (f)-

Mivel az y felosztast megkaphatjuk az x felosztasbdl véges sok 1j osztépont hozzavételével, ezért
s2(f) < sy(f) és Su(f) > Sy(f) teljesiil.

4. Legyen z, y tetsz6leges felosztasa az [a, b] intervallumnak, és tekintsiik a z = a2 Uy felosztast. Ekkor
x < zésy < z, amibdl az el6z6 pont alapjan s,(f) < s.(f) és S.(f) < Sy(f) adodik. Mivel az 1.

pont alapjan s, (f) < S,(f), ezért s, (f) < Sy (f).
5. Mivel minden x felosztasra z < z teljesiil, ezért

ami igazolja, hogy az s(f) halmaz feliilrsl, az S(f) halmaz pedig alulrol korlatos.

9.14. Definicié. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény
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b

— alsd integrdljénak nevezziik a sup s(f) mennyiséget, melynek jele [ f;
a
b

felsd integriljanak nevezzik a inf S(f) mennyiséget, melynek jele T I

b b

b
b b b
~ Riemann-integrilhaté, ha [ f = [ f, ekkor /f vagy /f(x)dx jeloli az [ f = [ f értéket.
a a o a
Tovabba bevezetjiik az R([a,b],R) jelolést a Riemann-integralhato fiiggvényekre, vagyis

R([a,b],R) 2 {f : [a,b] = R]| f korlatos és Riemann-integralhato} .

— Ha f € R([a,b] ,R), akkor bevezetjiik a

a

1
b
jelolést.
— Tovabba minden a € R pontra és f : R — R fiiggvényre a € Dom [ esetén legyen

]fAO

b a
— Haa,b € R, a < b, valamint f € R([a,b],R), akkor a / fésa / f mennyiséget az f fiigguény
a b

1>

IE

a

hatdrozott integrdljinak nevezziik.

9.15. Definicié. Az f : [a,b] — C fiiggvény Riemann-integrdlhatd, ha Reof, Imof € R([a,b],R) és
ekkor a
b b

/bfﬁ /Reof +i /Imof

a a

képlettel értelmezziik a komplex értéki fliggvény integraljat.
9.16. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiigguényre

b 2
[r<]1
a a
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos figgvény, « = sups(f) és 8 = inf S(f). Azt kell
megmutatni, hogy o < 8. Az éallitassal ellentétben tegyiil fel, hogy 8 < «. Ekkor legyen ¢ = o — 3.

Legyen x és y az a felosztds, melyre a — % < sx(f) és Sy(f) < B+ % Mivel a 9.13 tétel szerint

minden z,y felosztas esetén s, (f) < Sy (f), ezért

a5 <8N <8, <P+

vagyis a — 3 < ¢, ami lehetetlen, hiszen a — 8 = ¢.
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9.3. A Riemann-integralhatésag kritériumai

Magyarazat. Ebben a fejezetben elGszor csak elégséges feltételeket adunk fiiggvények Riemann-
integralhatosagara. A fejezet végén kozelebbrol is megvizsgaljuk a Riemann-integralhatosagra vonat-
kozé Lebesgue-tételt, mely sziikséges és elégséges feltételt ad korlatos fliggvény Riemann-integréalha-
tosagara.

9.17. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiigguényre
feR(a,b],R) = VeeR Iz e FI*Ul . S .(f) —s.(f) <e.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény.
b

Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R) és legyen ¢ = / f, valamint ¢ € R" tetsz6leges paraméter. Ekkor
létezik olyan z,y felosztasa az [a,b] halmaznak, r?lelyre
€

cf§<sx(f) Sy<c+2

2
teljesiil. Legyen z =z Uy. Mivel x < z és y < z, ezért s,(f) < s.(f) és S.(f) < Sy(f), vagyis

¢~ 5 <sa(f) < s <e

CSSZ(f)SSySC‘i‘*

Do ™

ezért

c—cSSz(f)—sz(f)<c+§—(c—%) =e.

Ezzel igazoltuk az allitas egyik iranyd kovetkeztetését.

Most tegyiik fel, hogy f olyan fiiggvény, hogy minden ¢ € R™ létezik olyan z felosztas, melyre
Sz (f) — s2(f) < e teljesiil. Legyen a = sup s(f) és 8 = inf S(f). Megmutatjuk, hogy o = 5. A 9.16
tétel alapjan o < .

Tegyiil fel, hogy a < 5. Ekkor legyen ¢ = 8 — a. A feltételezésiink alapjan ehhez a ¢ paraméterhez
létezik olyan x felosztas, melyre Sy (f) — s.(f) < € teljesiil. Ekkor

6§Sz(f)<sx(f)+5§a+5,

vagyis a € = f — a < ¢ ellentmondést kapjuk.
Mivel o < 8 és a < 8 lehetetlen, ezért o = 3, ami azt jelenti, hogy f € R([a,b],R).

9.18. Definicié. A korlatos f : [a,b] — R fiiggvény oszcilldcidja

A .
w(f,[a,b]) = (;Bj{’b]f(t)> - <téﬁf,b]f(t)> :

Az f figgvény x = (z;)i=0,...n € Flabl felosztishoz tartozo oszcillicids dsszege

2

Q.(f)

w(f, s, Tig1]) (Tig1 — ).

s
Il
=)

Magyarazat. A definici6 alapjan nyilvanval6, hogy minden korlatos f : [a,b] — R fiiggvény és
x € Flobl felosztés esetén

Qu(f) = Su(f) = 52(f)

teljestl.
9.19. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre

feR(a,b],R) <= VeeR Iz e FI*U: Q.(f) <e.
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Bizonyitds. A 9.17 tétel alapjan nyilvanvalo.
9.20. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figgvény. Ekkor

w(f,la,b]) = sup |f(u) = f(v)]

u,v€[a,b]
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen H = f([a,b]) és A = {|x —y|| z,y € H}. Mivel f korlatos, ezért a H halmaz
is korlatos, vagyis létezik az o = sup H és a § = inf H val6s szam. Megmutatjuk az

a—f=supA

egyenl&séget, melybdl mar kovetkezik a bizonyitandé allitas.
Barmely z,y € H szamra § < z,y < « teljesiil, ezért

f-a<z—y<a-—Pp,
vagyis
lz -yl <a—B.

Tehat o — B fels6 korlatja az A halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik kisebb fels§ korlatja az A

halmaznak. Legyen § € R™ olyan felsé korlat, melyre § < a — 3 teljesiil. Vezessiik be a pozitiv
—B-=9
€= % paramétert. Ekkor létezik olyan z,y € H, melyre « — e < z és y < (B + ¢ teljesiil,
vagyis
r—y>a—e—pF—ec=46>0.

Tehét van olyan z,y € H elem, melyre |z — y| > § teljesiil, tehat § nem felss korlatja az A halmaznak.

9.4. Riemann-integralas alaptulajdonsagai

9.21. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) és ¢ € R esetén f + g,cf, fg € R([a,b],R), vagyis az
R([a,b] ,R) algebra, valamint

/ab<cf>c/abf /:f+/abg/ab(f+g)

Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R) és legyen ¢ € R tetszéleges paraméter. Ekkor létezik olyan

x,y € Flotl felosztas, melyre
£ €
- — < —
/ = <salf) < 8 / F+7

/ag—z<8y()§5y() /ag+1

teljesiil. A tovabbiakban felhasznéljuk, hogy barmely z = (2;)i=0,...n € F [a.b] felosztas esetén

teljesiil.

(sl =3 (int S0+ int g0 G - <

Zi,Zig1) t€(zi,zit1]

™

(te[ inf  (f(t) + g(t))) (zit1 — zi) = s:(f + g)

2i,Zit1]

t€[zi,zi41] t€[zi,2i41

S.(f) +5:(9) = ’_ ( sup  f(t)+ sup ]g(t)> (2it1 = 2i) =
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> z_: < sup  (f(t) +9(t))> (ziv1 —2i) = S=(f + 9)-
=0

t€lzi,zi+1]
Legyen z = x Uy, azaz z az x és az y felosztas egyesitése, ekkor az

s2(f) +82(9) < s2(f +9) < 5:(f +9) < S(f +9) <Sy(f +9) <5y (f) + Sy(9)

egyenl&tlenségek miatt

/abf*”/abg—;<sz(f+9)<Sz(f+g)</:f+/abg+;7

vagyis Q. (f + g) < e. Ez pedig a 9.19 tétel alapjan azt jelenti, hogy f + g € R([a,b],R). Tovabba a
fenti egyenlGtlenség alapjan

sups(f+g)</abf+/abg 6s infS(f+g)</abf+/abg

/ab(f+g)/:f+/abg.

A szammal val6 szorzéasra vonatkozo szabaly egyszertien igazolhat6 a definicio alapjén.
Legyen f € R([a,b],R) és K € R* olyan szam, melyre minden ¢ € [a,b] esetén |f(t)] < K teljesiil.
Ekkor minden u,v € [a, b] elemre

[F2(w) = f2(0)| = f () + F)] - 1 f(w) = f(v)] < 2K - |f(u) = f(u)].

teljesiil, vagyis

Vagyis barmely x = (2;)i=0,... n € Flabl felosztasra a 9.20 tétel alapjan

|
-

n

Q. (f?) = ‘ w(f?, [wi, wig1]) - (i1 — 3) =

<
Il
=]

1
L

I
(]

( Sup |2 (u) - f2(v)|> (T — i) <

i=0 [®i,2441]
n—1
< ( sup [ f(u) — f(v)> 2K - (i1 — @) = 2K Q. (f)
i=0 \WVE[Ti,Tit1]
adodik, ami azt jelenti, hogy f2 € R([a,b],R). Ha g € R([a,b],R), akkor az fg = %((f+g)2—(f—g)2)

egyenlGség alapjan fg € R([a,b],R) teljesiil.

9.22. Tétel. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korldtos fiigg-
vény. Az f € R([a,b],R) tartalmazds pontosan akkor teljesil, ha f € R([a,c],R) és f € R([c,b],R),

valamint ebben az esetben , ,
[i=fr+]s

Bizonyitds. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korlatos
fliggvény.

1. Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € R szamhoz létezik az |[a, c]
intervallumnak olyan z felosztasa, melyre Q,(f) < e teljesiil. Legyen ¢ € R* tetsz6leges. Mivel
f € R([a,b],R), ezért létezik olyan z’ felosztasa az [a, ] intervallumnak, melyre ,/(f) < e. Legyen
xo az 2’ és az (a,c,b) felosztas egyesitése. Ekkor 2’ < xq, ezért a 9.13 tétel alapjan

51’(f)§510(f) és S:L”(f)ZS:L’O(f)u
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vagyis

Qao(f) = Sao(f) = 820 (f) < Swr(f) — 50 (f) = Qv (f) <&
Ha az xp = (z;)i=0,... n, felosztasbol csak azokat az x; pontokat hagyjuk meg, melykere z; < ¢ teljesiil,
akkor az [a, ] intervallumnak kapjuk z egy felosztasat, melyre Q. (f) < Q. (f) < ¢ teljesiil.
A fenti gondolatmenethez hasonloan igazolhatd, hogy az f fliggvény Riemann-integralhato a [c,b]
intervallumon is.

2. Tegyiik fel, hogy f € R([a,c],R) és f € R([c,b],R). Legyen oo = / féspB= / f- Megmutatjuk,

hogy minden ¢ € R szdmhoz létezik az [a, b] intervallumnak olyan z felosztdsa, melyre
a+6—5 < s:(f) < Sa(f) <a+ﬁ+§

teljesiil.
b
Ebbdl ugyanis egyrészt Qr(f) < e kovetkezik, vagyis f € R([a,b],R), masrészt / f = a+ B adodik,
a

ami a bizonyitandé egyenlGség.
Legyen € € RT tetszoleges. Mivel f € R([a, ], R), ezért létezik olyan z; felosztasa az [a, | interval-
lumnak, melyre

— 7 <sn(D <SS <at]

teljesiil és mivel f € R([e,b],R), ezért létezik olyan x5 felosztasa a [c,b] intervallumnak, melyre

B35 <5l < Sulf) <B+7

Legyen z az x; és x4 felosztasok osztopontjainak az egyesitésébdl nyert felosztésa az [a, b] interval-
lumnak. Ekkor a kozelité 6sszegek definicidja alapjan

S2(f) = 82, () + 52, (f) & Sa(f) = 52, (f) + e, (),
vagyis a fenti egyenl6tlenségek Gsszeadasabol
a+B—5 <) S S(f) Sat B+
adodik.
9.23. Tétel. Minden a,b € R, a <b szamra C([a,b],R) C R([a,b],R) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és f € C([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € R™
paraméterhez létezik olyan = = (z;)i=o,... ., felosztésa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < e
teljesiil. Legyen ¢ € RT. Mivel f folytonos fiiggvény és [a,b] kompakt halmaz, ezért a 6.34 Heine-
tétel alapjan létezik olyan § € R, hogy minden u,v € [a,b] szamra

€

u—vl <8 = [f@) - fO) <

a} + 1 és minden k € {0,...,n} esetén legyen

L =
egyen n [ 5

xk—a—i—k(b—a)

és jelolje = az (;)i=0,... n felosztast. Ekkor a 9.20 tétel alapjan

3
|
—

Q. (f) = 4 w(f, [xi, ziga]) - (Tig1 — ) =

~
Il
=]

3
—

™

-
I
o

w,VE [T, Tit1]

( sup  [f(u) - f(v)|> (@i — @) <

3
|
—

€ b—a

b—a n

-
Il
=]
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9.24. Tétel. Ha f : [a,b] — R fiigguény monoton, akkor f € R([a,b],R).

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R monoton névé fiiggvény és € € RT tetszéleges paraméter. Meg-
mutatjuk, hogy létezik olyan x = (x;)i=0,...n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < ¢
teljestil. Ha f(b) = f(a), akkor a fliggvény allando, tehat folytonossaga miatt integralhato. Ezért
feltessziik, hogy f(a) < f(b).

Legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter és vegyiink egy olyan x = (z;)i—o,... » felosztast, melyre minden
i€ {0,...,n—1} esetén z;11 — x; < c teljesiil. (Ilyen felosztas létezik, hiszen ehhez hasonlot
konstrualtunk a 9.23 tétel bizonyitasaban.) Ekkor

Q(f) = _< sup  f(t) — _ inf ]f(t)>-(wi+1—xi)§

temi,wisa] telzi,xip1

~.
(=)

S
—

IN

(f(@it1) — f(x:)) e =c(f(b) — f(a))

=0

o

teljestil, vagyis ha ¢ = paraméterhez valasztjuk meg a felosztast, akkor Q. (f) < e.

2(f(b) — f(a))
9.25. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor |f| € R([a,b],R).

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R) és e € RT tetszdleges paraméter. Mivel f € R([a,b],R), ezért
létezik olyan = = (z;)i=0,...,n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q,(f) < e teljestil. Mivel
minden «, 5 € R esetén

o = 18] < |a = B,
ezért minden 7 € {0,...,n — 1} indexre a 9.20 tétel alapjan
w(lfs [z wia]) = sup ([f (@)= [f)I[ < sup |f(u) = f(0)] = w(f, [2i, 2iga]).
WVE[T;,Tip1 W,VE[T;,Ti41]
Ebbél pedig
n—1 n—1
(/) =D wlf], i) - (@i —23) < w(fs 23, 2i0]) - (g1 —23) = Q(f) <e
=0 =0

adodik, amibdl |f| € R([a,b],R) kovetkezik.
9.26. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) figguényre

b
1. ha f >0, akkor [ f > 0;

b b
2. ha f>g, akkor [ f > [g;

a a

b b
LA =T
Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R).
1. Ha f > 0, akkor az [a,b] intervallum barmely I felosztasa esetén sr(f), Sr(f) > 0, ezért a kozos
b

hatarértékiikre is f >0 teljesiil.

2. Ha f >y, alkor a h = f — g fiiggvényre h > 0 teljesiil, valamint h a 9.21 tétel értelmében szintén

Riemann-integralhaté és
b

A tétel 1. pontja alapjan/ h >0, ezért f >/ g-

a
b

3. Mivel f <|f]|, ezért a 2. pont alapjan / f< / |f|. Tovabba a — |f| < f egyenl6tlenség miatt

/afS/a\fl-

—/ |f|§/ f. Ezek alapjan
a a
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9.5. Newton—Leibniz-tétel

9.27. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f € R([a,b],R) és F € C([a,b],R) olyan figgvény,
mely differencidlhatd az |a,b| intervallumon és itt F' = f. Ekkor

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), F € C([a,b],R) legyen olyan fiiggvény, mely differencialhato
az |a, b[ intervallumon, és itt F' = f teljesiil ra, valamint tekintsiik az [a,b] intervallum egy tetszs-
leges © = (2;)i=0,....n felosztasat. Minden ¢ € {0,...,n — 1} esetén alkalmazzuk az F fliggvényre
a Lagrange-féle kozépértéktételt az [x;, 2;41] intervallumon. Ekkor azt kapjuk, hogy létezik olyan
¢i € |wi, xiq1] s7Am, melyre

F(ziy1) = F(zi) = F'(¢;)(zi41 — 2:) = f(e)(@ir1 — i)
teljestil. Ezeket az egyenleteket Gsszeadva

n—1 n—1

> F(aip) = Fzi) =Y flei)(wiv1 — i)
i=0 =0
Fb) — F(a) = 3 f(e) (wiss — w2)
1=0

adodik. Mivel ¢ € {0,...,n — 1} esetén

inf  f() < fle) < sup f(t),

te[ws,mita] t€|xi,wiq1]
ezért
n—1 n—1
s2(f) = ( inf f(t)> (@irr — @) <Y fle) (@i — @) =
o te€(xi,xit1) =

[

n—

F(b) — F(a) < Z ( sup ]f($)> (Tit1 — i) = Sz(f).

i—0 \t€lzi,zit1

Tehat minden zx felosztésra
sz(f) < F(b) — F(a) < S:(f)

b
teljesiil, amibdl f integralhatosidga miatt / f = F(b) — F(a) kovetkezik.

9.28. Tétel. Ha f : R — R olyan fiigguvény mely folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon,
akkor

b
f0)= s+ [ 1
Bizonyitds. Legyen f: R — R olyan fliggvény mely folytonosan differencialhat6 az [a, b] halmazon.

Ekkor f’ folytonos az [a, b] halmazon, tehat f’ € R([a,b],R) és innen mar a 9.27 Newton—Leibniz-tétel
alapjan kovetkezik az allitas.
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9.6. Az integralfiiggvény
9.29. Definicié. Az f € R([a,b],R) fliggvény integrilfiggvénye

Ir:ja,b) > R x»—)/f.

9.30. Tétel. Legyen f € R([a,b],R).
1. Az Iy figgvény folytonos.
2. Ha f folytonos az xy €la,b] pontban, akkor Iy differencidlhaté az xo pontban és I}(xo) =

f(xo).
3. Ha f € C([a,b],R), akkor létezik primitiv figguénye.

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), zo € Ja,b[ és jelolje Iy az f integralfiiggvényét. Mivel f
korlatos, ezért létezik olyan K € R, hogy minden z € [a, b] esetén |f(z)| < K.
1. Legyen z,y € [a,b]. Ekkor a 9.22 tétel alapjan

If(ff)—ff(y)z/jf—/any/wa,

vagyis felhasznélva a 9.26 tételt
(x) = Ip(y)| < K|z —y
adodik, amibdl az y — = hatarértékkel kapjuk az

hinlf =1,

egyenletet, ami az Iy fliggvény = pontbeli folytonossagat garantalja.
2. Tegyiik fel, hogy f folytonos az xy pontban és legyen ¢ € R™ tetsz6leges paraméter. Ekkor az f
fiiggvény xo pontbeli folytonossaga miatt létezik olyan § € RT, melyre

Vzea,b]:|z—xo| <0 — |f(z)— f(zo)] <e.

Tegyiik fel, hogy z € ]zg, 29 + §[ N [a,b]. Ekkor a 9.22 tétel és a fenti egyenlGtlenség alapjan
z x0 z
LG -y = [ £ [Ti=[ 1
a a x0

(f(x0) — €)(z — 20) < / T F < (Flao) +€)(z — o),

melyek kombinaciéjabol
17 (2) = Iy (o)

—e< <
flxo) — € E— < flwo) +¢
adodik. Vagyis
o Ap(z) — Iy (o)
1 - = = .
B, f(zo)
Teljesen hasonléan igazolhato, hogy az x¢ pontban vett bal oldali hatarérték is létezik és értéke f(xo).
Tehat 14(2) — I (zo)
_ S\Z) = 17{&o)
If(Io) zlggo T f(zo).

3. Ha f folytonos, akkor a 2. pont alapjan Iy az f egy primitiv fiiggvénye.
9.31. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor

/f_xl—lgll-‘r/f_ lizn /f

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R). Ekkor létezik olyan K € R*, hogy minden = € [a,b] elemre
|f(z)| < K teljesiil. A 9.22 tétel alapjan minden x € |a, b[ esetén

/ /f+/ B
JEY ALY S

ebbdl a 9.26 tétel felhasznélasaval

L]
b

b b b
o=\ 1)< i< [ K=w-ax
adédik. Ebbsl

b b

w1—1>rl£1+ /a f_ 2 f =0
b x

lim /f— fl=0
r—b— a a

kovetkezik, melynek egyszeri atalakitédsa a bizonyitandé allitas.

9.7. Lebesgue-tétel

9.32. Tétel. (Lebesque-tétel.) Az f : [a,b] — R korldtos figguény pontosan akkor Riemann-integrdl-
hatd, ha majdnem mindeniitt folytonos.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és legyen K € R™ olyan szam, melyre minden
x € [a,b] szamra |f(z)| < K teljesil.
1. Az, hogy az f fliggvény nem folytonos az = € [a, b] pontban azt jelenti, hogy

Je e RO e R Iy € fa,b]: |z—y|<d A |f(x)— fly)] > e

1
Mivel minden ¢ € RT szamhoz létezik olyan n € NT, melyre ¢ > — teljesiil, ezért az, hogy az f
n

fiiggvény nem folytonos az x € [a, b] pontban az
1
IneNTV6 e RT3y € [a,b]: |z —y|<d A |f(x)— fly)] > o
alakban is felirhat6. Minden n € N esetén legyen

Dn:{xe[a,b} ‘ V6> 03y € [a,b]: |[x—y| <d A |f(1:)—f(y)|>1ll},

valamint legyen D = U D,,. Ekkor z € D pontosan akkor teljesiil, ha f nem folytonos az x pontban.

n=1
2. Ha f majdnem mindeniitt folytonos, akkor a D halmaz nulla mértékd, ezért a 9.4 tétel alapjan
minden n € Nt esetén a D,, halmaz is nulla mérték(. Forditva, ha minden n € N* esetén a D,, halmaz
nulla mértékid, akkor a 9.4 tétel alapjan D is nulla mértékd. Tehat elég az alabbi kovetkeztetéseket
igazolni.

D nulla mértekiic  —  f € R([a,b],R) — Vn € NT: D, nulla mértéki

3/a. Tegyiik fel, hogy a D halmaz nulla mértékid és legyen € € R és ¢’ € R tetsz6leges paraméter.
A 9.4 tétel alapjan létezik olyan (A, )nen nyilt intervallumokbol 4ll6 halmazrendszer, melyre

DC A, e iuo(A
n=0

neN
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teljesiil. Ha z € [a,b] \ D, akkor az f fiiggvény folytonos az z pontban, vagyis létezik olyan §, € R
szam, hogy
Yy €lz—d:2+0:[N[ab] 0 |f(2) = fly)l <€

teljesil. Ekkor
[a,b] C DU ([a,b]\ D) C (UA) U ]z—dzwéz[
2’ 2
neN z€[a,b]\D

az [a,b] kompakt halmaz egy nyilt halmazokkal valo lefedését adja meg, melybdl kivalaszthato véges
sok, mely szintén lefedi az [a,b] halmazt. Tehat létezik olyan F© C N véges halmaz és véges sok
Z1,-+-y2m € [a,b] \ D pont, melyre

" s, 02,
b] C P — —, % : .
]_(UA,JU(U}% R 2D (9.1)
nekr i=1
teljestl.
3/b. Most elkészitjiik ezen lefedés végpontjai altal meghatarozott felosztast. Ehhez legyen

= <U {iann,supAn}> U (6 {Zi - 6;;21‘ 5; }) U {a, b},

nel i=1

G=g"nlab],

és az alabbi rekurziéval definidljunk egy sorozatot.

— Legyen xg = a és Go = G\ {zo}-

— Ha valamilyen i € N esetén z; és G; méar definialt és z; < b, akkor legyen z;,,1 = ming; és

Git1 = Gi \ {xi11}, ha pedig x; = b, akkor legyen vége a sorozatnak.

Mivel a véges elemszamu G halmazbol valogatunk elemeket igy egy véges hossztsagt « = (x;)i=o,...,
sorozatot kapunk, mely egy felosztésa az [a, b] intervallumnak.
3/c. Az x felosztashoz tartozd oszcillacios Gsszeget két részre bontjuk, az egyikben az intervallumok
hossza kicsi, a masikban az oszcillaciés 6sszeg kicsi. Ehhez definidljuk a

n

le{]E{(),,TL—l}‘ dneF: }Ij,ﬁbj+1[§An}

5, 3.,
JQ—{j€{O,...,n1}\J1| Fe{l,....m}: |z, x4 [ C |2zi — = 2 ! {}

2 2

indexhalmazt. Nyilvan Jy N Jo = 0 és J3 N Jy C {0,...,n—1}. Megmutatjuk, hogy J; U Jo =
{0,...,n — 1} teljesiil. Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan ig € {0,...,n — 1}, melyre
io & Jy és ig ¢ Ja teljesiil. Legyen o = x;, és B = i 1. Mivel a € [a, b] ezért a (9.1) képlet alapjan
az alabbi esetek lehetségesek.
— Létezik olyan n € N, melyre « € A,, teljestil. Ekkor iy ¢ J; miatt sup 4,, < (3, tehat a felosztés
konstrukci6ja miatt az [, 5] intervallumban sup A, is szerepelne osztopontként.

8,
— Létezik olyan ¢ € {1,...,m}, melyre o € }zz 5 [ teljesiil. Ekkor ig ¢ Jo miatt

2

Zi

zi + % < f3, tehat az [a, 8] intervallumban lenne még egy osztopont, z; + 5 a konstrukcié

miatt.

Tehat mindkét esetben ellentmondast kapunk, igy J; U Jo = {0,...,n — 1}.
3/d. Az I felosztashoz tartozoé oszcillacios Osszeget két részben szamoljuk ki.

wy = Z w(f, [@i, xig1]) - (Tig1 — Z 2K - (zi41 —2;3) < 2K Z to(A

i€y i€Jy neF

<2KZMO <2K€
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wo =Y w(f, i, mip1]) - (Wigs — 23) < D 2"+ (wig1 — 33) <

i€J2 i€Ja
S 28/ Z($i+1 — .Z’IL') S 26/(6 — (l)
i€Jo

Ezek alapjan

n—1

Q(f) =) w(f, [z, it1]) - (@ig1 —x) =wi +wa < 2Ke' +2(b—a)e’ =2(K +b—a)e’

i=0

Vagyis a tetszdlegesen valasztott ¢ paraméterhez legyen &’ = W Ebbdl az &’ paraméterbsl
—a

kapott x felosztasra Q. (f) < e fog teljesiilni, vagyis f € R([a,b],R).
4. Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R) és legyen n € NT és ¢ € R* tetsz6leges paraméter. Legyen

x = (2)i=o0,...m olyan felosztasa az [a, ] intervallumnak, melyre Q,(f) < £ teljesiil, tovabba nézziik

meg, hogy a D,, halmaz az osztopontok mely intervalluméba metsz bele, ehhez definidljuk a
J = {Z S {0,...,777,— 1}| Dnﬂ]xi,xiﬂ[;& @}

indexhalmazt. Ha i € J, akkor létezik olyan xg € |z;, z;41[, melyre ¢ € D, is teljesiil. A D,, halmaz
definicioja alapjan ekkor létezik olyan z € ]z;, x;1[, melyre

1
Fwo) = ()] > —
teljesiil. Ebbdl viszont a 9.20 tétel alapjan

w(f, [zi, Tiq1]) > %

kévetkezik. Felirva az x felosztashoz tartozod oszcillacios Gsszeget

m—1
Z w(f, [i, zi1]) - (@ig1 — i) 2
=0
1
> ;W(ﬁ [z, Tiv1]) - (Tig1 — 23) > - ;(%H —z;)

adodik, amibél pedig
Z(xi_‘—l — CEI) < €.

i€
Mivel
m
Dy € (U {fﬁz‘}) U J e zigal,
i=0 ieJ
ezért a D, halmaz lefedhets véges sok, tetszblegesen kicsi Gsszhosszisdgu intervallumokkal, vagyis
nulla mértékd.

9.8. A Riemann-integral néhany alkalmazasa

9.33. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, a,b € R, melyre a < b és [a,b] C I, legyen valamilyen
n € N szamra f € C""1(I,R). Ekkor

n ) (g /
F(b) = Z f kl( )(b —a)* + % /(b_t)nf(n-i-l)(t)dt.
k=0 ' Ty
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Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum, a,b € R, melyre a < b és [a,b] C I, legyen valamilyen
n € N szamra f € C"T1(I,R). Ha n = 0, akkor a bizonyitandé allitas

+/:f’(t) dt

mely egybdl kovetkezik a 9.27 Newton—Leibniz-formulabdl.

bh— )"
Az n > 0 esetben definidljuk a g : I — R, g(¢t) = ( — fiiggvényt, melyre minden k € {0,...,n}
(b—t)"*

(n—k)!

esetén g(*) (t) = (=1)F teljesiil. Ekkor a parcialis integrélas szabalya alapjan minden

ke€{0,...,n} szamra
b
/ f(n+1—k)(t)g(k)(t) _ (_1)k |:f(n—k)( ) (k) / f(n k) (k‘H)( ) dt =

(n—k)
_ () f(n_k()! /fn B(6)g* ) at,

amibdl atrendezéssel

_m(b _ a)nfk _ (_1)k /b f("+1*k)(t)g(k)(t) + f(nflc) (t)g(kJrl)(t) dt

adodik. Ha ennek az egyenletnek a bal oldalat Gsszegezziik, akkor

« [ P(a) f(’c o)k
-y
Pt (n—k)! Z

adodik, ha a jobb oldalat, akkor

/b" . f(n+1 k) )Jrn_l( () (k+1()) dt

=0

bn 1
/ n+1 k)
a

k
bn 1 n
/ 1) =R (1) 8 ( YR L= (1) () (k“)(t)) gt
a
on

)~
t) - i( FrED g M (1)) at
k=1

b b
- % /a f(n+1)(t)(b - t)n dt — /a (71)”‘]‘(1)(15)(71)71 (b B!t)o dqt

n—1 (k) a b
_; : k!( J(b - ay = %/ FED MG dt = f) + f(a),

aminek az atrendezése a bizonyitandé allitas.

9.34. Tétel. (Az integrdlszimitds kozépértéktételei.) Legyen f,g € C([a,b],R).
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1. Ha g > 0, akkor létezik & € [a,b], hogy

b b
/fg=f(€)/g~

2. Létezik € € [a,b], hogy

bla/bf=f(§)~

Bizonyitds. Legyen f,g € C([a,b],R).
1. Tegyiik fel, hogy ¢ > 0. Ha g = 0, akkor nyilvan teljesiil az allitas, ezért feltehets, hogy g # 0.

Mivel az f fiiggvény folytonos, ezért korlatos is, tehat létezik véges m = ir[1f . f(z)és M = sup f(x).
z€la, z€[a,b]
Ekkor minden z € [a, b] esetén mg(x) < f(z)g(x) < Mg(x), vagyis a 9.26 tétel alapjan

/a " mg(a) dx < /  F@)o@) dx < / " Mo(a) de

b
Ebbdl az a = / g jeloléssel
a

1 b
m< o [a<n

1 b
adodik. A Bolzano-tétel alapjan az f fiiggvény valamely & € [a,b] pontban az S / (fg) értéket is

felvesz és ekkor
b
f©a = [ (9

teljesiil.
2. Az 1 pontban szerepld egyenlGséget kell alkalmazni a ¢ = 1 valasztéassal.

9.35. Tétel. A

b

(1) C([a,b],R) x C(la, 8], R) >R (fr9) - (f.g) 2 /fg

a

leképezés skaldris szorzds.

Bizonyitds. Legyen f,g,h € C(a,b],R) és ¢ € R. Ekkor a 9.21 tétel alapjan
(f + g, h) = /ab<f+g)h - /ab(fh+gh> - /abfh+/;gh= (foh) + 9.h)
(cfrg) = /abCfg = C/abfg =c(f.9)
(fo9) = /abfg (0. 5).

Tovabbé az f? > 0 egyenl6tlenség miatt

<f,f>=/abf2>/ab0:0.

Ha f = 0, akkor nyilvan (f, f) = 0.
Tehat azt kell csak megmutatni, hogy az (f, f) = 0 egyenletbdl f = 0 kovetkezik.
Tegyiik fel, hogy van olyan zo € ]a,b[ pont, melyre f(xg) # 0, vagyis ¢ = f2(x9) > 0. Ekkor
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létezik olyan § € RT, hogy minden = € |xg — §,20 + 0] N [a,b] esetén f?(x) > Legyen ¢ =

¢
5
min {zg — a,b — x¢, 0} és tekintsiik a

0, ha |z —zo| > §';

g:la,b] = R T (x—xo—i—é) ha z9— ¢ <z < x0;

20"

22/(.’[0-1—5 —x) ha mo<z<zg+0

fiiggvényt. Ekkor g € C([a,b],R) és g < f? teljesiil, ezért a 9.26 tétel miatt az
0={(f,f) /f2 / >4—>0

9.36. Tétel. (Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Ha f,g € C([a,b],R), akkor

b 2w
/M S/F/f

ellentmondast kapjuk.

teljesiil.

Bizonyitds. A 15.3 Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenség és a 9.35 tétel kovetkezménye.

9.9. Improprius integral

9.37. Definicié. (Improprius integrdl.)
— Legyen f : [a,00[— R olyan fliggvény, hogy minden z €]a,oo[ esetén f € R([a,z],R) teljesiil.
Ha a

x

lim [ f
Tr—r00
a
hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja
az [a, o] intervallumon és erre a

f— lim f

Tr—r00

jelolést hasznaljuk; ha a hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy az
f fiiggvény improprius integrdlja divergens az |a, oo intervallumon.
— Ha f:] — 00, a]— R olyan fliggvény, hogy minden x €] — 0o, af esetén f € R([z,a],R) teljesiil és

a
a

lim f

r—r—00
x

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja
a ] — 00, al intervallumon, és erre a

a a
/féhm ¥
r—r—00

jelolést hasznaljuk.
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— Legyen f : [a,b]— R olyan fiiggvény, hogy minden x €]a,b[ esetén f € R([a,z],R) teljesiil. Ha

a xT
i
Jim [ 1

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdilja
az [a, b] intervallumon, melyre a
b
/ f= hm / f
jelolést hasznaljuk.
— Legyen f :]a,b] — R olyan fliggvény, hogy minden z €]a, b| esetén f € R([z,b],R) teljesiil. Ha

a
b
lim
r—a+ f
T

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja

az |a, b] intervallumon, melyre a
/f o 11—1>I£1+/f

jelolést hasznaljuk.

1
9.38. Tétel. Legyen a € RT, a € R és tekintsiik az f : RT — RY, f(z) = — fiigguényt.
wa

1. Az f figgvény pontosan akkor impropriusan integrdilhaté az [a, o[ intervallumon, ha o > 1

és ebben az esetben o 1 )
/a z dr= a*(a—1)

2. Az f figguény pontosan akkor impropriusan integrilhatd az ]0,a] intervallumon, ha oo < 1 és
ebben az esetben

Bizonyitds. A 9.27 Newton—Leibniz-formula alapjan révid szamolassal igazolhato.
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10. Véges dimenzids terek topologiija

10.1. Skalaris szorzas és norma
10.1. Definicié. A K" téren az alabbi miveleteket értelmezziik.

+ K" xK* K" ((z1,--,20), (U1, -5Un)) = (@1 + Y1, Tn + Yn)
o Kx K=K (A (21,...,20) = (Az, ., Azy)

10.2. Tétel. A K" tér a fenti miveletekkel vektortér.
Bizonyitds. A vektortér tulajdonsagai nyilvanvalé modon teljesiilnek a fenti miveletekre.

10.3. Definici6é. A K" téren a

n
() K'"xK" =K (m,y)»—)Z:Tkyk
k=1

miveletet skaldris szorzdsnak nevezzik.

10.4. Tétel. A K" téren a skaldris szorzdsra az aldbbiak teljesiilnek.
1. Ve e K": (z,2) € R}
2. Ve eK": (r,2) =0 < =0
3. Ve,y,ze K": (x+4y,z) = (x,
4.V, y eK"WAEK: (Az,y) =\
5. Vr,y e K" : (z,y) = (y,x)

Bizonyitds. A definicié nyilvanval6 kévetkezménye.
10.5. Tétel. (Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Minden x,y € K" vektorra
2
(2, )] < (@,2) - (y, y)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen x,y € K". Ha z = y = 0, akkor nyilvan teljesiil az egyenlGtlenség, ezért tegyiik
fel, hogy y # 0. Tekintsiik minden ¢ € K esetén a z = x — ty vektort. Ekkor a skaléris szorzés
alaptulajdonsiaga miatt

0< (2,2) = (& —ty,x —ty) = (v,2) — L {y, ) — t {z,y) + [t]" (v, ).

Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe a t = {y, ) értéket
()
_ @y, ) (y,z) (z,y) _
= 7= (@) (v.9) = =P

adodik.

10.6. Definicié. Az x,y € R" \ {0} vektorok dltal bezdrt szog

Q. = arccos

10.7. Definici6é. A K" téren értelmezett
K" =Ry x|z

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ra.
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eV eK": [|z| =0 <=2 =0
o Vx e K", VA K: [[Ax| = Azl
o Vo,y € K" [l +yf <l + [lyll
Azt mondjuk, hogy (K", ||-||) normdlt tér, ha ||-|| norma a K" téren.

10.8. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén a K" téren a

1
n P
A
I, : K" =R" 2= z], = (Z |17k|p>
k=1
N
[ K* = RT x— ||zl = max{|zk|| k€ {1,...,n}}

leképezések normak (melyet p-normdnak vagy sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink,).

Bizonyitds. Egyediil a normakra vonatkozé haromszog-egyenléStlenség nem adodik rogton a defini-
ciobol. Legyen x,y € K" tetsz6leges. Adott p € [1, 00 esetén

1z +yll, < llzll, + [lyll,

a 7.29 Minkowski-egyenl6tlenség kovetkezmeénye. Mivel az x,y vektor minden k € {1,...,n} kompo-
nensére |xg + yi| < |zk| + |yx| teljesiil, ezért

|z 4yl =max{|zr +yi|| k€ {1,...,n}} <max{|ag| + |ye| | k€ {1,...,n}} <
<max{|zg|| k€ {l,...,n}} +max{[yx|| k€ {1,...,n}} = [[z] + [yl

10.9. Tétel. A K" téren minden x € K* vektorra ||z||, = \/(z,z) teljesil.
Bizonyitds. A definiciok alapjan nyilvanvalo.
10.10. Tétel. Minden z,y € R"\ {0} vektorra

(,y) = llall Iyl cos @
teljesiil, ahol o a vektorok dltal bezdrt szdg.
Bizonyitds. A vektorok altal bezart szog definicidja és a fenti tétel k alapjan nyilvanvalo.
10.11. Tétel. Legyen (K, ||-||) normdlt tér. Ekkor minden z,y € K" esetén

Nzl =Nyl < [l =yl
teljestil.
Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normaélt tér és z,y € K" tetszbleges. A norma tulajdonsaga alapjan

el =Mz —y) +ul <lle—yll+lyll = l=ll =yl < [l= =yl
az x és y szerepét felcserélve és kihasznalva, hogy ||z — y|| = |ly — ||
lyll = llzll < llz =yl

adodik. Vagyis
£zl =Nyl < lle =yl

amibdl kovetkezik a bizonyitando allitas.
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10.2. Topolégiai alapfogalmak

10.12. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Minden r € R szamra és « € K" pontra a

Bll(@) £ {y e K" |lz —y|| < r}

halmazt az x pont korili r sugard nyilt gémbi kérnyezetnek nevezzilkk. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normat nem irjuk ki, tehat csak a B,.(z) szimbolumot fogjuk hasznalni.

Megjegyzés. A tovabbiakban szamtalanszor fogjuk hasznalni altaldban hivatkozas nélkiil az alabbi
egyszeri, de fontos tényt.

O

10.13. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, x € K* és r € R*. Ekkor minden y € B,.(z) pontra és
p 10,7 — ||z — y||[ szdmra
Bp(y) - Br(x)

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér, z € K", r € RT, y € B,(z) és p € ]0,r — ||z — y||[. Ha
z € B,(y), akkor ||y — z|| < p, amibél

o =2l < llz =yl + lly =2l <llz -yl +p<r
kovetkezik, azaz z € B,(x). Tehat B,(y) C B, (z).
10.14. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Ekkor a
d:K"xK"—R (,y) = ||z — vyl

leképezésre az aldbbiak teljesilnek.
1. Vr,yeK": d(z,y) =0 <>zx=y
2. Va,y e K*: d(z,y) = d(y, )
3. Va,y,z € K" d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2)

Bizonyitds. A norma definici6ja alapjan mindegyik tulajdonsag nyilvanvalo.

Jelolés. Adott (K", ||-||) normalt tér és x,y € K" pontok esetén a tovabbiakban a d(x,y) = ||z — y||
jelolést hasznaljuk.

10.15. Definicié. Legyen (K", |||) normalt tér.
— Az X C K" halmaz nyilt, ha minden = € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,(z) C X teljesiil.
— Az X C K" halmaz zdrt, ha K"\ X nyilt.
— Az X C K" halmaz korldtos, ha létezik olyan r € Rt és € K", hogy X C B,.(z) teljesiil.

10.16. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korlatos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

Bizonyitds. Az elss allitas a definici6 alapjan nyilvanvalé. A méasodik allitashoz vegyiik a (K®, ||-||)
normalt tér A, ..., A, korlatos részhalmazait, és legyen (r;,x;);=1,.. » olyan rendszer, hogy minden
i =1,...,n esetén A; C B, (x;), legyen tovabbd minden ¢ = 1,...,n esetén legyen R; = r; +
|lx; — 1]]. Ekkor minden i szamra a 10.13 tétel miatt B,,(z;) C Bg,(z1) teljesil. Tehat az R =

max{R; | i =1,...,n} szamra teljesiil, hogy U A; C Bgr(x1).
i=1

10.17. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Minden xz € K" pont és r € R™ szim esetén B, (x)
korlatos, nyilt halmaz.

Bizonyitds. A definicié alapjan a B,.(x) halmaz korlatossaga nyilvanvalé. Legyen y € B,(x) és
legyen R €]0,r — ||z — y||[. Ekkor a 10.13 tétel miatt Br(y) C B,(x) teljesil.
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10.18. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (K", |-||) normdlt tér.
1. Az iires halmaz és K" nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvalo.

.....

i=1
minden i = 1,...,n szamhoz létezik olyan r; € RT, hogy B,,(z) C A; teljesiil. Ha
R=min{r; |i=1,...,n},
akkor R € Rt és Bgr(z) C ﬂ A; teljesiil.
i=1
3. Legyen (A;);ecr nyilt halmazok tetsz6leges rendszere és legyen tovabba x € U A;. Ekkor létezik

iel
olyan ig € I melyre x € A;, teljesiil. Mivel A, nyilt halmaz, igy létezik olyan r € RT, melyre
B, (z) C A;,, vagyis B,(z) C U A;.
il

10.19. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.

1. Az dres halmaz és K" zdrt.

2. Véges sok zart halmaz unidja zart.

3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.

Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvalo.
2. Legyen (Z;)i=1,... n, zart halmazok tetszéleges véges rendszere. Ekkor minden i € {1,...,n} esetén
K"\ Z; nyilt halmaz. A

n

K“\UZiZH(K“\Zi)

i=1
n

De Morgan azonossag miatt U Z; komplementere véges sok nyilt halmaz metszete, igy az el6z6 allités
i=1

n
miatt az is nyilt. Vagyis a U Z; halmaz zart.
i=1
3. Legyen (Z;);cr zart halmazok tetszdleges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén K" \ Z;

nyilt halmaz. A
K"\ ()2 =J®"\2)
iel iel
De Morgan azonossag miatt ﬂ Z; komplementere nyilt halmazok unidja, igy az eléz allitds miatt
iel
az is nyilt. Vagyis a ﬂ Z; halmaz zart.
iel

10.20. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és Z,U C K*. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz,
akkor Z \ U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

Bizonyitds. A (K", ||-||) normalt térben legyen Z C K" zart halmaz és U C K" nyilt halmaz. Ekkor
az

Z\U=Zn(K"\U)
azonossag alapjan az Z \ U két zart halmaz metszete, ezért zart. Az
U\NZ=UnK"\ 2)

egyenlSség szerint az U \ Z halmaz két nyilt halmaz metszete, ezért nyilt.



10.2 TOPOLOGIAI ALAPFOGALMAK 159

10.21. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és « € K". Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 A B.(z)N(K*\ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € R : (B.(x) \ {z}) N X # 0;
— izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z)N X = {z}.

10.22. Definicié. Legyen (K", ||||) normaélt tér, X C K" és x € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete
az x pontnak, ha x bels6 pontja az X halmaznak.

10.23. Definici6. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az X C K" halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={zeK" IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a belsé pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={reK"VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X)=X\Int X
halmazt.

10.24. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Tetszdleges X C K" halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;
4. X az a legszitkebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

Bizonyitds. 1. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € R*, melyre B,(z) C X. Mivel a B,(z)
halmaz minden pontja belss pontja az X halmaznak, ezért B,.(z) C Int X teljesiil.

2. Jelolje U azt a legb6vebb nyilt halmazt, melyet X tartalmaz. Ekkor nyilvan Int X C U teljesiil.
Legyen 2z € U. Ekkor az U halmaz nyiltsdga miatt létezik olyan r € RT, hogy B,(x) C U amibél
a U C X felhasznalasaval B,.(x) C X adodik, vagyis z € Int X. Tehat az U C Int X tartalmazas is
fennall.

3. Legyen z € K™\ X. Ekkor a lezért definici6ja alapjan létezik olyan r € R*, melyre B,.(2)NX = 0.
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor B,(z) C K"\ X, vagyis az X halmaz komplementere nyilt. Tegyiik
fel, hogy létezik y € B, (z) N X elem. Ekkor a p = r — ||y — 2|| > 0 szamra B,(y) N X # 0 teljesiil a
lezaras definiciojabol. A B,(y) C B,(z) tartalmazas felhasznélasaval az () # B,(y)NX C B,(z)NX =
0 ellentmondas adodik.

4. Jeldlje Z azt a legsziikebb zart halmazt, mely az X halmazt tartalmazza. Ekkor nyilvin Z C X
teljesiil. Tegyiik fel, hogy létezik y € X \ Z elem. A Z halmaz zartsaga és y ¢ Z miatt létezik olyan
r € RT, melyre B,(y)NZ = 0. A lezéras értelmezése alapjén B.(y) N X # 0. Az X C Z tartalmazés
felhasznalaséval az ) # B,.(y) N X C B.(y) N Z = () ellentmondéas adodik.

10.25. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszéleges X C K" halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo.

10.26. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Az X C K" halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torlodasi pontjdt tartalmazza.

Bizonyitds. Legyen X C K" zart halmaz és legyen x € K" az X halmaz torlodasi pontja. Ez azt
jelenti, hogy minden r € R szdmra

(Br(2) \ {z}) N X # 0.
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Vagyis minden r € Rt szdmra
(B,(2)\ {#}) N X C Bo(e) N X 0,

amibél definici6 szerint @ € X kovetkezik. Mivel X zart halmaz, ezért az el6z6 allitas miatt € X.
Legyen X C K" olyan halmaz, mely tartalmazza az Osszes torlodési pontjat. Megmutatjuk, hogy
ekkor X = X teljesiil, mely ekvivalens az X halmaz zartsagaval. Az X C X tartalmazas nyilvanvald
ezért csak azt kell igazolni, hogy X C X. Tegyiik fel, hogy létezik x € X \ X elem. Ekkor z € X
miatt minden r € RT esetén

B.(x)NX #0,

tovabba x ¢ X miatt
(Br(x) \ {z}) N X #0,
vagyis = az X halmaz torlédasi pontja. Mivel X tartalmazza az Osszes torlodasi pontjat, ezért az
z € X ellentmondéast kapjuk.
10.27. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K*. Ekkor

Int X = K"\ K"\ X,
X = K"\ Int(K" \ X).
Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és X C K". Legyen z € Int X. Ekkor létezik olyan
r € RT, hogy B,.(z) C X teljesiil. Vagyis (K" \ X) N B,(x) = (. Ebbsl xz ¢ K"\ X kovetkezik.

Forditva, ha z ¢ K" \ X, akkor létezik olyan r» € RT, melyre (K" \ X)N B, (z) = 0. Ebbél B,(x) C X
kovetkezik, vagyis € Int X. A masodik egyenlGség kovetkezik az els6bdl, hiszen

K™\ Int(K" \ X) =K*\ (K" \ K"\ (K" \ X)) = K"\ (K"\ X) = X.

10.28. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és X, Y C K". Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— sird az Y halmazban, ha X =Y;
— sdrd, ha X = K",

10.3. Sorozatok

10.29. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (K", ||-||) normalt tér.
- Az a : N — K" fiiggvényeket sorozatoknak nevezzik.
— Azt mondjuk, hogy x € K" az a : N — K" sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RTAN e NVvn e N (n > N — a, € B.(z)).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat divergens, ha nem konvergens.

10.30. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben haladé konvergens sorozat hatdrértéke egyértelmd.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) normalt tér és az a : N — K" sorozatnak legyen z,y € K" a hatéarér-

d
téke. Tegyiik fel, hogy = # y. Ekkor létezik olyan N € N, hogy n > N esetén d(a,,z) < M és

2
d(an,y) < @. Amibél a

d(z,y) < d(z,an) + d(an,y) < d(z,y)
ellentmondés adoédik.

Magyarazat. Tehat a (K", ||-||) normalt térben, ha létezik egy sorozatnak hatarértéke, akkor az
egyértelmd.
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10.31. Definicié. (A4 lim mdvelet.) Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a,, jeloli.
n— oo

10.32. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az a : N — K" sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K" tetsz6leges sorozat. Ekkor az
aoo : N — K" sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezziik.

10.33. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér, a : N — K" konvergens sorozat és legyen lima = A.
Ekkor létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szamra a,, € By(A), vagyis

az {an | n > N} halmaz korlatos. Minden 0 < n < N esetén az egyetlen pontbol allo {a,} halmaz
N

korlatos. Mivel Rana C By (A)U (U {an} | és a jobb oldalon 4ll6 halmaz véges sok korlatos halmaz
n=0

unidja, vagyis korlatos, ezért a Rana halmaz is korlatos.

10.34. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint

az eredeti sorozat hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) normalt tér, a : N — K" konvergens sorozat, o : N — N indexsorozat,
és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szdmra
|an, —lima| < ¢ teljesiil. Mivel o(n) > n, ezért minden n € N, N < n szdmra |ay(,) — lima| < &
teljesiil, vagyis az a o o sorozat konvergens és lim(a o o) = lima.

10.35. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, A CK" és z € K".
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-]|) normalt tér, A C K" és z € K".
1. Tegyiik fel, hogy x az A halmaz torldédasi pontja. Ekkor minden n € N esetén

(Bnlﬂ () \ {x}) NA#0.

Az 1.39 kivalasztasi axiéma alapjan

I1 (BL () \ {x}) NA#0.

nt1
neN

Legyen a egy tetszoleges eleme ennek a halmaznak. Ekkor a egy N — A\ {z} sorozat, melyre
1
lim a = «, hiszen minden n € N szamra d(a,,z) < p——t teljesiil.
n
Tegyiik fel, hogy a : N — A\ {z} olyan sorozat, melyre lima = z, és legyen r € R* tetszéleges
paraméter. Az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N,
N < n szamra d(a,,z) < r, vagyis ayi1 € B(z). Az a1 elemre ayy1 € A\ {a} is teljesiil, ezért

an+1 € (Bl(x) \ {x}) NAQ.

T

2. Legyen A C K" zart halmaz, a : N — A konvergens sorozat és lima = a. Tegyiik fel, hogy a ¢ A.
Mivel « eleme a nyilt K"\ A halmaznak, ezért létezik olyan r € RT, hogy B,(a) C (K" \ A), amibél
B,.(a) N A =0 adodik. Az a sorozat konvergencidja miatt viszont az r szamhoz létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n € N; N < n esetén a,, € B;(«). Ekkor viszont az ayy1 € B.(a)NA =10
ellentmondas adodik.

Legyen A C K" olyan halmaz, hogy minden a : N — A konvergens sorozat esetén lima € A. Tegyiik
fel, hogy az A halmaz nem zart és legyen o € A\ A. A lezart definicioja alapjan « torlodési pontja az
A halmaznak. Ezért létezik olyan a : N — A sorozat, melyre lim a = «, vagyis az a € A ellentmondast
kapjuk.
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10.36. Tétel. Legyen (K", |||) normdlt tér, ¢ € K, a,b : N — K" és A : N — K konvergens
sorozat.

1. Az a + b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).

2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).

3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (im A\)(lim a).

4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim al|.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) normalt tér, a,b : N — K" és A : N — K konvergens sorozat az

A=1lima, a B=1imb és a A = lim A hatarértékekkel, valamint legyen ¢ € R tetszéleges szam.
1. A % szamhoz létezik olyan N,, N, € N kiiszobindex, melyre minden n > N, szamra ||a,, — A| < %

és minden n > N, szamra ||b, — B < % Ekkor az N = max {N,, N} kiiszobindexre teljesiil az,
hogy minden n > N esetén

13 g
H(anJan)*(AjLB)” < ||an*A||+an*B” < §+§ =¢&.

2. A ¢ = 0 szamra nyilvan igaz az 4llités, ezért feltehets, hogy ¢ € K\{0}. Az a sorozat konvergenciaja
€
miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén ||a,, — A|| < —. Ekkor minden

lc|
n > N, szamra
€
[can — cAll = le] - [lan — Al <c] - i

3. Mivel a A sorozat korlatos ezért létezik olyan K € RT, hogy minden n € N szédmra |\,| < K.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Legyen N, € N olyan kiiszébindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A|| <

% és legyen N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N esetén |\, — A| < ﬁ Ekkor az

N = max {N,, Ny} kiiszobindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén

IAnan — AAl| = || Anan — A A+ XA — AA|| < [Anl - llan — Al + Al - A — Al <

€ €
K- — 4|4 ——— =
Ha A = 0, akkor létezik olyan N € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |a,| < %
Ekkor .
[Anan — 0| < K - K=C

4. Ha N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N, esetén ||a, — A|| < ¢, akkor minden n > N,
Szamra
llanll = [[A[l] < [lan — Al <e.

10.37. Tétel. Legyenn € NT, p e [1,00[U{o0}, ésa: N — K" sorozat. Aza sorozat pontosan akkor
konvergens a (K", ||-[|,) térben, ha minden i € {1,... ,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indezre

pr; (lima) = lim(pr; oa)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen n € Nt p € [1,00[U {o0}, és a : N — K" sorozat.

Ha az a sorozat konvergens, akkor legyen z = lima, i € {1,...,n} tetszéleges index és ¢ € R
tetszGleges paraméter. Mivel a konvergens, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden
n € N, N < n szamra dp(a,,z) < €. Ekkor |pr;(a,) — pr;(z)| < €, vagyis lim (pr; ca) = pr; (lima).
Most tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,n} esetén a pr, oa sorozat konvergens és legyen ¢ € R*
tetszdleges paraméter. Legyen x = (lim (pryoa),...,lim (pr,oca)) € K". Minden i € {1,...,n}



10.4 CAUCHY-SOROZATOK 163

. .. . . . 2 2 6
esetén létezik olyan N; € N kiisz6bindex, hogy minden N; < n természetes szamra |pr;(a,) — x;| < -

Legyen N = max {NV;| i € {1,...,n}}. Ekkor minden N < n természetes szamra a p # oo esetben

n

n n
E\P € Un
dplan,x) = { ;1: pri(an) — il < 31> (5) =% ;1 1=e <,

i=1
a p = oo esetben pedig
doo(an, ) = max {|pr;(a,) —z;|| i € {1,...,n}} < % <e

teljesiil, tehat lima = x, vagyis az a sorozat konvergens.

10.4. Cauchy-sorozatok

10.38. Definici6. Legyen (K", |||) normalt tér. Az a : N — K" sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve ¢ RTAN € Nvn,m € N ((N<n AN <m) = |an — aml| <5).

10.39. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és a : N — K" Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N,
kiiszobindex, hogy minden n,m € N, N < n,m szamra d(a,,a,) < 1 teljesiil, vagyis minden N < n
természetes szam esetén a,, € Bi(any1), vagyis az {a,, | n > N} halmaz koratos. Minden 0 <n < N
esetén az egyetlen pontbol allo {a, } halmaz korlatos. Mivel Ran a véges sok korlatos halmaz unidja,
ezért korlatos.

10.40. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér, a : N — K" konvergens sorozat, melynek hatérértéke
A € K" és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szamra

3 C . . , . P
d(an, A) < 3 teljestiil, vagyis minden N < n,m természetes szam esetén

d(anaam) < d(an,A) + d(am,A) < % + g EN

10.41. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-]|) normalt tér, a : N — K" Cauchy-sorozat, 0 : N — N olyan indexso-
rozat, melyre a o o konvergens, és legyen tovabba A = lima o 0. Ha ¢ € RT, akkor létezik olyan

N; € N kiiszobindex, hogy minden n,m € N, Ny < n,m esetén d(an, ) < % és létezik olyan Ny € N
kiiszobindex, hogy minden n € N, Ny < n esetén d(aq (), A) < % Ha N = max{Ny, No} és n € N,
N < n , akkor

d(an, A) < d(an, Go(n)) + d(agm), A) < g + % =,

ahol kihasznaltuk, hogy o(n) > n.
10.42. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és A C K". Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes,
ha minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,

hogy a (K", ||-||) normalt tér teljes, ha K" teljes halmaz.

10.43. Tétel. A (K", |-||,,) normdlt tér teljes, tovabbd minden A C K" zdrt halmaz teljes.
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Bizonyitds. Legyen a : N — K" Cauchy-sorozat a (K", [-|| ) térben. Mivel minden i € {1,...,n}
és n,m € N index esetén

[pri(an) = pri(am)| < llan — amll« ,
ezért pr; oa : N — K Cauchy-sorozat a K szamtestben vagyis a 4.29 tétel alapjan konvergens. Amibgl
a 10.37 tétel alapjan adodik, hogy az a sorozat konvergens.

Legyen A C K" zart halmaz. Ekkor minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens a K" térben,
azonban zart halmazban halad6 konvergens sorozat hatarértéke is a halmazban van, ezért A teljes.

Kiegészités. A norméaval ellatott vektorterek teljessége nem sziikségszert.

10.44. Definicié. A teljes normélt tereket Banach-tereknek nevezziik.

10.45. Tétel. A (K", |-||.,) normdlt tér Banach-tér.

10.5. Kompakt halmazok

10.46. Definicié. Legyen (K", |-||) normalt tér.
— Az X C K" halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
i€l i€l
minden i € I esetén az A; nyilt részhalmaza az K" térnek.

10.47. Tétel. A (K™, ||-]|) normdlt térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

10.48. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K" kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zdrt.
2. AzY C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és X C K" kompakt halmaz.

1. Megmutatjuk, hogy X korlatos. Legyen p € K" tetszdleges pont. Mivel X C K" = U B, (p),
neN+t

ezért létezik olyan véges I C NT halmaz, hogy X C U B, (p). Ekkor az r = max{I} szamra

nel
X C B, (p) teljesiil.
Most igazoljuk, hogy X zéart. Ehhez legyen p € K" \ X tetsz6leges pont. Minden = € X pont esetén

d
ha r(z) = (a;,p)7 akkor B,(y) () N By(g)(p) = 0. Mivel

zeX

az X kompakt halmaz nyilt fedése, ezért 1étezik olyan H C X véges halmaz, melyre

z€H

teljesiil. Legyen r = min {r(z)| + € H}. Ekkor minden z € H esetén B, (,)(z) N B,(p) = 0, vagyis

XN Br(p) - ( U Br(m) ("E)> N Br(p) = U (Br(a:)(x) N Br(p)) =0.

rcH zeH
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Ez azt mutatja, hogy B, (p) C K"\ X. Tehat K" \ X halmaz minden pontja bels6 pont, ezért K"\ X
nyilt halmaz, vagyis X zart.

2. Legyen Y C X zart halmaz és legyen (U;);c; az Y halmaz nyilt fedése és legyen V.= K" \ Y.
Ekkor V, (U;);er az X halmaz nyilt fedése (X C V U U U,), ezért létezik olyan I’ C T véges halmaz,

iel
melyre X C V' U U U;. A V halmaz definiciojabol adédik, hogy ekkor Y C U U, is teljesiil, vagyis
iel iel’
az Y halmaz kompakt. Ha Y C X kompakt halmaz, akkor az elsé pont alapjin zart.

10.49. Tétel. (Cantor-féle kozdsrész-tétel.) Legyen (K™, ||-||) normdlt tér és (K;)ic; a K" kompakt,
nem tres halmazainak olyan rendszere, hogy minden v,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
K, C K; N K; teljesiil. Ekkor

ﬂKﬁé@.

icl

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és (K;);ec; a K* kompakt, nem iires halmazainak olyan
rendszere, hogy minden 4,j € I esetén létezik olyan k € I, hogy K} C K; N K teljesiil, valamint
rogzitsiink egy ip € I indexet. Minden ¢ € I esetén legyen U; = K"\ (K; N K;,), mely nyilt halmaz.

A bizonyitandé allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy ﬂ K; = (. Ekkor
iel

Uui =K\ (KinK;) =K\ (ﬂ (KiﬁKi0)> =K",

el iel el

vagyis K;, C U U;. Mivel K;, kompakt, ezért 1étezik olyan I’ C I véges halmaz, hogy K;, C U U;.
icl icl’
Ebbdsl

K, |JUi= K"\ (KiNK;) =K\ <ﬂ (KmKl-O)>
el i€l i€l
adodik. A feltevés miatt véges sok K; kompakt halmaz metszete sem iires, tehat létezik j € I, melyre
K; C ﬂ (K; N K;,). Erre a halmazra a fenti tartalmazas alapjan
iel

Kj € Ki, SK"\ (ﬂ (KmKio)> C K"\ K;
icl’

kovetkezik, ami a nyilvanvalo K; C K" \ K ellentmondasra vezet.

10.6. Heine—Borel-tétel
10.50. Tétel. Minden R € R esetén a [—R, R]|" halmaz kompakt az (R", |- ) normdlt térben.

Bizonyitds. Legyen R € R és tekintsiik a 7o = [—R, R]" halmazt az (R", |||, ) normalt térben.
A T, halmaz nyilvan korlatos, hiszen az ro = 1 + 2R szamra teljesiil, hogy barmely x € T, esetén
TO g BTO (.T)

Most megmutatjuk, hogy zart is. Ehhez legyen ¢ : N — Tj tetszéleges konvergens sorozat, a limec = C
hatarértékkel. Ekkor a 10.37 tétel alapjan minden ¢ € {1,...,n} indexre limpr,(c) = C; teljesiil.
Mivel a pr;(c) konvergens sorozat az [a;, b;] zart halmazban halad, ezért C; € [a;, b;]. Tehat C € Ty.
Indirekt modon tegyiik fel, hogy a Ty halmaz nem kompakt. Ekkor létezik olyan (Uy)rper nyilt
halmazokbol allo lefedése a Ty halmaznak, melynek nem létezik véges részbefedése. Vegyiink egy
ilyen (Uy)rex halmazrendszert.

Most definialjuk a (73,),en halmazokat az alabbi rekurzioval. A Ty halmazt méar fent definialtuk.
Tegyiik fel, hogy valamely n € N esetén a T;, halmaz ismert és

i) han > 1, akkor T, C T},_1;
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ii) az (Ug)kex halmazrendszernek nem létezik olyan véges részhalmaza, mely lefedi a T, halmazt;
n

iii) 7, = [ ] [e:, 8] alaki, ahol minden i € {1,...,n} esetén a;, 3; € R.
=1

Ezek a feltételek teljesiilnek a Ty halmazra. Legyen j € {0,1}" és definidljuk a

n

By a8 B oy
Aj:H[ai+]i 5 ' 9 + Ji 5
i=1

halmazokat. Ekkor a

T,= |J 4

je{o,1}"

felbontas nem més mint a T}, halmaz 2" darabra val6 felosztasa az élek felezésével. Minden j € {0,1}"
esetén az (Uy)kex halmazrendszer lefedi az A; halmazt. Ha minden j € {0,1}" esetén az (Ug)rex
halmazrendszernek létezne olyan véges részhalmaza, mely lefedi az A; halmazt, akkor a 7, halmaznak
is létezne véges részbefedése. Tehat létezik legalabb egy olyan j € {0,1}" index, melyre az teljesiil,
hogy a (Ur)rek halmazrendszernek egyetlen véges részhalmaza sem fedi be az A; halmazt. Valasszunk
egy ilyen j indexet és legyen T, 1 = A;. Ekkor az igy definialt T;,; halmazra teljesiilnek az i)-iii)
tulajdonsagok.

Tekintsiik a (T},)neny halmazokat. Minden n € NT esetén legyen 1, = ;—2. Egyszertien igazolhato,
hogy ekkor minden n € N* és x € T}, esetén T, C B, (z) teljesiil.
Minden ¢ € {1,...,n} esetén a (pr; (Ty))nen halmazrendszerre teljesiilnek a Cantor-féle kozosrész-
tétel feltételei, ezért

m pr; (Tn) # 0.

neN

Legyen z; € ﬂ pr; (T,,) és © = (z1,...,xn). Ekkor minden n € N esetén © € T,,. Mivel z € Ty, ezért

neN
létezik olyan kg € K index, melyre = € Uy, teljesiil. Az Uy, halmaz nyiltsidga miatt létezik olyan

R € R, melyre Br(x) C Ug,. Mivel lim r, = 0, ezért létezik olyan n € N, melyre r, < R teljesiil.
n—oo
Ekkor
z €T, CB,, () C Br(z) C Uy,

miatt azt kaptuk, hogy a 7,, halmaz lefedhets véges sok, nevezetesen egyetlen Uy, nyilt halmazzal,
ellentmondva ezzel feltételezésiinknek.

10.51. Tétel. (Heine—Borel-tétel végtelen normdra.) Az (R", |||, ) normdlt tér egy részhalmaza
pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

Bizonyitds. Ha K CR" a (R, ||-||,) normalt tér egy kompakt részhalmaza, akkor K a 10.48 tétel

alapjan korlatos és zart.

Most tegyiik fel, hogy K C R" korlatos és zart halmaz. A K halmaz korlatossdga miatt 1étezik olyan
n

R € RT, hogy K C Bgr(0) teljesiil. Ekkor a végtelen norma definici6ja alapjan K C H [-R, R].
i=1

n

A 10.50 tétel alapjan H [— R, R] kompakt halmaz és K ennek zart részhalmaza, tehat a 10.48 tétel
i=1

alapjan K kompakt.

10.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

10.52. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel euklidészi terekben végtelen normdra.) Legyen A C R".
Az (R, ||-||o) mormdit térben az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.
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Bizonyitds. Legyen A C R" kompakt halmaz és a : N — A tetsz6leges sorozat. Definidljuk minden
n € N esetén az A,, = {ay |k > n} halmazt. Az (A,,)nen halmazrendszerre teljesiilnek a Cantor-tétel

feltételei, ezért létezik € n A, # 0. Ekkor minden n € N esetén x € {ay |k > n} teljesiil. Ebbdl a
neN
lezart definicioja alapjan kovetkezik, hogy minden e € RT és n € N esetén B.(x) N {ax |k > n} # 0,
ezért létezik olyan k > n, melyre ap € B.(x). Definidljuk a ¢ : N — N indexsorozatot az aldbbi
iteracioval.
— Legyen 0(0) = min{k € N | a € Bi(x)}.
— Ha o(n) mar ismert, akkor legyen o(n + 1) = min {k eN|on)<k A a,€ B% (a:)}

Ekkor az a o o sorozat konvergens, hatéarértéke z. Ekkor lim(aoo) € K, vagyis a K halmaz zartsaga
miatt lim(a o o) € K.

Most legyen A C R™ nem kompakt halmaz. Ekkor a 10.51 tétel alapjan A vagy nem zart vagy nem
korlatos.

Ha A nem zart, akkor létezik egy # € A\ A pont és ehhez egy a : N — A konvergens sorozat,
melyre lima = z teljesiil. Ekkor az a egy olyan A halmazban halad6 sorozat, melynek nincsen olyan
konvergens részsorozata, mely hatarértéke az A halmazban lenne.

Ha A nem korlatos, minden n € N esetén A ¢ B, 11(0) teljesiil. Legyen a € H A\ Bp+1(0)

neN
tetszGleges. Ekkor az a egy olyan A halmazban halad6 sorozat, melyre minden n € N esetén n+ 1 <

|lan| teljesiil. Tehét a egyetlen részsorozata sem korlatos, ezért konvergens sem lehet. Vagyis az a
egy olyan A halmazban haladd sorozat, melynek nincsen konvergens részsorozata.

10.8. Fiiggvények hatarértéke

10.53. Definicié. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-]|") normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény és az a € K"
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatdarértéke az a pontban A € K™, ha

Ve € R*35 e R* (f(B(;(a) \{a}) C BE(A)).

10.54. Tétel. Legyen (K®,|-||) és (K™, |-||") normdlt tér, f : K* — K™ figguény, az a € K* pont az
f fiigguény értelmezési tartomdnydnak torloddsi pontja és legyen A, B € K™ az f fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-||") normalt tér, f : K* - K™, a € K" a Dom f halmaz
torlodasi pontja, és A, B € K™ legyen az f fiiggvény hatarértéke az a pontban. Tegyiik fel, hogy
A # B. Ekkor létezik olyan 4,05 € R, hogy minden z € Dom f esetén
d(A,B
0<d(z,a) <ds — d(f(x),A) < %
d' (A, B)

0<d(z,a) <dp — d(f(z),B)< 5

teljesiil, ahol d’ jeldli a ||-||' norma szerinti tavolsagot, azaz d'(A, B) = ||A — B||'. Ami azt jelenti,
hogy ha 0 = min {d4,dp}, akkor minden = € (Dom f) N (Bs(a) \ {a}) elemre a

d'(A,B) <d'(A, f(z)) + d'(f(x), B) < d'(A,B)
ellentmondés teljesiil, tehat A = B.
10.55. Definicié. (A lim mavelet.) Legyen (K", ||-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f : K® — K™ fiigg-

vény és az a € K" pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fiiggvénynek hatarértéke
az a pontban, akkor azt lim f vagy lim f(z) jeldli.
a r—a
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10.56. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (K®,|-||) és (K™, ||-|') normdit tér, f : K* — K™
fiiggvény és a z € K" pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
z

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {2z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatdrérték.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f : K® - K™ és 2 € M a Dom f halmaz
torlodasi pontja. Tegyiik fel, hogy létezik a lim f = F € K™ hatéarérték. Legyen a : N — Dom [\ {z},
z ponthoz konvergalé sorozat és ¢ € RT tetszbleges paraméter. Ekkor az f fiiggvény hatarértéke
miatt létezik olyan § € RT, hogy

Vz € Dom f: 0<d(z,z)<d = d(f(x),F)<e.

Ehhez a 6 szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt 1étezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,,z) < 6. Ekkor minden n € N, N < n szamra d'(f(a,), F) < €, vagyis
nhﬁn;(} f(an) =F.

Most tegyiik fel, hogy lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergald sorozat
esetén. Legyen b,c : N — Dom f \ {z} két olyan tetszsleges sorozat, mely a z ponthoz konvergal,
valamint legyen

bz ha n paros;

a:N— Dom f\ {z} e { o ha n paratlan.

Ekkor fob és focis részsorozata a konvergens f oa sorozatnak, tehat a hatarértékiik is megegyezik.
Vagyis létezik olyan A € K™ pont, hogy minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergil6 sorozat
esetén lim f o a = A. Megmutatjuk, hogy ekkor lim f = A. Tegyiik fel ugyanis, hogy lim f # A.
Ekkor

Je e RYYS € RY3z € Bs(2) \ {2} : f(x) ¢ B:(A).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomf\ (2} o e Bo D\ (). d(f(x).4) >} £,

ezért

H {xEDomf\{z}\ xeB#l(z)\{z}, d(f(z),A) 28}75@.

neN

Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f \ {z} olyan sorozat, melynek

1
minden n € N esetén d(ay,, z) < 1 teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim foa = A nem
n

€
teljesiil, ugyanis az 3 szdmhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n

3 C . . . . .
szamra d'(f(ay), A) < — teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukci6ja miatt minden n € N szamra

d'(f(an),A) > . Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f \ {z}, =
ponthoz konvergéld sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = A.

10.57. Tétel. Legyen (K*,||-||) és (K™, |-|') normdlt tér, f,g : K* - K™, ¢ : K" - K, A € K és
a € K" torloddsi pontja a Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik lim f, lim g
a a
és lim . Akkor az a pont torléddsi pontja a Dom(f + g), a Dom(\f), a Dom(pf) és a Dom(]|f]|)
halmaznak, valamint
1. lim(f 4+ g) = lim f 4 lim g;
a a a
2. im(Af) = A(lim f);
3. lim(ef) = (m)(lim f);
a a a

4. i | £]) = [|tim ]

Bizonyitds. Legyen (K®, ||-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f,g: K* - K™, ¢ : K" - K, A € K, a € K"
torlodasi pontja a H = Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak, legyen F' = lim f, G = lim g, ® = lim ¢,
a a a
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valamint legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter.
1. Az % szamhoz létezik olyan d¢,d4, hogy

€

Ve H: 0<|z—al <y = ||f(x)-F| <z

2

VoeH: 0< |z—a| <d, = ||g(x)—G||<§

Ekkor a § = min{dy,d,} szamra
VeeH: 0<|lz—all <d = [[(f+9)(z) - (F+G) <|f(z) - Fll+g(z) -Gl <e

teljesiil, vagyis lim(f + g) = F + G.

2. Ha X\ = 0, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy A # 0. Az ﬁ € RT szdmhoz létezik

olyan § € R*, hogy minden x € H szamra, ha 0 < ||z —a|| < 4, akkor ||f(z) — F| < ﬁ Ezek
alapjan ha z € H, 0 < ||z — al| < ¢, akkor
£

[Af(2) = AF|| = [A[- [|f(2) = FIl < |Al- i

&

vagyis lim(Af) = A\F.
3. Létezik olyan §; € RT, hogy

VeeH: 0<l|z—al <d = |flz)-F| <1,

vagyis, ha € H olyan, hogy ||z — al| < d1, akkor
If @) < IIF] + 1.

Minden ¢’ € RT szamhoz létezik olyan dy, 6, hogy

VeeH: 0<|z—al <df = |f(z)—F| <€,

Vee H: 0<|z—al <d, = |px)— | <e.
Ekkor a § = min{dy,d,, 61} szamra, ha € H olyan, hogy 0 < ||z — a|| < ¢, akkor

[(0f)(x) = @F| = [lo(z) f(z) — ©f (z) + Of(x) — F| <

<[f@) - le(x) = @] +[@f - [|f(z) - FI| <
SUFI+1) - +[@-e" =" (IF + 2]+ 1) <&,

€
TF[+ 0+ 1
Ezek alapjan az e, |F|| és |®| szamokhoz valasztunk olyan & paramétert, melyre teljesiil a fenti
egyenlGtlenség, majd valasztunk 6; ,0f, 6, mennyiségeket és ezekbdl kapjuk meg a € szdmhoz tartozoé
& mennyiséget.
4. Az ¢ € RT szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy

teljesiil, ha 0 < &’ <

VeeH: 0<|lz—a| <0 = |f(z)-F|| <e.
Ekkor a § szamra igaz, hogy minden 0 < ||z — a|| < § esetén

Hf @I = IFI < [If(2) - Fll <e

teljesiil, vagyis lim || f|| = || F||-
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10.9. Fiiggvények folytonossaga

10.58. Definicié. Legyen (K*, ||-||) és (K™, ||-||") normalt tér, f : K® — K™ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € RY35 € R*(f(Bs(a)) C B.(f(a))).
— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.

Jelslés. Adott (K™, ||-|) és (K™, |-||") normalt terek és U C K" és V' C K™ részhalmazok esetén a

cu,v) 2 {f:U = V| f folytonos}
jelolést fogjuk hasznélni.

10.59. Tétel. (Atwviteli elv folytonossigra.) Legyen (K™, ||-||) és (K™, |-||") normdit tér, f : K* — K™
és z € Dom f. A f fiiggvény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a im f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

Bizonyitds. Legyen (K", |-|]) és (K™, |-||') normalt tér, f : K* — K™ és z € Dom f. Tegyiik fel,
hogy az f fiiggvény folytonos a z pontban és legyen a : N — Dom f, z ponthoz konvergél6 sorozat.
Az f fiiggvény z pontbeli folytonossaga miatt tetszéleges ¢ € RT paraméterhez, létezik olyan 6 € RT,

hogy
Vz € Dom f: d(z,2) <46 = d(f(x), f(z)) <e.

Ehhez a ¢ szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,, z) < §. Ekkor minden n € N, N < n szamra d'(f(a,), f(2)) < €, vagyis

I f(an) = (2).
Tegyiik fel, hogy f nem folytonos a z pontban. Ekkor

Je € RTV6 € RT3z € Dom f N Bs(2) : f(z) ¢ B-(f(2)).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{veDomflzeB s (), d(f@).f(2) 2} £0.

ezért

I1 {x € Dom f| z € B+ (2), d(f(z), f(2) > 5} £ 0.

neN
Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f olyan sorozat, melynek minden

1
n € N esetén d(an,z) < 1 teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim f oa = f(z)
n

€
nem teljesiil, ugyanis az 3 szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N,

N < n szémra d'(f(ay), f(2)) < %, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt minden n € N szdmra
d'(f(an), f(2)) > €. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f, z ponthoz
konvergalo sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = f(2).

10.60. Tétel. Legyen (K™, ||-||) és (K™,|-||") normdlt tér, f : K* — K™, és az a € Dom f pont a
Dom f halmaz torléddsi pontja. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik

és li(ILnf = f(a).

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-|') normalt tér, f : K* — K™, és az a € Dom f pont a
Dom f halmaz torl6déasi pontja.
Egymas alé irva a lim f = f(a) és az f fliggvény a pontbeli folytonossaganak a jelentését

Ve € RT35 € RTVa € Dom f : 0<d(x,a)<d — d(f(x),fla)<e

Ve € RT36 € RTVa € Dom f : d(z,a) <d — d(f(zx),fla) <e

rogton adodik, hogy az a € Dom f esetben a két formula ekvivalens.
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10.61. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, |-|") normdit tér, f,g : K* - K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € Dom f NDom g N Dom . Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Ekkor az a pontban

L f+g;
2. \f;

3. of;

4- A1
folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f,g: K* - K™ ¢ : K" » K, A€ K, a € H,
ahol H = Dom f N Dom g N Dom . Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Legyen ¢ € R™
tetszéleges paraméter.

1. Az ; szémhoz létezik olyan dy,d,, hogy
Vee H: |lz—al <y = [If(z) - fla)] <
VeeH: |lz—al <d, = lg(z) —gla)ll <

Ekkor a § = min{dy,d,} szamra

Vee H: |lz—al <d = [|(f +9)(x) = (f+9)(a)l < [If(z) = fla)l + llg(z) —g(a)|| <€

teljesiil, vagyis f + g folytonos az a pontban.
2. Ha X\ = 0, akkor nyilvan igaz az allitdas. Tegyiik fel, hogy A # 0. Az £ € R" szamhoz létezik

A
olyan § € R, hogy minden z € H szamra, ha ||z — a| < ¢, akkor || f(z) — f(a)| < |€7| Ezért ha
|l — al| < ¢, akkor
5
IAf (@) = Af(a)] = (Al - [[f () = fla)ll <[A[- oo

vagyis Af folytonos az a pontban.
3. Létezik olyan §; € RT, hogy

VeeH: |lz—al <o = [[f(x) = fla)ll <1,
vagyis, ha € H olyan, hogy ||z — a|| < ¢, akkor
@) < I1F] + 1.
Minden &’ € RT szdmhoz létezik olyan 4y, d,, hogy
VeeH: |lz—al <df = ||f(z)—F|| <&
Vee H: ||lz—a| <d, = |px)—pla)] <.
Ekkor a § = min{dy,d,, 61} szamra, ha € H olyan, hogy 0 < ||z — a|| < ¢, akkor
1) (@) = ela)fa)ll = lle(@) f(x) = p(a)f(x) + p(a) f(x) — p(a) fa)|| <
<Nf @) - o) = la)] + lp(a)] - [ f(x) = fla)ll <
<@l +1)- "+ lp(a)]-e" =" (If (@)l + [e(a)] + 1) <e,

€

1 (@)l + [e(a)] +1
¢’ paramétert, melyre teljesill a fenti egyenlStlenség, majd valasztunk 0,1, d¢, d, mennyiségeket és
ezekbdl kapjuk meg a € szdmhoz tartozd § mennyiséget.

4. Az e € R szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy

Vee H: |[z—al <0 = |[f(z)— fla)| <e.

teljesiil, ha 0 < ¢’ < . Tehat az ¢, || f(a)| és |¢(a)| szdmokhoz valasztunk olyan

Ekkor a § szamra igaz, hogy minden ||z — al| < § esetén

@I = lf @ < I1f(z) = fla)ll <e

teljestil, vagyis ||f|| folytonos az a pontban.
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10.62. Tétel. Legyen (K*,|-|) és (K™,|-||") normdlt tér, X\ € K, valamint f,g : K* — K™ és
¢ : K" = K folytonos fiiggvény. Ekkor [+ g, Af, of és ||f]| is folytonos.

Bizonyitds. Az el6zé allitast kell alkalmazni minden a € K" pontra.

10.63. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (K®,||-||) és (K™, ||-|') normdit tér,
valamint f : K® — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

1. Az f fiigguény folytonos.

-1
2. Minden A C K™ nyilt halmazra létezik olyan U C K" nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A CK™ zdrt halmazra létezik olyan Z C K" zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (K", |-[) és (K™, [|-|) normalt tér, f : K® — K™ és K = Dom f.

-1
1 = 2 Legyen f : K — K™ folytonos fliggvény és A C K™ nyilt halmaz. Ekkor minden z € f (A)
esetén létezik olyan e(z) € R™, melyre B.(,)(f(z)) € A. Ekkor az f fiiggvény z pontbeli folytonossaga

miatt létezik olyan d(z) € RY, melyre f(K N Bj(.)(2)) C Be)(f(2)). Ezekbdl K N By, (2) € _fl(A)
adodik. Tehat az U = U By(zy(2) nyilt halmazra K N U = _fl(A) teljestil.

€ £(A)
2 = 1 Legyen f: K — K™ olyan fiiggvény, hogy minden A C K™ nyilt halmaz esetén létezik olyan
U C K" nyilt halmaz, melyre }1(/1) = U N K teljesiil. Legyen z € K és ¢ € RT tetsz6leges. Ekkor

-1
B.(f(#)) nyilt halmaz, ezért létezik olyan U C K™ nyilt halmaz, melyre f (B:(f(z))) = UNK
teljesiil. A z € U miatt létezik olyan § € R*, hogy Bs(z) C U. Ez azt jelenti, hogy minden z € K
pontra x € Bs(z) esetén f(x) € B:(f(z)) teljesiil, ebbdl pedig kivetkezik az f fiiggvény z pontbeli
folytonossaga, abbol pedig folytonossaga.

2 = 3 Legyen A C K™ zart halmaz. Ekkor K™ \ A nyilt halmaz, igy létezik olyan U C K" nyilt

—1
halmaz, hogy f (K™\ A) =UnN K. Ezért

-1

f<A>=Km(K“\}1<K"‘\A>) ~ KK\ (UNK)) = K0 K"\ D)

-1
teljesiil, ahol felhasznéaltuk, hogy minden A’ C K™ halmazra f(A’) C K. Vagyisa Z = K"\ U

-1
halmaz zart és f(A)=ZNK.
3 = 2 Legyen A C K™ nyilt halmaz. Ekkor K™ \ A zart halmaz, igy létezik olyan Z C K" zart

-1
halmaz, hogy f (K™\ A) = ZnN K. Ezért

-1

Py =k (R0 T @A) = KnE N\ (Z0K) = K0 E\ 2)

-1

teljesiil, ahol felhasznaltuk, hogy minden A’ C K™ halmazra f (A’) C K. Vagyis az U = K"\ Z
—1

halmaz nyilt és f (A) =UNK.

10.64. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér,
valamint f : K* — K™. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
1. Az [ fiiggvény folytonos.

-1

2. Minden A CK™ nydt halmazra f (A) nyilt.
-1

3. Minden A CK™ zdrt halmazra f (A) zdrt.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kovetkezménye.
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10.65. Tétel. Véges dimenzids normdlt terek kozétt hatd folytonos fiigguények kompozicidja folytonos
fiigguény.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-|;)) normélt tér minden ¢ = 1,2, 3 esetén, f : K™ — K", g : K"2 — K"
folytonos fiiggvény, és a € Dom f olyan pont, melyre f(a) € Dom g teljesiil. Megmutatjuk, hogy a
g o f fiiggvény folytonos az a pontban.

Legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Mivel a g fiiggvény folytonos az f(a) pontban, ezért létezik
olyan d, € R, hogy

Vy € Domg: da(y, f(a)) <dy = d3(9(y).9(f(a))) <e.

Mivel az f fliggvény folytonos az a pontban, ezért a d, szamhoz létezik olyan 6 € R paraméter, hogy
VeeDomf: di(z,a)<d = do(f(z), f(a)) < dy.

Egymas utan irva a fenti két egyenlStlenséget azt kapjuk, hogy minden x € Dom(g o f) esetén

di(z,a) < = ds((go f)(x), (g0 f)(a)) = ds(9(f(2)),9(f(a))) <e.
10.66. Definici6. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||) normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fiiggvény nyilt, ha minden U C K" nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.
10.67. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|") normdit tér és f : K* — K™ bijekcio. Az f fiiggvény
pontosan akkor nyilt, ha f~! folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-|') normalt tér és f : K® — K™ bijekcio. A folytonossag

topologikus jellemzése alapjan az f~! fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden U C K" nyilt
-1

halmaz esetén ( f *1)(U) C K™ nyilt halmaz, azaz f(U) C K™ nyilt halmaz, vagyis amikor f nyilt.

10.68. Definicié. Legyen (K", ||||) és (K™, [|-|') normalt téer U C K" és V C K™ Az f: U =V

fliggvény homeomorfizmus, ha folytonos bijekcio és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U

és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U — V homeomorfizmus.

10.10. Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények

10.69. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, |-||") normdlt tér K C K* kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

Bizonyitds. Legyen (K*,|-]|) és (K™, ||-|') normalt téer K C K" kompakt halmaz, f : K — K™
folytonos fliggvény és tekintsiik az f(K) halmaz

f(K)QUUi

iel
nyilt fedését. Ekkor a folytonossag topologikus jellemzése ((10.63) tétel) alapjan minden ¢ € I esetén
-1
létezik olyan V; nyilt halmaz, melyre f (U;) = V; N K teljesiil. Vagyis

Kct (UU) :U_fl(Ui)=U(VmK)= (Uw)ngUw

icl icl icl icl icl
a K kompakt halmaz nyilt fedése. A K halmaz kompaktsiga miatt létezik olyan J C I véges halmaz,
melyre
KclJv
icJ
ezért

fEycJrv=Jus

ieJ i€J

az f(K) halmaz véges nyilt fedése.
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10.70. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f :
K — R folytonos fiigguény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) norméalt tér, K C K" kompakt halmaz és f : K — R folytonos
fiiggvény. Az el6z6 10.69 tétel alapjan f(K) kompakt halmaz, vagyis a 3.22 Borel-Lebesgue-tétel
miatt korlatos és zéart részhalmaza a valds szdmoknak. Az f(K) halmaz korlatossaga miatt létezik
infimuma és szuprémuma, valamint az f(K) halmaz zartsaga miatt inf f(K),sup f(K) € f(K). Ezért
létezik olyan z,y € K, melyre f(z) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

10.71. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-|I') normdit tér, K C K" kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~' figguény is folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-[|) és (K™, |-||") normalt tér, K C K" kompakt halmaz, f : K — K™
folytonos injektiv fiiggvény és legyen Z C K" zart halmaz. Ekkor Z N K a K kompakt halmaz
zart részhalmaza, ezért kompakt. Felhaszndlva, hogy kompakt halmaz folytonos fiiggvény altali képe

kompakt, valamint az
-1

(F )2 =f(2)=fZNK)
-1
egyenlGséget az adodik, hogy minden Z zért halmazra a (f~')(Z) halmaz zart, tehat a 10.63 tétel
alapjan f~! folytonos fiiggvény.

10.72. Tétel. Legyen (K®,|-||) és (K™,|-||") normdlt tér, K C K" kompakt halmaz, V. C K™ és
f: K =V folytonos bijekcio. Ekkor f homeomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen (K™, |-|) és (K™, |-|') normalt tér, K C K" kompakt halmaz, V C K™ és
f + K — V folytonos bijekcio. Ekkor a 10.69 tétel alapjan V kompakt halmaz, és a 10.71 allitas
alapjan az f~! fiiggvény is folytonos.

10.11. Egyenletesen folytonos fiiggvények

10.73. Definicié. Legyen (K", ||-||) és (K™, ||-|') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e RTI e Rz, ye A:  (d(z,y) <5 — d(f(2), f(y)) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
10.74. Tétel. Normdlt terek kiézitt hato egyenletesen folytonos fligguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) és (K™, |-|') normalt tér, f : K® — K™ egyenletesen folytonos fiigg-
vény és x € Dom f. Ekkor az f fiiggvény egyenletes folytonossaga alapjan

Vee RYI e RTVyeDom f: (di(z,y) <6 — dao(f(2), f(y)) <e),

ami az f fiiggvény x pontbeli folytonossagat jelenti. Vagyis az f minden € Dom f pontban folytonos,
tehat folytonos.

10.75. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (K™, |-||) és (K™, |-|") normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és
f: K — K™ folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-]|") normalt tér, K C K" kompakt halmaz, f : K — K™
folytonos fiiggvény és ¢ € R tetszdleges rogzitett paraméter. Az f fiiggvény folytonossaga alapjan
minden x € K ponthoz létezik olyan §(x) € R* szam, melyre

f (Bs@)()) € Bs(f(x))
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teljesiil. Ekkor

K C |J Bsw (),
rzeK

vagyis a K halmaz kompaktsaga miatt létezik olyan H C K véges halmaz, melyre

xeH

Legyen 6 = min

(x)
2

esetén dao(f(x), f(y)) < € teljesiil. Legyen x,y € K olyan, melyre dy(z,y) < 0 teljesiil. Az z € K
miatt létezik olyan p € H, melyre x € Bsw) (p) teljestil. A haromszig-egyenl6tlenség alapjan
2

h(y,9) < di(y.2) + da(o.p) < 5+ "2 < o),

|z € H} Megmutatjuk, hogy ekkor minden z,y € K pontra d(z,y) < §

vagyis
di(z,p) < d(p) — da(f(z), f(p)) <
di(y,p) < 0(p) — da(f(y), f(p)) <

Ezekbdl viszont a bizonyitandd

egyenlGtlenség kovetkezik.

10.12. Normak ekvivalenciaja
10.76. Tétel. Legyen ||-||" és ||| norma a K™ vektortéren. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C K* nyilt halmaz nyilt a ||-|' norma szerint is.

2. Minden x € K" ésr € RT paraméterekhez létezik olyan R € RT, melyre B%H/(x) c Bl'l(2).
3. Létezik olyan K € Rt szim, hogy minden x € K" vektorra ||z|| < K ||z’

Bizonyitds. Legyen ||-||’ és ||-|| norma a K" vektortéren.

1= 2 Minden z € K" és r € R+ esetén Bl (z) nyilt a ||-|| norma szerint, ezért a |-||" norma szerint
is nyilt. Mivel z belsd pontja a Bl (z) halmaznak a ||-|" norma szerint, ezért létezik olyan R € R,
melyre By{“/(x) - Bﬂ"l(x) teljesiil.

2 = 3 Az x = 0 vektorhoz és az r = 1 szamhoz létezik olyan R € R™, melyre B}‘%'”,(O) C B‘ll'”(O).
Vagyis minden y € K" vektor esetén ha |y < R, akkor ||y|| < 1. Legyen z € K" tetsz6leges vektor.

R
Ha z # 0, akkor Z = - z olyan vektor, melyre || Z||" = 7 < R, vagyis ||Z]| = 2l < 1,

R
) 2|zl ) 2|zl
amibdl ||z]| < B |z]|" adodik. Ha z = 0, akkor is teljesiil a ||z| < B | 2]l egyenlétlenség. Vagyis a
2
K= i jeloléssel az adodik, hogy minden x € K" esetén ||z|| < K ||z
3 = 1 Legyen K € R* olyan szam, hogy minden x € K" vektorra ||z| < K ||z||" teljesiil és legyen

X C K" a ||| norma szerint nyilt halmaz. Ha 2 € X, akkor létezik olyan r € R™, hogy 'l (z) C X.
Megmutatjuk, hogy R = % esetén B%” (z) C Bﬂ"l(z) teljesiil, vagyis z bels6 pontja az X halmaznak

a ||-||' norma szerint is. Ha y € BJU%‘H/(Z), akkor nyilvan ||y — 2| < R és azt kell igazolni, hogy
lly — z|| < r teljesiil. Ez rogton adodik a

.,
Hy_ZHSK'||y—z||/<K-R:K.?:T

egyenl&tlenségbdl.
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10.77. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a K" téren értelmezett ||-|| és ||-||" normdk ekvivalensek egy-
mdssal, ha ugyanazok a nyilt halmazok a térben, azaz, ha minden ||-|| norma szerint nyilt halmaz
nyilt a ||-||" norma szerint és minden ||-||" szerint nyilt halmaz nyilt a ||-| norma szerint is.

10.78. Tétel. Legyen ||-||" és |-| norma a K* vektortéren. A ||-||" és ||| normdk pontosan akkor ek-

vivalensek, léteznek olyan Ky, Ky € RT paraméterek, hogy minden x € K* vektorra ||z|| < K, ||z||" és
lz||" < Ky ||z|| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € RT paraméterek,
hogy minden x € K* vektorra o ||z|| < ||z||" < 8 |z]|-

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kdzvetlen kovetkezménye.
10.79. Tétel. Mindenn € N* ésp € [1,00[ esetén a |||, és a |||, normdk ekvivalensek a K" téren.
Bizonyitds. Egyszertien igazolhato, hogy minden z € K" vektor esetén
2]l < llzll, < &/n- 12l
teljesiil, ezért az el6z6 allitds alapjan a |||, és a [||| ,, normak ekvivalensek.

Magyarazat. Ennél tobbet is tudunk igazolni, nevezetesen a kovetkezé allitds azt mutatja, hogy
véges dimenzios vektortereken létezik egy kitiintetett nyilt (zart, kompakt, korlatos, stb.) halmaz
fogalom, melyet a normék indukélnak.

10.80. Tétel. Minden n € N esetén a K" vektortéren barmely két norma ekvivalens.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy minden n € N esetén a K" téren a végtelen norma ekvivalens
barmely més normaval. Legyen ||-|| tetsz6leges norma. Legyen tovabba (e;)i=1,...» a K" tér kanonikus
béazisa, azaz minden i € {1,...,n} esetén e; legyen az a vektor, melynek az i-edik komponense 1,
minden més komponense 0. Definidljuk még a Ky = max{|le;||| ¢ € {1,...,n}} szamot. Ekkor
minden z € K" esetén

] =

n
E €T; - €;
i=1

Most megmutatjuk, hogy a ||-|| : K* — R fiiggvény folytonos a (K", ||-||..,) térben. Ehhez igazolni
kell, hogy minden x € K" és ¢ € RT elemekhez létezik olyan § € R*, hogy minden y € K" vektorra

n n
< il llesll <D Jal - Ky < Kyn- |2 -
i=1 i=1

[z =ylloe <6 =zl =yl <e

teljesiil. A 6 = LK véalasztés jo lesz, ugyanis ebben az esetben ha ||z — y||, < 0, akkor
nmng

Mzl =Nyl < llz =yl < Kanflz -yl <e

Most tekintsiik az S = {x € K"|||z|/,, = 1} halmazt. Mivel a ||-|| _ fiiggvény nyilvan folytonos a [|-||
1

norma szerint és S = ||-||  ({1}), ezért S egy zart halmaz folytonos fiiggvény altali 6sképe, tehat zart
a (K", ||-||.) térben. Tovabba S nyilvan korlatos, ezért a 10.51 tétel alapjan S kompakt a (K", [|-]| )
térben. Mivel ||-|| folytonos fiiggvény, ezért a Weierstrass-tétel miatt léteznek olyan a;, 3 € Rt szadmok,
hogy minden x € S vektorra

a<|z]<p

teljesiil. Ha z € K"\ {0} tetszsleges vektor, akkor ﬁ
T oo

es, ezértag‘

* H = M Vagyis
[zl [l

x € K" esetén |z|| < 1. ||| teljestil.

Mivel a normék ekvivalencidja tranzitiv, ezért megmutattuk, hogy a K" téren barmely két norma
ekvivalens.
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10.13. Normak ekvivalencidjanak kévetkezményei

10.81. Tétel. Az X C K" halmaz nyiltsdga, zdrtsdiga, korldtossiga és kompaktsdga fiiggetlen attdl,
hogy a K" tér milyen normdval van elldtva.

Bizonyitds. A 10.80 tétel alapjan halmazok nyiltsag fiiggetlen a norma megvalasztasatol. Tehat
minden norma esetén ugyanazok a nyilt halmazok. Ezért a nyilt halmazok komplementerei, a zart
halmazok, szintén ugyanazok minden norma esetén. A kompaktsag fogalma egyediil a nyiltsagot
hasznalja a topologiai fogalmak kozil, ezért a kompaktsag szintén normafiiggetlen tulajdonsag a K"
téren. A korlatossag normafiiggetlensége pedig a a 10.78 tétel kévetkezménye.

10.82. Tétel. Legyen f : K* — K™ fiigguény és a € Int Dom f. Az f fiigguény a pontbeli folytonos-
sdaga figgetlen az K* és K™ tereken vdlasztott normdtol.

Bizonyitds. Legyen f : K" — K™ fiiggvény és a € Dom f. Legyen ||-||(1), H-||(2) norma az K" téren
és ||-||(a)7 ||-||(b) norma az K™ téren. A 10.78 tétel alapjan léteznek olyan c,d € RT paraméterek, hogy
minden z € K" esetén [|z[| ;) < ||zl és minden y € K™ esetén [|y|| ) < d|lyl[ -

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény folytonos az a pontban a ||-||(1) és az ||| (a) DOrma szerint. Legyen
e € RT tetszSleges paraméter. Ekkor létezik olyan 6 € R, h/ogy minden z € Dom f pontra,

ha [lz —al|y) < &, akkor [|f(z)— f(a)ll,) < 2 Legyen 6 = — és ¢ € Dom f tetsz6leges. Ha
c
|z — all(y) < d, akkor

e = all ) < clla = allyy < 3 =&,

amibdl a pedig
1f(x) = f(a)ll @y < dllf(@) = fla)ll, < d- 2 —c

adédik. Ami éppen azt jelenti, hogy az f fiiggvény folytonos az a pontban a [|-|| 5 és a ||-[|;,) norma
szerint.

10.83. Tétel. Az a: N — K" sorozat konvergencidja és hatdrértéke figgetlen a K" téren vdlasztott
normdtol.

Bizonyitds. Legyen |[|y), ||[[2) norma az K" téren, A € K" és a : N — K" olyan sorozat, melyre

lim a, = A teljesiil a ||| ;) norma szerint. A 10.78 tétel alapjén létezik olyan c € RT paraméter,
n—roo

hogy minden z € R" esetén |[z|| 5 < c||z[|). Legyen ¢ € R™ tetszoleges paraméter. Ekkor létezik
olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N N < n esetén

9
llan — A||(1) < o’

amibdl
lan = Allo) < cllan — Al gy <&

kovetkezik. Ez viszont igazolja, hogy lim a, = A teljesiil a ||-|| ;) norma szerint is.
n—oo

10.84. Tétel. (Heine—Borel-tétel.) Az (K", ||-||) normdlt tér egy részhalmaza pontosan akkor kom-
pakt, ha korldtos és zdrt.

Bizonyitds. Ha K C K" kompakt a (K", ||-||) normélt térben, akkor a 10.48 tétel alapjan K korlatos
és zart.

Legyen K C R" korlatos és zart halmaz a (R",||-||) norméalt térben. Ekkor a 10.80 tétel alapjan
K korlatos és zart halmaz a (R", ||-||, ) normalt térben, vagyis a 10.51 tétel alapjan K kompakt a
(R, |||l ..) normalt térben. A 10.80 tétel alapjan ekkor K kompakt az (R",||-||) normalt térben.
Legyen K C C" korlatos és zart halmaz a (C",||-||) normélt térben. Tekintsiik a

@:C" - R™ (Rezi,Imz,...,Rezq, Im zy,)
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valds linearis leképezést. Egyszertien igazolhato, hogy ekkor
I, : R*™ = R Z ||<p*1(z)||

norma az R?" téren, valamint minden 2 € C" esetén ||z|| = ||p(2)], teljesiil. Tovabba ¢ homeomorfiz-
mus a (C", ||-||) és a (R®™, ||-||,) tér kozott. Tehat o(K) korlatos és zart halmaz az (R*™, ||-||,) térben.
Ezért az el6z6ek alapjan ¢(K) kompakt az (R?", [|-||,) térben. Vagyis K kompakt a (C", ||-||) térben.

10.85. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel véges dimenzids normdlt terekben.) Legyen a (K", ||-||) nor-
mdlt tér és A C K". Az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladé sorozatnak
létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

Bizonyitds. Tekintsiik az (R", ||-||) normalt teret és egy A C R™ halmazt. A 10.80 tétel alapjan az
A halmaz pontosan akkor kompakt a (R", ||-||) norméalt térben, amikor kompakt a (R", ||-|| ) térben.
A 10.52 tétel alapjan A pontosan akkor kompakt a (R",||-||,) térben, ha minden benne haladé
sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme az A halmaznak. A 10.80 tétel
alapjan egy sorozat pontosan akkor konvergens a (R", [|-|| ) térben, ha konvergens a (R", [|-||) térben.
Tekintsiik az (C", ||-||) normalt teret és egy A C C" halmazt. Legyen

@:C" - R™ (Rezi,Imzq,...,Rezy, Im z,).

Ekkor
H~||*:R2n—>R Z ||<p_1(z)H

norma az R?" téren, valamint minden z € C" esetén ||z|| = [|¢(2)], teljesiil. Mivel » homeomorfizmus
a (C™ |- és a (R®",]]-]|,) tér kozdtt, ezért A pontosan akkor kompakt a (C",||-||) térben, amikor
©(A) kompakt a (R?", ||-||,) térben. Az eddigiek alapjan tudjuk, hogy ¢(A) pontosan akkor kompakt
ha minden benne halad6 sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme a ¢(A)
halmaznak. Mivel ¢ lineéris izometria, ezért pontosan akkor teljesiil, hogy minden ¢(A4) halmazban
halad6 sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme a p(A) halmaznak, ha
minden A halmazban haladé sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme az
A halmaznak.

10.86. Tétel. Az (K", ||-||) normdlt tér Banach-tér, tovibbd minden zdrt részhalmaza teljes.

Bizonyitds. Ha a : N — K" Cauchy-sorozat, a ||| norma szerint, akkor a 10.80 tétel alapjin
Cauchy-sorozat, a |||, norma szerint is. Ekkor viszont konvergens a 10.43 tétel szerint. Ugyancsak
a 10.80 tétel alapjan a sorozat konvergens lesz a ||-|| norma szerint is.

10.87. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér és L C K" linedris altér, akkor L teljes.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normélt tér és L C K" lineéris altér. Ha uy,...,u, € L bézis az L
vektortérben, akkor tekintsiik a

m m
@:L—)Km Zaiuil—)Zaiei
i=1 1=1

bijekciot és a
I K™ =R 2o o7 ()

normét. Ha a : N — L Cauchy-sorozat, akkor (¢(ay))nen Cauhy-sorozat a (K™, ||-||,) Banach-térben,
ezért konvergens is. Ha lim ¢(a,) = =, akkor lim a, = ¢ '(z) € L teljesiil.
n—oo n—oo

10.88. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér ési € {1,...,n}, akkor a
pr, : K" =K (T1,...,Zn) — x;

fiigguény folytonos.
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Bizonyitds. A 10.80 tétel alapjan a pr; fiiggvény pontosan akkor folytonos barmely norma szerint,

ha folytonos a végtelen norma szerint. Ha a € K" tetsz6leges pont és € € RT tetsz6leges paraméter,

akkor a 0 = ¢ valasztassal élve azt kapjuk, hogy minden z € K" vektorra, ha |z — a|, < J, akkor
pry(z) —pri(a)] = |z; — a;f <[lz —all <e.

Vagyis pr; folytonos minden tetszélegesen vélasztott pontban, ezért folytonos.

10.89. Tétel. Legyen (K*,|-||) és (K™, ||-|") normdlt tér, f : K* — K™ és a € K" torléddsi pontja a
Dom f halmaznak. Pontosan akkor létezik a lim f hatdrérték, ha minden i € {1,... ,m} esetén létezik
a

a lim f; hatdrérték és ekkor minden i € {1,...,m} indexre
<lim f) = lim f;
a i a
teljesiil.

Bizonyitds. A 10.80 tétel alapjan az éllitas fiiggetlen a normak megvalasztasatol, tehit elég a végte-
len norméakat tekinteni. Ezért a K" és a K™ téren a [|-|| ., norméval dolgozunk. Legyen f : K" — K™
és a € K" torlddasi pontja a Dom f halmaznak.

Tegyiik fel, hogy létezik a li(rln f hatarérték és legyen F = litrln f. Legyen ¢ € {1,...,m} tetszéleges

index ¢és € € RT tetszbleges paraméter. Létezik olyan § € Rt, hogy minden z € Dom f pontra, ha
0 < ||z —all, <9,akkor ||f(z) - F| <e. Az

[fi(w) = Fi| < || f(z) = Fll

egyenl6tlenségbdl viszont kovetkezik mar a F; = lim f; hatarérték.
a

Most tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,m} esetén létezik a lim f; hatarérték és legyen

F= (hmfi,...,limfm) .
a a
Legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter. Ekkor minden i € {1,...,m} esetén létezik olyan §; € R,
hogy minden z € Dom f elemre, ha 0 < |z —al| < 6;, akkor |fi(x) — F;| < €. Legyen ¢ =
min {4y, ..., 0 . Ekkor
VeeDomf: ||z —al <0 — |[flz)—fla)|, <e,

vagyis F' = lim f.

10.90. Tétel. Ha (K™, ||-|) és (K™, ||-|) normdlt tér, f : K* — K™ és a € Dom f. Az f fiigguény

pontosan akkor folytonos az a pontban, ha minden i € {1,...,m} esetén az f; fiigguény folytonos az
a pontban.
Bizonyitds. Legyen f folytonos az a pontban. Mivel minden ¢ € {1,...,m} esetén pr; folytonos,

ezért a kompozicidjuk, pr; of, is folytonos lesz az a pontban.
Most tegyiik fel, hogy minden ¢ € {1,...,m} esetén az f; fiiggvény folytonos az a pontban. Legyen
e € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor minden i € {1,...,m} esetén létezik olyan §; € RT, hogy
minden 2 € Dom f elemre, ha ||z — a|| < §;, akkor || f(z); — f(a)i]| < e. Legyen 6 = min {d1,...,0m}.
Ekkor

VeeDomf: ||z —al| <d — [f(z)—fla)|, <s,

vagyis f folytonos az a pontban, ha a K™ téren a végtelen normét tekintjiik. Azonban 10.80 tétel
alapjan ekkor K™ tér barmely normaja szerint folytonos lesz f az a pontban.
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10.14. Sorok

10.91. Definicié. (Sorok.) Legyen (K", ||-||) normalt tér és legyen a : N — K" tetszéleges soro-
zat.

n
— Azt a jol meghatérozott > a : N — K" sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
n i

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden csak sornak nevezziik és olykor a E an

szimbolummal jeloljiik. !

Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-

gens. Ekkor a Z an = hm Zan jelolést hasznaljuk.
n=0 k: 0
Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatérozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a > ||a|| sor konvergens.

10.92. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (K", |||) normdlt tér és a : N — K"
olyan sorozat, melyre a > a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesil.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-|) normalt tér, a : N — K" olyan sorozat, melyre a > a sor konvergens.

Legyen A = Z an, és minden n € N esetén legyen a,, = Zak. Ekkor az n — au, és az n — ap41

n=0 k=0
sorozatok konvergensek és hatarértékiik A. Mivel minden n € N esetén

Un41 = Opy1 — Op,
ezért

lim ap4q1 = lim (ap41 —an) =A—A=0.
n—o0 n— oo

Amibél lim a = 0 kovetkezik.

10.93. Tétel. Legyen (K", |||) normdlt tér és a : N — K" sorozat. Ha a 'y a sor abszolit konvergens,
akkor a > a sor konvergens és

lall-

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normélt tér, a : N — K" olyan sorozat, melyre a »_ a sor abszolit
n

konvergens és legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Legyen minden n € N esetén o, = Z ap. Mivel
k=0

a Y a sor abszolut konvergens, ezért létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szémra

o

Z |lak|| < e. Ekkor minden m,n > N természetes szamra m > n mellett

k=n
m m o0
lam —anll = || D ar < D Narl < D Nl <e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

n

Vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat, ezért létezik A = lim «, vagyis létezik a lim E ar =
n—oo
k=0

oo
Z ay hatarérték. Ekkor minden n € N esetén
k=0

n
D

k=0

n o0
<kl < llaxll
k=0 k=0

amibdl az n — oo hataratmenettel adoédik a bizonyitandé allités.
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10.94. Tétel. Legyen a,b : N — K" olyan sorozat, melybdl képzeit sor konvergens. Ekkor minden

A € K esetén
[eS) [ ) [eS) [eS)
YSURTIS SIS SIND SEVARE) pit
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a,b: N — K" olyan sorozat, melybsl képzett sor konvergens és legyen A € K.
n n
Ekkor az o, 8 : N — K", o), = Z Ak, Bn = Z by, részletosszeg sorozatokra alkalmazva a 10.57 tételt
k=0

k=0
adodik az allités.

10.15. Linearis leképezések

10.95. Definici6é. A
A:K" - K™ x— Ax)

leképezésrél azt mondjuk, hogy linedris, ha minden z1, 29 € K" vektorra és minden A, 4 € K szamra
A(Az1 + pag) = NA(zy) + pA(xs)

teljesiil. A K" — K™ linearis leképezések halmazara a Lin (K", K™) jelolést hasznaljuk.
A Lin(K", K) teret a K* vektortér dudlisinak nevezziik, jele (K™)".
A Lin(K",K") halmazra a Lin(K") jelolést fogjuk hasznalni.

Jelolés. A Lin(K") halmazt elterjedt jellése még az L(n, K) vagy Ln(K).
Megemlitjiik még az alabbi gyakran hasznalt jeloléseket.

GL4#(K) = GL(n,K) = GL(K") = {A € Lin(K")| 347"}
SLa(K) = SL(n,K) = SL(K") = {A € Lin(K")| det A = 1}

Tovabba, az irodalomban elterjedt konveciot kévetve a linearis leképezés argumentumét nem tessziik

zarojelbe, vagyis ha A lineéris leképezés és x € Dom A akkor Az = A(x).
10.96. Tétel. Ha i< {1,...,n}, akkor a

pr; : K" - K (@1, .y T) > 2y
fiigguény linedris.

Bizonyitds. A K" téren értelmezett Osszeadés és skalarral valo szorzas definicija alapjan nyilvan-
valé.

10.97. Tétel. Legyen A € Lin (K", K™) és minden i € {1,...,n}, j € {1,...,m} esetén legyen
Aj; = (Ae;);. Ekkor minden x € K" vektorra és j € {1,...,m} indexre
n
(Az); = Z Ajiz;
i=1
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen A € Lin (K", K™), z ¢ K" és j € {1,...,m}. Ekkor

(Ax)] = pl"j A <Z xiei> = Zl‘l prj (Aez) = in(Aei)j = ZAjixi
i=1 i=1 i=1 i=1

teljesiil.
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10.98. Definicié. Adott A € Lin (K", K™) leképezés esetén az (A;j)ici...., my rendszert nevezziik az

{1
Je{l,s ¥
A linedris leképezés mdtrizdnak, ahol minden j € {1,...,n} és i € {1,...,m} indexre A;; = A(e;);.
A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a linearis leképezés és matrixa kozott. Az A leképezés
matrixdnak az elemeit a

An A12 v Aln

A21 A22 s A2n
A=1 . o .

Aml Am2 (R Amn

moédon szokés felirni.

10.99. Tétel. Minden ¢ € Lin(K",K) esetén létezik egyetlen olyan x € K", hogy minden y € K"
vektorra
e(y) = (z,y)

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen ¢ € Lin(K", K) és tekintsiik az

n
x = Z o(ex)ex
k=1

vektort. Ekkor minden y = (y1,...,yn) € K vektorra

n

(@,9) = plex)yr = ¢ (Z ykek) = ¢(y)
k=1

k=1

teljestl.
Ha z1, 22 € K" olyan, hogy minden y € K" vektorra

e(y) = (x1,y) = (22,9) ,
akkor ebbdl az y = x1 — o vektorra
0= (21,9) = (w2,) = (21— 22,01 — x3) = || — s|”
adodik, vagyis x1 = zs.

10.100. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, |-|') normdlt tér és A : K® — K™ linedris leképezés. Ek-
kor
1. a
X={zek"| |z| <1}

jelolés mellett sup || Az||’ < oo teljesiil;
reX
2. minden x € K" vektorra
!/ !/
[Az|]" < [l - sup [|Az]";
zeX
3. A folytonos.
Bizonyitds. Tekintsiik a (K", |-||,) és a (K™, ||-||") normélt tereket. Legyen
K =max {||Ae1|, ..., || Aea|} .
A véges dimenziés vektortéren bar mely két norma ekvivalens egyméssal a 10.80 tétel szerint, ezért
létezik olyan C' € R szam, hogy minden x € K" vektorra ||z||; < C|z| teljesiil. Ekkor minden
x=(x1,...,2,) € K" esetén

n
A E TkCk
k=1

/ /

n n
<D lewder]” <Y lanl K = ||z, K < KC |z
k=1 k=1

= zn: xkAek

k=1

[ Az]|" =
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Tehat
sup ||[Az|" < sup KC|z|| = KC < .
l=ll<1 o]l <1

Vezessiik be a ¢ = sup ||Az|| jelolést. Minden € K™\ {0} vektor esetén ekkor
llzll<1

!
JAz] = ]| HA <] -

x
]
teljesiil. Az 2 = 0 esetben pedig nyilvan ||Az| < |z| - c.

Legyen a € K" tetsz6leges pont és € € RT tetsz6leges paraméter. Ha a § = valasztassal éliink

c+
és valamely x € K" \ {a} pontra ||z — a| < ¢ teljesiil, akkor
!/
Az — Aa|' = |z —al| - |JA——2|| <|lz—allc<d-c=c- —— <&
|z — all c+1

teljesiil. Vagyis A folytonos a tetszélegesen vélasztott a pontban, ezért folytonos.
10.101. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-|) normdlt tér. A Lin(K" K™) tér vektortér, melyen a

[ : Lin(K", K™) — R A sup |Az|

lzll<1
leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen (K", |-|) és (K™, ||-|') normalt tér, valamint legyen A, B € Lin(K", K™) és
A € K. A 10.100 tétel alapjan ||Al|, || B]] < oo. Ekkor

IA+B| = sup [(A+ Bzl = sup [|Az+ Bzl < sup (||Az|" +||Bz|) <
lzl<1 <1

|z llzll<1 [l

< sup [[Az|"+ sup [[Bz|" = A] +|B]|;
lzll<1 lzll<1
IAA]l = sup. Mz = [A| Sup Az = |A]- [l

ll=ll

teljestil.

Tegyiik fel, hogy valamely A € Z(K",K™) elemre ||A|| = 0 teljesiil. Ekkor minden z € K" vektorra

|z]| <1 esetén ||Az| = 0, vagyis Az = 0. Mivel minden z € K"\ {0} vektor esetén az 2’ = ﬁ
x

1
vektorra ||z/| < 1, ezért Ax’ = mAx = 0, vagyis Az = 0. Ebb6l A = 0 kovetkezik. Tovabba

I0]] = 0 nyilvanval6 médon teljestil.
10.102. Definicié. A (K, |-]|) és (K™, ||-|') normalt terek esetén a

Il - Lin(K", K™) — R(}L A sup ||AxH'

lzll<1
leképezést operdtornormdnak nevezziik.

Jelolés. Ha linearis leképezésnek a norméjat vessziik, akkor mindig az operatornorméat szamoljuk,
hacsak masképp nem nyilatkozunk.

Magyarazat. Késébbi szamolasok és bizonyitasok soran szamtalanszor fogjuk hasznalni hivatkozas
nélkiil az alabbi tételben foglalt egyenlGtlenséget, mely valéjaban csak tjrafogalmazéasa a 10.100 tétel
2. pontjanak.

10.103. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, |-|) normdlt tér, valamint legyen A € Lin(K" K™) és
x € K". Ekkor
!
[Az|" < [l A] - [|]] -
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Bizonyitds. Mivel minden z € K™\ {0} vektor esetén az 2’/ = — vektorra ||z’|| < 1, ezért || Az’ <

IA]|, amibgl atrendezéssel adodik a bizonyitando egyenl()’tlenseg

10.104. Tétel. Legyen (K",
és B € Lin(K"2,K"3). Ekkor

ll(sy) normdlt tér minden i =1,2,3 esetén, legyen A € Lin(K™,K"?)
IBA[| < [|B] - [| Al
teljesiil, mely tulajdonsdgot a norma szubmultiplikativitdsanak nevezzik.

Bizonyitds. Legyen (K™, ||| ;)) normélt tér minden i = 1,2,3 esetén, valamint A € Lin(K",K"2)
és B € Lin(K"2,K"3). Mivel minden = € K™ vektor esetén

1BAz||) < 1B - |4zl gy < [IBI[- Al - Iz 1) »
ezért
|BAI= sup Bzl < s (IBI- 1Al lell) = IBI- 4]
2l 1) <1 ol ) <1
10.105. Tétel. A Lin(K",K™) tér Banach-tér.

Bizonyitds. A Lin(K", K™) tér véges dimenzios normalt tér, ezért a 10.86 tétel alapjan teljes.

Jelolés. Ha Lin(K") tér elemeivel dolgozva a K" tér identitas leképezését nem irjuk ki, ha ezzel nem
okozunk félreértést, illetve az 1 fogja jelolni az alabbi konvenciénak megfelelGen.

VAcLin(K*WA € K: A+ A= \idga £4
10.106. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Ha az A € Lin(K") leképezésre || A|| < 1 teljesiil, akkor a

g A" sor konvergens, az id —A elem invertdlhatd és
n=0

ZA”— (id—A)~

teljesil, ahol id jeloli a K" — K" identitdsfiggvényt.

Bizonyitds. Legyen A € Lin(K") olyan, hogy ||A|| < 1. A norma szubmultiplikativitdsa miatt
minden n € N esetén [|A"| < ||A]|". Ebbél lim [|A™|| = 0 adédik, melynek kovetkezménye, hogy

lim A™ = 0. Tovabba a ZA sor abszolut konvergens mert Z 1A™| < Z | A]|" < oo, hiszen

n—oo

IA]l < 1. A minden n € N+ esetén érvényes

—A)~Zn:Ak: (ZA’“) (1-A)=1-A"!
k=0

képletnél az n — oo hataratmenetet véve az eddigi megallapitasok alapjan
(1—A)- Z <ZA’“> (1-A)=1
k=0

adodik, vagyis Z A* az 1 — A elem inverze.
k=0

10.107. Tétel. Legyen
GL(n,K) £ {a € Lin(K")| Ja~'}
(Vagyis GL(n,K) jeloli az invertdlhato linedris leképezések halmazdt.) Ekkor
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1. minden a € GL(n,K) elemre B

2. a GL(n,K) halmaz nyilt;
8. azi:GL(n,K) = GL(n,K), i(a) = a™! leképezés folytonos.

(a) € GL(n,K);

1
[

Bizonyitds. 1. Legyen a € GL(n,K) és legyen b € BH o (a) tetszsleges elem. Ekkor |a — b|| <
1

o]’ vagyis |la —b]| - ||a*1H < 1. A norma szubmultiplikativitdsa miatt
a

1= 07 = e = B < = o <

ami a Carl Neumann-féle sorfejtés miatt azt jelenti, hogy az 1 — (1 — ba~!) elem invertélhat6 és az
inverze is folytonos lineéris leképezés, vagyis ba~! € GL(n,K). Legyen b’ = a~!(ba=1)"!. Ekkor
bb' = 1 nyilvan teljesiil, valamint ha a

(ba™ ) (ba™1) =1

egyenletet megszorozzuk jobbrél az a, balrél az a~! mennyiségekkel, akkor b'b = 1 adédik. Tehat b’
a b inverze, vagyis b € GL(n, K).

2. Mivel a GL(n,K) halmaz minden pontja belss pont, ezért nyilt halmaz.

3. Legyen a € GL(n,K) és € € RT tetszbleges paraméter. Megmutatjuk, hogy létezik olyan § € R,
hogy minden = € GL(n, K) elemre

la—2] <8 — zeGLMK) A o~ —a|<e

1
teljesiil, ami azt jelenti, hogy az i leképezés folytonos az a pontban. Legyen §; = W és x €
a

Bg, (a). Ekkor az 1. pont alapjan z € GL(n, K). Tekintsiik a kovetkezs atalakitasokat.

((:cil - ail) + ail) ((x—a)+a)=1

(z'—aNz—-a)+@t—aHNat+ta(z—a)=0
(' —aNa=—-aYz—0a)— (7' —a V) (z —a)
e t=—a M r—a)a - (7' —a Nz —a)a!

o=t = a | < o e —all + []a~ = a | - o —al| - [|a”]
o a0 = b =l ™) < " e —al
o= o’

z —al| - fla=]] 1-

a7t —a7H| < ] e —all < 1 llz—al
=l 3
Itt az utolso6 lépésben felhasznaltuk az

1
le—all<d —= |z—aqa|- Ha_lH < 3

egyenl6tlenséget. Vagyis ha dy = és § = min {01, 62}, akkor minden x € Bs(a) elemre

_c
2[|a—1)”

_1_

Hx a_1H <e

teljestil.

10.16. Multilinearis leképezések
10.108. Definici6é. Adott k € NT esetén az

k
A:l_[K”—HK‘11 (@1, o k) — Az, .. xg)

i=1
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leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris va%y, hogy k-linedris, ha mindegyik véltoz6jdban line-
aris, azaz, ha minden (z;)i=1,.. k, (Yi)i=1,...k € HK" vektorrendszere, minden A, u € K paraméterre
és minden ¢ € {1,...,k} indexre -

AT, .o i1, AT+ BYi, Tig1y -, Tk) = AA(X1, .o &k) + AT, o i1, Yoy Tig 1y -+ Th)

teljestl.

k k

A k-lineéris HK" — K™ leképezések halmazara a Lin® (H K",Km> vagy a Lin® ((K")k ,]Km>
i=1 =1

jelolést hasznaljuk.

10.109. Tétel. Legyen k € N*, valamint A € Lin® ((K“)k ,Km). Minden iy,...,ix € {1,...,n} és
j€A{1,...,m} esetén legyen Aj;, i, = Ales, ... € );. Ekkor minden W 2R e KM vektor és
jeA{l,...,m} index esetén

n
A, 2@ = S Ay el ) (10.1)

i1 ik
’Ll,‘..,ikzl

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k € Nt A € Lin® ((K“)k ,K‘“), M, 2 e K" es j e {l,...,m}. Ekkor

n n
A(x(l),...,x(k))j ZA<Z$§3)6i17-~-,2$§3)611> =

i1=1 i1=1 j

1 k
= > mgl)...xgk)A(eh,---,eik)j =

1 k

01 yeeyip=1
teljesiil.

10.110. Tétel. Legyen k € N*, (K™, ||-|) és (K™, ||-|") normadit tér és A : (K™ — K™ multilinedris
leképezés. Ekkor
1. a

k
X =]]{zieK"| [lasll <1}
=1

jelolés mellett sup ||A(x)||" < oo teljesiil;
zeX
2. minden x1,...,x; € K" vektorra
A1,z < ] - gl - sup [|A@)]];
zeX
3. A folytonos.

Bizonyitds. A K" téren tekintsiik a

n n
[l : K* = R Zaiei'_}2|ai|
i=1 i=1

norméat. A véges dimenzios vektortéren bar mely két norma ekvivalens egymaéssal a 10.80 tétel szerint,
ezért létezik olyan C' € RT szam, hogy minden z € K" vektorra |z||, < C||z|| teljesiil. Legyen

K =max {||A(ei,, €55, .. ei)|| | Vi € {1,... k} 1 i; € {1,...,n}}.
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Legyen minden z1,...,z € K" tetszleges vektor, melyet a K" tér standard béazisaban az
n
xT; = Z CLjﬂ'jel'j
;=1
alakban irhatunk fel. Az A multilinearitasdnak a felhasznalasival az
n n n /
A (z1,...,z)]| = || A <Z W10 Y 02,0,€005 - D ak,ikeik> <
i1=1 ig=1 ig=1
n n n
/
< Z Z T Z |a1,i1| ‘aQ,i2| e |ak,ik| ”A(eilﬂeiw e 7eik)|| <
i1=lig=1  ip=1
n n n
SKY Y Y vl ozl la, | =
i1=lig=1  ip=1
ny ng Ng
=K <Z |a1,i1|> <Z |a2,i2|> <Z |ak,ik|> =
=1 ia=1 ig=1
= Kllzully lwally - - llzwlly <
<KC-C-...-Cla|| |zl - - - lzkll <
k
E
< KC* T llayl
j=1
egyenl6tlenség adodik. Tehat ha
k
X =]]{wieK"| |loaf <1},
i=1
akkor sup ||A(z)| < KC* < co.
reX
Vezessiik be a ¢ = sup || Az||" jelolést. Minden x1,. ..,z € K*\ {0} vektor esetén ekkor
zeX
x x !
I 1 k
J4Gor. ol =l -l |4 (2o 20 )| < lll ool
[E3Y [EaA
teljesiil.
A (10.1) képlet alapjan minden j € {1,...,m} indexre pr; oA nem mds, mint egy olyan véges Gsszeg,
melynek tagjai véges sok projekci6 szorzatanak szdmszorosai. Ezért minden j € {1,...,m} indexre

pr; oA folytonos, tehéat a 10.90 tétel alapjan A folytonos.

10.111. Tétel. Legyen k € N*t, (K", ||-||) és (K™, |]-||") normdlt tér. Ekkor a

k

(||| : Lin® ((K")k ,Km> - RY A — sup {Ax”/ e Ry ‘ x € H{xz e K" x| <1}

i=1

leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen k € Nt (K", |-||) és (K™,|-|') normalt tér, valamint vezessiik be az

k
X=]]{zieK"| |jas] <1}
=1

jelolést. Legyen A, B € Lin® ((K“)k ,Km) és A € K. A 10.110 tétel alapjan ||A]|, || B|| < co. Ekkor

|A+ B = sup [[(A+ B)z|| = sup | Az + Bz||" < sup (| Az|" + || Bz|) <
zeX zeX zeX
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< sup Az’ + sup || Bz|| = || A]l + | B|;
rzeX X

xE

IAA[l = sup [[INAz[|" = [A] sup [|Az]" = |A] - | All .
rzeX rzeX

Tegyiik fel, hogy egy A € Lin® ((K“)k ,Km) elemre ||A|| = 0 teljesiil. Ekkor minden x1,...,z5 €
K"\ {0} vektorrendszerre

T
Alzy,.. o mk) = |2 - vakA(H MR k>:0

[l |

teljesiil, vagyis A = 0. Tovabba ||0|| = 0 nyilvanvalé modon teljesiil.

10.112. Tétel. Ha k € N*, (K™ ||||) és (K™ ||') normdlt tér, akkor (Lmk ((K“)k,Km>7||-H>
Banach-tér.

Bizonyitds. Mivel dim Lin® ((]K“)l€ , Km) =m-n* < oo, ezért véges dimenziés normalt tér, tehat
a 10.86 tétel alapjan teljes.

10.113. Definicié. Legyen k € N*. Azt mondjuk, hogy az A : (]K“)k — K™ fliggvény szimmetrikus
leképezés, ha minden o : {1,...,k} — {1,...,k} permutaciéra és minden z1,...,z; € K" elemre

A(Ila s ,Ik) = A(gja(l)v s 71'0-(k))

teljesiil. A (]K“)]’C — K™ szimmetrikus multilinearis leképezések halmazat L1n ((K“) ,K™) jeloli a
tovabbiakban.

10.114. Tétel. Legyen k € Nt, (K™, ||-[|) és (K™, ||-|") normdit tér. A
p:Lin (K", Lin® ((K“)k ,Km))) — Lin*t! ((K")’““ ,Km)
A (01,02, mign) = (A@)) @2, 7))
leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcio és minden A € Lin (K",Link ((K“)k ,Km)> elemre
[p(A)I = [[All
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen k € NT, (K", ||-[|) és (K™, |-|") normalt tér A, B € Lin(K",Link ((K“)k ,Km)),
z e K", ye (K" és A e K. Ekkor

p(A+ B)(z,y) = (A+ B)(2))(y) = (A(z) + B())(y) = (A(2))(y) + (B(x))(y) =
+p(B)(2,y) = (

= p(A)(z,y) p(A) + p(B))(2,y
p(AA)(z, )=((AA)(x))(y) (A-A(x))(y)=
= A (A@)(y) = A- p(A)(z,y)

teljesiil, vagyis p(A + B) = p(A) + p(B) és p(AA) = Ap(A), tehat p linearis.
Most igazoljuk, hogy p injektiv. Tegyiik fel, hogy A € Lin (]K”7Link ((K“)k ,Km))) olyan, hogy
p(A) = 0. Legyen z € K" tetszleges. Ekkor minden y € (K™)* esetén

0= p(A)(z,y) = (A@))(y),

vagyis A(z) = 0. Mivel minden z € K" elemre A(z) =0, ezért A = 0.
Mivel p lineéris injektiv leképezés, ezért a képterének a dimenzidja megegyezik az értelmezési tarto-
méanyanak a dimenzidjaval. Az

dim Lin (K”,Link ((K“)’f ,Km))) — m - n* ! = dim Lin*t+! <K“ x (K™ ,K"‘) ,
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egyenldség alapjan p sziirjektiv, tehat linearis bijekci6.
Hasznaljuk a tovabbiakban az

k
X =]]{zieK"| |jas]| <1}
i=1

jelslest. Ha A € Lin (K“, Lin® ((K“)k ,K“‘))), akkor

lp(A[ = sup [[A(z)(y)|| = sup sup [[A(z)(y)|| = sup [[A(z)| = [|A]
vt oy <1 S, veX o

teljesiil.

10.115. Definicié. Legyen k € Nt és A € Lin” ((K")k ,R).
— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vo € K® vektorra A(z,...,x) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € K" vektorra A(zx,...,z) <0.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € K" \ {0} vektorra A(zx,...,z) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Va € K"\ {0} vektorra A(z,...,z) < 0.
— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha 3z, y € K" melyre A(z,...,x2) > 0és A(y,...,y) <O0.

10.116. Tétel. Legyen k € NT és A € Lin® ((K“)k ,]R). Ha A leképezés pozitiv definit, akkor létezik

olyan K € RY, hogy minden v € R™ esetén A(w*) > K ||v||*; illetve ha A negativ definit, akkor
létezik olyan K' € R, hogy minden v € R" esetén A(vlF)) < —K' ||v||*.

Bizonyitds. Legyen k € Nt és A € Lin” ((K“)k ,IR) pozitiv definit leképezés. Tekintsiik az S =
{v € R" ||lv|| =1} halmazt. Az S halmaz korlatos, zart, tehat a 10.84 tétel alapjan kompakt. Vagyis
az A folytonos fiiggvény korlatos ezen a kompakt halmazon és felveszi a minimumat is. Az A fiiggvény
minimumat jeldlje K € Rar, vagyis minden v € S esetén K < A(v["]). Ez a K szam szigortan pozitiv,
ugyanis a K = 0 esetben a folytonos A fiiggvény valamely vy € S pontban felvenné a minimumat, és
arra A(v([)n]) = 0 teljesiilne, ami ellentmondana A pozitiv definitségének.

Megmutatjuk, hogy minden z € K" esetén A(z®) > K ch||]’C teljesiil. Ha z = 0, akkor nyilvan igaz

az allitas. Ha x # 0, akkor € S, vagyis

K<A($qu)
[l ll ||

teljesiil, amibsl az A operator multilinearitdsa miatt

x
Il

Aw,....2) > K - |||*
adodik.

Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit, amire alkalmazva az el6z6 eredményt, kapjuk a
bizonyitandé allitdst ebben az esetben is.

10.17. Kontrakciok és a Banach-féle fixponttétel
10.117. Definicié. Egy f: K" — K™ fiiggvény kontrakcid, ha

3C € [0,1¥a,y € Dom [+ (d(f (@), f)) < Cd(w,)).
A C szamot gyakran kontrakcids egyitthatonak nevezik.

10.118. Tétel. Minden kontrakcid folytonos.
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Bizonyitds. Legyen f : K* — K™ kontrakcio a C' € [0, 1] kontrakcios egyiitthatoval. Legyen z €
Dom f és € € RT tetsz6leges. Ha y € B.(x) N Dom f, akkor

d(f(x), f(y)) < Cd(x,y) < d(z,y) <&,

vagyis f(y) € Be(f(x)), amibdl f (B:(x)) C B:(f(z)) kovetkezik. Ez viszont éppen az f fiiggvény =
pontbeli folytonossagat jelenti.

10.119. Tétel. (Banach-féle fixponitétel euklidészi terekben.) Legyen Q@ C K" egy teljes részhalmaz
és f: Q — Q kontrakcio. Ekkor létezik egyetlen olyan y € Q2 pont melyre f(y) =y teljesiil.

Bizonyitds. Legyen 2 C K" egy teljes részhalmaz és f : Q@ — Q kontrakci6é a C' € |0, 1] kontrakcios
egylitthatoval és a tetsz6leges pont. (Feltehets, hogy C' > 0 teljesiil, hiszen ha C; a kontrakcios
egylitthatoja a fiiggvénynek, akkor barmely C € [Cy, 1] szam is kontrakcios egyiitthatoja.) Vegyiik
azt az © : N — M sorozatot, melyre o = a és minden n € N esetén x,11 = f(x,) teljesiil. Mivel
minden n € N esetén

A(@nt2; Tng1) = d(f(Tn41), f(@n)) < Cd(Tni1, 70)
teljesiil, ezért teljes indukcidval egyszertien igazolhatd, hogy minden n € N szamra
d(xpy1,Tn) < C"d(x1,20).
Ennek felhasznéalasaval az adédik, hogy minden n,m € N m > n szdmra

m—1 m—1
: 1-Ccm=r d(x1,x
d(l’maxn) S Z d(l’i+]7xi) S Z Cld(l'l,l'o) = Cnﬁd(:m,xg) < Cn . (1176'0)

d(z1,z0)

teljestil. Mivel az n — C™ - sorozat hatarértéke nulla, ezért = Cauchy-sorozat. Legyen

y = lim z,. Ekkor az f folytonossaga alapjan
n—oo

F) = f (Jim a,) = T f(a,) = T a0 =y,

n— 00 n— oo

vagyis y fixpontja az f fiiggvénynek.
Tegyiik fel, hogy y1,y2 € Q az f fiiggvény két kiilonb6z6 fixpontja. Ekkor az

d(y1,y2) = d(f(y1), f(y2)) < Cd(y1,92)

egyenlGtlenséghdl a 1 < C ellentmondéas adédik.

10.18. Konvex halmazok szétvalasztasa

10.120. Definicié. Legyen (K", ||-||) norméalt tér és A C K". Ekkor az A halmaztdl valé tdvolsdg
fiigguénye

disty : K" - R zZ ing d(z,x).
rEe

10.121. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és A C K" nem dres halmaz. Ekkor
1. minden z,y € K" esetén
|dist4(x) — dista(y)| < d(z,y)

teljesiil;

2. a dist 4 fiiggvény egyenletesen folytonos és folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.
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Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normélt tér és A C K" nem iires halmaz.
1. Legyen z,y € K" és z € A tetszbleges elem. Ekkor

dist4(z) < d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),

vagyis
dista(z) — d(z,y) < d(y, 2).

Mivel ez az egyenl6tlenség minden z € A elemre fenndll, ezért
dist4(x) — d(z,y) < irelg d(y, z) = dist 4 (y),

amibdl atrendezéssel
dist 4 (x) — dista(y) < d(z,y)

adodik. Ebbdl az x és az y pontok cseréjével
dist4(y) — dista(z) < d(z,y)

adodik, vagyis
|dist 4 () — dista(y)| < d(z,y).

2. A fenti egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy dist 4 egyenletesen folytonos, amibdl pedig a folytonos-
saga kovetkezik.
3. Mivel a dist4 fliggvény folytonos, ezért a B = {z € M| dist4(z) = 0} halmaz zart, hiszen a zart

{0} halmaz folytonos fiiggvény altali Gsképe (B = dis‘é 4({0})), tovabba a dist4 definicidja alapjan
A C B nyilvan teljesiil, ezért A C B. Tehat azt kell még megmutatni, hogy B C A, vagy ami ezzel
ekvivalens M \ A C M \ B. Ennek igazolasahoz legyen = € M \ A. Mivel M \ A nyilt halmaz, ezért
létezik olyan r € RT, hogy B,(x) C M \ A, vagyis B,(z) N A = (). Teh&t minden z € A esetén
d(x,z) > r, ezért

dist4(x) = erelg d(z,z) >,

vagyis dist 4 (z) # 0, ebbdl pedig « ¢ B és x € M \ B kovetkezik.
10.122. Definicié. Az A, B C K" halmazok tdvolsdga a ||-|| norma szerint

dist(A, B) = inf {|}z — y|| |z € A, y € B}.

10.123. Definicié. A K C K" halmaz konvex, ha minden z,y € K pontra és ¢t € [0, 1] paraméterre
(1—t)x +ty € K teljesiil.

10.124. Tétel. (Zdrt konvex és kompakt konvexr halmazok szétvdlasztisa.) Tegyiik fel, hogy K,Z C
R"™ olyan diszjunkt konvex halmazok, hogy K kompakt és Z zart.
1. Létezik olyan a € K és b € Z, melyre d(a,b) = dist(K, Z) teljesiil.
2. Létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy minden x € K esetén (z,z) > ¢ és minden x € Z esetén
(z,2) < c.

Bizonyitds. Tekintsiik az (R", ||||) norméalt teret. Legyenek K,Z C R" olyan diszjunkt konvex
halmazok, hogy K kompakt és Z zart. A jelolések egyszertsitése végett legyen r = dist(K, Z).
Vizsgaljuk az

distzy : K - R y — distz(y)

fliggvényt. A 10.121 tétel értelmében ez folytonos fliggvény, ezért a K kompakt halmazon felveszi
minimuméat. Tegyiik fel, hogy az a € K pontban veszi fel a minimumaét. Ekkor distz(a) > 0, ugyanis
ha distz(a) = 0 teljesiilne, abbol a 10.121 tétel alapjan a € Z = Z teljesiilne, amib6l az a € KNZ = ()
ellentmondéas adédna.



192 10 VEGES DIMENZIOS TEREK TOPOLOGIAJA

Igazoljuk, hogy distz(a) = r. Ha distz(a) > r lenne, akkor minden y € K esetén distz(y) > distz(a),
vagyis minden x € Z esetén d(z,y) > distz(a) adodna, ebbdl pedig az

r=inf{d(z,y)| x € Z, ye€ K} >distz(a) >r

ellent. Ezért distz(a) = r.

Megmutatjuk, hogy B,y1(a) N Z # 0. Ha B,11(a) N Z = ) teljesiilne, akkor minden = € Z esetén
d(a,z) > r+ 1 lenne, amibdl distz(a) > r + 1 adédna. Tekintsiik a

d(a,"): Bry1(a)NZ = R x> d(a,x)

kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvényt. Ennek legyen a minimuma a b € Z pontban.
Megmutatjuk, hogy ekkor d(a,b) = distz(a) teljesiil. A distz(a) definicidja alapjan

distz(a) = inf {d(a,z)| x € Z} < d(a,b).

Ha distz(a) < d(a,b) lenne, akkor létezne olyan b’ € Z melyre distz(a) < d(a,b’) < d(a,b) teljesiilne.
Ekkor ' € B,11(a) N Z olyan pont lenne, ahol a d(a,-) fiiggvény kisebb értéket venne fel, mint a
minimumhelyén, a b pontban.

Ezzel igazoltuk, hogy az a € K és b € Z pontra d(a,b) = r = dist(K, Z).

A tovabbiakban tekintsiik az R" teret a ||-||, norméaval és tegyiik fel, hogy az el6zGekben ezen norma

1
mellett hataroztuk meg az a,b pontokat. Legyen z = a — b, ¢ = B <||a|\§ - Hb||§) ész € K\ {a}
tetszéleges pont. Tekintsiik a

a:R=R  te |tz —a)+a—b|;
kvadratikus kifejezést, melyet az
alt) = ¢ ||z — all5 + 2t (x — a,a = b) + a— bl

(x —a,a —b)

alakban is felirhatunk. Ennek a fiiggvénynek a minimumbhelye a tg = — pontban van. Ha

lz = all3
0 < to teljesiilne, akkor létezne olyan t' € |0, 1] ahol a(0) > (') lenne, vagyisap =t'(r—a)+a € K
pontra a d(a,b) > d(p,b) teljesiilne, ami ellentmonda annak, hogy a két halmaz tavolsdga éppen
d(a,b).

Tehét to < 0, ami éppen az (x — a,a — b) > 0 egyenl6tlenséget jelenti. Ebbol

(x,a —b) > (a,a — b)

lla — I3
(x,2) —c>{a,a—b) —c= TQ >0
. . ) P lla — b3 :

kovetkezik. Egyszertien ellendrizhets, hogy az ¢ = a esetben (a,z) — ¢ = —s > 0. Vagyis
minden z € K esetén (z,x) > c.

Legyen most © € Z \ {b} tetsz6leges pont. Tekintsiik a

B:R—=R  te |tz —b)+b—al
kvadratikus kifejezést, melyet az
B(t) = ¢ [lx — bl + 2t {x — b.b— a) + [|a — bll3
(x —b,b—a)

alakban is felirhatunk. Ennek a fliggvénynek a minimumbhelye a t5 = — pontban van. Ha

[ER
0 < to teljesiilne, akkor létezne olyan ¢’ € |0, 1] ahol 5(0) > S(¢') lenne, vagyisap =t (x —b)+b€ Z
pontra a d(a,b) > d(a,p) teljesiilne, ami ellentmonda annak, hogy a két halmaz tavolsidga éppen
d(a,b). Tehat ty < 0, ami éppen az (x — b, b — a) > 0 egyenlStlenséget jelenti. Ebbdl

(x—b,a—0b) <0
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(z,z) < (b,a —b)

2
a—2>b
bl

5 0

(x,2) —c < ({b,a—b) —c=

—plI?
kovetkezik. Egyszeriden ellendrizhets, hogy az © = b esetben (b,z) — ¢ = —u < 0. Vagyis

minden z € Z esetén (z,z) < c.

10.125. Tétel. (Zdrt konvex halmaz és pont szétvdlasztisa.) Legyen Z C R™ zdrt konvex halmaz és
p € R"\ Z Ekkor létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy (z,p) > ¢ és minden x € Z esetén (z,x) < c.

Bizonyitds. A 10.124 tételt kell alkalmazni a K = {p} kompakt konvex halmazra.
10.126. Tétel. Legyen Z C R" zart konvex halmaz és
H={(z,0) ER"XR|Vz € Z: (2,7) <c}.

Ekkor

Z= (] {weR" (z,y) <c}
(z,c)€H

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen Z C R" zart konvex halmaz és
H={(z,0) ER*"XR|Vz € Z: (2,2) <c}.

Ha p € Z, akkor minden (z,c) € H esetén (z,p) < ¢, tehat

pe [\ {veRY (z,y) <c}
(z,c)€EH

Ha p ¢ Z, akkor létezik olyan (z,c¢) € H, hogy (z,p) > ¢, tehat

p¢ () WeR (zy) <c}.

(z,c)eH

10.19. Az algebra alaptétele
10.127. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre

VO eRTIreRTVz eC: r<|z| = C<|f(2)]
Ve eC: f(x)#0 = FyeC: [f(y) <|f(z)

teljesil. Ekkor létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.

Bizonyitds. Legyen f : C — C olyan folytonos fliggvény, melyre teljesiilnek az allitas feltételei.
Legyen o = in£ |f(z)|. Ekkor a C = o+ 1 szamhoz létezik olyan r € R, hogy minden x € C, r < |z|
S

esetén C' < |f(z)]. A C normalt térben K = B,(0) korlatos és zart halmaz, ezért kompakt. Az f
fiiggvény a K kompakt halmazon felveszi minimumat, vagyis létezik olyan a € K, melyre f(a) = «
teljesiil. Ha o = 0, akkor készen vagyunk a bizonyitassal, hiszen létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.
Ha a > 0, akkor létezik olyan y € C, melyre |f(y)| < |f(a)|. Ekkor az r < |y| esetben az

L+a<|f(yl<|fla)=a

ellentmondast kapjuk. Az |y| < r esetén y € K, ami pedig annak mond ellent, hogy a K kompakt
halmazon az a pontban minimalis az |f| fiiggvény. Tehat az o > 0 feltevés esetén ellentmondést
kapunk, igy o = 0.
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10.128. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden C € RT esetén létezik olyan
r € R, hogy minden z € C, r < |z| esetén C < |p(z)| teljesiil.

Bizonyitds. Legyen n € NT és tekintsiik a
n
p:C—C z Z apz"
k=0

polinomot, ahol a,, = 1. Ekkor minden z € C\ {0} szamra

n—1
ak
P = 12" 1+ 30 2
k=0
teljestil. Mivel minden k € {0,...,n — 1} esetén
lim akk ‘ =0,
|z|—o0 | 27

ezért létezik olyan 7y, hogy minden z € C, ry < |z| esetén

ag 1
z"—k’ <o
Legyen R = max {ro, ..., ,—1}. Ekkor minden z € C, R < |z| szamra
n—1 a n—1 a n—1 1 n 1
k k
1 >1-Y 1=y =1 =
DI D e e R D R R m
k=0 k=0 k=0
Tehat, ha z € C és R < |z|, akkor
2"
> =,
()] >
ha még 1 < |z| is teljesiil, akkor
21" _ |2l
> > —.
)l > B2

Legyen C € RT tetszbleges paraméter esetén
r=max{R,1,2C}.
Ekkor minden z € C, r < |2| szamra
lp(2)[ > C
teljesiil.
C
Ha a, ¢ {0,1} ¢és adott egy C € Rt paraméter, akkor az el6z6ek alapjan a —— szamhoz létezik

|an|
olyan r € RT, hogy minden z € C, r < |z| szamra

C

[an]’

p(2)

— | >
|an|

vagyis |p(z)| > C.

10.129. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden x € C esetén, ha p(x) # 0,
akkor létezik olyan y € C, melyre |p(y)| < |p(x)| teljesil.

Bizonyitds. Legyen n € NT és tekintsiik a

n
p:C—C zHZakzk
k=0
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polinomot, ahol a,, # 0. Legyen = € C olyan szam, melyre p(z) # 0. Alakitsuk 4t a p polinomot az
alabbiak szerint.

iak (2 — 2) + )" zzak( ) ooy ZZ ( ) o yiad

k=0 j=0 7j=0 k=3

S (Sa(f)e

=0 k=j

n
k .
Minden j € {0,...,n} esetén bevezetve a b; = E ak< ,)xk_] jelolést
’ J
k=j

z) = Zbk(z —x)k
k=0

adodik. Mivel p(z) # 0, ezért by # 0, valamint b, = a,, # 0. Tekintsiik a ¢ : C — C, ¢(z Z b "

polinomot. Ha van olyan ¢’ € C, melyre |q(y')| < |bo| teljesiil, akkor készen vagyunk a blzonyltassal
hiszen az y = y' + x szédmra

n

Z b (x — x)k

k=0

-3

= la(y)| < lbo| = = |p(@)]

teljesiil.

Tehét azt kell megmutatnunk, hogy létezik olyan y’ € C, melyre |¢(y’)| < |bo|.- Ehhez legyen
m=min{k € {1,...,n}| by #0}.

Mivel b, = a,, # 0, ezért 1 < m < n. Ekkor

n

bm m bkk
EZL—F Z —z"|.

k
bo + by 2™ + Z bz b
k=m+1

k=m+1

la(2)] = = [bo] - |1 +

Olyan 3y’ € C szamot kell talalnunk, melyre

b " by
1+ 2™ )k <1
+ o, W) > 5 )
k=m+1
) m bo . .o . L s
Legyen w € C egy olyan komplex szam, melyre w™ = 5 teljesiil és keressiik az y' értékét tw

alakban, ahol ¢t € R. Ekkor olyan ¢t € R szadmot keresiink, meﬁfre

n
by
1 —¢m tm YK ktk—m
LD D
k=m+1

< 1.

n
. . b .
Mivel }111(1) E b—kwktk_m =0, ezért van olyan r € R*, hogy minden ¢ € R, |t| < r; esetén
- k=m+1 0
n
b
iwktk—m
0

<1
5"

k=m+1
Legyen t € ]0, min {1, 7}[ tetszdleges. Mivel ekkor 1 — ™, t™ € RT, ezért

=~ b
1 — ™M 4 ¢m Z iwktkfm

1 1
(0]
k=m+1

min {1, r}

Tehat példaul i = w olyan, melyre |g(y")| < |bo| teljesiil.
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10.130. Tétel. (Az algebra alaptétele.) Minden legaldbb elséfoki C — C polinomnak létezik gyoke.

Bizonyitds. Minden C — C legalabb elséki polinom folytonos fliggvény, valamint a 10.128 és
a 10.129 tétel miatt teljesiilnek ra a 10.127 tétel feltételei, ezért a 10.127 tétel alapjan létezik gyoke.
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11. Figgvénysorozatok, fiiggvénysorok véges dimenziéban

11.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

11.1. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz, A C M, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(M,K™).
Ekkor az (f,)nen rendszert fiigguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

I {te (] Dom f,, | 3 lim fn(t)} S K™t lim fo(0) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nl;ngo fn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom f és 1i_>m fala = fla
teljestil; e
— pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az f figgvényhez, ha az egész M halmazon konvergal az f fiiggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal;
— egyenletesen konvergdl f figguvényhez az A halmazon, ha

Vee RFAN e NVn e NVt € A: (N <n — ||fu(t) — fF(D)]| <¢)

teljesiil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f figgvényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergél az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergél;

— lokalisan egyenletesen konvergens ha minden ¢ € Dom f pontnak van olyan kornyezete, ahol az
(fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

11.2. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és minden n € N esetén f,, € F(M,K™).
— A7z (fn)nen fiigguvénysorozathoz rendelt fiigguénysort a

k

S N FIMK™) ke [t ) f5()

J=0

képlettel definialjuk.
- A Z frn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiigguénye

n

an:{tE () Dom £, | Han@)}%K“‘ ter ) falt) -

neN neN neN neN
— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

n
A C Dom Z fn és minden t € A esetén Z I fn ()] < oo teljesiil.
neN neN
— Azt mondjuk, hogy a Z fn fliggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a M halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.



198 11 FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK VEGES DIMENZIOBAN

Megjegyzés. Legyen M C K" nem iires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f,, €
F(M,K"). Definialjuk minden n € N szamra a

gn: M — K" tHij(t)

fliggvényt. Ekkor a Z fn figgvénysor pontonkénti dsszegfiiggvénye megegyezik a (g, )nen fliggvény-

n
sorozat pontonkénti hatarfiiggvényével. A definicié szerint az (f,)nen fliggvénysorozathoz rendelt
fiiggvénysor éppen a (gn)nen fiiggvénysorozat. Igy beszélhetiink a Z fn fliggvénysor egyenletes

n

konvergencidjarol. Tehat a Z fn fliggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens az A C M

halmazon, ha létezik olyan F' € F(M,K") fiiggvény, hogy

3

VeeRTAN eNVReNVE€ A: (N <n — |F(t)=)_ fi(t)|[<e
j=0

teljesiil.

O

11.3. Tétel. Legyen M C K" nem tires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, €
F(M,K™) olyan fiigguvénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(M,K™) figgvényhez. FEk-
kor az (fn)nen fliggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve cRTIN eNVn,m e NVt € M : (N <n,m — [[fa(t) — frm ()] <€)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen M C K" nem iires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f,, €
F(M,K™) olyan figgvénysorozat, mely pontonként konvergal az f € F(M,K™) fiiggvényhez.

Tegyiik fel, hogy az (f.)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen € € R tetszdleges
paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt 1étezik olyan N € N, hogy minden N < n € N szamra

vie M | fut) = O] < -

Ekkor minden N < n,m € N szamra

Ve Mz [fult) = F(ll < [alt) = FOU+IFE) = fm®] < 5+ = =&

teljesiil, ami bizonyitja az egyik irdnyu kévetkeztetést.
Most tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozatra

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € M : (N <n,m — | fa(t) — f(D)| <€)

teljesiil és legyen ¢ € RT tetszSleges paraméter. Ekkor a feltevés miatt létezik olyan N € N, hogy
minden N < n,m € N szamra
Vie M: [[falt) = fm()] <e

teljesiil, amibdl a ||-|| folytonossaga miatt

Ve M lim fu(t) = f(®)] = |

Ja®) = T fu(®)] = 1a(0) = £ <&
adoédik.

11.4. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatdrfigguény, Dom f = M és az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).
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Bizonyitds. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyiik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatarfiggvény, Dom f = M és az (fy,)nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergal az f fliggvényhez. Azt kell megmutatni, hogy az f fliggvény minden z € M pontban
€
folytonos. Legyen x € M tetszdleges pont és ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor az 3 szamhoz
létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra
€
sup [[fu(t) = f)Il < 5
teM
Mivel az fy. fiiggvény folytonos az x pontban, ezért létezik olyan § € R™, hogy minden t € Bs(z)
pontra fx11(t) € Bz (fn+1()) teljesiil. Ekkor

teBsx) = |f) = f@I<NfE) = v @O+ 1 v @) = Fvpa @)+ [[f v () = F@)]| <e,
vagyis az f fliggvény folytonos az = pontban.

11.5. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyiik fel,

hogy létezik az f = Z fn 0sszegfiigguény, Dom f = M és a Z fn fliggvénysor egyenletesen konvergdl
n=0 n

az [ figguényhez. Ekkor f € C(M,K™).

Bizonyitds. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Minden

n
n € N természetes szamra definidljuk a g, = Z fr fuggvényt. Ekkor a (g,)nen fliggvénysorozatra
k=0
alkalmazva a 11.4 tételt adédik az allités.
11.6. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan
n—oo
egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz esetén az (fn)nen
fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f figgvényhez a K halmazon.

Bizonyitds. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyiik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatarfliggvény, Dom f = M és az (f,)nen fliggvénysorozat lokélisan
n—oo

egyenletesen konvergal az f fiiggvényhez. Legyen tovabba K C M kompakt halmaz és ¢ € R™
tetszéleges paraméter.
Ekkor a lokilisan egyenletes konvergencia miatt minden z € K ponthoz létezik olyan r(z) € RT,
hogy az (fn)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,(;)(x) halmazon. A K halmaznak
természetes moédon adott a

reK
nyilt halmazokkal valo befedése, amibgl a K halmaz kompaktsiga miatt az kivetkezik, hogy létezik
olyan n € N és zg, ..., x, € K, hogy

k=0

teljesiil. Mivel minden &k € {0,...,n} esetén az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a
By (2,,)(wx) halmazon, ezért létezik olyan mj, € N szam, hogy minden my <[ € N szamra

sup If(z) = filz)]| <€

2€By () (k)

teljesiil. Legyen N = max {my| k € {0,...,n}}, valamint legyen N <l € N és z € K tetszSleges.
Ekkor létezik olyan k € {0,...,n}, hogy z € By(4,)(2x). Tovabba m) < N < [ miatt

1f(z) = filz)]| < e

teljesiil. Tehat minden ¢ € RT szdmhoz létezik olyan N € N, hogy minden N < [ € N szamra és
z € K pontra || f(z) — fi(2)]] < e teljesiil, ami éppen a K halmazon val6 egyenletes konvergenciat
jelenti.
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11.2. A korlatos folytonos fiiggvények tere

11.7. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és f : M — K™ tetsz6leges fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f fligguény korldtos, ha Ran f C K™ korlatos halmaz. Ha M C K", akkor az
M — K™ folytonos korlatos fiiggvények halmazat CP (M, K™) jeloli.

11.8. Tétel. Legyen M C K". A

CP(M,K™) =R f~s sup|/f(t)]|
teM

||'||sup :

leképezés norma a CP (M, K™) vektortéren, azaz
1.Vfe CP (M, K™) 2 [|fllgqp =0 & f=0;
2. VAe KVf e CP(M,K™) : |[Afllgp = AL 1 lsups
3. Vf,9 € CP(M,K™) || f + gllgup < I lup + 190 sup-

Bizonyitds. A ||| sup Higgvény nyilvanvalé médon teljesiti a norma tulajdonségait.

11.9. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen a CP(M,K™) halmazban haladé pontonként konvergens
fiigguénysorozat, melyre f = lim f, € CP(M,K™) teljesiil. Ebben az esetben az (fn)nen fiigguényso-
n—oo

rozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha konvergens a (C*(M,K™), ||| ,,) normdlt térben,
azaz, ha

Ve e RTIN e NVn e N : (N<n — ||fn—fllsup<8)

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (fn)nen @ C?(M,K") halmazban haladé pontonként konvergens fiiggvénysoro-
zat, melyre f = li_}rn fn € CP(M,K") teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az (f,)nen filggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen ¢ € R tetszéleges
paraméter. Ekkor az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan N € N, hogy

VneNVzeM: (N<n — |fulz) — f(2)] <e),

vagyis minden N < n természetes szdmra

[fn = fllsup = sup [fu(z) — f2)]| <e.
zeM

Tehét az (fy)nen sorozat konvergens a (CP(M,K"),||-||,,) normalt térben.

Most tegyiik fel, hogy az (fn)nen sorozat konvergens a (C*(M,K"), ||-[|,,) normélt térben és legyen
e € RT tetszéleges paraméter. Ekkor a létezik N € N, hogy minden N < n természetes szamra

an - f||sup < g,

vagyis
VneNVz e M: (N<n = |[fu(z) = f(2)] <e),

tehéat az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

11.10. Tétel. Ha M C K", akkor (C*(M,K™),||-|,,) Banach-tér, azaz minden olyan C*(M,K™)
halmazban halads (fn)nen figguénysorozathoz, melyre

Vee R"AN e NVn,m e N: (N <n,m — | fn— frllgup < g),
teljesiil, létezik olyan f € C*(M,K™), melyre

VeeR*"INeNvReN: (N <n = [|fo— fllap <)
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Bizonyitds. Legyen M C K" és (fn)nen olyan CP(M,K™) halmazban haladé fiiggvénysorozat,
melyre
Ve e RTAN e NVn,meN: (N <n,m — ||f, — fnllgup < £).

Ha 2 € M és e € RT, akkor létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n,m > N természetes
szamra

€ > |lfn = Finllsup = sup [fa(t) = ()| = [ fn(2) = fm(2)]
teM

teljesiil. Vagyis minden € M pont esetén az n — f,(z) sorozat Cauchy-sorozat a K™ Banach-
térben, ezért létezik a 7}1—{20 fu(x) = f(x) hatarérték.

Megmutatjuk, hogy az f fiiggvény korlatos. Mivel (f,,)nen Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N,
hogy minden N < n természetes szamra ||fn41 — fn”sup < 1 teljesiil. Mivel fy1 korlatos fiiggvény,
ezért létezik olyan K € RT paraméter, hogy minden x € M pontra ||fyi1(z)|| < K teljesiil. Ezek
alapjan minden N < n természetes szdmra és x € M pontra

[fnve1(@) = Fu(@)] < [fnvia = Fallow <15

vagyis
Ifn(@)] <1+ [Ifvpa(@)ll <1+ K

adodik, ebbdl pedig || f(x)]| = li_}rn || fn(z)|| <1+ K. Tehat az f fiiggvény korlatos.

A 11.3 tétel alapjan az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergél az f fliggvényhez. Mivel az
(fn)nen fiiggvénysorozat elemei folytonos fiiggvények, ezért az egyenletes konvergencia miatt az f
fiiggvény is folytonos, vagyis f € CP(M,K™).

A 11.9 tétel alapjan az (f,)nen egyenletesen konvergencidja éppen a (CP(M,K™)
nh_}ngo fn = f konvergenciat jelenti.

, ||~Hsup) térbeli

11.11. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban halads figgvénysorozat. Ha a
Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként konvergens is.

n

Bizonyitds. Legyen M C K" és (f,)nen az F(M,K™) halmazban halado fiiggvénysorozat. Tegyiik
fel, hogy a Z fn fiiggvénysor pontonként abszolut konvergens. Ekkor minden ¢ € M esetén a

n

Z fn(t) sor abszolut konvergens a K™ Banach-térben, ezért konvergens is. Tehat a fliggvénysor

n
minden pontban konvergens.

11.12. Tétel. (Weierstrass-tétel.)  Legyen M C K" €és (fn)neny az F(M,K™) halmazban halado
fiigguénysorozat. Ha

Ztsgﬂgllfn(t)ll < oo

neN

teljesiil, akkor a an fiigguénysor konvergens és egyenletesen is konvergens.

n

Bizonyitds. Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban haladé olyan fiiggvénysorozat,
melyre

> sup | fa(t)] < oo

neN teM

Ekkor a Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, tehat konvergens is. Legyen f = Z fn-
n n=0
Definialjuk az
a:N—RJ n — sup || fn(6)]]
teT
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oo
sorozatot. Ekkor Z a, < co. Legyen ¢ € R tetszSleges paraméter. Ekkor az 5.5 tétel miatt létezik

n=0

o0

olyan N € N, hogy minden N < n € N szamra Z ay, < ¢ teljesiil. Ekkor minden N < n természetes
k=n

szdmra és t € T pontra

< S ROl Y a<e

k=n-+1 k=n+1

> ()

k=n-+1

P®Zﬂ®

k=0

teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy a Z frn fliggvénysor egyenletesen konvergens.

n

11.3. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor derivalasa és integrilasa

11.13. Definicié. Adott x,y € R" esetén a
{te + (1 —1t)y| t € ]0,1]}

halmazt szakasznak nevezziik. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jelolni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig |a,b].

11.14. Tétel. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R diffe-
rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és az (f))nen fligguénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergens a B,(a) halmazon, akkor
1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;
n—oo
2. az f: B.(a) = R, f(z) = lim f,(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n— oo

vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

/ T '

fi@) = lim f(z).
Bizonyitds. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f,, : B.(a) — R diffe-
rencialhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy létezik a lim f,,(a) hatarérték és az (f])nen fliggvénysorozat

egyenletesen konvergal a g : B,(a) — R fiiggvényhez a B, (a) halmazon.

Legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Mivel az (f,,(a))nen sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat,
vagyis létezik olyan N; € N, hogy minden N; < m,n € N szamra

€

[fal@) = fml@)] < 5

teljestil. Mivel az (f))nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,.(a) halmazon ezért a 11.3
tétel alapjan létezik olyan No € N, hogy minden Ny < m,n € N szdmra

€

sup [ fu(y) = fra (W) < 5
yEB,(a) T

teljesiil. Legyen N = max {Ny, No}.

Legyen m,n € N és ¢ € B,.(a) \ {a} tetsz6leges pont. Ekkor az f, — f,, fliggvényre és az |a,z|

szakaszra alkamazva a 7.17 véges novekmények formulajat

y€la,z|

[fn(@) = fm(2) = (fula) = fm(a))] < < sup |(fn — fm)’(y)|> |z —al

adédik. Ekkor minden N < n,m természetes szamra

LM@—%MNSWW%%M@+(&mKR—MWM)MHM<;+;¢=a

y€la,z]
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Vagyis (fn(x))nen valos Cauchy-sorozat, tehat létezik a lim f,(r) = f(x) hatarérték.
n— oo

Az eddigiek szerint minden e € R* szdmhoz létezik olyan N, hogy minden N < n,m esetén minden
x € By(a) pontra

|fn(x) - fm(w)| <e
teljesiil, amibdl a 11.3 tétel alapjan adodik, hogy az (f,, )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.
Legyen t € B,.(a) tetsz6leges pont. Minden n € N esetén legyen

fo(@) = fo(t) = L) (2 — 1)

, ha =z#t;
@n : Br(a) > R T |z — 1]
0, ha x=1t,
tovabba legyen
f@) - FO o= L,
¢:B(a) > R T~ |z — 1|
0, ha z==t.

Az f, fiiggvény t pontbeli differencialhatosdga miatt a ,, fiiggvény folytonos a B,.(a) halmazon. Ha a
(¢n)nen fuggvénysorozat egyenletesen konvergalna a ¢ fiiggvényhez az B,.(a) halmazon, akkor a 11.4
tétel miatt a ¢ fliggveény is folytonos lenne a B, (a) halmazon, vagyis az f fiiggvény differencialhaté
lenne a t pontban, és teljesiilne a bizonyitandd

egyenldség.

Most megmutatjuk, hogy a (., )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal a ¢ fiiggvényhez a B,.(a)
halmazon.

Legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Mivel az (f!),cn fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a
B,(a) halmazon ezért a 11.3 tétel alapjan létezik olyan N € N, hogy minden N < n,m € N szamra

sup [ f1(y) = fn ()] < 5

yEB;(a)

teljesiil. Legyen = € B,.(a) tetsz6leges pont. Ekkor a
Br(a) =R ur fu(u) = fn(u) = (fn () — fru(0)u

fiiggvényre és az |t, x| szakaszra alkalmazva a véges névekmeények formulajat

(@) = fin (@) = (fa(t) = fm(8)) = (fo(B)(z = 1) = [ (D) (@ — )] <
( sup (= fm) (y) = (f(1) = ffn(t))|> |t —al

adodik, vagyis ha N < m,n € N, akkor
|fu(@) = fu(t) = o) (x — 1) = (fm(2) = fin(t) = fra(®) (@ = 1))| <
( sup — fu) W+ 1 (8) = fln(t))> o=t <

yetz[

€
((yebz};elp — fm)' (y )|> + 2) Jr—t <

< 2+2) o —t|=elz—1|.

Ezek alapjén minden N < n,m természetes szamra x # ¢ esetén

e-lz—t|

|(Pn(37)_<,0m($)| < |£U7t|
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valamint x = t esetén is |¢on(z) — pm(x)| = 0 < e. Ezzel megmutattuk, hogy a (¢n)nen fliggvényso-
rozatra

Ve e RYIN € NVn,m € NVx € B.(a): (N <n,m — |on(z) — om(x)] <€)

teljesiil, amibdl a 11.3 tétel értelmében kovetkezik, hogy a a (¢, )nen fiiggvénysorozat egyenletesen
konvergél a pontonkénti hatéarfiiggvényhez, a ¢ fiiggvényhez a B,.(a) halmazon.

11.15. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatésiga.) Legyen @ C R nyilt intervallum, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q& — R differencidlhatd fiigguény. Ha az (f))nen fiigguénysoro-
zat lokalisan egyenletesen konvergens az £ halmazon és létezik olyan a € Q) pont, melyre létezik a
nh_{rgo fn(a) hatdrérték, akkor

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oo

2.az f: Q= R, f(x) = lim f,(x) figguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl az (fn)nen
n—oo

fligguénysorozat;

3. minden x € Q) esetén

f(x) = lim_ £ ().

n— 00

Bizonyitds. Legyen Q C R nyilt intervallum, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q —
R differencialhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az (f])nen fliggvénysorozat lokalisan egyenletesen
konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q2 pont, melyre létezik a lim f,(a) hatarérték.

n—oo

Definialjuk az
O = {:z: =9 Hnlingofn(x)}

halmazt. Megmutatjuk, hogy € nyilt halmaz. Legyen = € Q'. Mivel az (f))nen fiiggvénysorozat
lokélisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan r € R, hogy (f/)nen egyenletesen konvergens
a B,(z) halmazon. Az el6z6, 11.14, tétel alapjan ekkor (f,)nen egyenletesen konvergens a B,.(x)
halmazon, tehat B, (z) C V.

Tegyiik fel, hogy Q' # Q. Vegyiink egy = € Q\ Q' elemet. Legyen

H={te0,1]] |a,a+t(x—a)|] CQ},

c=sup H és p=a+c(xr—a). Az a pontra és olyan B, (a) kérnyezetére alkalmazva a 11.14 tételt, ahol
az (f!)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens, az adodik, hogy ¢ > 0. Az Q' halmaz nyiltsaga
miatt pedig p ¢ V. Mivel p € Q, ezért létezik olyan r > 0, hogy a B,(p) halmazon egyenletesen
konvergens az (f],)nen fliggvénysorozat.

A ¢ szam konstrukcioja folytan létezik olyan ty € H, melyre ¢ — < tg, ezért a ¢ = a+1to(z —

4|z — al
a) € § elemre

r
1.
Ekkor viszont alkalmazhat6 a 11.14 tétel a Br () halmazon, mely szerint az (f,)nen fiiggvénysorozat
konvergens ezen a halmazon, tehat a p € B: (¢) pontban is konvergens. Ez azonban ellentmond a
p ¢ Q feltevésnek. Tehat Q' = Q.
Legyen x € Q. Mivel az (f})nen fiilggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan
r € R, hogy (f})nen egyenletesen konvergens a B,.(z) halmazon. Az el6z6, 11.14, tétel alapjan ekkor
(fn)nen egyenletesen konvergens a B,.(x) halmazon, tehét (f,)nen lokélisan egyenletesen konvergens.

p—gl=la+clxr—a)—a—to(x—a)|=|c—to| |z —a| <

11.16. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének differencidlhatésdga.) Legyen Q@ C R nyilt interval-
lum és minden n € N esetén legyen f, : QO — R differencidlhato fiiggvény. Ha a Zﬂt fiigguénysor

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az €0 halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre konvergens a

an(a) sor, akkor
n=0

o0
1. minden x € Q) esetén konvergens a Z fn(x) sor;

n=0
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2. az f: Q= R, Z fn(x) fligguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl a an fiigg-

n
venysor;

3. minden x € () esetén

Bizonyitds. Legyen Q) C R, nyilt intervallum és minden n € N esetén legyen f,, : @ — R differenci-
alhat¢ fiiggvény. Legyen a € ) olyan pont, ahol konvergens a Z fn(a) sor, és tegyiik fel, hogy az

neoo

Z [} fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens. Minden n € N esetén legyen g,, = Z fr
Ekkor a (gn)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 11.15 allitast adodik a tétel.

11.17. Tétel. (Figguénysorozat hatdrfiggvényének integrdlhatosiga.) A C(la,b],R) halmazban ha-
ladd (fn)nen a figguénysorozatrdl tegqyik fel, hogy egyenletesen konvergdl a hatdrfigguényéhez az [a, b
intervallumon. Ekkor

b b
lim fn= / lim f,

n—roo a a n—oo
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (fn)nen a C([a,b],R) halmazban halado fiiggvénysorozat, mely egyenletesen
konvergal az f : [a,b] — R fiiggvényhez. Ekkor a 11.4 tétel miatt f folytonos fiiggvény, tehat

Riemann-integralhaté. Legyen & € RT tetszdleges paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt
létezik olyan N € N, hogy minden N < n € N szamra | f, — flly,, < ¢’. Ekkor minden N < n

természetes szamra
b
/|f fl < [ o= p-a¢

teljesiil. Vagyis minden € € Rt szamhoz létezik olyan N € N, hogy minden N < n € N szamra

fn

<e

b
In
a

s = [

11.18. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének integrdlhatésdiga.)  Legyen (fn)nen a C([a,b],R)

teljesiil, ami éppen a bizonyitandé

hatarértéket jelenti.

halmazban halado fiigguénysorozat. Tegyiik fel, hogy a an fiigguénysor egyenletesen konvergdl az
n

dsszegfiigguényéhez az [a,b] intervallumon. Ekkor

oo b b oo
n=0va a n=0
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (fn)nen a C([a,b],R) halmazban halado fliggvénysorozat. Minden n € N esetén

legyen g, = Z fr- Ekkor a (g, )nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 11.17 tételt adodik az allitas.
k=0
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11.4. Hatvanysorok

11.19. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen a : N — K tetszsleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt az alabbi modon.

P, : {x cK ’ Zanx" konvergens} —-K z— Zanx”
n=0

= n=0

A P, fiiggvényt a egyitthatdji 0 kozépponti hatvdinysornak nevezziik.
— Az a: N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
—— —  ha 0 <limsup {/|a,| < oo;
lim sup 1/ |an|’ n—o0 [an|

n—r oo

>

Rq 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo

00, ha limsup {/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szdmot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezzik.

11.20. Tétel. (Cauchy—Hadamard-tétel.) Legyen a : N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.
2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor divergens.
3. Har €0, R,[, akkor a B,(0) halmazon a P, hatvdnysorra

> sup Jant”] < oo
neNteBr(O)

teljesiil.
4. A P, hatvdnysor a Br,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen konvergens.
5. A P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon folytonos fiigguény.

Bizonyitds. Legyen a : N — K tetsz6leges sorozat, tovibba legyen R, az a sorozat &ltal meghaté-
rozott hatvanysor konvergenciasugara.
3. Legyen r € [0, R,[. Ekkor

oo oo o0 oo
Z sup |apz"| = Z lan| - sup |z"| = Z lan|- sup |z|" = Z |an| - r™ < oo,
n—0 z€B,(0) n—0 z€B,.(0) n—0 z€B,.(0) n—0

ahol az utols6 egyenl6tlenségnél az 5.38 tételt hasznaltuk.

1. Ha x € K és |z| < R,, akkor legyen r € ||z|, R,[ tetsz6leges paraméter. A 3. pont alapjan a
hatvanysor nomalisan konvergens a B,.(0) halmazon, ezért ott abszolut konvergens is.

2. Legyen |z| > R, és tegyiik fel, hogy a Zansc" sor konvergens. Ekkor a 10.92 tétel alapjan

n

lim a,z"™ = 0 teljesiil. Tehat létezik olyan N € N, hogy minden N < k € N szamra |akack| < 1, azaz

n—oo
1
\k/ \ak| < —.
||
Vagyis
1 1
= ingsup{\k/|ak| | an} Ssup{\'“/\ak\ | k2N+1} < ﬁ,
a ne T

amibdl az |z| < R, ellentmondas adodik.

4. Legyen = € Bp, (0) tetsz6leges pont. Valasszunk egy r € ||z|, R,[ paramétert. A 3. pont alapjan
a hatvanysorra a B,(0) halmazon alkalmazhaté a 11.12 Weierstrass-tétel, ezért ezen a halmazon
egyenletesen konvergens a hatvanysor. Vagyis az « pontnak a B,.(0) halmaz olyan koérnyezete ahol a
hatvanysor egyenletesen konvergens.

5. Mivel a fiiggvénysor barmely véges Osszege folytonos fiiggvény és a Bpr,(0) halmazon lokalisan
egyenletes a konvergencia, ezért a 11.4 tétel alapjan az Gsszegfiiggvény is folytonos.
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11.21. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti differencidlhatdsdiga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal
meghatarozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden x € R,
|z| < R, esetén a hatvdnysor tagonként differencidlhatd az x pontban, azaz

oo
= E akkxk_l.
k=1

Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat, P, : R — R a sorozat altal meghatarozott hatvanysor R,
konvergenciasugarral. Tekintsiik a

b:N—R ke~ (k+1)aks

sorozatot és az dltala meghatarozott P, hatvanysort. A P, hatvanysor konvergenciasugarara R, = R,
teljesiil. Ekkor a Cauchy-Hadamard-tétel alapjan a P, hatvanysor lokalisan egyenletesen konvergens
az I = |—R,, R,[ intervallumon, valamint 2y = 0 olyan pont az I intervallumban, ahol a P, hatvanysor
konvergens. Ezért a 11.16 tétel alapjan a P, hatvanysort lehet tagonként derivalani az I intervallum
minden pontjaban.

11.22. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti integrdlhatésdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal meg-
hatdrozott P, : R — R hatvdanysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden o, € R, a < 3,
[, B] € ]—Ra, Ra| esetén a hatvinysor tagonként integrdlhato az o, 8] intervallumon, azaz

B/ w B
/ <Z akxk> dx = Z/ak:ckdx.
o \k=0 k=07,

Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat, P, : R — R a sorozat altal meghatarozott hatvanysor R,
konvergenciasugarral. Legyen tovabba [a, 8] olyan korlatos intervallum, melyre [, 8] C |—Rq, Ra
teljesiil. A Cauchy-Hadamard-tétel alapjan a P, hatvanysor lokilisan egyenletesen konvergens az
[, ] kompakt halmazon, azonban a 11.6 tétel miatt egyenletesen is itt. Figyelembe véve, hogy
a hatvanysor minden részletosszeg fiiggvénye folytonos és egyenletesen konvergens az [«, 5] véges
intervallumon, a 11.18 tétel alapjan a hatvanysor tagonként intergralhato.

11.5. Abel-tétel
11.23. Tétel. Ha a : N — R olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens, akkor minden n € N

n

esetén
n+m

>

k=n

lim sup = 0.

n—oo meN

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens. Vezessiik be az

n

n+m
A= Z a,, jelolést valamint, minden n € N esetén legyen C,, = sup Z ap| és oy, = A — Zak
n=0 meN | 7, k=0
Ekkor lim «, = 0, valamint minden n € Nt esetén
n—oo
n+m n+m
Cn:su% Zak —sup Zak—Zak
me

sup |(A — Qpym) — (A - O‘n—l)| = Sup |1 — Qpyml-
meN meN

Mivel az (ay,)nen sorozat konvergens, ezért korldtos is, tehat létezik olyan K € R™T, hogy minden
n € N esetén |a,,| < K. Ekkor minden n € NT esetén

Cp, = sup ‘Oén 1 7an+m‘ < |an 1‘ + Sup ‘an+m| <K+ K <oo.
meN
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Tegyiik fel, hogy a (Cp,)nen sorozat nem tart a nulldhoz. Ekkor létezik olyan €g € RY, hogy minden
N € N esetén van olyan N < n € N, hogy ¢g < C,,. Vagyis minden N € N esetén van olyan
N < n €N, hogy

€0 S Cn = sup ‘Oén—l - an-&-m‘
meN

teljesiil. Mivel lim a,, = 0, ezért létezik olyan N; € N, hogy minden Ny < n € N szamra |a,| < ZO’
n—oo
vagyis minden N; + 1 < n € N szadmra
€0

Cp = sup a1 — appm| < |an—1| + sup || < Z + Z =5
meN

Ezek alapjan az N; + 1 szamhoz létezik olyan N1 +1 < n € N, hogy €9 < C,,, ugyanakkor minden
€
Ny +1<néeNszamra C,, < 50’ ami nyilvanvaléan ellentmondas, ezért lim C,, = 0.
n—oo
11.24. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesil. Ha a P,

hatvdnysor konvergens az xo € {R,, —Rs} pontban, akkor egyenletesen konvergens a |0, x| szakaszon
és a Pyl|0,2,) fiigguény folytonos.

o0
Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre R, = 1 teljesiil és a Z an sor konvergens. Ha
n=0
€ [0, 1], akkor a P, hatvanysor konvergens az = pontban és minden n € NT esetén

n—1 n+m
— E akxk = lim E akxk
m—r 00
k=0 k=n

teljesiil. Az m € N valtozo szerinti teljes indukciéval igazolhat6 az alabbi Abel-féle atrendezés.

n+m n+m—1 n+m

S S ] I3 R o

k=n k=n
oo

Mivel a Z a, sor konvergens, ezért a 11.23 tétel alapjan ha minden n € N esetén
n=0
n+m
= sup ag
Cn = sup Z :

akkor lim C, = 0. Mivel z € [0, 1], ezért minden m € NT szamra
n—oo

n+m n+m—1 n+m
Z apz® Z xk k+1’ Za + et Z a;
k=n k=n j=n
n+m—1
< Z |5r:k — xk+1| Cp + |z|" ™ C, =
k=n
n+m—1
:Cn < Z (.’L'k _ $k+1) + xn+m> _
k=n

—Cp, (2" — 2™ 4 2" €, = Cpa”

teljesiil, vagyis

n+m

= lim g apx’| <
m— o0

k=n

n—1
— E akxk
k=0
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Az P,(1) értékre

n+m

>

n+m

< Sup Z Qg

e

teljestil. Tehat minden x € [0, 1] esetén

= lim
m—r 00

n—1
— Z apx® Chn,
k=0
vagyis
n—1
sup |P,(z) — Z apx’ Ch.
z€[0,1] k=0

Mivel a 11.23 tétel alapjan a (Cy,)nen sorozat a nulldhoz tart, ezért a hatvanysor egyenletesen kon-

vergens a [0, 1] intervallumon.

Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesiil és a P, hatvanysor konvergens az R,
oo

pontban. Definidljuk a b : N = R, b, = a, R} sorzatot. Ekkor R, =1 és a Z b,, sor konvergens. Az
n=0
el6z6ek alapjan a P, hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon. Amibdl az

a Z akx b Z bktk

azonossagok alapjan kovetkezik, hogy a P, hatvanysor egyenletesen konvergens az [0, R,] halmazon.
Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesiil és a P, hatvanysor konvergens a —R,
pontban. Definidljuk a b : N — R, b, = (—1)"a, sorzatot. Ekkor R, = R, és a P, hatvanysor
konvergens az R, pontban. Az el6z6ek alapjan a P, hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, Rp]
halmazon. Amibdl a

sup
z€[0,R,)

= sup
te[o 1}

(tR,) Zak tR,) ‘— sup

t€[0,1]

n
— E akxk

k=0

Py(t Z byt

azonossagok alapjan kovetkezik, hogy a P, hatvanysor egyenletesen konvergens a [—R,, 0] szakaszon.
A P, hatvanysor folytonossaga a folytonos részletosszeg fiiggvények egyenletes konvergencidajabol
kovetkezik.

sup
z€[—Rq,0]

= sup
te[0,R,]

11.6. Approximacié polinomokkal
Magyarazat. A tovabbiakban a folytonos fliggvények polinomokkal val6 kozelitésérdl szolo alaptételt

targyaljuk.

11.25. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = Késn € NT. Az f figguény n-edik Bernstein-
polinomjdnak nevezziik az

B/ :R>K tH(b_lanzn:<) (a—l—i(b—a))(t—a)k(b—t)nk

k=0
polinomot.

11.26. Tétel. (Approximdcio Bernstein-polinomokkal.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] = K
folytonos fiigguény. Ekkor

i f —
nl;néo( supb] |BL(t f(t)|> =0.
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Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — K folytonos fiiggvény, valamint legyen ¢ € R™
tetszdleges paraméter. Mivel [a,b] kompakt halmaz és f folytonos, ezért: f korlatos, vagyis létezik
olyan C' € R™, hogy minden ¢ € [a, b] pontra || f(¢)|| < C; valamint a Heine-tétel miatt f egyenletesen
folytonos, vagyis a késébb rogzitends ¢/ € RT paraméterhez létezik olyan 6 € R, hogy minden
t,t' € [a,b], [t —t'| <& esetén || f(t) — f(t')| < & teljesiil. Legyen ¢ € [a,b] és n € N rogzitett. Ekkor

3 (1) (o) -v0) (22 =0 |

In:{kze{o,...,n}|

|BI(t) — f(t)| =

(11.1)

Tekintsiik az

a—l—k(b—a)—t‘ <5}
n

Jn:{ke{o,...,nﬂ

a—i—k(b—a)—t‘ >5}
n

halmazokat. Ekkor I, N J, =0 és I, U J, = {0,...,n}, vagyis a (11.1) egyenlet alapjan

=101 3 1) o) o) (22 (20)
5 (Dl (o o) -0 =2
2 () (50 () S () (20 (=)
<3 () () ez ()

n t—a\¥ /bt \"7"
!
e ()(=0) (=)
keJ,

Ha k € J,, akkor definici6 szerint

a—i—k(b—a)—t’zé,
n

W-(k—t_a-n>2>1

92n2

amibdl

adodik. Ezért

SO 6= =S n O0=) 62 6=) -

. (b(s?n?z 3 (Z) (k = n)? 2* (1 — )%,

t —
ahol x = bia. Minden y, z € R esetén
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n(n—Dyy+2)" 2= (Z)k(k — Dykz"k

adodik. Ha z =1 — y, akkor ezekbdl

kovetkezik, vagyis
n

> () = na)* oH1 = "+ = nal1 - o)

k=0
Figyelembe véve, hogy |z|,|1 — 2| <1

IBL(t) — F()]| <& + %

€
adodik. Vagyis ha ¢/ = 3 és N € N tetszéleges természetes szam, melyre N >

akkor minden n > N és t € [a, b] esetén

)2
+2C(b a) <

BIW 0] < 5+ =5 <

ezért

sup |BA(t) — f(1)] <e.
t€la,b]

teljestil,

11.27. Tétel. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K folytonos fiiggvény. Ekkor minden ¢ € RT

esetén létezik olyan p : K — K polinom, hogy minden x € [a,b] szdmra

[f(z) —p(z)| <e

teljesiil.

Bizonyitds. A 11.26 Bernstein-polinomokkal valé approximécios tétel kozvetlen kévetkezménye.
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12. Differencialszamitas véges dimenziéban

12.1. Differenciadlhatésag
12.1. Tétel. Legyen f : R"™ — R™ fiigguény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy u,v € Lin(R",R™),

melyre
. §(@) = (o) ~ e — a)
T—>a ||$ — a” T—a ||x - a||

=0

teljesil. Ekkor u = v.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R™ fiiggvény, a € Int Dom f és legyen u,v € Lin(R",R™) olyan,

melyre
@) @) e —a) @)~ f@) (e —a)
o | — all 2o | — all
Tegyiik fel, hogy A = u — v # 0. Ekkor létezik olyan 0 # e € R" vektor, hogy Ae # 0. Legyen
A
_ HIIeT” € R*. A fenti ket hatarértek kiilonbségeként

hmm_o

voa flz —a]
adodik, a hatarérték definicioja alapjan pedig létezik olyan § € R, hogy minden = € Bs(a) vektorra
H Az —a)

|

x —al|

‘<€.

)
Azz=a+ m -e € E vektorra x € Bs(a) teljesiil, azonban a fenti egyenlGtlenségbdl az
e

12.2. Definicié. Legyen f:R"™ — R™ fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhato, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € Lin(R",R™), melyre

i £0) = f@ = A~ a)

v—a [ = af

Az — a)
[z —a

Ae

— |l =e<e¢
lell

ellentmondés adoédik.

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f figgvény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjanak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeloljiik.
— Az f:R"™ — R™ fiiggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik a

_ ~Alx —
Df = {(a, A) € (Int Dom f) x Lin(R%,R™) | 11 L&) =/(0) = Az =) :0}
z—a |z — al
fliggvényt.

— Az f differencidlhaté, ha Dom f = DomDf.

— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhat6é és Df folytonos. Az A C R" nyilt hal-
mazon értelmezett, R™ értékii, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazét C'(A,R™)
jeloli.

12.3. Tétel. (A differencidlhatosdg jellemzése.) Legyen f : R — R™ figguény, valamint a €
Int Dom f. Az A € Lin(R", R™) leképezés pontosan akkor az [ fiigguény a pontbeli deriviltja, ha

Ve e RT35 € Rz € R™ <||x —all<d = |f(x) - fla) - A —a)|| <e- ||z — a||)

teljesiil.
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12.4. Tétel. Legyen f: R"™ — R™ fiigguény és a € Int Dom f. Az f fiiggvény a pontbeli differencidl-
hatésdga és (Df)(a) értéke fiiggetlen az R™ és R™ tereken vdlasztott normdtol.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R™ fiiggvény és a € Int Dom f. Legyen [|-[|), [|-||(») norma az R"
téren és ||-[| ), [|[l ;) norma az R™ téren. A 10.78 tétel alapjan léteznek olyan c,d € RT paraméterek,
hogy minden x € R" esetén c|z(|;) < [|lz[|,) és minden y € R™ esetén |[y[,) < dlyll,)-

Ha f differencialhat6 az a pontban a ||-[|(;, és az ||-[|,) norma szerint, akkor az

illf @) = f(a) = (DN @) (@ —a)llyy _ If(@) = fla) = (DF)(a)(= - a)ll

¢ llz —all o) - Iz = all

egyenlStlenség alapjén a [|-|[ 5 és a ||-[| ;) norma szerint is differenciélhato, ugyanazzal a derivalttal.
12.5. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
@)~ )

gl
tim TS g
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linedris leképezés, melyre

i £@) = f(a) = (D) (a))(z — a)

T—a ‘x —a‘

=0
teljesil. Tovabba ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

Bizonyitds. Legyen f: R — R fliggvény és a € Int Dom f.
Ha f differencialhat6é az a pontban és létezik a

o £@) = 1(0)

Tr—a r—aQa

= f'(a)

hatarérték, akkor legyen A olyan R — R linearis leképezés, melyre minden x € R esetén
Az = f'(a)x

teljesiil. Ekkor

o=ty (120 _piy) _ py KOS DS =0) _y,, Slo) = S0) = o)

= lim ,
T—a Tr—a T—a Tr—a

T—a T —a

tehat
0= fim [{@ —f@ - A@=a)|_|f@)=fla) - Ae—a)|
T—a xr—a T—a |.’II _ a|
vagyis
im L&) = f@) A —a)

z—a |z — al

Tegyiik fel, hogy létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos lineéris leképezés, melyre
_ —((D —

@)~ (@) ~ (DN (@) o)

T—a ‘x —a‘

=0

teljesiil és legyen ¢ = ((Df)(a))(1). Ekkor

0= lig 1®) = fl@) = (Df)@)(z~a) _ . f(z)~fla) —clz—a)

r—a |17 — a| T—ra |l‘ — a\

)
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vagyis
0= lim @)~ fla) — (@ —a) = lim @)~ fla) — e —a) = lim M —c
r—a |JI — a| T—a Tr—a T—a T —a
ezért
0 = lim (f(as)—f(a) _ c) ,
T—a Tr—a
tehat létezik a
o 2 = 1) _
T—a r—a

hatarérték és ¢ = f'(a).

12.6. Tétel. Legyen f : R" — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhato az a
pontban, akkor f folytonos az a pontban.

Bizonyitds. Legyen f:R"™ — R™ fiiggvény, valamint ¢ € Int Dom f. A differencidlhatosig jellemzé-
sérél sz016 12.3 tétel alapjan ekkor létezik olyan § € R, hogy minden z € R" vektorra a ||z — al| < §
esetben

1f(x) = f(a) = (Df)(a)(z = a)|| < [lz—af
teljesiil, aminek az atrendezésébdl

1f(2) = f(a)ll < llz —all- (L + [[(DS)()]])
adodik. Ezért ligl I f(x) — f(a)]| = 0, vagyis liin f(z) = f(a), amibdl kovetkezik az f fliggvény a

pontbeli folytonossaga.

12.7. Tétel. Legyen f: R"™ - R™ és a € Int Dom f. Az f fligguény pontosan akkor differencidlhato

az a pontban, ha minden i € {1,... ,m} index esetén az f; : R* — R fiiggvény differencidlhats az a
pontban. Tovdbbd ha | differencidlhato az a pontban, akkor minden i € {1,..., m} indez esetén
(Dfi)(a) = pr;o(Df)(a)
teljesiil, amit a mdtrizok nyelvén gy is kifejezhetiink, hogy ha minden ¢ € {1,...,m} esetén
(Dfi)(a) = (An A ... Ain),

akkor

App o A .o Ap

A1 Azp ... Ay

oH@=|" T
Aml Am2 cee Amn

Bizonyitds. Legyen f:R"™ — R™ és a € Int Dom f.

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény differencialhaté az a pontban és jelolje A = (Df)(a) a derivaltat.
A 12.4 tétel alapjan megtehetjiik, hogy a végtelen normét tekintjiik a R™ téren. Legyen i € {1,...,m}
tetszéleges index és € € RT tetszdleges paraméter. Mivel f fiiggvény differencialhaté az a pontban
ezért létezik olyan § € R, hogy minden = € R" elemre 0 < ||z — a|| < § esetén

1f(z) = fa) = Az — a)l|

<6
[ —af

teljesiil. A
[fi(x) = fila) = (Alz — a))i| _ [I£(z) — f(a) = Az — a)lly

[l —af [ = af

egyenlStlenségbdl azt kapjuk, hogy az f; : R" — R fiiggvény differencidlhaté az a pontban és
(Df;)(a) = pr; oA teljesiil.
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Most tegyiik fel, hogy minden ¢ € {1,...,m} index esetén az f; : R® — R fiiggvény differencialhato
az a pontban, és legyen B; = (Df;)(a). Tekintsiik a

B:R" —-R™ x> (Biz,...,Bnx)

leképezést. Megmutatjuk, hogy (Df)(a) = B. Legyen € € R tetszéleges paraméter. Mivel minden
i€ {l,...,m} esetén f; differencidlhat6 az a pontban, ezért

35, e Rt'Vz e R": <||m —a| <6 — ||fi(x) — fila) = Bi(x —a)| <e-|lz— a||)
teljesiil. Legyen 6 = min{d1,...,dn . Ha 2 € Bs(a), akkor

If(z) = f(a) = B(z = a)|, =
= [I(f1(z) = fr(a) = Bi(z = a),..., (fu(2) = fn(a) = Bu(z — a))ll =
= max{[fi(z) — fi(a) = Bi(z —a)[[ i € {1,...,m}} <& [lz —

teljesiil, vagyis az f fiiggvény differencialhat6 az a pontban, és (Df)(a) = B teljesiil.

12.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

12.8. Tétel. Legyen f,g : R* — R™, ¢ : R* — R fiigguény, tovdbbd a tetszdleges belsd pontja a
(Dom f NDom g N Dom ) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhato az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = c¢(Df)(a);

3. of differencidlhato az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (Dy)(a) + ¢(a)(Df)(a).

Bizonyitds. Legyen f,g : R®™ — R™, ¢ : R" — R fliggvény, tovibba a tetszéleges bels§ pontja
a (Dom f NDom g N Dom ) halmaznak és legyen f, g és o differencidlhaté az a pontban. Legyen
tovabba F' = (Df)(a), G = (Dg)(a) és ® = (Dy)(a). Mivel a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢), ezért
vehetiink egy olyan r € RT paramétert, melyre B,.(a) C a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢) teljesiil.
Ekkor

f(z) = fa) = F(z - a) 9(x) —g(a) - G(z - a)

T B T I
i P& —¢l@) @z —a) _
r—a Hx_a” .
1. Az
i 9 @) = (f +9)(a) = (F+G)(z —a) _
r—a foau
i J@ = J@ = Fe—a) o) —gla) = Gle—a) _
r—a HiE — a” r—a ||{E _ a’”

egyenlGség igazolja, hogy f + ¢ is differencialhat6 az a pontban és (D(f + ¢))(a) = F + G.
2. Az
i (eN)(@) = (ef)(a) — (cF)(z — a) f(x) = fla) - F(z —a)

=c- lim =0
z—a |z — all z—a |z —all

egyenlSség igazolja, hogy cf is differencialhat6 az a pontban és (D(cf))(a) = cF.
3. A minden = € B,(a) vektorra teljesiils

leh)@) - (sof)() J(@)@(@ — a) = p(a)F(w — a)| =
= [ (¢@) = e@) - o ~ ) () + (@) (£() - <> F(z - a)) + (f(@) - f(a))@(z - a)| <
E

< ol )—w(a)— @z —a)|l - [If (@)l + lp(a)] - 1 f(x) = f(a) = F(z —a)| +
+ /@) = fla)ll - [l - [l — ol
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egyenlGtlenség felhasznalaséaval

iy 2220~ 6000 =L =) slorte—a)]
= o —al <
< i | A= =B =D ) o) | L= T2 =)

+ lim || f(x) ~ f(a)] - | 2]| =
=0 [[f(@) + lp(@) -0 +0- |2 =0

adodik, amibdl
L (eD(@) — (e)(@) — f(@P(@ = 0) = pla)F(z — o)

a—a [l —af

-0
kovetkezik, vagyis a of fliggvény is differencialhat6 az a pontban és D(¢f) = f(a)® + ¢(a)F.
12.9. Tétel. Minden Q2 C R"™ nyilt halmaz esetén C1(Q, R™) vektortér.

Bizonyitds. Az el6z6 allitast kell minden egyes a € 2 pontra alkalmazni.

12.10. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen g : R™ — R"2  f .
R" — R" ¢és a € IntDom f o g. Ha g differencidlhatdé az a pontban és f differencidlhaté a g(a)
pontban, akkor f o g differencidlhaté az a pontban és

(D(f e g))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

Bizonyitds. Legyen g : R" — R"™ f : R" — R"™ és a € Int Dom f o g. Mivel az f fiiggvény
differencialhaté a g(a) pontban, ezért g(a) € Int Dom f, tehat

Ve; € RT36; € Rty € R™2 .
ly —g(a)ll <01 —= [If(y) = flg(a)) = (Df)(g(a))(y — g(a))[| < er-[ly —g(a)l.
Mivel a g fliggvény differencidlhaté az a pontan, ezért a € Int Dom g, tehét
Veq € RT3, € Rz € R™ -
[z —al <d2 = llg(z) —g(a) — (Dg)(a)(z —a)|| < &2 ||z —al|.
Tovabba a g fliggvény folytonos is az a pontban, ezért
Ves € RT353 e RTVz e R™ ¢ |z —al <d35 — |g(z) —g(a)] <es.

Legyen 1 € RT rogzitett paraméter. Ekkor a 1 szdmhoz tartozé §; paramétert valasztva 3 para-
méternek kapjuk, hogy létezik olyan ds € R*, hogy minden z € R™ esetén

[z —al <ds = [f(9(x)) = flg(a)) = (Df)(g(a))(g9(x) = g(a))[| < &1 - [lg(z) = g(a)ll-

Az &, szdmot valasztva ey paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan d, € R™, hogy minden x € R™
esetén
o —all <8 — lg(z) - g(a) — (Dg)(@)(w — a)l| < &1 - | —al .

Legyen 6’ = min {2, d3}. Ekkor az eddigieket 6sszegezve mondhatjuk, hogy minden « € R™ vektorra,
ha ||z — a|| < &', akkor

1/ (g(x)) = f(g(a)) — (Df)(g(a))(g(x) — g(a))]| < er-llg(x) — g(a)]l
lg(2) — g(a) = (Dg)(a)(z —a)[| < er - [|lz — all

teljesiil, valamint az utolsé egyenlStlenség alapjan ha ||x — al| < &', akkor

lg(x) = g(a)l| <e1- [z —al + [|(Dg)(a)]l - [« —all.
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Ezek alapjan, ha ||z — a]| < ¢’, akkor

1f(g(x)) — f(g(a)) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a))(z — a)|| =
= [[f(g9(x))—f(g(a)) — (Df)(g(a))(g9(x) — g(a))+
+(MDf)(g(a))(g(x) — g(a)) — (Df)(g(a)) o (Dg)(a))(z — a)|| <
<[ f(g(x)) = f(g(a)) = (Df)(g(a))(g(x) — g(a))|| +
+1(Df)(gla) - I(g(x) — g(a)) = (Dg)(a)(z — a)|| <
<eilg(x) —g(a)l| + I(Df)(g(a)l €1 |z — a <
<ei(erllz —all + [(Dg)(a)[ |z — all) + [[(Df)(g(a))] &1 ||z — all =

=e1 (&1 +[[(Dg) (@)l + [(DF)(g@)]) |z — ol

Mivel barmely ¢ € R szamhoz létezik olyan £; € R, melyre

e1 (g1 + [(Dg) (@)l + [(DF)(g(a)ll) < e

teljesiil, ehhez a & szamhoz pedig létezik olyan ' € R*, hogy minden ||z — a|| < & esetén

1/(g(x)) = f(g(a)) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a))(g9(x) — g(a))[| <& [lz - all,
ezért a f o g fiiggvény derivaltja az a pontban (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

12.3. Irdnymenti derivalt

12.11. Definicié. Legyen f : R® — R™ fiiggvény, a € Dom f és e € R". Azt mondjuk, hogy az f
fiigguénynek létezik az a pontban az e iranyi derivdltja, ha létezik a

i fla t0) = f(a)

tER t
t—0

hatéarértek, amit a (D.f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e irinyi (Gateauz-)
derivdltjanak neveziink.

Megjegyzés. Egyes konyvekben megkovetelik az irdnymenti derivalt e irdnyvektorarol, hogy egy-
ségnyi hossza legyen. Mi nem tesziink ilyen kikotést. o

12.12. Tétel. Legyen f : R® — R™ fiigguény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhaté az a
pontban, akkor minden e € U wvektorra létezik az f fiigguény e iranymenti derivdltja az a pontban,

tovdbbd (D.f)(a) = (Df)(a))(e) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f: R"™ — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € Int Dom f pontban,
valamint legyen A = (Df)(a) és e € R" tetszbleges vektor. Az e = 0 esetben nyilvan teljesiil az
allitas, igy feltehets, hogy e # 0. A

i Flatte) = fla) _

t—0 t

egyenl6tlenség igazolasahoz valasszunk egy tetszGleges ¢ € RT paramétert. A fiiggvény a pontbeli

differencidlhatésiga alapjan az ﬁ szdmhoz létezik olyan &’ € R™ melyre
e
€
Vo € By (a) : | f(z) = fla) = A(z —a)|| < Tel |z — all
5/
teljesiil. Ha § = W ést € R, |t| <, akkor a + te € Bs/(a), vagyis
e
€
1f(a+te) = fla) = Alte)|| < 7= - [tl lle = £t].

Amibésl hm H fla+te) — fa) —tA(e)

t

‘ = 0 kovetkezik.
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12.4. Néhany specialis fiiggvény derivaltja

12.13. Tétel. Az A € Lin(R",R™) linedris leképezés minden pontban differencidlhato és
DA :U — Lin(R",R™) a— A

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a € R" tetsz6leges pont. Az A € Lin(R",R™) linearitasa miatt minden x € U

esetén
Az — Aa— A(z —a) =0

teljesiil, ezért
Az — Aa — A(x — a)

lim =0,
e |z — al
amibdl (DA)(a) = A kovetkezik.
k
12.14. Tétel. Ha u = (uy,...,ug) € HR'”, ésjef{l,... .k}, akkor az
i=1
k
in,; : RY — HR'” T (U, U1, T Ujg -y Uk)
=1
inkluzio fiigguény derivdltjaira minden a € R" pontban
(Diny,;)(a) = ing,;
teljesiil, azaz
k
Din, ; : R R™ ..., 0).
(Diny,;)(a) —>H 2 (0,...,0, = ,0,...,0)
=1 j. hely

Bizonyitds. Az allitas jelolései mellett az
in,, j(z) — iny,j(a) = ing ;(z — a)

egyenl@ség miatt
iy Dy (€) — inw,j(a) —ing,j(z — a)
z—a | —all

=0.

12.15. Tétel. Legyen k € N és f : Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*. Ekkor minden a € Lin(R")
esetén

k—1
(Df)(a) : Lin(R") = Lin(R") b+~ Y _a'ba" '~
=0

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k € N*, f: Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*, a € Lin(R") és tekintsiik a
k—1
7 : Lin(R") — Lin(R") b Z albak17t
=0

leképezést. Ekkor A olyan Banach-tér, melyen a norma szubmultiplikativ. A minden h € Lin(R") \
{0}, ||]| <1 esetén érvényes

<

Hf(a+ h) = f(a) = 7(h) H _
il 17l

k—1
(a + h)n —a" - Zaihak—l—i
1=0
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Ekj( ) Z<h||2( ) gl

< 3 () = 13 (5l = o

becslésbdl kovetkezik, hogy (D f)(a) = 7.

12.16. Tétel. Ha
GLy(R) = {a € Lin(R")| Ja~'},

akkor az invertdlds i : GL,(R) — GL,(R), i(a) = a=* fiigguvényére minden a € GL,(R) pontban

(Di)(a) : R" - R" b= —a tba!
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen a € GL,(R) tetszéleges pont és tekintsiik a 7 € Lin(R"), 7(b) = —a tba™!
leképezést. A jelolések egyszertisitése végett most jelolje 1 az idg» leképezést. Ha 0 # h € Lin(R") és
akkor a —a~'h elemre alkalmazhaté a Carl Neumann-féle sorfejtés, vagyis ebben az

IRl < 50—
2]ja” |’
esetben érvényes a

i(“"‘h)_i(a)_T(h)H 1 a-! 17 —1
+h +alhal|| =
I e m™ @ha”
1 Uyt gty > (a )t a
= [(L+a*h)™ —1+a " h)a™!| < HhII kz h)k | <
B (e [ S O PRI || IR T
h h
o] Ha’lll -[1h]” e
1= fa g < -2l
becslés, amibdl kovetkezik az allités.
12.5. Vektor-vektor fiiggvény derivaltja
k
12.17. Definicié. Legyen k € N*, f : HR'” — R™, a = (a1,...,a;) € Dom f, valamint i €
=1

{1,...,k} tetszsleges index.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény parcidlisan derivdlhatd a i-edik vdltozdja szerint az a pontban,
ha az
foing,; : R"™ —R™ x> flar, ..., a4i—1,%, ity ..., ak)

fliggvény differencialhato az a; pontban és ekkor a

(0if)(a) = (D(f oing,))(a:)

jelolést hasznaljuk.
— Az f fliggvény i-edik valtozo szerinti derivdltfigguvényének nevezzik a

0,f = {(a, A) € (Dom f) x Lin(R™, R™) foin,; differencialhaté az a; pontban }

6s A= (D(f oing))(a;)

fliggvényt.
— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhato az i-edik vdltozdja szerint, ha Dom 0; f = Dom f.
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— Az f fiiggvény parcidlisan folytonosan differencidlhaté az i-edik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhaté az i-edik valtozoja szerint és 9; f folytonos.

k

12.18. Tétel. Ha az f : HR'” — R™ fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor
i=1
k
minden x € HR"" vektorra
i=1
k
(Df) (@) (=) =D ((9:f)(a))(:)
i=1
teljestil.
k
Bizonyitds. Legyen az f : HR“" — R™ fliggvény differencidlhat6 az a € Int Dom f pontban és

i=1
legyen j € {1,...,k}. Mivel f és az in, ; fuggvény differencidlhato, ezért a kozvetett fliggvény
derivalasi szabélya alapjan

(95 f)(a) = (D(f e ing,;))(a;) = (Df)(ina,;(a;))) o (Dingj)(a;) = (Df)(a) o ing,; .

k
Legyen x € H]R{'” tetszoleges vektor. Mivel
i=1

k
xr = Z in()’i (LE@)
i=1

és (Df)(a) linearis leképezeés, ezért

k k

k
(Df)(a)(z) = (Df)(a)) D ing(xs) = Y _((Df)(a) o ing)(zs) = Y (0:f)(a) ()
=1

i=1 i=1

teljestl.

12.19. Tétel. Ha az f : R" — R fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor minden

z € R" vektorra
n

(Df)(@)(@) =Y ((0:f) @)z,

i=1

teljesiil, vagyis a mdtrizok nyelvén

(Df)(a) = (0:1f)(@) (%2f)(a) ... (9uf)(a))-

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kovetkezménye.

12.20. Tétel. Legyen f : R" — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhats az a € R™ pontban. Ekkor
a (Df)(a) € Lin(R",R™) linedris leképezés mdtriza

(glﬁ)(a) (32]”1)((1) e (gnfl)(a)
(DF)a) = ( 1f:2)(a) ( 2f:2)(a) ( nf:2)(a>
(O1fw)(@) (O2fwm)(a) -+ (Onfw)(a)

Bizonyitds. A 12.7 és a 12.19 tétel egyszertd kdvetkezménye.
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12.21. Definicié. Legyen f : R® — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € R" pontban.
Ekkor a (Df)(a) € Lin(R", R™) linearis leképezés matrixat az f fiiggvény a pontbeli Jacobi-mdtrizinak
nevezziik. Az Jacobi-métrix alakja

(fi)(a) (O2f1)(a) - (Oufi)(a
(O1f2)(a)  (O2f2)(a) -+ (Ouf2)(a

~— —

(alfm)(a> (anm)(a) (anfm)(a)
Az n = m esetben ezen matrix determinénséat nevezziik Jacobi-determindnsnak.

12.22. Tétel. Legyen f : R"™ — R™, a € Int Dom f és legyen k € {1,...,n} tetszéleges index. Ekkor
az [ fliggvénynek pontosan akkor létezik a k-adik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja az a pontban, ha
létezik az ey, irdnymenti derivdltja az a pontban és ebben az esetben (O f)(a) = (De, f)(a) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R™, a € IntDom f és legyen k € {1,...,n} tetszileges index.
Vélasszunk egy olyan r € R* szdmot, melyre B,.(a) C Dom f teljesiil.
Az alabbi ekvivalens atalakitasok igazoljak az allitést.

(f oing 1)(x) = (f o ingk)(ar) = (Oxf)(a)(z — ak)

A0k f)(a) < xlgilk P =0 <
o Iim [fetrEowa) = £ 5 n0mlo0 o
z—a T — ag
o Y g e

& 3(De, f)(a)

12.6. Gradiens, divergencia és rotacio

12.23. Definicié. Legyen f:R"™ — R tetsz6leges fliggvény.
— Ha az f fiiggvény differencidlhato az a € R" pontban, akkor a ((01f)(a),...,(0nf)(a)) € R"
vektort az f fiigguvény a pontbeli gradiensének nevezziik és a (grad f)(a) szimbélummal jeldljiik.
— Az f fiigguény gradiensének nevezziik a

grad f : Dom(Df) = R"  a— ((91f)(a),...,(9nf)(a))
fliggvényt.
Bevezetjiik a V f = grad f jelolést, ahol a V szimboélumot nabla-operdtornak nevezziik.

12.24. Tétel. Legyen f : R® — R olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € R™ pontban. Ekkor
minden x € R" vektor esetén

((Df)(a))(z) = ((grad f)(a), x)
teljesiil.

12.25. Tétel. Legyen f : R" — R tetszdleges fiigguény és legyen a,e € R™. Ha az f fiigguény
differencidlhaté az a pontban, akkor létezik az f fligguény a pontbeli e irainymenti deriviltja és

(Def)(a) = ((grad f)(a),e) .
Bizonyitds. A 12.12 és a 12.24 tétel kozvetlen kivetkezménye.

12.26. Definicié. Legyen f: R"™ — R" fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhaté az a € R" pontban, akkor a Tr((Df)(a)) szamot az f fiigguény
a pontbeli divergencidjinak nevezziik és a (div f)(a) szimbolummal jeloljiik.
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— Az f fiigguény divergencidjinak nevezzik a
divf: Dom(Df) = R aw~ Tr((Df)(a))
fliggvényt.
A divergenciara hasznéljuk még a V f 2 div f jelolést.

12.27. Tétel. Ha f: R"™ — R" differencidlhaté az a € R" pontban, akkor

n

(div f)(a) = S (3:f)(a)-

i=1
Bizonyitds. A 12.20 tételbdl és a nyom értelmezésébdl rogton adodik.
12.28. Definicié. Minden f : R"™ — R fliggvényhez bevezetjiik a
Af :Dom(D(grad f)) - R a — (divgrad f)(a)
jelolést és a A szimbolumot Laplace-operdtornak nevezziik. Tehat formélisan A = V2.

12.29. Tétel. Legyen f : R" — R tetszdleges fiiggvény. Ekkor minden a € Dom(Af) elemre

n

(Af)@) =Y (B N(a)

k=1
teljesiil.

12.30. Definicié. Legyen f : R3 — R3 tetszéleges fiiggvény.
~ Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az a € R® pontban, akkor a

((923)(a) = (Bsf2)(a), (D3f1)(a) = (D1 fs)(a), (D1 f2)(a) — (B2f1)(a)) € R®

rot f :Dom(Df) — R3
a ((02f3)(a) = (05 f2)(a), (B3f1)(a) — (91f3)(a), (O1f2)(a) — (02f1)(a))
fliggvényt.
A rotéciora hasznédljuk még a V x f 2 rot f jelolést.

Kiegészités. Bizonyos esetekben sziikség van a gradiens és a Laplace-operator altaldanosabb értel-
mezésére, most ezeket adjuk meg.

12.31. Definici6. Legyen g € Lin(R" x R",R) olyan szimmetrikus bilineéris leképezés, melyre a
g:R" — (RM” x> g(z,-)

leképezés bijekcio, tovabbé legyen f : R™ — R tetszGleges fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az a € R™ pontban, akkor a g=1 o (Df)(a) € R"™ vektort az f
fiigguény a pontbeli g-gradiensének nevezziik és a (grad, f)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f fiigguény g-gradiensének nevezziik a

grad, f : Dom(Df) — R" ar G ((Df)(a))

fliggvényt.
— Bevezetjiik a
Ay f : Dom(D(grad, f)) — R a — (divgrad, f)(a)

jelolést és a A, szimbdlumot g-Laplace-operdtornak nevezziik.
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12.7. Folytonosan differencidlhaté fiiggvények

12.32. Tétel. Legyen f : R"™ — R™ olyan figgvény, mely differencidlhaté az [a,b] szakaszon. Ekkor
létezik olyan c € )a, b[, hogy
1£(®) = fa)ll, < [[(DF)I - [[b—all

ahol
DA = sup [(Df)(c))zll;,-

llzll, <1

Bizonyitds. Legyen f : R" — R™ olyan fiiggvény, mely differencialhaté az [a,b] szakaszon. Ha
f(a) = f(b), akkor nyilvan teljesiil az allitas, ezért tegyiik fel, hogy f(b) — f(a) # 0. Tekintsiik a

@:[0,1] =R t= (f(b) = f(a), fla+t(b—a)) = f(a))

fliggvényt. A ¢ fiiggvényre alkalmalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt, kapjuk, hogy létezik
olyan tg € ]0, 1], hogy
o(1) — ¢(0)

/
tn) =
(P(O) 1-0 3

vagyis
(F(0) = f(a). D) (a+to(b—a))(b— a) = [ £(b) = F(a)]l3-
Legyen ¢ = a + to(b — a). Ekkor a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség szerint
1£(0) = f(@)]l5 < 1F () = F(@]l, - (D))= a)lly < [1£(B) = f(@)lly - (D] - [Ib—all,
Amit elosztva a || f(b) — f(a)|l, szdmmal kiadja a bizonyitandé egyenl6tlenséget.

12.33. Tétel. (Véges névekmények formuldja.) Ha f : R™ — R™ olyan fiiggvény, mely differencidl-
haté az [a,b] szakaszon, akkor

1£(b) = fla)ll < < :}lpb[(Df)(C)H) [|b—ally,
ahol
DS ()] = S [((Df)(e))z[, -

Bizonyitds. Az el6zé allitas nyilvanvalo kovetkezménye.

12.34. Tétel. Legyen Q) C R" konvex nyilt halmaz és f : Q@ — R™ olyan differencidlhatd fiiggvény,
melyre Df = 0 teljesil. Ekkor f dllando.

Bizonyitds. A véges novekmények formulajanak kovetkezménye.

12.35. Tétel. Legyen f : R® — R fligguény és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f figguény pontosan
akkor folytonosan differencidlhaté az Q0 halmazon, ha minden i € {1,...,n} esetén Q C Dom 0, f és
a O;f figgvény folytonos az ) halmazon.

Bizonyitds. Legyen f : R"™ — R filiggvény és 2 C Dom f nyilt halmaz. Tegyiik fel, hogy minden

i€{l,...,n} esetén Q@ C Dom 9;f és a 0, f fliggvény folytonos az Q2 halmazon.
Legyen a € Q és 7o € RT olyan szam, melyre B,,(a) C  teljesiil, valamint definidljuk az

A:R"— R (X1, ooy ) — Z((@f)(a))(%),

linearis leképezést. Legyen € € RT tetsz6leges rogzitett szam és az R™ téren hasznaljuk a végtelen
normét. Megmutatjuk, hogy létezik olyan § € R*, hogy minden z € Bs(a) esetén

[f(2) = fla) = A(z —a)| < ez —al
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teljesiil, melybdl kovetkezik, hogy f differencialhat6 az a pontban és (Df)(a) = A.
Mivel minden ¢ € {1,...,n} esetén a 0;f fiiggvény folytonos az a pontban, ezért létezik olyan § €
10, 7o[, hogy minden = € Bjs(a) és i € {1,...,n} esetén

1(0:f) (@) = (@i f)(a)l| < %

teljestl.
Legyen x € Bs(a) tetszoleges pont. Definidljuk a zg, 21, ..., 2 € R" vektorokat az alabbi modon.
20 = (x17x27l‘3"'7mn)
21 = (a1,.’f2,.’1}3 s 71"‘[‘1)
z2 = (alv az, T3, ... 7xl1)
Zi = (al, ag, ..., A;j—1,Q;, Ti41y- - ,Z‘n)
Zn = (a17a27"')a’l‘l)
Ekkor

A(zg — zn) =

f@) = fa) = Aa)(z — a) = f(20) = f(2n) =
D fzima) = f(z) = Alzia —2) =

N
Il
—

Il

s
Il
—

f(ziz1) — f(zi) = ((0if) (@) (@i — a;)

adodik. Minden ¢ € {1,...,n} esetén legyen
Vit lwia] > Rt (foing, )(t) — (Aoing, i)(t),
vagy masképp irva

Wl(t) = f(t,l‘Q,JTg, s 73;11) - A(t,]}Q,Jfg, s 73;11)
v2(t) = f(a1,t, 23, ..., 2q) — Alas, t,z3,...,2Tn)

’yz(t) = f(al,ag, e ,ai—lataxi—l-la e ,lL’n) — A(al,ag, e ,ai_l,t,$i+1, e ,lL’n)

w(t) = flar,a9,...,an_1,t) — A(ay,a9,...,an_1,1).

teljesiil. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} indexre

f(zic1) = f(zi) = ((0if)(@) (@i — ai) = vi(wi) — vi(ai).

(12.13 tétel) és az inkluzio derivalasi szabalyabol (12.14 tétel) adodik, hogy minden w € [z;, a;] esetén

(Dyi)(w) = (0i f)(ar,az,...,ai—1,w,Tit1,...,20) — (0if)(a).

A ~; fiiggvényre és az [x;, a;] szakaszra alkalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt, azt kapjuk, hogy
létezik olyan ¢; € |z;, a;[, hogy

[vi(zi) = yilas)| = [(v) (el - |z — aq] -
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Minden ¢; € [z;, a;] esetén legyen w; = ing, ;(¢;), azaz

w; = (alw~aai7170i7$i+17.~,$n).

Ekkor w; € Bs(a) miatt
[vi(wi) — vilai)| = [(0i f)(wi) — (0i f)(a)] - | — a;| <

Osszerakva ezeket az eredményeket

[f(x) = fa) — Ala)(z — a)| < Z RACHERACHIESY) % |[zi —ai| <ellz —all,

i=1

adodik. Ezzel igazoltuk, hogy
Ve e RT3 € R™Vz € Bs(a):  [f(x) — fla) — Az —a)| <ellz—al -

Tehat f differencidlhato az © halmazon és minden a € Q pontban (Df)(a) = A.

Legyen a € Q tetszSleges pont ¢s e € RT tetsz6leges szam. Mivel minden i € {1,...,n} esetén a 9, f
fiiggvény folytonos az a pontban, ezért létezik olyan § € R™, hogy minden z € Bs(a) ési € {1,...,n}
esetén

[1(0if)(x) = (0if)(a)|| < %

teljesiil. Ezekbdl « € Bs(a) esetén az (Df)(a) — (Df)(z) linearis leképezés norméjara

I(Df) (@) = (DAl =D 1(9if)(a) = (9if) ()] < &
i=1

adodik, amivel igazoltuk a D f fiiggvény folytonossigat.

Most tegyiik fel, hogy az f fliggvény folytonosan differencialhato az Q2 halmazon. A parcialis derivéalt
értelmezése, a kozvetett fliggvény derivalasi szabélya és az inklaziofiiggvény derivaltja alapjan minden
ke{l,...,n} és a € esetén

(Orf)(a) = (D(f oingk))(ar) = (Df)(ingk(ar)) o (Dingx)(ar) = (Df)(a) o ing

teljesiil. Ezért a minden k € {1,...,n} esetén a O f fliggvény értelmezett az 2 halmazon, tovabba
az ing , fiiggvény és a D f fliggvény folytonossdga miatt a O f fiiggvény is folytonos.

12.36. Tétel. Legyen f : R® — R™ és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f fiigguény pontosan akkor
folytonosan differencidlhatsé az Q2 halmazon, ha minden i € {1,...,n} és j € {1,...,m} index esetén
a 0;f; fiiggvény folytonos az Q halmazon.

Bizonyitds. Legyen f :R"™ — R™ és 2 C Dom f nyilt halmaz.

Tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,n} és j € {1,...,m} index esetén a 0, f; fiiggvény folytonos az
2 halmazon. Ekkor a 12.35 tétel alapjan minden j € {1,..., m} mellett az f; fliggvény folytonosan
differencidlhaté. A 12.7 tétel alapjan ebbdl f : R® — R™ differencidlhatosaga kévetkezik és a 10.90
tételbdl pedig D f folytonossaga.

Most tegyiik fel, hogy f folytonosan differencidlhaté az €2 halmazon. Ekkor a projekciofiiggvény
folytonos differencialhatésdga miatt minden j € {1,..., m} indexre f; fiiggvény folytonosan differen-
cialhato, a 12.35 tétel miatt pedig minden ¢ € {1,...,n} esetén 0; f; folytonos.

12.8. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor differencidlhatosaga

12.37. Tétel. Legyen r € RY, a € R™, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R™ diffe-

rencidlhato figguény. Ha létezik a lim f, (a) hatdrérték és az (Df,)nen fligguénysorozat egyenletesen
n

konvergens a B,(a) halmazon, akkor

1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oQ
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2. az f: B.(a) = R, f(z) = lim f,(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n—oo
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

(Df)() = lim (Df)(x).

Bizonyitds. Mivel a tételben szerepld fogalmak fliggetlenek az R" és az R™ téren valasztott normé-
tél, valamint a bizonyitas soran hasznalni szeretnénk a véges novekmények formulajat, ezért az R"™ és
az R™ téren tekintsiik a ||-||, (euklidészi) normat.
Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R™ differencialhato fiigg-
vény. Tegyiik fel, hogy létezik a lim f,(a) hatarérték és az (Df,)nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergal a g : Q — Lin(R",R™) fiiggvényhez a B,.(a) halmazon.
Legyen € € R tetsz6leges paraméter. Mivel az (f,,(a))nen sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat,
vagyis létezik olyan N; € N, hogy minden Ny < m,n € N szamra
€
@)~ Fn@l <
teljesiil. Mivel az (D f,,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a B;.(a) halmazon ezért a 11.3
tétel alapjan létezik olyan No € N, hogy minden Ny < m,n € N szdmra

sup [[(Dfx)(y) = (Dfm) W) < 3
y€Br(a) r

e

teljesiil. Legyen N = max {N7, N2}.
Legyen m,n € N és ¢ € B,(a) \ {a} tetszoleges pont. Ekkor az f, — f,, fliggvényre és az |a,z|
szakaszra alkalmazva a 7.17 véges novekmények formulajat

[fn(@) = fin(@) = (fn(a) = fm(a))]ly < < sup [|(D(fn — fm))(y)|> |z —all,

y€la,z|
adodik. Ekkor minden N < n,m természetes szamra

€
—T=c.
,

wmm—mmmswmw—mwm+<3mymn—mmw0wwwm<§+2

Vagyis (fn(x))nen Cauchy-sorozat, tehat létezik a li_>m fn(x) = f(x) hatérérték.

Az eddigiek szerint minden € € R* szdmhoz létezik olyan N, hogy minden N < n,m esetén minden
x € B,(a) pontra

| fn(z) = f(@)]l, <€

teljesiil, amibdl a 11.3 tétel alapjan adodik, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.
Legyen t € B,.(a) tetsz6leges pont. Minden n € N esetén legyen

fa(2) = fu(t) = (Dfn) () (z — 2)

, ha x#t
©n : Br(a) = R™ T~ [z =1,
0, ha x=t,
tovabba legyen
@ fO=gOa=1 o,
¢ : Br(a) > R™ x> lz =]l
0, ha =z =t.

Az f, fiiggvény t pontbeli differencialhatosidga miatt a ,, fiiggvény folytonos a B,.(a) halmazon. Ha a
(pn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergalna a ¢ fiiggvényhez az B,.(a) halmazon, akkor a 11.4
tétel miatt a ¢ fliggvény is folytonos lenne a B,.(a) halmazon, vagyis az f fliggvény differenciadlhaté
lenne a t pontban, és teljesiilne a bizonyitandd

(D) = g(t)
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egyenldség.
Most megmutatjuk, hogy a (¢, )nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal a ¢ fiiggvényhez a B,.(a)
halmazon.
Legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Mivel az (Df,),en fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens
a B,(a) halmazon ezért a 11.3 tétel alapjan létezik olyan N € N, hogy minden N < n,m € N szamra

sup [[(Dfa)(y) — Dfr) W) < =

vEB.(a) 2
teljesiil. Legyen = € B,.(a) tetsz6leges pont. Ekkor a
Br(a) = R™  ur fo(u) = fi(w) = (Dfy)(t) — (D fim)(t))u

fiiggvényre és az [t, x| szakaszra alkalmazva a véges névekmények formulajat

[fn(2) = frm(2) = (fu(t) = fm(8)) = (DFn) () (2 = 1) = (Dfm) () (z = )], <
(sup I(D(fn = fm))(y) — ((Dfn)(t)(Dfm)(t))> -t = all,

y€Elt, x|

adédik, vagyis ha N < m,n € N, akkor
[fn(z) = fu(t) = (Dfa) O (x — 1) = (fm(2) — fr(t) = (D)) (@ — 1)]l5 <
< ( sup = m)) @) + (D fn) () — (Dfm)(t)|)> Az —tlly <

y€Elt, x|
<(< sup [(D(fy - »(H) )x—ﬂb
yeB, (a
< (5 Q o~ tlly =l —tl,.

Ezen egyenl6tlenség alapjan minden N < n,m természetes szamra x # t esetén

e-llz—tl, _

len (@) = pm ()] <

b

‘|$—t||2

valamint « =t esetén is ||¢n(z) — @m ()|, = 0 < €. Ezzel megmutattuk, hogy a (¢, )nen fliggvény-
sorozatra

Ve € RYIN e NVn,m € NVz € B,(a) : (N <n,m — |on(z) — om(@)], <€)

teljesiil, amibdl a 11.3 tétel értelmében kovetkezik, hogy a a (o, )nen fiiggvénysorozat egyenletesen
konvergél a pontonkénti hatarfiiggvényhez, a ¢ fliggvényhez a B,.(a) halmazon.

12.38. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatésdiga.) Legyen Q C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhato figgvény. Ha az (f])nen fligguénysoro-
zat lokdlisan egyenletesen konvergens az 0 halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a
lim f,(a) hatdrérték, akkor
n—oo

1. minden x € Q) esetén létezik a nhﬁn;o fn(x) hatdrérték;

2. az (fn)nen fiigguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergendl az f : Q — R", f(z) =

lim f,(x) figguényhez;
n—oo
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = nlgI;o(Df”)(x)

Bizonyitds. Legyen Q C R" konvex nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q —
R differencidlhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az (f))nen fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen
konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a lim f, (a) hatarérték.

n—oo

Definialjuk az
/_ .
@ ={zeq|3 lim fu(x)}
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halmazt. Megmutatjuk, hogy Q' nyilt halmaz. Legyen z € . Mivel az (f)nen fliggvénysorozat
lokélisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan r € R, hogy (f/)nen egyenletesen konvergens
a B,(x) halmazon. Az el6z6, 12.37, tétel alapjan ekkor (f,)nen egyenletesen konvergens a B,.(x)
halmazon, tehat B, (z) C .

Tegyiik fel, hogy Q' # Q. Vegyiink egy = € Q\ Q' elemet. Legyen

H={tel0,1]] [a,a+t(x —a)] CQ'},

c=supH ésp=a+c(r—a). Az a pontra és olyan B,(a) kirnyezetére alkalmazva a 12.37 tételt, ahol
az (f] )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens, az adodik, hogy ¢ > 0. Az €' halmaz nyiltsaga
miatt pedig p ¢ Q. Mivel p € Q, ezért létezik olyan r > 0, hogy a B,(p) halmazon egyenletesen
konvergens az (f])nen fliggvénysorozat.

A ¢ szam konstrukcidja folytéan létezik olyan tg € H, melyre ¢ — < tg, ezért a g = a+to(x—

7"
4llz —all
a) € QV elemre

.

lp =gl = lla + c(z — a) = a —to(z — al| = |e —to] - lz —af| < 7

Ekkor viszont alkalmazhato a 12.37 tétel a Br (q) halmazon, mely szerint az (f,)nen fiiggvénysorozat
konvergens ezen a halmazon, tehat a p € Bz (¢) pontban is konvergens. Ez azonban ellentmond a
p ¢ ' feltevésnek. Tehat Q' = Q.

Legyen x € Q. Mivel az (f} )nen fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan
r € R, hogy (f!)nen egyenletesen konvergens a B,.(z) halmazon. Az el6z6, 12.37, tétel alapjan ekkor
(fn)nen egyenletesen konvergens a B,.(x) halmazon, tehat (f,),ecn lokélisan egyenletesen konvergens.

12.39. Tétel. (Figgvénysor differencidlhatisdga.) Legyen @ C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : @ — R™ differencidlhato fiiggvény. Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan xo € Q pont, melyre létezik a

Z fn(xo) Osszeg, akkor

n=0

o0
1. minden x € Q esetén létezik a Z fn(x) dsszeg;

n=0
2. az Z(f”) fiiggvénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q — R", f(x) = an(x)
n=0

n
figguényhez;

3. minden x € Q esetén (Df)(x) = Z(Dfn)(:zr)
neN

Bizonyitds. Legyen Q) C R" konvex nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q —

R™ differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a Z(D fn) fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen

konvergens az (2 halmazon és létezik olyan xg € 2 pont, melyre létezik a Z fn(xo) Osszeg. Minden

neN
n € N esetén legyen

gn : 2 — R™ x»—)an(x)
k=0

Ekkor a (gn)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 12.38 tételt adodik az allitas.

12.9. Inverzfiiggvény tétel

12.40. Tétel. (Inverzfiggvény tétel.) Legyen f : R® — R" tetszdleges fiigguény és a € R". Ha
a € Int Dom(Df), Df folytonos az a pontban és det(Df)(a) # 0, akkor létezik olyan Q C Dom f nyidlt
kornyezete az a pontnak, melyre
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1. flqo injektiv;
2. f(Q) nyilt halmaz;
3. fla homeomorfizmus Q és f(Q) kézott;
4. az (fla)~! figgvény differencidlhato;
5. minden x € Q) pontra
(O((flo)™N(f(2) = (Df) (=)~
teljesiil;

6. a D(f|a)~! figgvény folytonos az f(a) pontban.

Bizonyitds. Mivel a tételben szerepld fogalmak fliggetlenek az R" és az R™ téren vélasztott normé-
t6l, valamint a bizonyitas soran hasznalni szeretnénk a véges novekmények formulajat, ezért az R"™ és

n
az R™ teret az euklidészi (kettes) normaval latjuk el. (Azaz minden = € R" esetén ||z|| = Z z3 és
k=1

hasonloan az R™ térben 1évs vektorokra.)
Legyen f : R" — R" tetsz0leges fiiggvény és a € Int Dom(Df) olyan pont, hogy Df folytonos az a
pontban.
A bizonyitast tobb lépésben végezziik.
1. Vezessiik be az A = (Df)(a) jelolést és legyen ry € R olyan paraméter, melyre B, (a) C Dom(Df)
teljesiil. A Df fiiggvény a pontbeli Df folytonossidga miatt létezik olyan r € |0, o[, hogy minden
x € By(a) esetén

1

I(Df)(z) — All < AT

Definialjuk az Q = B,.(a) halmazt. Lépésenként megmutatjuk, hogy erre az 2 halmazra teljesiilnek
a tételben felsorolt tulajdonsagok. ElGbb azonban megjegyezziik, hogy a 10.107 tétel miatt minden
x € Q pont esetén a (Df)(x) leképezés invertalhato.

2. A bizonyitas folyamén sziikségiink lesz az alabbi fiiggvényre. Minden y € R"™ esetén legyen

0y : = R" r x4+ ANy — f(2)).

Vegyiik észre, hogy egy « € R" pont pontosan akkor fixpontja a ¢, fiiggvénynek, ha y = f(x) teljesiil.
A o, fiiggvénynek pontosan akkor létezik fixpontja, ha y € Ran f, valamint pontosan akkor van egy
darab fixpontja, ha az f fliggvény csak egyszer veszi fel az y értéket.
Mivel minden y € R" estén

@y = idps +(A7'y) — A7 o f,

ezért minden z € ) pontra

(Dgy)(z) = idgs =A™ o (Df)(2) = A7 (A~ (Df)())
teljesiil, amibdl

1 1

(D) (@)l < [|AH[ - I(A = DA @I < A7 AT 2

kovetkezik. Vagyis minden y € R" és barmely z1,z2 € € pont esetén a véges névekmények formulajat
felirva az [z1, 2] szakaszra és a ¢, fliggvényre

ley(21) =y (22)ll < < sup II(Dwy)(x)H) 1 — @ <

z€]T1,T2
|21 — 22|

< (228 I(Dwy)(x)) oy — wall <

adodik. Tehat ¢, kontrakcié és

21 — 2|

VyeR Van,z € loy(21) = py(22)ll <

(12.1)
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teljesiil.

3. Most megmutatjuk, hogy az f|q fiiggvény injektiv. Ehhez tegyiik fel, hogy z1,z2 € Q olyan,
hogy f(z1) = f(z2). Ha y = f(z1), akkor ¢, (z1) = 1 és py(x2) = 2, amibdl a (12.1) egyenlet
segitségével

|21 — @]

lz1 = 2] = lloy (1) = py(z2)]| < =

adodik, vagyis x1 = xs.

4. Most igazoljuk, hogy minden X C  nyilt halmaz esetén f(X) nyilt halmaz. Legyen yo € f(X)
tetszoleges pont. Ekkor f|q injektivitdsa miatt létezik egyetlen olyan xg € X pont, melyre f(z0) = yo.
Mivel X nyilt halmaz, ezért létezik olyan r € RT, hogy Ba,(wg) € X. Legyen p € RT tetszéleges
paraméter és x € B, (zo), y € B,(yo) tetszdleges pontok. Ekkor

liy(a) — 2ol < llpy @) — oy @)l + llpy (o) — aoll <
3 Iz = zoll + |47 — F(ao))| <

5+ 147y = woll <

IA

IN

T -1 .
LA

IN

teljestil, vagyis ha g + ||A_1|| “p=r,azaz p = akkor minden x € B,.(z) esetén

.
2(| A=)
lley () = ol < 7.

Mostantol legyen p = Ekkor az el6z6 egyenlGtlenség alapjan

"
2 A7)

oy (Br(w0)) € Brlwo).

Mivel R" teljes és B,.(xo) zart részhalmaza, ezért a 10.43 tétel alapjan a B,.(zg) halmaz is teljes.
Ekkor az M = B,(x() halmazra és a ¢,|as fliggvényre alkalmazva a 10.119 Banach-féle fixponttételt,
az adodik, hogy létezik egyetlen olyan = € B,.(x¢) pont, melyre

py(r) =1z
teljesiil, ez pedig azzal ekvivalens, hogy f(z) = y. Tehat azt kaptuk, hogy minden y € B,(yo) pont-
hoz létezik olyan z € X, melyre f(x) = y, ez pedig éppen azt jelenti, hogy B,(yo) C f(X). Ezzel

igazoltuk, hogy f(X) nyilt halmaz.

5. Az egyszertibb irasmod kedvéért bevezetjikk a g = f|g és az Q' = f(Q2) jeloléseket. Most meg-

mutatjuk, hogy g homeomorfizmus Q és Q' kozott. Mivel f differencialhatd az © halmazon, ezért

ott folytonos is, vagyis g folytonos. A folytonossag topologikus jellemzése alapjan a g~! fiiggvény

folytonossiga azzal ekvivalens, hogy minden X C R" nyilt halmazra létezik olyan X’ C R" nyilt
-1

halmaz, melyre (gfl)(X) = X'NDom g ! teljesiil. Mivel g injektiv, ezért azt kell igazolnunk, hogy
minden X C R" nyilt halmazhoz létezik olyan X’ C R" nyilt halmaz, melyre

g(X)=X"nq.

Ha X C R" nyilt halmaz, akkor g(X) = g(Q2NX) és mivel QN X nyilt halmaz, ezért a 4. pont alapjan
9(Q N X) nyilt halmaz. A nyilvanval6 g(2 N X) C Q' tartalmazis miatt

g(X)=g(QNX)N¢,

vagyis az X' = ¢g(2 N X) nyilt halmazra teljesiil a kivant tartalmazas.
6. Most igazoljuk, hogy ¢! differencidlhat6 és minden x € Q pontra

(D(g™)(f(2)) = (Df)(2))~*
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teljesiil. Ezzel ekvivalens, hogy minden minden y € €' pontban ¢! differencidlhat6 és

(D(g~N() = ((Dg) (g~ (y) "

teljesiil. Ennek igazolasahoz legyen 1y, € €)' tetszdleges pont és ¢ € RT tetszbleges paraméter. Azt
kell bizonyitani, hogy

I eRT VyeR":
(ly = wll <6 = g™ (v) — 97" (wo) = (D)9~ (wo)) " (¥ —v0) || < € lly = oll)
teljesiil. Mivel Q' nyilt halmaz a 4. pont alapjan, ezért létezik olyan r; € RT paraméter, melyre

B, (yo) C €. Legyen 1o = g~ (yo). Ekkor a bizonyitand6 egyenlétlenséghen szerepld kifejezésen
végezziik el a kovetkezd dtalakitasokat, ahol y € By, (yo) tetszéleges és x = g~ (y).

o) — (Dg) (g~ (w0)) " (y —wo)|| =
—xo — Dg)(xo))’l(y—yo)H:
)~ ((Dg)(x0)) (x = w0) — (y — w0))|| <
) 7H| - 1((Dg) (o)) (@ — 20) = (y — yo) || =
N7 lly = yo — (D) (x0)) (z — o) | =
N7 - lo(a™ () = 9(g™ (w0)) — (Dg) (g™ (%0))) (g () — g~ (%))

Legyen ¢’ € RT egy paraméter, melynek majd késébb rogzitjiik az értékét. Mivel zo € Q, Q nyilt
halmaz és a g fiiggvény differencialhat6 az x¢ pontban, ezért létezik olyan ro € RY, melyre B,.,(z¢) C
Q és

lg™" ()
:H
(D)
1((Dg)
[((Dg)
1((Dg)

o
<

vz e R": (le =20l <r2 = lg(x) — g(z0) — ((Dg)(x0))(z — x0)|| <& [|lz — zol]) -

Mivel a ¢! fiiggvény folytonos az yo pontban, ezért létezik olyan r3 € |0, 71| paraméter, hogy

vyeRY:  (ly—woll<rs = |lo7' W) —g "(wo)|| <r2)-

Ezekbdl

Yy € By, (o) : |lg(g™ @) — 9(g7 (o)) — (Dg) () (g™ (W) — g wo))|| <€ |l (W) — g (o) ||

kovetkezik. Tetszoleges y € By, (yo) pont esetén

g™ ) =g wo)|| = llg™" @) — 97 (o) = A~ (y —wo) + A~ (y — wo)|| <

<g7'w) =g " wo) — A (w—wo) || + |47 (= wo)|| <
< lewo g7 @) = @y (g™ o) || + [|A™H | - ly — woll <

et @) =g o]

< . Ay ol

adodik, ahol az utolso lépésnél felhasznéaltuk a (12.1) becslést és ennek az egyenlStlenségnek az at-
rendezésébdl

g™ () — g wo)|| < 2]|A7H| - Iy — woll

kovetkezik. Tehat az eddigiek alapjan

Yy € By, (o) : |l9(g™" (v) — 9(g~ " (w0)) — (Dg)(z0)) (g~ () — g~ " (wo))|| < 2¢" [|A7H]] - lly — woll -

3

2 A=Y - [(Dg) (o)) I

[(Dg) (o))~ H|| - [|9(g™" ®)) — 9(g™ (w0)) — (Dg)(x0)) (g~ (w) =9~ (wo))|| < e lly — woll

Vagyis ha ¢’ = akkor minden y € By, (yo) pontra teljesiil a bizonyitando
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egyenlStlenség. Tehat a fent definialt €’ paraméterhez kell ro és r3 szamokat valasztani, és r3 lesz a
keresett 9.
7. Végiil igazoljuk, hogy a D(g~!) fiiggvény folytonos az f(a) pontban. Méar megmutattuk, hogy

D(g~")=io(Dg)og ",

ahol i jeloli az invertalast. A g—! fiiggvény folytonossagét igazoltuk, a (Dg) fiiggvény folytonossagat
feltettiik az a pontban és a 10.107 tétel alapjan tudjuk, hogy i folytonos. Ezek alapjan a D(g~1)
fiiggvény is folytonos az f(a) pontban.

12.10. Implicitfiiggvény tétel

12.41. Tétel. (Implicitfiggvény tétel.) Legyen f : R"xXR™ — R™ tetszdleges fiigguény. Ha (aq1,az2) €
Int Dom(Df), Df folytonos az (a1,as) pontban és det(daf)(a1,as) # 0, akkor létezik olyan Q1, Qo
nyilt kornyezete az a1, as pontnak, melyre

1. Ql X Qg - DOII’I(Df),

2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qo differencidlhaté fiiggvény, melyre p(a1) = a2, minden

x € Q4 esetén

f(x,0(@) = flar,a3) és (Dp)(x) = = ((9a)(w, ()" (O1f)(, p(x))
teljesiil, valamint Dy folytonos az a1 pontban.

Bizonyitds. Legyen f:R"™ x R™ — R™ (a1,as) € Int Dom(D f) olyan pont, melyben D f folytonos
és det(ﬁgf)(al, az) 7£ 0.

A Dom f halmazon értelmezziik az
7:R" xR™ - R" x R™ (x1,22) = (21, f(21,22))

fiiggvényt. Ekkor ha (b1,b3) € Dom(Df), akkor

((DU)(bl, b2)) R x R™ s R"™ x R™ (x1,1‘2) — ((81]351(]12;, bz) (a2f)?b1’ b2)> (i;)

teljesiil. Ebbdl adodik, hogy (a1,a2) € Int Dom(Df) miatt (a1, a2) € Int Dom(Dn), tovabba a Df
fiiggvény (a1, as) pontbeli folytonossaga miatt a Dy fiiggvény is folytonos az (a1, as) pontban. Egy-
szerd szamolassal igazolhatd, hogy

det((Dn)(b1,b2)) = det(d2f) (b1, b2),

vagyis det((Dn)(by,b2)) # 0, ezért alkalmazhato az n fliggvényre az inverzfiiggvény tétel. Az n
fliggvényre és az (ay,az) pontra alkalmazva a 12.40 inverzfiiggvény tételt az adodik, hogy létezik
olyan Q}, Qf nyilt kérnyezete az aj, as pontnak, melyre

L. nlo;xq, injektiv;

2. az Q =7 (2] x Q) CR" x R™ halmaz nyilt;

3. az (77|Q/1XQ/2)’1 fliggvény differencialhato;

4. minden z € Q) x Qf pontra

(D((Mlayxy) ™)) () = (D) ()~

teljestl;
5. a D(T]|Q’1XQ’2)_1 fiiggvény folytonos az n(ay, as) pontban.
Vezessiik be a p = (n\g/lxg/z)*l jelolést, tehat p : Q@ — R"™ x R™ differencialhato fiiggvény, melynek
komponensei legyenek

p1: Q=R (2,y) = pry(p(z,y))
p2: Q2 —R™ (z,y) = pro(p(z,y)).
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Ha (z1,y) € 2 C R" x R™, akkor

(w1,y) = n(p(x1,y) = n(p1(z1, ), p2(z1,9)) = (p1(z1,9), f(p1(21,9), p2(71,9))),

vagyis minden (z1,y) € ) pont esetén

vy =pi(z1,y) & y= f(z1,p2(21,9)) (12.2)

Legyen ¢ = f(a1,as2). Ekkor (a1,as) € Dom f miatt (a1,as) € Domn is teljesiil és n(a1,a2) = (a1,¢)
miatt (a1,c) € Q, mivel Q nyilt halmaz, ezért létezik olyan ; C Q) C R" nyilt halmaz, melyre
Ql X {C} - Q.
Tekintsiik a

©: 0 — Qo x — pry(p(x, c))
fiiggvényt, ahol 25 = Q). Mivel p differencidlhatoé és pry lineéris leképezés, ezért ¢ is differencialhato
fliggvény. A (12.2) egyenlet alapjan minden z € {; pontra

c= f(z,pa(z,c)) = f(z,¢())

teljesiil, melybdl a kozvetett fiiggvény derivalasi szabélya alapjan az adédik, hogy minden x €
esetén

0= (01f)(@,0(x)) + (92f)(z, p(x)) o (Dp)(x)

teljesiil, aminek atrendezésébdl

(D) () = = ((02f) (@, ¢(x)) ™" (91 f)(w, ()

adodik.
Az implicitfiiggvény egyértelmiiségének igazolasahoz tegyiik fel, hogy ¢o : Q1 — 9 olyan fliggvény,
hogy minden z € ; pontra ¢ = f(x, p2(z)) teljesiil. Ekkor minden z € O esetén

0z, o(x)) = (2, f(z,0(2)) = (2, ¢) = (z, f(z, p2(2))) = n(z, pa(2))

teljesiil, amibdl 7 injektivitasa miatt p(z) = o (x) kovetkezik.

12.11. T6bbszoros derivaltak
12.42. Definici6. Legyen f : R" — R™ fiiggvény és k € N\ {0,1}.
— Az f fiiggvény k-szor differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D(k’l)f).
~ Az a € DomD(D*=V f) esetben (D(D* -V f))(a) € Lin(R®, Lin*~*((R")*"',R™)), ennek a

s sz

pr—1 : Lin(R", Lin* ' (R")* !, R™)) - Lin*((R")* ,R™))
A ((:cl,...,a?n) — (A(xl))(xg,...,:z:n))
izometrikus bijekcioval jelolje (D) f)(a). Az f fliggvény k-adik derivdltjanak nevezziik a
D®) £ : Dom D(DED f) = Lin (R, R™) s pr_y o (DD 1)) (a)

fliggvényt.

— Az f figgvény k-szor differencidlhatd, ha Dom f = Dom D) f.

— Az f fiigguény k-szor folytonosan differencidlhaté, ha differencialhato és D) f folytonos fiigg-
vény. Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értéki, k-szor folytonosan differencialhatéd
fiiggvények halmazat C*(A,R™) jeloli.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté, ha minden k € N esetén k-szor differencialhato.

Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értékid, végtelenszer differencialhato fiiggvények
halmazat C*°(A,R™) jeloli.
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12.43. Tétel. Legyen Q C R" nyilt halmaz, k € Nt és f : Q — R k-szor differencidlhatd fiiggvény.
Ekkor minden a € Q és (1), ... (%) € R esetén

n

(O® @) @D,....a®)y = 3 (0.0 ) a)  a el )

i1, in=1

Bizonyitds. Legyen Q C R" nyilt halmaz, k € Nt és f: Q) — R k-szor differencialhato fiiggvény.
A k = 1 esetben az allitas a 12.19 tételbdl adodik. Tegyiik fel, hogy valamilyen p € N, p < k szdmra
teljesiil az 4llitas és legyen g = D) f. Megmutatjuk, hogy ekkor a p + 1 szamra is igaz az allitas.
Ekkor

g:Q — Lin® ((R")” | R)

és minden a € Q, valamint z(), ..., 2®) ¢ R" esetén
n
(9(@) (@D, 2Py = 3" (8, ...0, ) @) -2 PDaP 2P,

i1yeeip=1
A
n: Lin® (RY)?,R) = R™) A (Ales, €iso063,)),, (L}
215--050p yeeny

linearis izomorfizmus segitségével elkészithetjiik a
nog:Q — R™) a—> ((81 .. 'aipf)(a))il,m,ipe{l,...,u}

fiiggvényt, erre alkalmazva a 12.18 tételt azt kapjuk, hogy minden z(®) € R" vektorra

(Do g)@)@®) = 37 (00 9) (@) ()))
teljesiil, ebbdl pedig
(@O N@E) = 3 (00 00@),

adodik. Mivel
((D(neg))(a)) = (Dn)(g(a)) o (Dg)(a) =no (Dg)(a),

ezért .
D ©) =3 (4 0:0s - 03, ) (@)
1o PO@E) = 3 (1) Oudh- 2 N@),
ami pontosan azt jelenti, hogy (), ..., z(") € R" esetén

D) (@) @) @M,... 2= 3 (ngj)(aioail...az-pf)(a))xgj)xg?...m§f>.

Go=111,...,ip=1

Ebbsl a DTV f = p, oD (DW)f) definicié figyelembe vételével adodik, hogy minden a € Q és
2@ 2 2() ¢ R esetén

(DD )@@, 2D, ey = 3" (030, -0, (@) 22V

10,0150, 0p=1

12.44. Tétel. (Schwarz-tétel vagy Clairaut tétele a vegyes parcidglis derivdltakrol.) Legyen Q C R"
nyilt halmaz és f : Q@ — R olyan figgvény, hogy minden i,j € {1,...,n} index esetén a 0;0;f
fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor minden i,j € {1,...,n} indexre 0,0;f = 0;0;f teljesiil az
Q halmazon.
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Bizonyitds. Az R" téren tekintsiik a végtelen normat. Legyen Q C R" nyilt halmaz és f: Q@ — R
olyan fiiggvény, hogy minden ¢, j € {1,...,n} index esetén a 0;0; f fliggvény folytonos az { halmazon.
Legyen a = (aq,...,a,) € Q és ehhez r € RT olyan paraméter, melyre B, (a) C  teljesiil. Tovabba
legyen i,5 € {1,...,n}, i < j tetszGleges index. Minden ¢ € ]0,r| esetén definidljuk az alabbi
fliggvényeket.

a:B.(0) >R x> fla+ze; +cej) — fla+ xe;)

B:B.(0) >R x> fla+zej +ce;) — fla+ xe;)

A Lagrange-féle kozépérték tételt alkalmazva az « fliggvényre az [0,c] szakaszon az adodik, hogy
létezik olyen ¢, € ]0, 1] paraméter, hogy

a(c) — a(0) = ((0if)(a+ P1ce; + ce;) — (0: f)(a + V1e;)) c.

A
BT(O) - R t— (81]()(0. + ’191661' + tej)

fiiggvényre alkalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt a [0, ¢] szakaszon, azt kapjuk, hogy létezik
olyan ¥ € ]0, 1], hogy

(0 f)(a+D1ce; + cej) — (0if)(a + Vice;) = (0;0; f)(a + V1ce; + Vace;)c,

tehat
ale) — a(0) = (9;0:f)(a+ F1ce; + Vacej)c?.

A Lagrange-féle kozépérték tételt alkalmazva az ( fliggvényre az [0, c| szakaszon az adodik, hogy
létezik olyen 95 € ]0, 1] paraméter, hogy

Be) = B(0) = ((9; /)@ + Dzcej + cei) = (9 f)(a + Dzce;)) c.

A
B.(0) > R t—= (0;f)(a+ Vscej + te;)

fiiggvényre alkalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt a [0, ¢] szakaszon, azt kapjuk, hogy létezik
olyan ¥4 € ]0, 1], hogy

(0;f)(a+ Vscej + ce;) — (05 f)(a+ I3ce;) = (0;05f)(a + V3ce; + Vace;)c,

tehat
B(C) — ,6(0) = (&@f)(a + Yyce; + 19366]')62.

Tekintettel arra, hogy
a(c) — a(0) = B(c) — B(0)
azt kapjuk, hogy minden ¢ € |0, r[ esetén létezik olyan 1, ¥, 93,94 € ]0,1[, hogy
(8j8if)(a + Yqce; + 1920(3]') = (618]f) (CL + Y4ce; + 19366]').

Legyen ¢ € RY tetszleges paraméter. Mivel a (9;0;f) és a (9;0; f) tiiggvény folytonos az a pontban
ezért, létezik olyan 6 € |0, r[, hogy minden = € Bs(a) esetén

€ ) €
19;0:f)(2) = Q;0:f)a)l < 5 es [(8:0;f)(z) = (9:0;f)(a)| < 5.
Ezek alapjan, ha c € )0, d[ tetsz6leges paraméter, akkor létezik olyan 1,92, 93,94 € ]0, 1], hogy
(8]81]”)(@ + 191661' + 19266j) = (326'Jf) (CL + 194061‘ -+ 193063’),

tovabba
|(a + D1ce; + Vace;) — al| <6, ||(a+ Vace; + D3ce;) —all <06

miatt

1(0;0:f)(a) = (9:0; f)(a)| =
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= [(9;0,f)(a) — (9;0: f)(a + V1ce; + Vace;) + (8;0; f)(a + Dace; + I3ce;) — (9;0;f)(a)| < g n %

Amibdl az € — 0 hatarértékkel a bizonyitando

(0;0:f)(a) = (0:0;)(a)
egyenlGséget kapjuk.

12.45. Tétel. Legyen Q C R"™ nyilt halmaz, k € NT és f : Q — R olyan fiiggvény, hogy minden
i1,...,0x €{1,...,n} index esetén a 0, ...0;, [ fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor f k-szor
folytonosan differencidlhaté és minden a € Q pontban (D) f)(a) szimmetrikus k-linedris leképezés.

Bizonyitds. Legyen  C R"™ nyilt halmaz, ¥ € Nt és f : O — R olyan fiiggvény, hogy minden
i1,...,0k € {1,...,n} index esetén a 0, ...0;, f fiiggvény folytonos az Q halmazon.
A 12.43 tétel értelmében minden a € Q pontban a (D) f)(a) multilineéris leképezés szimmetrikus-

saga azon mulik, hogy a ((0;, -..0;. f)(a));, i cq1,. ny Parcidlis derivilatak sorrendje invaridns a
permutaciokra.
Legyen i1,...,ix € {1,...,n} ésp € {1,...,k — 1}. Ekkor a

B .. 0nf QR

fliggvényre teljesiilnek a 12.44 Schwarz-tétel feltételei, ezért

i) 1050 100 f =00 05 00 e 00 ]

teljesiil, amibél pedig
O

ig

O:

1p+2

0;

o105 05y 0 f = sy .. 0,

tp+1p

0;,0;

tp+1

Di \...0nf

kovetkezik. Tehat a parcidlis derivaltak invaridnsak az egymés melletti elemek cseréjére. Mivel min-
den permutéacio felirhato véges sok egymas uténi elem cseréjének kompozicidjaként, ezért a parcialis
derivaltak invaridnsak a permutaciokra.

Kiegészités. A magasabbrendii derivalt szimmetrikussdga az elébbinél gyengébb feltételek mellett
is garantalhato.

12.46. Tétel. (Young-tétel.) Legyen k € NT, f : R® — R és a € DomD® f. Ekkor (D™ f)(a)
szimmetrikus multilinedris leképezés.
O

12.12. Taylor-sorfejtés
12.47. Definici6. Legyen k € N*, f : R* — R fiiggvény és a € Dom(DW®) f). Az f fiiggvény a

pontbeli k-ad foku Taylor-polinomjdnak nevezziik a

k

1
TR =R (@)= I, 2 Y (V) @)@ - o)
=0 "~

polinomot, amit az

T (z) = +§j Zj 00 1) (@) (s, —agy) - (2, — ag,).

11,..,0=1

alakban is felirhatunk. Ha f végetelenszer differenciadlhaté az a € Dom f pontban, akkor az f fiiggvény
a pontbeli Taylor-sordnak nevezzik a

HD

T/ R* R T/(z Z
k=0

DY (@)@ — )

=~

hatvanysort.
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12.48. Tétel. (Taylor-formula skaldrértéki figguényekre.) Legyenk € NT a beR™ és f: R* - R
olyan fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény k-szor folytonosan differenci-
dlhaté az [a,b] halmazon és (k + 1)-szer differencidlhato az ]a,b| nyilt szakaszon. Ekkor létezik olyan
€ € la, b, melyre

HOEDS

1

1
il (k+1)!

: (D £)()(b - )+,

(DY 1)(a)b—a)T +

~

k
=0

Bizonyitds. k € NT, a,b € R és f : R" — R olyan fiiggvény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel,
hogy az f fiiggvény k-szor folytonosan differencialhatoé az [a, b] halmazon és (k+1)-szer differencialhato
az |a, b[ nyilt szakaszon.
Tekintsiik a

v:R—=R" t—a+tb—a)

fiiggvényt és legyen f = f o~y. Mivel a v fiiggvény derivaltjara
Dy:R— #R,U) t— (b—a)

teljesiil, vagyis Dy konstans fiiggvény, ezért minden p € N, p > 2 esetén D)y = 0, vagyis v
végtelenszer differencidlhat6 az R halmazon. Ezért az f fiiggvény k-szer folytonosan differencialhato
a [0, 1] szakaszon, illetve (k + 1)-szer differencidlhaté a ]0,1[ szakaszon. A 7.30 Taylor sorfejtést
alkalmazva az f fiiggvényre a [0,1] szakaszra a p = 1 valasztassal az adodik, hogy létezik olyan
¢ €10, 1] paraméter, melyre

k

1 L = i 1 F(k+1) (&
fy = ;ﬂﬂ (0)- (1= 0" + g U - (- 0
vagyis .
)= o)+ X370 + O (12:3

A kozvetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan minden Z € [0, 1] esetén

F'(2) = (Df)(4(2)7'(2) = (Df)(a + 2(b — a)) (b~ a) = (Df)(2) (b — a),

ahol z = v(2). Tegyiik fel, hogy valamilyen p € NT szémra minden Z € [0, 1] esetén

@) = (V1)) - )

teljesiil. Ha az f fiiggvény (p+1)-szer differencialhatoé a zg € [a, b] pontban, akkor a derivalt definicioja
alapjan
L D9 )(@) — (D) (z0) — (D) (20) (& — 20)

=20 [l = 2ol

= O,
ezért ha x = zg + h(b — a), ahol h € R, akkor

(DWW £)(20 + h(b — a)) — (DP) f)(20) — A(DP*V f)(20) (b — a)

) ] =0
A zy = v 1(z0) jeloléssel a fenti egyenletbdl
(D950 + ) = (DW 1)) — DT GG b-a)
h—0

kovetkezik. Ezért
(DX £)(v(Z0 + 1) (b — ) — (DB £)(1(%)) (b — )M — RDETV F)(y(%)) (b — a) <+

fllli&) h = Oa
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vagyis

Sy s i P (F +h) = FR) (%)
f 1 (ZO) - ]'ILILHO h

= (DHFD £)(v(20)) (b — a)F 1.

Ezen eredmeényt beirva a (12.3) képletbe a £ = 7*1(5) helyettesitéssel a bizonyitando

+Z G PON@0 =)+ s (DD ) (E)— )+

formula adodik.

12.49. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen k € NT, a,b € R" és f : R"™ — R olyan fiigguény melyre
[a,b] € Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény k-szor folytonosan differencidlhaté az |a,b] halmazon
és (k + 1)-szer differencidlhaté az )a,b| nyilt szakaszon. Ekkor

f(b)—T,ia(b)‘§<sup H (DH+D f) (@ H) [b— aHkH.

z€]a,b|

Bizonyitds. A 12.48 tétel kozvetlen kévetkezménye.

12.50. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula skaldrértékd figguényekre.) Legyen k € NT, f : R" —
R és a € R™, melyhez létezik olyan r € RY, hogy az f fiigguény k-szor differencidlhaté a B,(a)
halmazon és DX f folytonos az a pontban. Ekkor

f(@) =T, (@)

11m
= e —aff

Bizonyitds. Legyen k € N7, f : R® — R és a € R", melyhez létezik olyan » € R, hogy az f
fiiggvény k-szor differencialhaté a B,.(a) halmazon és D) f folytonos az a pontban.
Ha z € B,(a), akkor a 12.48 tétel alapjan létezik olyan ¢ € [a, x], melyre

F(@) = Ty o) = OO @ - ),
amibdgl )
7(@) = T (@) = 3 OW P(E — a)F — - (D® f)(a)(w — ¥
kovetkezik. Tehat

£@) - T @) < 7 [0® )€ — O )@ - o — al

Legyen ¢ € RY tetszéleges paraméter. A k-adik derivalt a pontbeli folytonossidga alapjan létezik
olyan ¢ € ]0,7[, hogy minden z € B;(a) esetén

|® 1)) - O @) <,

amibdl kovetkezik, hogy minden = € Bs(a) \ {a} esetén

_7f
f(ac),w;(x)‘ < i sup H(D(k)f)(z) - (D(k)f)(a)H e
|z — al| k! 2eBsa

Ez pedig éppen bizonyitandé hatarértéket jelenti.
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12.13. LokAlis szélsGérték jellemzése

12.51. Definicié. Legyen f:R"™ — R és a € Dom f.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik » € RT, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) < f(z).

— Az f fiigguénynek lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha lokalis minimuma vagy lokélis ma-
ximuma van az a pontban.

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha szigoru lokélis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

12.52. Tétel. Legyen f : R™ — R tetszdleges fiigguény és a € Dom(Df). Ha az f figgvénynek lokdlis
szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R tetszoleges fiiggvény és a € Dom(Df). Tegyiik fel, hogy az f
fiiggvénynek lokalis maximuma van az a pontban. Legyen r € RT olyan, hogy B,.(a) C Dom f és
minden z € B, (a) esetén f(x) < f(a). Vezessiik be az A = (Df)(a) jelolést. Tegyiik fel, hogy létezik
olyan v € R" vektor, melyre Av # 0 teljesiil, és legyen g = Av.
A 12.12 tétel alapjan ekkor
o St ) f(a)
t—0 t

Ha t € R\ {0} olyan, hogy [¢| - ||v]| < r, akkor az a + tv € B,(a) tartalmazas miatt

:q.

fla+tv) — f(a) <0.

Tehat t € ]O, HT—” { esetén
v

<0,
; =
. r
illetve t € } —”—H, 0[ esetén
v
flatt) = @) _ |
; 2
Vagyis az
0< tim Lot —fla) o Fflatto) = fla) o Flatt) = fla)
t=0- t t—0 t t—0+ t

fla+tv) - f(a)

t
v vektor, amire Av # 0 teljesiilne, tehat A = 0.
Ha az f fiiggvénynek lokilis minimuma van az a pontban, akkor a —f fliggvénynek ott lokalis maxi-
muma van, vagyis az el6z6 gondolatmenet alapjan (D(—f))(a) = 0, amibdl (Df)(a) = 0 adodik.

egyenlGtlenségekbdl a tlirré = ¢ = 0 ellentmondast kaptuk. Tehat nem létezik olyan
—

12.53. Tétel. Legyen f : R* = R, 1 < k € N és a € R, melyhez létezik olyan r € RT, hogy az
f figguény k-szor differencidlhaté a B,.(a) halmazon és D¥)f folytonos az a pontban. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <i < k esetén (D f)(a) =0 és (D f)(a) # 0.
1. Ha az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
2. Ha az f fiiggvénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor k pdiros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.
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3. Ha a (D™ f)(a) multilinedris leképezés pozitiv definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
minimuma van az a pontban.

4. Ha a (D) f)(a) multilinedris leképezés negativ definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
mazimuma van az a pontban.

5. Ha a (DW) f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiiggvénynek nincs lokdlis szélsé-
értéke az a pontban.

6. Ha k pdratlan, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsdértéke az a pontban.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R, 1 < k € N és a € R", melyhez létezik olyan » € R*, hogy az
f fiiggvény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon és D) f folytonos az a pontban. Tegyiik fel
tovabba, hogy minden i € N, 1 < i < k esetén (D f)(a) = 0 és (D®) f)(a) # 0. Vezessiik be a
Q = (D™ f)(a) jelolést és az

f(@) =T (2)
———~ ha z#aq
¢:Bp(a) > R x> |z — al* 7

0, ha z=a

fliggvényt. Az infinitezimalis Taylor-formula alapjan lim ¢(z) = ¢(a), vagyis a ¢ fliggvény folytonos
r—ra

az a pontban, az a ponton kiviil pedig nyilvanvaléan folytonos. A derivaltakra vonatkozo feltételezés

alapjan minden = € B, (a) pontra

£(#) ~ f(@) = ¢(a) o ol + @ — a) (12.4)

teljestl.

1. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek lokalis maximuma van az a pontban. Legyen ¢ € ]0,r[ olyan
szam, hogy minden = € Bs(a) esetén f(z) < f(a) teljesiil. Ekkor a (12.4) egyenlet alapjan minden
x € Bs(a) pontra

1
p(@)lr —al* + 5Q —a)¥ <.

d
Legyen v € R" \ {0} tetszoleges vektor. Ekkor minden t € [0, ol [ esetén az x = a + tv vektorra
v

x € Bs(a) teljesiil, vagyis az el6z6 egyenlet alapjan

tk
pla-+to) ol + QWM <0,

azaz

Elo(a+to) |[v]|" + Q) < 0.

Végrehajtva a ¢ — 0 hataratmenetet
Q™M <o

adodik, vagyis @ negativ. A Young-tétel alapjan @ szimmetrikus, ezért a —v vektorra felirva a fenti
egyenlGtlenséget

0> Q(-v)M = (~1)*Q(v)"

adédik, amibdl pedig kovetkezik, hogy k paros.

2. Ha az f fiiggvénynek lokélis minimuma van az a pontban, akkor a — f fiiggvénynek lokélis maxi-
muma van ott és az 1. pontban igazolt eredmény alapjan ekkor @) pozitiv leképezés lesz.

3. Tegyiik fel, hogy a Q leképezés pozitiv definit. A 10.116 tétel alapjan ekkor létezik olyan K € R™
szam, hogy minden v € R™ vektorra Q(v)¥ > K ||v||k teljesiil. Ekkor a (12.4) egyenlet alapjan
minden z € B,.(a) pontra

£(&) ~ F(@) — o) o~ all* = @G~ ) > 1 e — ol

vagyis
@) = fla) 2 o = all* (ola) + 55 )
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K

Mivel lim ¢(z) = 0, ezért létezik olyan § € |0, r[, hogy minden x € Bs(a) \ {a} esetén |p(x)| < ok

T—a .
Ekkor minden ilyen z vektorra

@)= 10 2 o= ol (9 + 37 ) > e =l (~ g+ 37) 20

teljesiil, vagyis az f fiiggvénynek szigoru lokalis minimuma van az a pontban.

4. Ha (D*f)(a) negativ definit, akkor (D¥(—f))(a) pozitiv definit és a 3. pontban igazolt eredmény
alapjan ekkor a — f fiiggvénynek szigort lokalis minimuma van az a pontban, tehat az f fliggvénynek
szigort lokélis maximuma van ott.

5. Tegyiik fel, hogy a Q leképezés indefinit. Legyen v;,v; € R® olyan vektor, melyre Q(v1)* > 0

s Q(v2)*l < 0. Ha u; = HZ—Z” (i = 1,2), akkor a multilinearitas miatt Q(u1)*) > 0 és Q(ug)!*! < 0
7

teljesiil. Legyen o = Q(u1)* és oy = —Q(uz)*. Ekkor minden t € [0, r[ esetén ha 21 = a + tu; és
Zo = a + tug, akkor x1,xs € B,.(a), vagyis a (12.4) egyenlet alapjan

flan) = F(@) =" () + 57)
flwa) = fla) =t (p(a2) = 33 )

o
2k!
Legyen § = min {d1,d2}. Ekkor minden ¢ € 10, 4]

Mivel lim ¢(x) = 0, ezért létezik olyan 01,02 € ]0, 7], hogy minden = € By, (a)\{a} esetén |p(z)| <
Tr—a
s

és minden x € By, (a) \ {a} esetén |p(z)| < Tk

esetén ha 1 = a + tuy és To = a + tus

tkoq

2k!
tkOéQ

f(x2) = fla) =t (@(962) - %) <=5 <0

Tehat az a pont barmely kis sugara kornyezetében talalhatd olyan x; és xo vektor melyre f(zq2) <
f(a) < f(z1) teljesiil, ezért az f fiiggvénynek nem lehet lokalis szélsGértéke az a pontban.
6. Az 1. és a 2. pontbdl adddik.

>0

fan) = F@) =t () + 55) >

12.54. Definicié. Legyen f: R"™ — R és a € Dom f. Ha az f fiiggvény kétszer differencialhat6 az a
pontban, (Df)(a) = 0 és (D® f)(a) indefinit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f fliggvénynek.

12.14. Feltételes szélsGérték
12.55. Tétel. Legyen k € NT, f : R® — R folytonosan differencidlhaté fiigguény, valamint minden
i € {1,...,k} esetén legyen g; : R® — R folytonosan differencidlhatd figguény. Tekintsik a H =

.....

linedrisan figgetlen. Ekkor, ha az flu figgvénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor
egyértelmiien léteznek olyan aq, ..., ar € R paraméterek, melyekre

k
(Df)(a) = Z a;((Dgi)(a))

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen k € N*, f : R® —» R folytonosan differencialhaté fiiggvény, valamint minden
i€ {l,...,k} esetén legyen g; : R® — R folytonosan differencialhato fiiggvény. Definidljuk a

k

G ﬂDomgi%Rk £0—>(g1($),---a9k(x))
i=1
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-1
fiiggvényt és a H = G(0) N Dom f halmazt. Tegyiik fel, hogy az a € H olyan pont, hogy a
((Dgi)(a))iequ,... .y rendszer linedrisan fiiggetlen és az f|y fiiggvénynek lokalis szélsGértéke van az
a pontban. Ekkor a

(glgl)(a) (2291)(@) e (gnm)(a)
(DG)(a) = ( 19?)(0) ( 29:2)(11) ( ng?)(a)
(O19x)(a)  (O2gr)(a) ... (Ongr)(a)

métrixnak k linearisan fliggetlen sora van, vagyis a sorrangja k. Mivel a méatrix oszloprangja meg-
egyezik a sorranggal, azért a fenti matrixnak k darab linearisan fiiggetlen oszlopa van. Az R" téren
hasznalt koordinatak atszamozéasaval elérhets, hogy a (DG)(a) matrix utolsé k oszlopa legyen linea-
risan fiiggetlen. Legyen d = n — k és tekintsiik az

Q:Rdek—»Rk (.731,.%2)'—>G($1,$2)

fiiggvényt és az a = (a1, az) pontot. Ebben az esetben alkalmazhato6 az implicitfiggvény tétel, tehat
létezik az aq, as pontnak olyan nyilt €y, Qs kdrnyezete, hogy 21 x Q5 € Dom G N Dom f, valamint
létezik egyetlen olyan ¢ : 0y — Qo fliggvény, hogy minden x; € Q; esetén

G(z1,(21)) = G(a1,a2) = 0.

Ez alapjan minden x; € €7 esetén
(019) (21, 0(21)) + (829) (21, p(21)) - (Dp)(21) = 0. (12.5)
Tovabba ha x1 € Qy és o € Qg olyan pont, hogy G(z1,x3) = 0, akkor x5 = ¢(x;1). Tekintsiik az
f:R* - R x1 — f(z1,0(z1))

fiiggvényt. Hogy az f|g fiiggvénynek feltételes szélsGértéke van az (a1, as) pontban, pontosan azt
jelenti, hogy az f fiiggvénynek szélsGértéke van az a; pontban. Ez utébbibodl

(Df)(a1) = (01f)(a) + (92f)(a) - (Dp)(a1) =0 (12.6)

kovetkezik. A 12.5 egyenletet alkalmazva az a; pontra
(Dp)(a1) = ((2:9)(a)) " (91G)(a)

adodik ami a 12.6 egyenlet felhasznalasaval az alabbi egyenletre vezet.

(01f)(a) = (02f)(a) (229)(a)) " (91G)(a)

Bevezetve a

A= (A1 M) = (020)(a) (926)(a) ™
jelolést (01 f)(a) = A(01G)(a) adédik. Tovabba
(021)(a) = (021)(a) ((9:6)(a)) ™" (926)(a) = A(D:G)(a)
miatt
(Df)(a) = ((01f)(a) (92f)(a)) = (A(01G)(a) A(2G)(a)) = A ((0:1G)(a) (82G)(a)) = A(DG)(a).
Tehat tetszsleges ¢ € {1,...,n} index esetén

((Df)(@); = D X (Dgs)(a)),

Jj=1

teljesiil.



244 12 DIFFERENCIALSZAMITAS VEGES DIMENZIOBAN

Magyarazat. A fenti tételben szerepl§ («;)i=1,.. r szamokat Lagrange-féle multiplikdtoroknak ne-
vezziik.

Kiegészités. Megemlitjiik az alabbi tételt, mely tobbletfeltételek mellett garantélja a feltételes lo-
kalis szélsGérték létezését.

12.56. Tétel. Legyen k € N*, f € C?(R",R), valamint minden i € {1,...,k} esetén legyen g; €
k

C?(R™,R) és legyen H = ﬂ @1(0) Tegyiik fel, hogy az a € H olyan pont, hogy a ((Dg;)(a))ic1,... k}
i=1
rendszer linedrisan fiiggetlen, valamint o, ..., ar € R olyan paraméterek, melyekre

k
(Df)(a) = Zak((Dgi)(G))

teljesiil.
1. Ha minden x € R"\ {0} vektorra

k
(Vi e{l,....k}: (Dg)(a)(z) = o) — <D<2> (f — Zaigi>> (a)(z,2) >0

teljesiil, akkor az f|y figgvénynek lokdlis minimuma van az a pontban.
2. Ha minden x € R"\ {0} vektorra

k
(Vi e {1,...,k}: (Dg;)(a)(z) = o) — <D<2> (f _ ZaigZ)) (a)(z,2) < 0

teljesiil, akkor az f|ug figgvénynek lokdlis mazimuma van az a pontban.
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13. Metrikus terek

13.1. Metrikus terek topologiaja

13.1. Definicié. Az M halmazon értelmezett metrikinak vagy tdvolsdgfiiggvénynek neveziink min-
den olyan
d: M x M — R (x,y) — d(z,y)

fiiggvényt, melyre az aldbbiak teljesiilnek.
eVr,ye M: dlz,y) =0 <z=y
o Vx,ye M: d(z,y) =d(y,x)
o Vr,y,z€ M: d(z,z) <d(z,y)+d(y,2)
Az (M, d) part metrikus térnek nevezzilk, ha M halmaz és d metrika az M halmazon.

13.2. Tétel. Tetszdleges M nem dres halmaz esetén

1 ha z#vy,

d:MxM—R (x,y)+—>{0 ha ©—y

metrika, tehdt minden nem tres halmazon létezik egy kitintetett metrika.

13.3. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden r € R szamra és € M pontra a

A
Br(z) ={y € M| d(z,y) <r}
halmazt az x pont kérili r sugari nyilt gémbi kérnyezetnek nevezziik.

Megjegyzés. A metrikus terek elméletében szamtalanszor fogjuk hasznélni hivatkozas nélkiil az
alabbi egyszerti, de fontos tényt.

O

13.4. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, v € M és r € R*. Ekkor minden y € B,.(x) pontra és
p €10,r —d(z,y)[ szdmra
B,(y) € B (x)

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, z € M, r € R, y € B.(z) és p € ]0,r —d(z,y)[. Ha
z € B,(y), akkor d(y, z) < p, amibdl

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <d(z,y) +p<r
kovetkezik, azaz z € B,(x). Tehat B,(y) C B, (z).

13.5. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— nyilt, ha minden = € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,.(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha M \ X nyilt;
— korldtos, ha létezik olyan r € R™ és z € M, hogy X C B,.(z) teljesiil.

13.6. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

Bizonyitds. Az els6 allitas a definicié alapjan nyilvanvalo. A mésodik allitashoz vegyiik az (M, d)
metrikus tér Ay, ..., A, korlatos részhalmazait, és legyen (r;, z;);=1,... n olyan rendszer, hogy minden
i=1,...,nesetén A; C B, (z;), legyen tovabba minden i = 1,...,n esetén legyen R; = r;+d(z;, x1).
Ekkor minden i szamra By, (z;) C Bg,(z1) teljesiil a metrikara vonatkozé haromszog-egyenldtlenség

n
miatt. Tehat az R = max{R; | i = 1,...,n} szamra teljesiil, hogy U A; C Bgr(x1).

i=1
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13.7. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Minden x € M pont ésr € RY szdm esetén B,.(x) korldtos,
nyilt halmaz.

Bizonyitds. A definicié alapjan a B,.(x) halmaz korlatossaga nyilvanvalé. Legyen y € B,(x) és
legyen R = r — d(z,y). Megmutatjuk, hogy ekkor Bgr(y) C B,.(z) teljesiil. Ha z € Bgr(y), akkor
d(z,y) < R =r —d(x,y), vagyis d(z,y) + d(y,z) < r, amibdl pedig d(z,z) < r adodik, vagyis
z € By(x).

13.8. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az iires halmaz és M nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

Bizonyitds. 1. A definicio alapjan nyilvanvalo.

2. Legyen (A;)i=1,...» nyilt halmazok tetszdleges véges rendszere és legyen tovabba x € ﬂ A;. Ekkor

=1
minden i = 1,...,n szamhoz létezik olyan r; € R, hogy B,,(z) C A; teljesiil. Ha

R=min{r; |i=1,...,n},

akkor R € R és Br(x ﬂ A; teljesiil.
i=1
3. Legyen (A;)iecr nyilt halmazok tetszsleges rendszere és legyen tovabba = € U A;. Ekkor létezik
iel
olyan 79 € I melyre z € Am teljesiil. Mivel A;, nyilt halmaz, igy létezik olyan r € R, melyre
B, (z) C A;,, vagyis By(x UA
el

13.9. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.

1. Az iires halmaz és M zdrt.

2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.

3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.
Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvalo.
2. Legyen (Z;)i=1,... n zért halmazok tetsz6leges véges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén

M\ Z; nyilt halmaz. A

HC:

ﬁ (M\ Z)

n
De Morgan azonossag miatt U Z; komplementere véges sok nyilt halmaz metszete, igy az el6z6 allitas

=1
n

miatt az is nyilt. Vagyis a U Z; halmaz zart.
i=1
3. Legyen (Z;);es zart halmazok tetszoleges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén M \ Z;
nyilt halmaz. A
M\(Zi=J WM\ Z)

i€l i€l

De Morgan azonossag miatt ﬂ Z; komplementere nyilt halmazok unidja, igy az elézé allitds miatt
iel
az is nyilt. Vagyis a ﬂ Z; halmaz zart.
iel

13.10. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és Z,U C M. Ha Z zdrt halmaz és U nydlt halmaz, akkor
Z\U zart halmaz és U \ Z nyilt halmaz.
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Bizonyitds. Az (M, d) metrikus térben legyen Z C M zéart halmaz és U C M nyilt halmaz. Ekkor
az

Z\U=2n(M\U)

azonossag alapjan az Z \ U két zart halmaz metszete, ezért zart. Az
U\NZ=UNMN\2)
egyenl6ség szerint az U \ Z halmaz két nyilt halmaz metszete, ezért nyilt.

13.11. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér, X C M és z € M. Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 A B.(z)N(M\ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RY : (B.(z) \ {z}) N X # 0;
— idzoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e R* : B.(z) N X = {z}.

13.12. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és x € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete
az x pontnak, ha x bels§ pontja az X halmaznak.

13.13. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér. Az X C M halmaz belsejének nevezzik az
Int X = {z € M|3IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6é pontok halmazét; lezdrtjanak pedig az
X={zeM|VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

13.14. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszéleges X C M halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;
4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

Bizonyitds. 1. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € RT, melyre B,.(z) C X. Mivel a B,(x)
halmaz minden pontja bels6é pontja az X halmaznak, ezért B,.(z) C Int X teljesiil.

2. Jeldlje U azt a legb6vebb nyilt halmazt, melyet X tartalmaz. Ekkor nyilvan Int X C U teljesiil.
Legyen z € U. Ekkor az U halmaz nyiltsdga miatt létezik olyan r € RT, hogy B,(z) C U amibél
a U C X felhasznalasaval B,.(z) C X adodik, vagyis z € Int X. Tehat az U C Int X tartalmazas is
fennall.

3. Legyen z € M\ X. Ekkor a lezért definicidja alapjan létezik olyan r € R*, melyre B,(2)N X = 0.
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor B,.(z) C M\ X, vagyis az X halmaz komplementere nyilt. Tegyiik
fel, hogy létezik y € B,.(2)NX elem. Ekkor a p = r—d(y, z) > 0 szamra B, (y)NX # ( teljesiil a lezaras
definiciojabol. A B,(y) C By(z) tartalmazas felhasznalasaval az 0 # B,(y) N X C B.(2) N X =0
ellentmondas adodik.

4. Jelolje Z azt a legsziikebb zart halmazt, mely az X halmazt tartalmazza. Ekkor nyilvin Z C X
teljesiil. Tegyiik fel, hogy létezik y € X \ Z elem. A Z halmaz zartsaga és y ¢ Z miatt létezik olyan
r € RY, melyre B, (y)NZ = . A lezéaras értelmezése alapjén B,.(y) N X # 0. Az X C Z tartalmazés
felhasznalasaval az () # B, (y) N X C B,.(y) N Z = () ellentmondas adodik.

13.15. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszdleges X C M halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.
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Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo.

13.16. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Az X C M halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torloddsi pontjat tartalmazza.

Bizonyitds. Legyen X C M zart halmaz és legyen z € M az X halmaz torlodési pontja. Ez azt
jelenti, hogy minden r € R szdmra

(Br(z) \ {z}) N X # 0.

Vagyis minden r € Rt szdmra
(By(2)\ {z}) N X C By(2) N X £0,

amibél definici szerint x € X kovetkezik. Mivel X zart halmaz, ezért az el6zg allitas miatt = € X.
Legyen X C M olyan halmaz, mely tartalmazza az Osszes torlédasi pontjat. Megmutatjuk, hogy
ekkor X = X teljesiil, mely ekvivalens az X halmaz zartsagaval. Az X C X tartalmazés nyilvanvald
ezért csak azt kell igazolni, hogy X C X. Tegyiik fel, hogy létezik x € X \ X elem. Ekkor z € X
miatt minden r € RT esetén

B, (x) N X #0),

tovabba x ¢ X miatt
(Br(z) \ {z}) N X #0,
vagyis ¢ az X halmaz torlédasi pontja. Mivel X tartalmazza az Osszes torlodasi pontjat, ezért az
x € X ellentmondést kapjuk.
13.17. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M. Ekkor

Int X =M\ M\ X,
X =M\ Int(M\ X).
Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € RT,
hogy B,(z) C X teljesiil. Vagyis (M \ X)N B,(x) = 0. Ebb6l x ¢ M \ X kovetkezik. Forditva, ha

xz ¢ M\ X, akkor létezik olyan r € RT, melyre (M \ X) N B,.(x) = 0. Ebbdl B,.(z) C X kovetkezik,
vagyis x € Int X. A maésodik egyenlség kovetkezik az els¢bdl, hiszen

M\Int(M\X):M\<M\M\(M\X)) M\ (M\X)=X.

13.18. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X, Y C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— s@rd az Y halmazban, ha X =Y;
— sdrd, ha X = M.

13.2. Metrikus alterek
13.19. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor (A,d|axa) is metrikus tér.

Bizonyitds. A metrika tulajdonsagai 6roklédnek az M halmazrél az A részhalmazéara.

13.20. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az (A, d|axa) part az (M, d) metrikus tér
alterének nevezziik.

13.21. Tétel. (Nyilt és zdrt halmazok metrikus altérben.) Legyen (M,d) metrikus tér, A C M,
B C A ésd =dlaxa. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A B halmaz pontosan akkor nyilt az (A,d") metrikus altérben, ha létezik olyan U C M nyilt
halmaz, melyre B = ANU teljesiil.
2. A B halmaz pontosan akkor zdrt az (A,d’) metrikus altérben, ha létezik olyan Z C M zdrt
halmaz, melyre B = AN Z teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, d’ = d|axa és legyen B C A. Vezessiikk be a
kovetkezs jeloléseket.

Bl(x) = {y € M| d(z,y) <r}
BY (v) = {y € Al d(z,y) <7}

Ekkor nyilvan B% (z) = B2(z) N A.

1. Tegyiik fel, hogy B nyilt az (A,d) térben. Ekkor minden z € B esetén létezik olyan r(z) € RT,
hogy Bf(w) (x) C B teljesiil. Legyen

zeB
Az U halmaz nyilt az (M, d) térben, hiszen nyilt halmazok uni6ja. Megmutatjuk, hogy B = ANU
teljesiil. Az U definicidja és B C A alapjan a B C ANU tartalmazas nyilvanvalé. Legyen z € ANU.
Ekkor z € A és z € U Bf(w) (z). Vagyis létezik olyan y € B, melyre z € Bf(y)(y) teljesiil. Mivel
zEB
z € A, ezért

Tehat ANU C B is teljesiil.
Most tegylik fel, hogy létezik olyan U C M nyilt halmaz, melyre B = AN U teljesiil és legyen x € B
tetszoleges. Ha x € U, akkor létezik olyan r € R*, hogy BZ(x) C U teljesiil. Ekkor
B¥(z)=BY2)NACUNA=B
teljesiil, vagyis « bels§ pontja a B halmaznak az (A,d’) térben.
2. Az alabbi ekvivalens lépések igazoljak az allitast.
B zart az (A, d’) térben <
< A\ Bnyilt az (A,d) térben <
< 3U C M nyilt halmaz, melyre A\ B=(A\B)NU <
< 3U C M nyilt halmaz, melyre B= A\ (A\B)NU) &
< JU C M nyilt halmaz, melyre B=AN(M\U) &
& 37 C M zart halmaz, melyre B=ANZ
13.22. Tétel. (Halmaz lezdrtja metrikus altérben.) Legyen (M, d) metrikus tér, AC M, d' = d|axa

és minden B C A esetén jeldlje B a B halmaz lezdrtjdt az (M, d) metrikus térben és B a B halmaz
lezdrtjat az (A, d") metrikus térben. Ekkor minden B C A halmazra

B=BnA
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, d’ = d|axa és minden B C A esetén jelolje B a

B halmaz lezartjat az (M, d) metrikus térben és B a B halmaz lezartjat az (A,d’) metrikus térben.
Tovébba minden x € A és 7 € R esetén legyen

B(x) = {y € M| d(x,y) <7}

B (z) = {y € A| d(x,y) <7}
Ekkor nyilvan B% (z) = Bi(z) N A.
Ha x € B, akkor © € A, valamint minden 7 € R* esetén BY (z) N B # 0, amibsl B% (z) C Bi(x)
miatt BY(z) N B # () kovetkezik, vagyis = € B. Vagyis igazoltuk a B C BN A tartalmazast.

Forditva, legyen € BN A. Ekkor z € A és minden r € RT esetén Bl(z) N B # (. Ha z ¢ B
teljesiilne, akkor létezne olyan R € R, melyre B% () N B = () teljesiilne. Ekkor

0 = B% (z) N B C B(x)N B+ 0.

Vagyis létezne 2z € B&(x)N B, z ¢ B% ()N B elem. Erre az elemre z € B C A, d(z,2) = d'(x,2) < R
teljesiilne, amibél a z € B}% (r)N B ellentmondés adédna. Tehét z € B, amivel igazoltuk a BNA C B
tartalmazéast.
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13.3. Ekvivalens metrikak

13.23. Definicié. Legyen d; és do metrika az M halmazon. Azt mondjuk, hogy a di és do metrikik
ekvivalensek, ha minden dy metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a de metrika szerint is, valamint minden
ds metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a d; metrika szerint is.

Magyarazat. Tehat két metrika pontosan akkor ekvivalens, ha ugyanazok a nyilt halmazok a met-
rikdk szerint.

13.24. Tétel. Legyen n € NT ésp € [1,00].
1. A

A - ?
dp : K" x K" 2 RT (2,y) = dp(x,y) = (Z |k — yk|p>
k=1

deo : K" x K" —» R (z,y) = doo(z,9) émax{\a:k -yl | ke {l,...,n}}

leképezés metrika.
2. Minden p € [1,00[ esetén a d, és a dos metrikik ekvivalensek.

Bizonyitds. Legyen n € NT és p € [1,00[. A d, és a d fiiggvények nyilvan szimmetrikusak, és
minden z,y € K" esetén

dp(z,y) =0 < z=y
doo(z,9) =0 <+ z=y.

Legyen z,y, z € K”. Ekkor a Minkowski-egyenl&tlenség alapjan

n % n %
dy(x, 2) = <Z |2k — Y + Yk — ka> < (Z(ka — Ykl + lyr — Zk)p> <

k=1 k=1
n % n %

< (zm—yw) +(Z yk—mp) — dy(z,y) + dy(y, 2),
k=1 k=1

valamint

doo(z,2) =max{|zy —yr +yr — 2| | K € {1,...,n}} <
< max {|zr — Y| + |y — 2| k€ {1,...,n}} <
<max{|zy —yk|| k€ {1,...,n}} +max{|yy — zx|| k€ {1,...,n}} =
= doo(2,y) + doo(y, 2).
Megmutatjuk, hogy barmely p € [1,00] esetén a d,, és a do, metrikik ekvivalensek.

Legyen U C K" nyilt halmaz a d. metrika szerint és legyen = € U. Ekkor létezik r € RT, melyre
Bi~(r) CU. Haz € ng(x), akkor minden k € {1,...,n} indexre

1
n P
|z — zx] < <Z|Z’f —xkp> <r
k=1
teljesiil, vagyis doo(2,7) < 7, amib6l z € Bl (z) kivetkezik. Tehat a
Bir(x) C Bi=(x) CU

tartalmazéas miatt az x pont belsé pontja az U halmaznak a d, metrika szerint. Ezért az U halmaz
a d, metrika szerint is nyilt.
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Legyen U C K" nyilt halmaz a d, metrika szerint és legyen = € U. Ekkor létezik » € RY, melyre
B (z) CU. Legyen R = % és z € B (z). Ekkor
1
p\ P
> - T‘

=

r

In

dp(w, 2) = (Z |2k — $k|p>
k=1

teljesiil, vagyis d,(z, ) < r, amibdl z € Bg”(x) kovetkezik. Tehat a

<<i

k=1

By () C Bir(z) CU

tartalmazéas miatt az x pont belsé pontja az U halmaznak a d., metrika szerint. Ezért az U halmaz
a do metrika szerint is nyilt.

13.4. Sorozatok metrikus terekben

13.25. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a : N — M fiiggvényeket sorozatoknak nevezziik.
— Azt mondjuk, hogy x € M az a : N — M sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RYIN € Nvn € N(n > N — a,, € B.(2)).

Azt mondjuk, hogy az a : N — M sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.

13.26. Tétel. Metrikus térben halado konvergens sorozat hatdrértéke egyértelma.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és az a : N — M sorozatnak legyen =,y € M a hatarértéke.

d
Tegyiik fel, hogy = # y. Ekkor létezik olyan N € N, hogy n > N esetén d(a,,z) < y és
d
d(an,y) < (:102, y) Amibdl az

d(z,y) < d(z,a,) + d(an,y) < d(z,y)
ellentmondés addédik.

Magyarazat. Tehat minden metrikus térben, ha létezik egy sorozatnak hatarértéke, akkor az egy-
értelm.

13.27. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (M, d) metrikus tér. Az a : N — M konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a,, jeldli.
n— oo

13.28. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a: N — M sorozat korldtos, ha Rana korlatos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indezrsorozat), és legyen a : N — M tetszoleges sorozat. Ekkor az
aoo : N — M sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezziik.

13.29. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, a : N — M konvergens sorozat és legyen lima = A. Ekkor
létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szamra a,, € Bj(A4), vagyis az

{an | n > N} halmaz korlatos. Minden 0 < n < N esetén az egyetlen pontbol allé {a,} halmaz
N

korlatos. Mivel Rana C By(A)U (U {an} | és a jobb oldalon 4ll6 halmaz véges sok korlatos halmaz

=0
unidja, vagyis korlatos, ezért a Ran a halmaz is korlatos.
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13.30. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdarértéke ugyanaz, mint
az eredeti sorozat hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, a : N — M konvergens sorozat, o : N — N indexsorozat,
és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szdmra
lan, —lima| < ¢ teljestil. Mivel o(n) > n, ezért minden n € N, N < n szamra }ao(n) - lima| <e€
teljesiil, vagyis az a o o sorozat konvergens és lim(a o o) = lima.

13.31. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, AC M ésx € M.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = .
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, AC M ésx € M.
1. Tegyiik fel, hogy x az A halmaz torlodasi pontja. Ekkor minden n € N esetén

(B#l(x) \ {x}) NA#0.

Az 1.39 kivélasztasi axiéma alapjan

I1 (Bn% () \ {x}) NA#0.

neN

Legyen a egy tetszoleges eleme ennek a halmaznak. Ekkor a egy N — A\ {z} sorozat, melyre
1
lima = x, hiszen minden n € N szamra d(a,,z) < T teljesiil.
n

Tegyiik fel, hogy a : N — A\ {z} olyan sorozat, melyre lima = z, és legyen r € R tetszéleges
paraméter. Az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N,
N < n szamra d(a,,z) < r, vagyis anyi1 € B(z). Az ayy; elemre ayy1 € A\ {a} is teljesiil, ezért

an+1 € (Br(z)\{z}) N A #£ 0.

2. Legyen A C M zéart halmaz, a : N — A konvergens sorozat és lima = «. Tegyiik fel, hogy « ¢ A.
Mivel « eleme a nyilt M \ A halmaznak, ezért létezik olyan r € RT, hogy B,(a) C (M \ A), amibél
B,.(a) N A =0 adodik. Az a sorozat konvergencidja miatt viszont az r szamhoz létezik olyan N € N
kiiszébindex, hogy minden n € N; N < n esetén a,, € B,(«). Ekkor viszont az ayy1 € B.(a)NA =10
ellentmondas adodik.

Legyen A C M olyan halmaz, hogy minden a : N — A konvergens sorozat esetén lima € A. Tegyiik
fel, hogy az A halmaz nem zart és legyen o € A\ A. A lezart definicidja alapjan o torlodési pontja az
A halmaznak. Ezért létezik olyan a : N — A sorozat, melyre lim a = «, vagyis az a € A ellentmondast
kapjuk.

13.32. Tétel. Legyen n € N*, p € [1,00[U {00}, és a : N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan
akkor konvergens a (K™, d,) térben, ha mindeni € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens
és ekkor minden ¢ € {1,...,n} indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)
teljestil.

Bizonyitds. Legyen n € Nt p € [1,00[U {00}, és a : N — K" sorozat.

Ha az a sorozat konvergens, akkor legyen z = lima, i € {1,...,n} tetszéleges index és ¢ € R*
tetszGleges paraméter. Mivel a konvergens, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden
n € N, N < n szamra dp(a,,z) < €. Ekkor |pr;(a,) — pr;(z)| < €, vagyis lim (pr; ca) = pr; (lima).
Most tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,n} esetén a pr; oa sorozat konvergens és legyen ¢ € R*
tetszbleges paraméter. Legyen z = (lim (pr; oa),...,lim (pr, ca)) € K". Minden i € {1,...,n}
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. .. .. . . 2 2 E
esetén létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden N; < n természetes szamra |pr;(ay) — ;| < —.
n

Legyen N = max {NV;| i € {1,...,n}}. Ekkor minden N < n termeészetes szamra a p # oo esetben
dy(anx) = {3 Iprian) =il < 2" ()
i=1 i=1

a p = oo esetben pedig
doo(an, ) = max {|pr;(a,) — 2| [i € {1,....n}} < = <n
n

teljesil, tehat lima = x, vagyis az a sorozat konvergens.

13.5. Cauchy-sorozatok
13.33. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér. Az a : N — M sorozat Cauchy-sorozat, ha
Vee R"AN e NVn,m e N (N <n AN <m) = d(ay,an) <e).

13.34. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és a : N — M Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N,
kiiszobindex, hogy minden n,m € N, N < n,m szamra d(a,, a,,) < 1 teljesiil, vagyis minden N < n
természetes szam esetén a, € Bi(an41), vagyis az {a, | n > N} halmaz koratos. Minden 0 <n < N
esetén az egyetlen pontbol allo {a, } halmaz korlatos. Mivel Ran a véges sok korlatos halmaz unidja,
ezért korlatos.

13.35. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, a : N — M konvergens sorozat, melynek hatarértéke A € M
3
és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szamra d(a,, A) < 3
teljesiil, vagyis minden N < n,m természetes szam esetén

d(an, am) < d(an, A) + d(am, A) < g + g =ec.

13.36. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, a : N — M Cauchy-sorozat, o : N — N olyan indexsorozat,
melyre a o o konvergens, és legyen tovibba A = lima o 0. Ha e € RT, akkor létezik olyan N; € N

€
kiiszobindex, hogy minden n,m € N, Ny < n,m esetén d(a,, a;y) < 3 és létezik olyan No € N

kiiszobindex, hogy minden n € N, Ny < n esetén d(aq(n), A) < g Ha N = max {Ny, N2} és n € N,
N < n , akkor

A(an, A) < d(an, agim) + d(aom) A) < 5 + 5 =<,

2
ahol kihasznaltuk, hogy o(n) > n.

13.37. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy az (M, d) metrikus tér teljes, ha M teljes halmaz.

13.38. Tétel. Legyen (M,d) teljes metrikus tér és X C M zdrt halmaz. Ekkor az (X,d|xxx)
metrikus altér is teljes.

Bizonyitds. Legyen (M,d) teljes metrikus tér, X C M zart halmaz, és legyen a : N — X Cauchy-
sorozat. Mivel M teljes, ezért létezik lim a és mivel X zart, ezért lima € X. Vagyis mindena : N — X
Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke eleme az X halmaznak.
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13.6. Kompakt halmazok metrikus terekben

13.39. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az X C M halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
i€l iel’
minden i € I esetén az A; nyilt részhalmaza az M térnek.
— Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér kompakt, ha M kompakt halmaz.

13.40. Tétel. Metrikus térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

13.41. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. Az Y C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M kompakt halmaz.

1. Megmutatjuk, hogy X korlatos. Legyen p € M tetszGleges pont. Mivel X C M = U B, (p),
neNt

ezért létezik olyan véges I C NT halmaz, hogy X C U B, (p). Ekkor az r = max{I} szamra

nel
X C B,(p) teljesil.
Most igazoljuk, hogy X zart. Ehhez legyen p € M \ X tetsz6leges pont. Minden x € X pont esetén

d
ha r(z) = (a;,p), akkor B,(yy(x) N By(z)(p) = 0. Mivel

zeX

az X kompakt halmaz nyilt fedése, ezért 1étezik olyan H C X véges halmaz, melyre

z€H

teljesiil. Legyen r = min {r(z)| € H}. Ekkor minden € H esetén B, (,)(z) N B,(p) = 0, vagyis

XNB,(p) C ( U B <x>> 1 B,(0) = | (B (@) N B,(p)) = 0.

reH zeH

Ez azt mutatja, hogy B,.(p) C M \ X. Tehat M \ X halmaz minden pontja bels§ pont, ezért M \ X
nyilt halmaz, vagyis X zart.

2. Legyen Y C X zart halmaz és legyen (U;);cr az Y halmaz nyilt fedése és legyen V = M\ Y. Ekkor
V, (Ui)ier az X halmaz nyilt fedése (X C V' U U U,), ezért létezik olyan I’ C I véges halmaz, melyre

iel
XCcvu U U;. A V halmaz definiciojabol adodik, hogy ekkor Y C U U; is teljesiil, vagyis az Y
el iel’
halmaz kompakt. Ha Y C X kompakt halmaz, akkor az els6 pont alapjan zart.

13.42. Tétel. (Cantor-féle kizisrész-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és (K;),cr az M kompakt,
nem tres halmazainak olyan rendszere, hogy minden v,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
Ky C K; N K teljesil. Ekkor

ﬂ K; # 0.

iel
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Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és (K;);c; az M kompakt, nem iires halmazainak olyan
rendszere, hogy minden 4,j € I esetén létezik olyan k£ € I, hogy K C K; N K teljesiil, valamint
rogzitsiink egy ip € I indexet. Minden ¢ € I esetén legyen U; = M \ (K; N K,,), mely nyilt halmaz.

A bizonyitandé allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy ﬂ K; = (. Ekkor
iel

Uui =M\ (KinK;,) =M\ (ﬂ(KmKio)> =M,
i€l i€l i€l

vagyis K, C U U;. Mivel K, kompakt, ezért létezik olyan I’ C I véges halmaz, hogy K;, C U Us;.
i€l i€l
Ebbdl
K, | JUi=JM\(KnK;) =M\ (ﬂ (KimKi0)>
iel’ iel’ il
adodik. A feltevés miatt véges sok K; kompakt halmaz metszete sem iires, tehat létezik j € I, melyre

K; C ﬂ (K; N K;,). Erre a halmazra a fenti tartalmazas alapjan
i€l

K; €Kiy © M\ (ﬂ (KimKi0)> CM\K;
iel’

kovetkezik, ami a nyilvanvaléo K; C M \ K, ellentmondésra vezet.

13.43. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér lokdlisan kompakt, ha minden pontja-
nak létezik kompakt kornyezete.

13.44. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz relativ
kompakt, ha létezik olyan K C M kompakt halmaz, melyre A C K teljesiil.

13.45. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor relativ kompakt,
ha A kompakt halmaz.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.

Ha A relativ kompakt, akkor létezik olyan K C M kompakt halmaz, melyre A C K teljesiil. Mivel
ekkor K zart, ezért A C K is teljesiil. Mivel kompakt halmaz zart részhalmaza is kompakt, ezért A
kompakt.

Ha A kompakt, akkor A C A miatt A relativ kompakt.

13.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

13.46. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M kompakt halmaz. Ekkor minden a : N — K
sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek hatarértéke eleme a K halmaznak.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és K C M kompakt halmaz és a : N — K sorozat. Ekkor K
korlatos és zart halmaz. Definialjuk minden n € N esetén az A,, = {aj |k > n} halmazt. Az (A, )nen
halmazrendszerre teljesiilnek a Cantor-tétel feltételei, ezért létezik x € m A, # (. Ekkor minden
neN

n € N esetén x € {ay |k > n} teljesiil. Ebbgl a lezart definicitja alapjan kévetkezik, hogy minden
e € RT és n € N esetén B.(x) N {ag |k >n} # 0, ezért létezik olyan k > n, melyre a, € B.(z).
Definialjuk a ¢ : N — N indexsorozatot az alabbi iteraciéval.

— Legyen 0(0) = min{k € N | a; € Bi(x)}.

- Ha o(n) mar ismert, akkor legyen o(n + 1) = min {k eNJon) <k A a,€ B% (x)}

Ekkor az a o o sorozat konvergens, hatérértéke z. Ekkor lim(ao o) € K, vagyis a K halmaz zartsaga
miatt lim(aoo) € K.
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13.47. Tétel. (Lebesgue-lemma.) Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden
K halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke eleme
a K halmaznak. Ekkor a K halmaz barmely (U;);c; nyilt befedéséhez létezik olyan r € RY szdm, hogy
minden x € K ponthoz van olyan i € I, amelyre B,(x) C U; teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden K halmazban haladé
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke eleme a K halmaznak. A
bizonyitandé allitas szerint

V(Ui)iej Ilyﬂt befedéséhez: Ir e R™Vz € KJie I : BT(,’E) CcU;.
Tegyiik fel ennek az ellenkez§jét, vagyis hogy
J(U,)ier nyilt befedés: Vr € RT3z € KVi € I : B.(z) \ U; # 0.

Legyen (U;);cr a fenti tulajdonsdgokkal biré nyilt befedése a K halmaznak. Ekkor minden n € N
esetén

{x€K| ViGI:B%“(z)\M#@}#@,
vagyis az 1.39 kivilasztasi axiéma miatt
[[{zerivier:B_ @)\Ui#0}£0.
neN

Legyen a egy tetszGleges eleme a fenti halmaznak. Ekkor a egy olyan N — K sorozat, hogy
VneNViel: Bﬁ(an){Q_Ui.

Tegyiik fel, hogy a oo : N — K olyan konvergens részsorozat, melyre lim(a o o) = & € K teljesiil.
Mivel o € K ezért 1étezik olyan iy € I, hogy x € U;,, valamint az U;, halmaz nyiltsdga miatt 1étezik

olyan r € R, hogy B,.(z) C U;,. Ekkor az g szamhoz létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy

r
minden N < n természetes szamra d(aq(n), ) < ok Megmutatjuk, hogy ha n € N olyan, melyre

n > N és < g teljestil, akkor a B_ 1 _ (ag(n)) € Ui, ellentmodast kapjuk. Legyen ugyanis

n—+1 EICE
z€ B_1_(ay(y)) tetszoleges. Ekkor

() +1

1 1 T
<

d on)) < < < -,
(#a0m) < o FT S 751 <2

a haromszog-egyenlGtlenség miatt

d(z,7) < d(z,050n)) + d(asm), ) < 5 + g

:T‘7

N3

vagyis z € B,(z) CU,,.

13.48. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden benne halado
sorozatnak létezik konvergens részsorozata, amelynek a hatdrértéke eleme a K halmaznak. Ekkor
minden v € Rt szdmhoz létezik olyan H C K véges halmaz, amelyre K C U B, (z) teljesiil.

reH

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden benne halado6 soro-
zatnak létezik konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke eleme a K halmaznak. A bizonyitando
allitas szerint
VreRTIH CK: |H| <00 A K C | B(a).
zeH

Tegyiik fel ennek az ellenkez§jét, vagyis hogy

IreRWHCK: [H|<oo = K\ | Br(x) #0.
z€H
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Legyen » € RT egy olyan szam, melyre igaz, hogy minden H C K véges részhalmaz esetén

K\ | Bo(w) £0.

zeH

Megmutatjuk, hogy létezik olyan a : N — K sorozat, melyre minden m,n € N, m # n esetén

d(an, am) > r teljesiil. A K halmaz nem {ires, tehat létezik eleme, legyen ag € K. Ekkor a H = {ao}

halmaz véges, vagyis K \ U B,.(z) # 0, legyen a1 € K \ U B,.(z). Ekkor a H = {ap, a1} halmaz
r€H r€H

nem {ires és az el6z6 gondolatmenet alapjan tudunk ag € K\ U B, (z) elemet valasztani. Ebbdl a

z€H
konstrukciobdl a kivalasztéasi axidméval kombinélt rekurzié segitségével lehet egy a : N — K sorozatot

konstruélni. Tegyiik fel, hogy aoo : N — K olyan konvergens részsorozat, melyre lim(aoo) =z € K
teljesil. Ekkor az g szamhoz létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n

d(ap(n),x) < g Vagyis barmely m,n € N, N < n,m, m # n esetén az

r< d(aa(m)7 aa’(n)) < d(aa(m)a l‘) + d(l‘, aa(n)) <r
ellentmondast kapjuk.

13.49. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz
pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladé sorozatnak létezik olyan konvergens részso-
rozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. A 13.46 tétel alapjan ha A C M kompakt
halmaz, akkor minden A halmazban haladé sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek
a hatarértéke eleme az A halmaznak.

Most tegyiik fel, hogy A olyan halmaz, hogy minden A halmazban halad6 sorozatnak létezik olyan
konvergens részsorozata, melynek a hatarértéke eleme az A halmaznak és legyen A C U U; az A

iel
halmaz egy nyilt fedése. Ekkor a 13.47 Lebesgue-lemma alapjan létezik olyan r € R* szam, hogy
minden z € A ponthoz van olyan ¢ € I, amelyre B,.(x) C U; teljesiil. Az el6z6 allitas alapjan ehhez
az r szamhoz létezik olyan H C A véges halmaz, melyre A C U B, (z) teljesiil. Ekkor minden
reH
r € H C A ponthoz van olyan i(x) € I index, amelyre B, (z) C Uy teljesiil. Tehat az eddigiek
alapjan
Ac | Bi@) € | Ui,
r€H zeH

ami az A halmaz véges nyilt fedése.
13.50. Tétel. Metrikus térben minden kompakt halmaz teljes.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és a : N — K Cauchy-sorozat.
A Bolzano—Weierstrass-tétel alapjan ekkor létezik az a sorozatnak olyan konvergens részsorozata,
melynek a hatarértéke eleme a K halmaznak. Viszont egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konver-
gens, ha létezik konvergens részsorozata ((13.36) tétel). Tehat az a Cauchy-sorozat konvergens és a
hatarértéke a K halmazban van, vagyis a K halmaz teljes.

13.8. Szeparabilis metrikus terek

13.51. Definicié. Az (M, d) metrikus teret szepardbilisnek nevezzik, ha létezik olyan (U,,),en hal-
mazrendszer, hogy minden n € N esetén U,, C M nyilt halmaz, valamint minden © C M nyilt halmaz
esetén létezik olyan I C N, hogy 2 = U U, teljesiil.

nel

13.52. Tétel. Egy metrikus tér pontosan akkor szepardbilis, ha létezik benne megszamlalhato strd
halmaz.
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Bizonyitds. Legyen (M, d) szeparabilis metrikus tér és legyen (U, ),en halmazrendszer, hogy minden
n € N esetén U,, C M nyilt halmaz, valamint minden Q C M nyilt halmaz esetén létezik olyan I C N,
hogy Q = U U, teljesiil. Nyilvan feltehets, hogy minden n € N esetén U,, # (). Ekkor H U, # 0,

nel neN
legyen a € H U, # (. Ekkor a : N — M olyan sorozat, hogy minden n € N szadmra a,, € U, teljesiil.
neN

Legyen D = Rana. A D halmaz nyilvdn megszamlalhaté, most igazoljuk, hogy sirt, azaz D = M.

Legyen x € M tetszéleges pont és r € R tetszéleges paraméter. Igazoljuk, hogy B,.(z) N D # (.

Legyen I C N olyan, hogy B,(z) = U U, teljesiil. Ekkor minden i € I esetén a; € U; C B,.(x),
nel

valamint a; € D, tehét a; € B,.(z) N D, ezért B,.(z) N D # (), azaz x € D.

Most tegytik fel, hogy (M, d) metrikus tér és D C M megszamlalhato stirtd halmaz. Legyen o : N — D

sziirjekci6, valamint 8 : N — Q% és v : N — N x N bijekci6. Minden n € N esetén legyen

Az (Up)nen halmazrendszer nyilvan olyan, hogy minden n € N esetén U, C M nyilt halmaz. Le-
gyen Q@ C M tetszOleges nyilt halmaz. Ehhez definidljuk az I = {n € N| U,, C Q} indexhalmazt.
Megmutatjuk, hogy Q = U U, teljesiil. Mivel U U, C Q, ezért csak az 2 C U U,, tartalmazast

nel nel nel
kell igazolnunk. Ehhez legyen = € ) tetszSleges pont. Mivel 2 nyilt halmaz, ezért létezik olyan
p € Rt hogy B,(z) C Q. Legyen r € }O, g [ N Q™. Mivel D siirii, ezért B,.(z) N D # (), most legyen
z € By(x) N D és tekintsiik az

i=B7'(r), j=mind(zx) & n=7"(0))
szamokat. Ekkor U,, = B, (z). Tehat ha y € U,, akkor y € B,.(z), valamint d(y, z) < r és d(z,z) <
miatt d(z,y) < 2r < p, azaz y € B,(z) C Q. Ez azt jelenti, hogy U, C Q, vagyis n € I. Mivel
x € Br(2) = U,, ezért z € U U, . Ezzel igazoltuk a Q C U U,, tartalmazast.

nel nel

13.53. Tétel. Legyen n € N* ésp e [1,00[. Az (R",d,) és az (R™,dw) terek szepardbilisek.

Bizonyitds. Legyen n € Nt és D = Q". Ekkor D nyilvan megszdmlalhaté halmaz, ezért ha strd
lenne, akkor az el6z6 tétel értelmében a tér szeparabilis volna. Megmutatjuk, hogy a D halmaz stirt.
Legyen p € [1,00[ és tekintsiik az (R™,d,) teret. Legyen x € R"™ és r € R* tetszSleges. Minden

i€{1,...,n} esetén legyen a; € ]xi,xi + L {ﬂ Q és tekintsiik az a = (aq, ..., a,) elemet. Ekkor

Jn

vagyis a € B,(x), valamint a € D, ezért B,.(z) N D # () minden r € RT esetén, ami éppen azt jelenti,
hogy D siiri a (R, d,) térben.

Az (R™,d) térben legyen x € R™ és r € RT tetsz6leges. Minden i € {1,...,n} esetén legyen
a; € |z, x; + [N Q és tekintsiik az a = (ay, ..., a,) elemet. Ekkor

d(a,z) =max{|a; —z;|| i € {1,...,n}},<r

vagyis a € B, (), valamint a € D, ezért B,.(z) N D # () minden r € RT esetén, ami éppen azt jelenti,
hogy D stirt a (R™, d) térben.

13.9. Teljesen korlatos halmazok

13.54. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljesen

korldtos, ha minden € € RT esetén létezik olyan X € A véges halmaz, melyre A C U B.(z) teljesiil.
zeX
Az (M, d) metrikus teret teljesen korlatosnak nevezziik, ha M teljesen korlatos halmaz.
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13.55. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor teljesen korldtos,

ha minden ¢ € RT esetén létezik olyan X € M véges halmaz, melyre A C U B.(x) teljesiil.
rzeX

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
A teljesen korlatossag definici6ja miatt csak azt kell megmutatni, hogy ha minden ¢ € RT esetén
létezik olyan X C M véges halmaz, melyre A C U B.(z) teljestil, akkor A teljesen korlatos. Ehhez

zeX
tegyiik fel, hogy A olyan nem {iires halmaz, melyre teljesiil, hogy

Ve e RT3IX € M : X véges és AC | Be(a).
zeX

Legyen r € RT tetszoleges paraméter. Az A halmaz tulajdonsaga alapjan létezik X C M véges
halmaz, melyre A C U Bz (x). Legyen
zeX

X' ={zeX|Bzg(x)NA#0}.

Mivel X’ is véges halmaz, ezért valamilyen n € N szamra X' = {z1,...,2,}. Minden i € {1,...,n}
indexre legyen x; € B (z;) N A tetszéleges pont és tekintsiik az Y = {z7,...,2;,} C A halmazt. Ha

a € A tetszéleges pont, akkor létezik olyan i € {1,...,n}, hogy a € Bz (z;). Mivel d(a,z;) < g és

d(z;, 7)) < g, ezért a € B,.(x}). Vagyis A C U B,.(x}), tehat A teljesen korlatos.
i=1

13.56. Tétel. (Teljesen korldtos halmazok alaptulajdonsdgai.)
1. Teljesen korldtos halmaz minden részhalmaza teljesen korldtos.
2. Véges sok teljesen korldtos halmaz unidja is teljesen korldtos.
3. Metrikus térben minden teljesen korldtos halmaz korldtos.

Bizonyitds. Az 1. és a 2. pont az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo.
3. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M teljesen korlatos halmaz. Ha A = (), akkor nyilvan korlatos.

Tegyiik fel, hogy A # (). Ekkor létezik olyan X = {x;,...,z,} C M halmaz, hogy A C U By ().

i=1
Legyen R = max {d(z1,z;)| 1 < j < n}. Tetsz6leges a € A ponthoz van olyan ¢ € {1,...,n} index,
hogy a € Bi(z;). Ekkor d(a,x;) < 1 és d(x1,z;) < R miatt d(a,z1) < R+ 1, azaz a € Bry1(z1).
Ezek alapjan A C Bg(z1), vagyis A korlatos.

13.57. Tétel. Minden kompakt halmaz teljesen korldtos.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, A C M kompakt halmaz és ¢ € RT tetsz6leges paraméter.
Mivel A C U Bc(a), ezért az A halmaz kompaktsiga miatt létezik olyan X C A véges halmaz,
acA
melyre A C U B (a) teljesiil, tehat A teljesen korlatos.
aceX

13.58. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M olyan halmaz, hogy minden a : N — A sorozat-
nak létezik olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat. Ekkor A teljesen korldtos halmaz.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M olyan halmaz, hogy minden a : N — A sorozatnak
létezik olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat. Ha A = ), akkor nyilvan teljesen korlatos, ezért
feltehets, hogy A # 0. Indirekt modon tegyiik fel, hogy A nem teljesen korlatos. Ekkor létezik olyan
r € RY, hogy minden H C A véges halmazra A ¢ U B, (x). Mivel az A halmaz nem iires, tehat
zeH
létezik eleme, legyen ag € A. Ekkor a H = {ap} halmaz véges, vagyis A \ U B.(z) # 0, legyen
reH
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ar € A\ U B, (z). Ekkor a H = {ag, a1} halmaz véges és az el6z6 gondolatmenet alapjan tudunk
zeH
egy az € A\ U B, (z) elemet valasztani. Ebb6l a konstrukciobol a kivalasztési axioméval kombinalt

rcH
rekurzi6 segitségével lehet egy olyan a : N — A sorozatot konstrualni, melyre minden n € N esetén

ant1 € A\ | By(ar)
k=0

teljesiil. Ebbgl kovetkezik, hogy minden n,m € N szamra d(ay,, a,,) > .

Tegyiik fel, hogy a o o : N — A olyan részsorozat, mely Cauchy-sorozat. Ekkor az r szdmhoz létezik
olyan N € N kiiszobindex, hogy minden N < n < m természetes szdmra d(a,(n), Go(m)) < 7. Ez
viszont ellentmondésban van a sorozat d(as(n), @e(m)) > 7 tulajdonsagéval.

13.59. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M teljesen korlditos halmaz. Fkkor minden a :
N — A sorozatnak létezik olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, A C M teljesen korlatos halmaz és a : N — A sorozat.

Legyen o : N — RT olyan sorozat, melyre lima = 0 és Z ay, < oo teljesil. (Példaul o : N — R,
n=0
1
on)
Elgszor legyen Ag = A. Mivel Ag teljesen korlatos, ezért 1étezik olyan Hy C Ay véges halmaz, hogy
Ay C U B, (x). Minden x € Hy esetén legyen
xeHy

Ay =

N(xz)={n €N| a, € By,(x) N Ap}.
Ekkor van olyan xg € Hy, melyre az N(z() halmaz végtelen. Legyen Ny = N(zg) és
o(0) = min Ny.

Most legyen A; = AgN By, (z). Mivel 4; teljesen korlatos, ezért létezik olyan Hy C A; véges halmaz,
hogy A; C U B,,(x). Minden x € H; esetén legyen
zeH;

N(z) = {n € N| a, € By, (z) N A1}
Ekkor van olyan 1 € Hy, melyre az N(z1) halmaz végtelen. Legyen N; = N(z1) és
o(1) = min (N1 N [o(0) + 1, 00[) .

Ha valamilyen ¢ € N szamra mér definidltuk az A; halmazt, az x; pontot és a o(i) értéket, akkor
legyen A; 11 = A; N By, (z;). Mivel A;11 teljesen korlatos, ezért létezik olyan H; 11 C A;41 véges
halmaz, hogy A;+1 C U Bq,., (x). Minden x € H;y esetén legyen

TEH ;11

N(z)={neN|a, € Ba,,(x) N Ais1}.
Ekkor van olyan x; 1 € H;41, melyre az N(z;41) halmaz végtelen. Legyen N; 1 = N(z;41) és
o(i+1) =min (N;p1 N [o(i) + 1,00[).
Ebbdl a konstrukciobdl a kivalasztasi axioméval kombinélt rekurzio tételével lehet olyan
N :N— P(N), z:N— M, c:N—N
fliggvények létezését igazolni, melyre minden ¢ € N esetén N; végtelen halmaz és

Ni+1 C N;, Tiy1 € Bai ((EZ), O'(Z) < O'(Z + 1)7 g,y € Bai+1(xi+1>~
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Most igazoljuk, hogy = : N — M Cauchy-sorozat. Ehhez legyen ¢ € RT tetszleges paraméter. Mivel
a Z o, sor konvergens és « : N — R™, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden N < n

n
Szamra

oo
Zak <e
k=n

teljesiil. Tegyiik fel, hogy N < n,m. Ekkor

m—n m—n m—1 [}
AT, @) <Y d(@pgr-1,Tnik) < D Onggo1= » g < Y g <e,
k=1 k=1 k=n k=n

vagyis x Cauchy-sorozat.
Végiil megmutatjuk, hogy a o o Cauchy-sorozat. Ehhez legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Mivel

lima = 0, ezért létezik olyan N7 € N kiiszobindex, hogy minden N; < n esetén a, < = Mivel z
Cauchy-sorozat az eddigiek alapjén, ezért létezik olyan Ny € N kiisz6bindex, hogy minden Ny < n,m
esetén d(xy,,Tm) < =. Legyen N = max {Ny, Ny}, valamint N < n,m tetszéleges természetes szam.
Ekkor n < o(n) és m < o(m) miatt

d(aa(n)7 CLa(m)) S d(aa'(n)7xn) + d(xn7xm) + d(xma aa’(m)) < ay+ % + apy, < % + % + % =&,

tehat a o o Cauchy-sorozat.

13.60. Tétel. (Hausdorff-tétel.) Metrikus térben egy halmaz pontosan akkor teljesen korldtos, ha
minden benne haladd sorozatnak van olyan részsorozata, mely Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. A 13.59 és a 13.58 tétel kévetkezménye.
13.61. Tétel. Metrikus térben egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha teljesen korlatos és teljes.

Bizonyitds. Metrikus térben minden kompakt halmaz teljes a 13.50 tétel alapjan és teljesen korlatos
a 13.57 tétel miatt. Most legyen (M, d) metrikus tér és K C M teljesen korlatos teljes halmaz.
Tovabba legyen a : N — K tetszdleges sorozat. Mivel K teljesen korlatos, ezért a 13.59 tétel miatt az
a sorozatnak van Cauchy-részsorozata. Mivel a K halmaz teljes, ezért ennek a Cauchy-részsorozatnak
van hatarértéke a K halmazban. Tehéat létezik olyan konvergens részsorozata az a sorozatnak, mely
hatarértéke a K halmazban van. Ezért a 13.49 Bolzano—Weierstrass-tétel miatt K kompakt.

13.10. Fiiggvények metrikus terek kozott

13.62. Definici6. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér, f : M — M’ fiiggvény és az a € M
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatdrértéke az a pontban A € M’, ha

Ve € R*35 e R* (f(B(;(a) \{a}) C BE(A)).

13.63. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’ figguény, az a € M pont az f
fligguény értelmezési tartomdnydnak torléddsi pontja és legyen A, B € M’ az f fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M’,d") metrikus tér, f : M — M’, a € M a Dom f halmaz torlodasi
pontja, és A, B € M’ legyen az [ fiiggvény hatarértéke az a pontban. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor
létezik olyan d4,05 € R™, hogy minden x € Dom f esetén

d'(A, B)

0<d(z,a) <da — d(f(x),A)< 5
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d'(A, B)

0<d(z,a) <ép — d'(f(z),B) < 5

teljestil. Ami azt jelenti, hogy ha 6 = min{d 4,05}, akkor minden 2 € (Dom f)N(Bs(a)\ {a}) elemre
a
d'(A,B) < d'(A, f(x)) + d'(f(z), B) < d'(A, B)

ellentmondés teljesiil, tehat A = B.

13.64. Definici6. (A lim mdvelet.) Legyen (M,d) és (M’,d’) topologikus tér, f : M — M’ fliggvény
és az a € M pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fliggvénynek hatarértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy hin f(z) jeloli.

a T a

13.65. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f - M — M’
fiigguény és a z € M pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
z

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatdrérték.

Bizonyitds. Legyen (M, d) és (M’,d") metrikus tér, f : M — M’ és z € M aDom f halmaz torlodéasi
pontja. Tegyiik fel, hogy létezik a lim f = FF € M’ hatarérték. Legyen a : N — Dom f\{z}, z ponthoz
konvergal6 sorozat és e € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor az f fiiggvény hatarértéke miatt létezik
olyan § € R*, hogy

Ve €Dom f: 0<d(z,z)<d = d(f(x),F)<e.

Ehhez a ¢ szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,, z) < 6. Ekkor minden n € N, N < n szamra d'(f(a,), F) < ¢, vagyis
nh_}rrolo flan) =F.

Most tegyiik fel, hogy lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergalé sorozat
esetén. Legyen b,c : N — Dom f \ {z} két olyan tetszéleges sorozat, mely a z ponthoz konvergal,
valamint legyen

ha n péros;

bn
a:N— Dom f\ {z} ne { Cé ha n paratlan.

Ekkor fob és focis részsorozata a konvergens f oa sorozatnak, tehat a hatarértékiik is megegyezik.
Vagyis létezik olyan A € M’ pont, hogy minden a : N — Dom f \ {2z}, z ponthoz konvergél6 sorozat
esetén lim f o a = A. Megmutatjuk, hogy ekkor lim f = A. Tegyiik fel ugyanis, hogy lim f # A.
Ekkor

Je e RYYS € RY3z € Bs(2) \ {2} : f(x) ¢ B-(A).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{reDomf\{z}|we B )\ (), d(T(@).4) 2 <} £ 0,

ezért

[T{zeDoms\{z}oe B D\ (), d(f().4) >} #0.

neN

Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f \ {z} olyan sorozat, melynek

1
minden n € N esetén d(ay,, z) < 1 teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim foa = A nem
n
teljesiil, ugyanis az % szdmhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n

€
szamra d'(f(ay), A) < = teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukci6ja miatt minden n € N szamra

d'(f(an),A) > . Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f \ {z}, =
ponthoz konvergald sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = A.

13.66. Definicié. Legyen (M,d) és (M’,d’) metrikus tér, f: M — M’ és a € Dom f.
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— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha
Ve € RT3 € RT (f(B(;(a)) C Bg(f(a)))

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
A C(M, M') szimbélum jeloli az M — M’ folytonos fiiggvények halmazat.

13.67. Tétel. (Atviteli elv folytonossdgra.) Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f : M — M’ és
z € Dom f. A f fiiggvény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér, f : M — M’', és z € Dom f. Tegyiik fel, hogy
az f fiiggvény folytonos a z pontban és legyen a : N — Dom f, z ponthoz konvergalo sorozat. Az f
fiiggvény 2 pontbeli folytonossaga miatt tetszéleges e € RT paraméterhez, létezik olyan § € RT, hogy

Vz € Dom f: d(z,2) <6 = d(f(x), f(z)) <e.

Ehhez a ¢ szdmhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,,z) < §. Ekkor minden n € N, N < n szamra d'(f(a,), f(2)) < &, vagyis
nh_fgo flan) = f(2).
Tegyiik fel, hogy minden olyan a : N — Dom f sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, 1étezik a
lim f o a hatarérték és megegyezik az f(z) elemmel, azonban az f fiiggvény mégsem folytonos a z
pontban. Ekkor

Je € RTV6 € RT3z € Dom f N Bs(2) : f(z) ¢ B-(f(2)).

Rogritsiink egy ilyen € € Rt szdmot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomflee By (o). d(/(@).(2) 2} £0.

ezért

I1 {x € Dom f| x € Bs_(2), d'(f(2), /(2)) > 5} £0.

neN
Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f olyan sorozat, melynek minden

1
n € N esetén d(ap,z) < 1 teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim f oa = f(z)
n
nem teljesiil, ugyanis az g szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden n € N,

€ : e . .
N < n széamra d'(f(an), f(2)) < 5 ugyanis az a sorozat konstrukci6ja miatt minden n € N szamra

d' (f(an), f(2)) > €. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f, z ponthoz
konvergalo sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = f(2).

13.68. Tétel. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér, f : M — M’, és az a € Dom f pont a Dom f
halmaz torldddsi pontja. Az f fliggvény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és
a

lignf = f(a).

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f : M — M’', és az a € Dom f pont a Dom f
halmaz torl6dasi pontja.
Egymaés ala irva a lim f = f(a) és az f fiiggvény a pontbeli folytonossaganak a jelentését

a

Ve € RT36 € RTVa € Dom f : 0<d(z,a) <d — d(f(x),fla) <e
Ve e RT3 € RTVz € Dom f : d(z,a) <d — d'(f(z), fla))<e
rogton adodik, hogy az a € Dom f esetben a két formula ekvivalens.

13.69. Tétel. Legyen (My,dy), (Ma,ds) metrikus tér, ¢ : My — Ms folytonos figguény és x,y € M
tetszdleges pont. Legyen a,b: N — My olyan sorozat, melyre lima = x és limb = y teljesiil. Ekkor

dg((ﬁ(l‘), W(y)) = nh—>n<§o dQ(@(an)’ @(bn))
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Bizonyitds. Legyen (M,d;), (Ms,ds2) metrikus tér, ¢ : M; — M, folytonos fliggvény és x,y € M,
tetszéleges pont. Legyen a,b: N — M; olyan sorozat, melyre lima = x és lim b = y teljesiil. Minden
n € N szdmra az

da(p(2), p(y)) < do(p(x), p(an)) + dap(an), #(bn)) + da(p(bn), ¢ (y))

egyenletbdl

da(p(x), o(y)) — dz2(p(an), p(bn)) < da2(p(z), p(an)) + da(w(bn), p(y))

adodik, amibdl az z < a,, és y < b, szerepcserével

|da(e(2), 0(y)) = da(e(an), @(bn))] < da((2), p(an)) + d2(p(bn), #(y))

kovetkezik. A folytonossdgra vonatkozd atviteli elv alapjan ezért

lim |da(p(2), p(y)) — d2(p(an), (bn))| =0,

n—oo

vagyis
da(p(x), ¢(y)) = lim da(p(an), ¢(bn))

n—oo

teljesiil.
13.70. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, valamint a,b: N — M konvergens sorozat. Ekkor

lim d(ap,by,) = d(lima,limb)

n—oo

teljesiil.

Bizonyitds. Ehhez elég a 13.69 tételt hasznalni az (Miy,dy) = (M, ds) = (M,d) és a ¢ = idy
szereposztéissal.

13.71. Tétel. (Figgvénykompozicié hatdrértéke.) Legyen (Mi,d1), (Ma,ds) és (Ms,ds) metrikus
tér, valamint f : My — Mo, g : My — Ms, a € My, b € My és ¢ € Ms olyan, melyre lim f = b,
lilI)ng = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a

1. b¢ Domy;
2. b€ Domyg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesiil, akkor lim(go f) = c.

Bizonyitds. Legyen (My,dy), (Mz,ds) és (Ms,ds) metrikus tér, f : My — My, g : My — Ms,
a € My, b e My és ¢ € M3 olyan, melyre lim f = b, liing = ¢ és a torlodasi pontja a Dom(g o f)
halmaznak. Tovabba legyen ¢ € R tetsz6leges.
ElGszor tegyiik fel, hogy b ¢ Domg. A ligng = ¢ miatt létezik olyan §’ € RT, melyre

g9 (Bs(b) \ {b}) < B:(c).

A lim f = b miatt létezik olyan § € Rt melyre

f(Bs(a) \ {a}) € By (b).
Ekkor az el6z6 egyenletek és g (Bs/(b) \ {b}) = g (Bs (b)) miatt
(90 f) (Bs(a)\{a}) € g(Bs (b)) = g (Bs(b) \ {b}) € B:(¢)

teljesiil, vagyis lim(go f) = c.
Most tegyiik fel, hogy b € Dom g és g folytonos a b pontban. A g fiiggvény folytonossiga miatt létezik
olyan ¢’ € R*, melyre

9 (Bs (b)) € B:(c).
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A lim f = b miatt 1étezik olyan § € R™, melyre

f(Bs(a) \{a}) € By (b).
Ekkor az el6z6 egyenletek alapjan

(90.f)(Bs(a)\ {a}) € g(Bs (b)) € B:(c)

teljesiil, vagyis lim(go f) = c.

13.72. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér,
valamint f : My — Ms. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C My nyilt halmazra létezik olyan U C My nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C My zdrt halmazra létezik olyan Z C My zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (My,dy), (Ma,ds) metrikus tér, f : My — My és K = Dom f.

-1
1 = 2 Legyen f : K — M, folytonos fliggvény és A C My nyilt halmaz. Ekkor minden z € f (A)
esetén létezik olyan e(2) € R™, melyre B.(.)(f(2)) C A. Ekkor az f fiiggvény 2 pontbeli folytonossaga

miatt létezik olyan 6(z) € RT, melyre f(K N Bs(z)) C Bo(»)(f(2)). Ezekbdl K N Bs.y(z) C }1(14)
adodik. Tehat az U = U By (2) nyilt halmazra K NU = _fl(A) teljesiil.

e f(A)
2 = 1 Legyen f : K — Mj olyan fiiggvény, hogy minden A C Ms nyilt halmaz esetén létezik olyan
U C M; nyilt halmaz, melyre }1(14) = U N K teljesiil. Legyen 2z € K és ¢ € RT tetsz6leges. Ekkor

-1
B.(f(#)) nyilt halmaz, ezért létezik olyan U C My nyilt halmaz, melyre f (B.(f(z))) = UNK
teljesiil. A z € U miatt létezik olyan § € R*, hogy Bs(z) C U. Ez azt jelenti, hogy minden z € K
pontra € Bs(z) esetén f(z) € B:(f(2)) teljesiil, ebbdl pedig kivetkezik az f fiiggvény z pontbeli
folytonossaga, abbdl pedig folytonossaga.
2 = 3 Legyen A C M, zart halmaz. Ekkor M, \ A nyilt halmaz, igy létezik olyan U C M, nyilt

-1
halmaz, hogy f (M2 \ A) =U N K. Ezért

f(A>=Kﬂ<M1\_fl(Mz\A)) — KN\ (UNK) = K0 (M \D)

-1
teljesiil, ahol felhasznaltuk, hogy minden A’ C M, halmazra f(A’) C K. Vagyis a Z = M; \ U

-1
halmaz zart és f (4A) =ZNK.
3 = 2 Legyen A C My nyilt halmaz. Ekkor M, \ A zéart halmaz, igy létezik olyan Z C M, zért

-1
halmaz, hogy f (Mx\ A) = ZN K. Ezért

-1

f(A):Km<M1\f1(M2\A)> =KnNn(M\(ZnNnK))=Kn(M\Z)

-1
teljesiil, ahol felhasznaltuk, hogy minden A’ C M, halmazra f (A’) C K. Vagyis az U = M; \ Z
—1
halmaz nyilt és f (A)=UNK.
13.73. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (Mi,dy) és (Ma,ds) metrikus tér,

valamint f : My — M. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.
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-1
2. Minden A C My nyilt halmazra f (A) nyilt.
—1
3. Minden A C My zdrt halmazra f (A) zdrt.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kovetkezménye.

13.74. Tétel. (Egyenldség folytatisinak az elve.) Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, vala-
mint f,g: My — Ms folytonos fiigguény. Ha valamilyen U C M, halmazon f|y = glu teljesiil, akkor

[z = gl is teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (My,d;), (Ma,ds) metrikus tér és f, g : My — Ms folytonos fiiggvény. Tegyiik
fel, hogy valamilyen U C M; halmazon f|y = g|v teljesiil és legyen @ € U\ U tetsz6leges pont. Ekkor
x torlodasi pontja az U halmaznak, tehat 1étezik olyan a : N — U sorozat, melyre lim a = z teljesiil.
A folytonossigra vonatkozo atviteli elv alapjan

f(@) = lim fa,) = lim g(a,) = g(x).

n—oo n—oo

13.75. Tétel. Metrikus terek kozott hato folytonos fliggvények kompozicidja folytonos fiiggvény.

Bizonyitds. Legyen (M;,d;) metrikus tér minden ¢ = 1,2,3 esetén, f : My — Mas, g : My — M;
folytonos fiiggvény, és a € Dom f olyan pont, melyre f(a) € Dom g teljesiil. Megmutatjuk, hogy a
g o f fiiggvény folytonos az a pontban.

Legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Mivel a g fiiggvény folytonos az f(a) pontban, ezért létezik
olyan J, € RT paraméter, hogy

Vy € Domg: dso(y, f(a)) <dy = ds(g(y),9(f(a))) <e.
Mivel az f fiiggvény folytonos az a pontban, ezért a d, szamhoz létezik olyan 6 € R paraméter, hogy
VeeDomf: di(z,a)<d = do(f(z), f(a)) < dy.

Egymaés utan irva a fenti két egyenlGtlenséget azt kapjuk, hogy minden = € Dom(g o f) esetén

di(z,a) <6 = ds((go f)(z), (g0 f)a)) = ds(g(f(x)), 9(f(a))) <e.

13.76. Definici6. Legyen (Mi,dy), (Ma,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : M; — My
fiiggvény nyilt, ha minden U C M; nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

13.77. Tétel. Legyen (My,d1), (Ma,ds) metrikus tér és f : My — My bijekcio. Az f figgvény
pontosan akkor nyilt, ha =1 folytonos.

Bizonyitds. Legyen (Mj,dy), (Ms,ds) metrikus tér és f : My — My bijekcio. A folytonossag
topologikus jellemzése alapjan az f~! fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden U C M; nyilt
-1

halmaz esetén ( f _1)(U) C M nyilt halmaz, azaz f(U) C My nyilt halmaz, vagyis amikor f nyilt.

13.11. Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények

13.78. Tétel. Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — Mo
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

Bizonyitds. Legyen (M,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz, f : K — Ms
folytonos fiiggvény és tekintsiik az f(K) halmaz

sy v

icl



13.12 EGYENLETESEN FOLYTONOS FUGGVENYEK 267

nyilt fedését. Ekkor a folytonossag topologikus jellemzése ((13.72) tétel) alapjan minden ¢ € I esetén
—1
létezik olyan V; nyilt halmaz, melyre f (U;) = V; N K teljesiil. Vagyis

Kc?<Um>=U?w»=UMHm=(UW>WKCU%

i€l i€l i€l i€l i€l
a K kompakt halmaz nyilt fedése. A K halmaz kompaktsiga miatt létezik olyan J C I véges halmaz,
melyre

Kc|Jv,
ied
ezért
)y cJrvy=Ju
ieJ ieJ

az f(K) halmaz véges nyilt fedése.

13.79. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és f : K —
R folytonos fiiggvény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiiggvény.
Az el6z6 13.78 tétel alapjan f(K') kompakt halmaz, vagyis a 3.22 Borel-Lebesgue-tétel miatt korlatos
és zart részhalmaza a valés szamoknak. Az f(K) halmaz korlatossdga miatt létezik infimuma és
szuprémuma, valamint az f(K) halmaz zartsdga miatt inf f(K),sup f(K) € f(K). Ezért létezik
olyan z,y € K, melyre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

13.80. Definicié. Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér. Az f: M — M’ figgvény homeomorfiz-
mus, ha folytonos bijekcio és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy a (M,d) és (M’,d') metrikus
terek homeomorfak, ha létezik f : M — M’ homeomorfizmus.

13.81. Tétel. Legyen (Mi,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — My
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~' fiigguény is folytonos.

Bizonyitds. Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz, f : K — Ms
folytonos injektiv fiiggvény és legyen Z C M; zart halmaz. Ekkor Z N K a K kompakt halmaz
zart részhalmaza, ezért kompakt. Felhasznélva, hogy kompakt halmaz folytonos fiiggvény altali képe

kompakt, valamint az
-1

(fY)2)=12)=[(ZNK)
-1
egyenldséget, az adodik, hogy minden Z zart halmazra a (f~')(Z) halmaz zart, tehat a 13.72 tétel
alapjan f~1! folytonos fiiggvény.

13.82. Tétel. Ha (My,dy) kompakt metrikus tér, és (Ma,ds) metrikus tér, akkor minden f : M; —
Ms folytonos bijekcié homeomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen (M, d;) kompakt metrikus tér, (Ms, d2) metrikus tér és legyen f : My — Mo
folytonos bijekcié. Ekkor a 13.78 tétel alapjan M, kompakt tér, és a 13.81 allitas alapjan az f—!
fliggvény is folytonos.

13.12. Egyenletesen folytonos fiiggvények

13.83. Definicié. Legyen (My,d;) és (Ma,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : M; — My
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve eRTIS R,y € A: (di(z,y) <8 — do(f(x), f(y)) <e)

teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
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13.84. Tétel. Metrikus terek kozott hatd egyenletesen folytonos fiigguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen (M, dy) és (Ma, ds) metrikus tér, f : My — M egyenletesen folytonos fiiggvény
és ¢ € Dom f. Ekkor az f fiiggvény egyenletes folytonossaga alapjin

Ve e RV e RTVy e Dom f:  (di(z,y) <6 — dao(f(z), f(y)) <e),

ami az f fliggvény x pontbeli folytonossagat jelenti. Vagyis az f minden x € Dom f pontban folytonos,
tehat folytonos.

13.85. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (My,dy) és (May,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz és
[ K — M, folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (My,d;) és (Ma,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz, f : K — Ms
folytonos fiiggvény és ¢ € RT tetszsSleges rogzitett paraméter. Az f fiiggvény folytonossaga alapjan
minden x € K ponthoz létezik olyan §(z) € RT szam, melyre

[ (Bs(z)) € Bz (f(x))

teljesiil. Ekkor

K g U B5(z) (SL’),
rzeK 2

vagyis a K halmaz kompaktsaga miatt létezik olyan H C K véges halmaz, melyre

K C U Ba(;) (z).
r€H

o),
2

esetén da(f(x), f(y)) < € teljesiil. Legyen x,y € K olyan, melyre d;(z,y) < 0 teljesiil. Az z € K
miatt létezik olyan p € H, melyre x € Bsw) (p) teljesiil. A haromszog-egyenl6tlenség alapjan
2

Legyen 6 = min{ x € H} Megmutatjuk, hogy ekkor minden z,y € K pontra di(z,y) < ¢

d(p)

di(y,p) < di(y,x) + di(x,p) <6+ - < 3(p),

vagyis
di(z,p) <d(p)  —  d(f(2),f(p) <

di(y,p) < d(p) — da(f(y), f(p)) <

Ezekbél viszont a bizonyitandoé

egyenl&tlenség kovetkezik.

13.86. Tétel. (Egyenletesen folytonos fiigguény kiterjesztése.) Tegyiik fel, hogy (My,dy) metrikus
tér, (Ms,ds) teljes metrikus tér és f : My — Ms egyenletesen folytonos fiigguény. Ekkor létezik
egyetlen olyan folytonos g : Dom f — Ms fliggvény, mely az f fiiggvény kiterjesztése, azaz f C g,
valamint a g fligguény is egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (M, d,) metrikus tér, (Ms, ds) teljes metrikus tér és f : M7 — M, egyenletesen
folytonos fiiggvény. A jeldlések egyszeriisitése végett legyen X = Dom f.

1. Ha g1,92 : X — My olyan folytonos fiiggvény, melyre g1|x = go|x teljesiil, akkor az egyenlség
folytatasanak az elve alapjan ((13.74) tétel) g1|x = 92|x, azaz g1 = ga.

2. Legyen x € X tetsz6leges pont. Ekkor létezik olyan a : N — X sorozat, melyre lima = z
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor az f o a sorozat konvergens. Ehhez legyen ¢ € RT tetszéleges
paraméter. Mivel f egyenletesen folytonos, ezért létezik olyan § € R™, hogy minden 31,y € X
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pontra di(y1,y2) < ¢ esetén do(f(y1), f(y2)) < € teljesiil. Mivel az a sorozat konvergens, ezért
Cauchy-sorozat is, tehat létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden N < n,m természetes
szamra di(an,an) < . Ekkor viszont minden N < n,m természetes szamra da(f(ayn), f(am)) < €.
Mivel az (Maz, ds) tér teljes, ezért az f o a Cauchy-sorozat konvergens.

3. Legyen = € X tetsz6leges pont és a,b : N — X olyan sorozat, melyre lima = limb = x teljesiil.
Fésiiljiik Ossze az a és b sorozatot, az alabbi médon.

an, ha n paros;
c:N— X n— 2 .

bnT—l, ha n paratlan.
Ekkor nyilvan lim ¢ = z, tovabba az el6z6 pont miatt létezik a lim f o ¢ hatarérték. Mivel f o a és
[ o brészsorozata az f o b sorozatnak, ezért lim foc=1lim f o b= lim f o a teljesiil.
4. FEzek utan definidlhatjuk dgy a g fliggvényt, hogy minden x € X esetén vegyiink egy olyan
a : N — X sorozatot, melyre lima = z teljesiil és legyen g(z) = lim(f o a). Vagy mésképp leirva

g={(z,y) € X X M| Ja:N— X : lima=z A y=Ilim(foa)}.

Ekkor nyilvan f C g.

5. Végiil igazoljuk, hogy g egyenletesen folytonos. Ehhez legyen € € R tetsz6leges paraméter. Mivel
f egyenletesen folytonos, ezért létezik olyan & € RT, hogy minden x1, 22 € X pontra di(z1,z2) < &
esetén da(f(x1), f(z2)) < ¢ teljesiil. Legyen 1,22 € X olyan, hogy di(x1,72) < 8. Most legyen
a,b : N — X olyan sorozat, melyre lima = z; és limb = z5. Ekkor létezik olyan N € N kozos
kiiszobindex, hogy minden N < n természetes szamra

0—d
di(an,z1) < M és  dy(bp,x2) <

5 — dl(l'l, (132)
72 .

Ekkor minden n € N; N < n esetén

(5 — dl(.’bl,xg)
2

(S—dl(ZL'l,{EQ) -5
72 = 0.

di(an,by) < di(an, z1) + di(z1, 22) + di(z2,by) < +dy(21,22) +

Teh&t minden n € N, N < n szédmra da(f(ay), f(by)) < €, amibdl az n — oo hataratmenet utan
a 13.69 tétel alapjan

da(f(w1), f(w2)) < e
adodik.

13.87. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és X halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : M —» X
fliggvény sirin értelmezett, ha Dom f = M.

13.88. Tétel. (Egyenletesen folytonos fiigguény kiterjesztése.) Legyen (M, d;) tetszdleges metrikus
tér, (Ma, ds) pedig teljes metrikus tér és f : My — My sirin értelmezett, egyenletesen folytonos figg-
vény. Ekkor létezik egyetlen olyan folytonos g : My — M, fiigguény, mely az [ fligguény kiterjesztése,
azaz [ C g, valamint a g fiigguény is egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. A 13.86 tétel alapjan nyilvanvalo.

13.89. Definicié. Legyen (M,d) és (M’',d’") metrikus tér. Az f : M — M’ fiiggvény izometria,
ha minden z,y € Dom f esetén d(z,y) = d'(f(x), f(y)) teljesiil. Az (M,d) és (M’',d') metrikus tér
izometrikusan homeomorf, ha létezik f : M — M’ izometrikus homeomorfizmus.

13.90. Tétel. Minden izometria eqyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Az izometria definicibja alapjan nyilvanvalo.

13.91. Tétel. (Izometria kiterjesztése.)  Legyen (M,dy) metrikus tér, (Ms,ds) teljes metrikus
tér és f : My — My stirin értelmezett izometria. FEkkor az f fliggvény folytonos g : My — M,
kiterjesztése is izometria.
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Bizonyitds. Legyen (Mj,d;) metrikus tér, (Ms,ds) teljes metrikus tér és f : M; — My sirtn
értelmezett izometria. A 13.88 tétel alapjan az f fiiggvénynek létezik g : My — M, egyenletesen
folytonos kiterjesztése. Legyen x,y € M; tetsz6leges pont. Ekkor létezik olyan a,b : N — Dom f
sorozat, melyre lima = x és limb = y teljesiil. A 13.69 tétel alapjan

da(9(),9(y)) = lim dy(g(an),g(bn)) = lim da(f(an), f(bn)).

n— oo n—oo
Mivel f izometria, ezért
da(g(x),9(y)) = lim dy(an,bn),

n— oo

amibdl a 13.70 tétel akapjan

kovetkezik.

13.13. Kontrakciok és Lipschitz-folytonos fiiggvények

13.92. Definici6. Legyen (M, dy) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint f : My — Mo fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f Lipschitz-folytonos fiigguény, ha

3C € RiVz,y € Dom f : (dg(f(x), f(y)) < Cdi (x, y)).

13.93. Definicié. Legyen (M;,d;) és (Mas,ds) metrikus tér, valamint f : M; — M, fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f figgvény kontrakcid, ha

3C € [0,1[Vz,y € Dom f : (dg(f(x),f(y)) < Cdl(x,y)>.

A C szamot gyakran kontrakcids egyiitthatonak nevezik.
13.94. Tétel. Minden Lipschitz-folytonos fligguény egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (M, dy), (Ma,ds) metrikus tér és f : My — My Lipschitz-folytonos a C' € Ry
egyiitthat6val. Legyen ¢ € RT tetszéleges és § = Ha z,y € M olyan pontok, hogy d;(z,y) <

6, akkor

€
1+C°
b(f(2), 1) < Crlay) < Co = <z

ami viszont éppen az f fiiggvény egyenletes folytonossagat jelenti.

13.95. Tétel. Ha (Mi,d1) és (Ma,ds) metrikus tér, akkor az f : My — Ms fiigguények tulajdonsdgai
kézétt az alabbi reldcio teljesil.

kontrakcio = Lipschitz-folytonos = egyenletesen folytonos = folytonos

Bizonyitds. Az els6 implikacié a definicio kozvetlen kovetkezménye. A maéasodik kovetkeztetést
a 13.94 tétel és a harmadikat pedig a 13.84 tétel garantélja.

13.96. Tétel. (Banach-féle fixponttétel.) Legyen (M,d) teljes metrikus tér és f : M — M kontrak-
cid. Ekkor létezik egyetlen olyan y € M pont melyre f(y) =y teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, d) teljes metrikus tér, f : M — M kontrakci6 a C' € |0, 1] kontrakcios
egylitthatoval és a tetsz6leges pont. (Feltehets, hogy C' > 0 teljesiil, hiszen ha C; a kontrakcios
egylitthatoja a fiiggvénynek, akkor barmely C € [Cy, 1] szam is kontrakcios egyiitthatoja.) Vegyiik
azt az  : N — M sorozatot, melyre o = a és minden n € N esetén x,11 = f(x,) teljesiil. Mivel
minden n € N esetén

d(Tny2, Tny1) = d(f(@ny1), f(2n)) < Cd(@nq1, 20)
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teljesiil, ezért teljes indukcibval egyszertien igazolhatd, hogy minden n € N szamra
d<xn+l7 xn) < C"d(ajh SL‘O).
Ennek felhasznaldsaval az adodik, hogy minden n,m € N m > n szamra

,1—cmon
1-C

(xlv xO)

m—1 m—1
) d
d(xm,xn) S Z d(l’iJrhl'i) S Z Cld(irl,il}()) = C d({,Cl,(E(]) < Cn . 1 C

d(l’l, 1’0)

teljesiil. Mivel az n — C" - sorozat hatarértéke nulla, ezért = Cauchy-sorozat. Legyen

y = lim z,. Ekkor az f folytonossiga alapjin
n—oo

$) =1 (Jim @) = Jim f(za) = lim onsa =,
vagyis y fixpontja az f fiiggvénynek.
Tegyiik fel, hogy y1,y2 € M az f fliggvény ket kiilonboz6 fixpontja. Ekkor a

d(y1,y2) = d(f(y1), f(y2)) < Cd(y1,y2)

egyenlGtlenséghdl az 1 < C ellentmondas adédik.

13.14. Halmazok szétvalasztasa

13.97. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz dtmérdje

mmmﬁé{ﬂmwwwuwweXL be ﬁi%

13.98. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor korldtos, ha
diam(A) < co.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
Ha A korlatos, akkor létezik olyan 2 € M és r € RT, melyre A C B,(z) teljesiil. Ekkor minden
x,y € A esetén

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < 2r,

vagyis
diam(A) = sup d(z,y) < 2r < oo.
z,y€A
Most tegyiik fel, hogy diam(A) = R < oo és legyen z € A tetszSleges pont. Ha z € A, akkor az
d(z,z) < diam(A) = R < R+ 1 egyenl6tlenség alapjan © € Bgry1(z). Ezzel megmutattuk, hogy
A C Bpy1(z) teljesiil, vagyis az A halmaz korlatos.

13.99. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor az A halmaztdl vald tdvolsdg

fiigguénye

dist4 : M >R 2z~ ingd(z,x).
re

13.100. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M nem tres halmaz. Ekkor
1. munden z,y € M esetén
|dist4(x) — dista(y)| < d(z,y)

teljesiil;

2. a dist fiigguény egyenletesen folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.
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Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M nem {ires halmaz.
1. Legyen z,y € M és z € A tetszbleges elem. Ekkor

dista(z) < d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2),

vagyis
diStA(x) - d(xa y) < d(ya Z)
Mivel ez az egyenl6tlenség minden z € A elemre fenndll, ezért

dist4(x) — d(z,y) < ing d(y, z) = dista(y),
z€

amibdl atrendezéssel
dist 4 (z) — dist 4 (y) < d(x,y)

adodik. Ebbdl az x és az y pontok cseréjével
dista(y) — dista(x) < d(z,y)

adodik, vagyis
|dist 4 (z) — dista(y)| < d(z,y).

2. Legyen € € RT tetszéleges paraméter. Ha § = €, akkor minden z,y € M pontra d(z, z) < § esetén
|dist4(z) — dista(y)| < d(z,y) <d=¢

teljesiil, ami az egyenletes folytonossagot jelenti.
3. Mivel a dist 4 fiiggvény folytonos, ezért a B = {z € M| dist4(z) = 0} halmaz zart, hiszen a zért

-1
{0} halmaz folytonos fiiggvény &ltali Ssképe (B = dist4({0})), tovabba a dist4 definicidja alapjan
A C B nyilvan teljesiil, ezért A C B. Tehat azt kell még megmutatni, hogy B C A, vagy ami ezzel
ekvivalens M \ A C M \ B. Ennek igazolasédhoz legyen x € M \ A. Mivel M \ A nyilt halmaz, ezért
létezik olyan r € RY, hogy B,.(z) C M \ A, vagyis B.(r) N A = (. Tehat minden z € A esetén
d(z,z) > r, ezért

dist4(x) = zlrelg d(z,z) >,

vagyis dist 4 (z) # 0, ebbdl pedig « ¢ B és x € M \ B kovetkezik.

Magyarazat. A topologikus terek elméletében fontos szerepet kap az alabbi tétel, mely azt mutatja
meg, hogy minden metrikus tér normdlis, Hausdorff-féle topologikus tér.

13.101. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X,Y C M olyan zdrt halmazok, melyekre X NY =0
teljesiil.
1. Létezik olyan f : M — [0,1] folytonos figgvény, hogy minden x € X esetén f(x) = 0 és
minden y €Y esetén f(y) = 1.
2. Létezik U,V C M nyilt halmaz, hogy X CU,Y CV ésUNV = 0.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér és X, Y C M olyan zart halmazok, melyekre X NY = ()
teljesiil.
1. A distx +disty : M — R fiiggvény folytonos, toviabba ha valamilyen z € M pontra

(distx +disty)(z) =0

teljesiilne, akkor abbdl distx(z) = disty (2) = 0 kévetkezne, amibdl a 13.100 tétel alapjan z € X és
z € Y adodna; az X és Y halmaz zértsdga miatt ez azt jelentené, hogy z € XNY, vagyis az XNY # ()
diStX

ellentmondas adédna. Ezért distx + disty : M — RY folytonos fiiggvény. Legyen f = — .
dist x + disty

Ekkor egyszert szamoléssal adodik, hogy az f fliggvény eleget tesz a feltételeknek.
2. Legyen f olyan fiiggvény melynek létezését bizonyitottuk az 1. pontban, tovabba legyen

(2] o v-7 ()

Az f fliggvény folytonossiga és a folytonossag topologikus jellemzése miatt U és V nyilt halmaz,
valamint a konstrukcio folytdn nyilvanvalo, hogy eleget tesz az X C U, Y C VésUNV =0
kovetelményeknek.
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13.15. Metrikus tér teljessé tétele

13.102. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Létezik olyan (M’,d') teljes metrikus tér és j : M — M’ izometria, melyre Ranj = M’
teljesiil.
2. Ha (Mi,dy) és (Ma,ds) teljes metrikus tér, valamint j; : M — My és jo : M — My olyan
izometria, melyre Ranj, = My és Ranjo = My, akkor létezik egyetlen olyan ¢ : My — M,
izometrikus homeomorfizus, melyre jo = @ o j1 teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér.
1. Legyen M az N — M Cauchy-sorozatok halmaza, azaz

M={a:N— M|Ve e R"IN e NVn,m e N: (N <n,m — d(ay,an) <e)}.

Megmutatjuk, hogy minden a,b € M esetén létezik a li_>m d(an, by) hatarérték. Valaszunk a,b € M

tetszéleges elemet és tekintsiik az
n:N—=>R n— d(an,by)

sorozatot, melyrél elég megmutatni, hogy Cauchy-sorozat, hiszen a valés szamok halmazaban minden
Cauchy-sorozat konvergens. Legyen ¢ € R tetszbleges. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden
m,n € N természetes szdmra N < m,n esetén

d(an,am)<g s d(bp,bm) <

N | ™

Ha m,n € N és N < m,n, akkor
d(an,bn) < d(an, am) + d(am, brm) + d(by, by),
aminek atrendezésébdl
d(an,bp) — d(am, b)) < d(an, am) + d(bm, by) < e,
adodik, valamint az m és n betik cseréje utén
[ — M| = |d(an, bn) — d(am, bm)| < d(an, am) + d(bm, by) < €

kovetkezik, ami igazolja, hogy n valoban Cauchy-sorozat.
2. Definidljuk az ~ relacioét az M halmazon az aldbbi médon.

~= {(a,b) € M x M| lim d(an,b,) = o}
n—oo
Vagyis a,b € M esetén a ~ b pontosan akkor teljesiil, ha

lim d(an,b,) = 0.

n—oo

A ~ relacio nyilvan reflexiv és szimmetrikus, a tranzitivitasa pedig a minden a,b,c € M elemre és a
minden n € N szadmra érvényes

0 < d(an,cn) < d(an,by) + d(bn,cn)

egyenl6tlenségbdl kovetkezik. Vagyis ~ ekvivalenciarelacio.
3. Most megmutatjuk, hogy ha a, b, c,d € M olyanok, hogy a ~ b és ¢ ~ d, akkor

lim d(an,c,) = lim d(b,,d,). (13.1)
n— oo

n—oo

Ehhez legyen ¢ € R tetszéleges paraméter. Mivel a ~ b és ¢ ~ d, ezért létezik olyan N € N kozods
€ €

kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szamra d(a,,b,) < 3 és d(cp,dy) < 3 teljesiil. Ekkor

minden n € N, N < n esetén az

d(aTn cn) S d(an, bn) + d(bn7 d’n) + d(d’nu bn)
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egyenl&tlenség atrendezésébdl
d(an,cn) — d(by,dn) < d(an,by) + d(dy,, by)
adodik, amibdl a, b és ¢, d felcserélésével
|d(an, cn) = d(bn, dn)| < d(an,by) +d(dn,by) < €

kovetkezik. Tehat lim |d(an,cn) — d(by, d,)| = 0, amibol mar adodik az (13.1) egyenlet.
n— 00
. Legyen M’ = M/ ~. A 3. pont alapjan értelmezheté a d’' : M’ x M’ — R fiiggvény tgy, hogy
minden a/,b’ € M’ esetén valasszunk a € o, b € b’ elemet és legyen d'(a’,b") = lim d(a,,by,). Vagy
n—oo

masképp

d M xM SRE (V)= Sup{ lim d(an,bn)la € a’,b € b'} :

n—oo
ahol a sup miveletre azért van sziikség, hogy az egyetlen szamot tartalmazé halmazbol szamot ké-
pezzen. A d' fiiggvényrdl egyszertien megmutathat6, hogy metrika, tehat (M, d’) metrikus tér.
5. Minden x € M esetén jelolje & a konstans x sorozatot (mely nyilvan Cauchy-sorozat), és legyen
a' =&/ ~, valamint
M —= M x>z

Minden z,y € M esetén & € 2’ és § € v, ezért
d'(2',y') = lim d(Zn, §n) = lim d(z,y) = d(z,y),

vagyis j izometria.

6. Legyen x € M’ tetszGleges pont és ¢ € RT tetszleges paraméter. Legyen a € x tetszéleges
€

Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n,m € N, N < n,m szamra d(an, am) < 5

teljesiil. Legyen y a konstans ay; sorozat ekvivalenciaosztélya, azaz y = an;1/ ~. Ekkor nyilvin
z
y € Ranj. Mivel minden n € N, N < n esetén d(a,,an+1) < ok ezért

d'(z,y) = lim d(ap,an+1) < = <e.

n—oo

N ™

Ez azt jelenti, hogy B.(z) NRanj # (), tehat Ranj = M’.
7. Most igazoljuk, hogy az (M’,d’) metrikus tér teljes. Legyen z : N — M’ tetsz6leges Cauchy-

—1 ,
sorozat. Az el6z6 pont alapjan minden n € N esetén (Ranj)N B, (z,) # 0, ezért j (BL (zn)) +
n—+1

[T (52 ) #0

neN

(), amibol

1 ,
kovetkezik. Legyen a € I | j (Bd1 (scn)> Ekkor minden n € N szdmra a,, € M olyan elem,
n+1
neN

1
melyre d'(j(an),z,) < T teljesiil. Megmutatjuk, hogy a Cauchy-sorozat. Ehhez legyen ¢ € R*
n

1 €
tetszGleges paraméter. Legyen N; € N olyan, hogy minden n € N, N; < n esetén T < 3
n
€
valamint Ny € N olyan, hogy minden n,m € N, Ny < n,m esetén d'(x,,x,) < 3 Képezziik az

N = max {Ny, No} szamot. Ekkor minden n,m € N, N < n,m esetén

d(an, am) = d' (j(an), j(am)) < d'(j(an), zn) + d (Tn, Tm) + d' (T, jlam)) <
< 1 +5+L<5+5+5—5
n+1 3 m4+1 3 3 3 7

vagyis a Cauchy-sorozat. Legyen z = a/ ~, vagyis z az a elem &ltal meghatéarozott ekvivalenciaosztaly,

tehat z € M.

Megmutatjuk, hogy lim x, = z teljesiil. Ehhez legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Mivel a
n—oQ
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Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N7 € N kiiszobindex, hogy minden Ny < n,m természetes szamra
€

n+1 <2'

d(an,am) < % Legyen Ny € N olyan kiiszobindex, hogy minden n € N, Ny < n szamra
Tekintsiik az N = max {Ny, N2} szamot. Ha n € N, N < n, akkor

@ (n,2) < ', () + A (i), 2) < —5 + i dlamsam) < 5+ 5 =2,

vagyis lim d'(x,,z) = 0.
n—oo

8. Most legyen (M, d;), (Ms,ds) olyan teljes metrikus tér, melyekhez létezik olyan j; : M — My,
j2 : M — My izometria, melyre Ran j; = M; és Ran jo = Ms. Legyen f : Ranj; — Mo, f = jo ojl_l.
Ekkor f : My — Ms> str(in értelmezett izometria, ezért a 13.91 tétel alapjan létezik egyetlen folytonos
@ : My — M, kiterjesztése, mely szintén izometria. Mivel f o j; = jo, ezért ¢ o j; = jo. Megcserélve
az (My,j1) és (M, jo) szerepét az adodik, hogy létezik olyan folytonos ¢’ : My — M, izometria,
mely az f': Ranjo — My, f' = j; o j; ' kiterjesstése és melyre ¢ o jo = j; teljesiil. Ekkor

@Ojlo]é_l :j20j2_1 :idRanjg

(@ © ¢/)|Ranj2 = 1dM2 |Ranj2

miatt az egyenlSség folytatasdnak az elve (13.74 tétel) alapjan ¢ o ¢’ = idpy,. Szerepcserével pedig
¢' o p = idy;, adédik. Ez azt jelenti, hogy ¢ bijekcio, valamint ¢~! = ¢’ miatt ¢~ is folytonos.
Tehat olyan ¢ izometrikus homeomorfizmus, melyre jo = ¢ o j; teljesiil.

9. Az el6bbi jelolések mellett tegyiik fel, hogy @1, w2 : M1 — Ms olyan izometrikus homeomorfizmus,
melyre jo = @1 0j1 = @201 teljesiil. Ekkor ¢1|ranj; = ¢2|Ranj1, amibdl az egyenldség folytatasanak
az elve alapjan ¢; = @9 kovetkezik.

13.103. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden (M’, d’) teljes metrikus teret és j : M — M’
izometriat, melyre Ran j = M’ teljesiil, az (M, d) metrikus tér teljes burkdnak nevezziik.

13.104. Tétel. Minden metrikus térnek létezik teljes burka és barmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

Bizonyitds. A 13.102 tétel alapjan nyilvanvalo.

13.16. Osszefiiggs és ivszeriien Ssszefiiggd halmazok

13.105. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
— Az A halmaz osszefiiggd, ha nem létezik olyan U,V C M halmaz, melyre U # 0, V # (),
UNV=UNV =08 A=UUYV teljesiil.
— Az M metrikus tér dsszefiiggd, ha az M halmaz Osszefiiggs.
— Az A halmaz fvszerien dsszefiiggd, ha minden z,y € A esetén létezik olyan v : [0,1] — A
folytonos fiiggvény, melyre v(0) = x és y(1) = y teljesiil.
— Az M metrikus tér ivszeriden dsszefiiggd, ha az M halmaz {vszertien Gsszefiiggd.

13.106. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M.
1. Az A halmaz pontosan akkor Gsszefiiggd, ha az (A,d|axa) altér dsszefiiggd.
2. Az A halmaz pontosan akkor ivszerden dsszefiiggd, ha az (A, d|axa) altér fvszerden dsszefiggd.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.

1. Legyen d’ = d|axa és minden B C A esetén jeldlje B a B halmaz lezartjat az (M, d) metrikus
térben és B a B halmaz lezértjat az (A, d') metrikus térben.

Legyen az A halmaz Osszefiiggé az (M, d) térben és indirekt modon tegyiik fel, hogy az (A, d’) tér
nem Osszefiiggs. Ekkor létezik olyan U,V C A halmaz, melyekre

U400 V#£) UnV=UnNV=0 UUV=A
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teljesiil. Ekkor a 13.22 tétel alapjan U=UnAeésV=Vn A, tovabba U C A, V C A miatt
UNA=U, ANV =V, vagyis

UnV=UnANV)=T0nANV=UNV =10
UNV=UnANV=UNANV)=UNV =0.

Ebbdl azt az ellentmondést kaptuk, hogy az A halmaz nem Osszefliggs az (M, d) térben, vagyis az
(A, d') tér osszefiiggs.

Legyen az (A, d’) tér Gsszefliggs és tegyiik fel, hogy az A halmaz nem Osszefiiggs az (M, d) térben.
Ekkor 1étezik olyan U,V C M halmaz, melyekre

U#0 V#0 UnV=UnV=0 UUV=A
teljesiil. Ekkor ismét a 13.22 tétel alapjan U=UNAésV =V NA, U CU és V CV vagyis

Unvcunv=>0
Unvcunv =.

Ebbdl azt az ellentmondéast kaptuk, hogy az (A, d') tér nem Osszefliggs, vagyis az A halmaz 6sszefiiggd
az (M,d) térben.

2. Legyen z,y € A két tetsz6leges pont és legyen v : [0,1] — A olyan fliggvény, melyre v(0) =
x és (1) = y teljesiil. Csak azt kell meggondolni, hogy ~ pontosan akkor folytonos az (M,d)
téren, ha folytonos az (A,d’) téren. Ez azonban a folytonossag definiciojabol és a Rany C A C M
tartalmazasbol rogton adodik.

13.107. Tétel. Minden ivszerden dsszefliggd halmaz dsszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M ivszertien Osszefliggs halmaz. Ha A = (), akkor
A 0sszefiiggs, ezért feltehetjiik, hogy A # 0. Tegyiik fel, hogy A nem Osszefiiggs és legyen U,V C M
olyan, melyre U # 0, V #0, UNV =UNV =0 és A =U UV teljesiil. Legyen x € U ésy € V
tetszdleges és legyen v : [0, 1] — A egy olyan folytonos fiiggvény, melyre y(0) = = és v(1) = y teljesiil.
Legyen

to =sup{t €[0,1]| Vz € [0,¢] : v(z) € U},

valamint legyen z = 7(to). Mivel z € A, ezért z € U vagy z € V teljesiil.
Tegyiik fel, hogy z € V. Ekkor z ¢ U, vagyis létezik olyan r € RY, hogy B,.(2)NU = (. A
~ fiiggvény to pontbeli folytonossiga miatt létezik olyan § € RT, hogy minden ¢t € Bs(ty) esetén

30
z € (0,9 — 3 szamra a y(x) € U tartalmazasnak kellenne teljesiilnie, ez viszont az © = tg — v

szamra biztosan nem teljesiil. -
Most tegyiik fel, hogy » € U. Ekkor z ¢ V, vagyis létezik olyan r € RT, hogy B.(2) NV = 0. A
v fiiggvény to pontbeli folytonossaga miatt létezik olyan § € R*, hogy minden ¢t € Bj(to) esetén

minden z € |0,%y + 3 szamra is y(z) € U teljesiil.

13.108. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Ekkor az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az M halmaz ésszefiiggd.
2. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U £0, V 0, UNV =0 és M =UUV.
3. Nem létezik olyan XY C M zdrt halmaz, melyre X £0,Y #0, XNY =0 és M = X UY.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér.

1=2 Legyen M 0Osszefiiggs és tegyiik fel, hogy létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U # 0,
VA UNV =0és M =UUV teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor U NV = () teljesiil. Tegyiik
fel, hogy létezik € U NV elem. Ekkor a V halmaz nyiltsdga miatt létezik olyan r € R, hogy
B,(z) C V teljesiil. Mivel U NV = 0, ezért B,.(z) N U = (), ami ellentmond annak, hogy = € U.
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Hasonléan igazolhato, hogy UNV = (). Vagyis azt az ellentmondést kaptuk, hogy M nem 6sszefiiggs.
Tehat nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U # 0, V 0, UNV =0 és M =U UV
teljestl.

2=1 Ezt ugy mutatjuk meg, hogy igazoljuk a -1 = —2 kovetkeztetést. Tehat legyen M nem &ssze-
fiiggd halmaz. Ekkor létezik olyan A, B C M halmaz, hogy A # (), B# 0, ANB=ANB = () és
AU B = M teljesiil.

Legyen U = M\ A és V = M \ B. Nyilvian U és V nyilt halmaz. Megmutatjuk, hogy UUV = M.
Ha nem igy lenne, akkor létezne olyan x € M elem, melyre x ¢ U és = ¢ V teljesiilne. Az U és V
definicidja alapjan ebbdl x € A és x € B kovetkezik.

Mivel x € M = AU B, ezért x € A vagy x € B.

Ha x € A, akkor € B miatt az x € AN B = ) ellentmondas adodik.

Ha z € B, akkor 2 € A miatt az x € AN B = ) ellentmondés adodik.

Tehat U UV = M teljestil.

A U és V halmaz metszetére vonatkozo kovetelmény is teljesiil az aldbbiak szerint.

UNV=M\ANM\A)=M\(AUB)C M\ (AUB)=M\M =10
Mar csak azt kell igazolni, hogy U # 0 és V # (). Ha U = (), akkor A = M, amibél az
P=AnNnB=MnNB=B=1

ellentmondas adddik, tehat U # (). Hasonléan megmutathato, hogy V # 0.
23 Az alabbi ekvivalens lépések igazoljak az allitast.

30U,V C M nyilt halmaz, melyre U#£0, V4O, UNV=0 M=UUV &

{ (MA\U) #0, (MA\V) #0, }®
(MAU)N(MA\V) =0, M =(M\U)U(M\V)

& 3X,Y C M zart halmaz, melyre X #0, Y #0, XNY =0, M=XUY

& JU,V C M nyilt halmaz, melyre

13.17. Osszefiiggs és ivszeriien sszefiiggd metrikus alterek

13.109. Tétel. (Metrikus altér dsszefiiggdsége.) Legyen (M, d) metrikus tér, AC M ésd =d|axa.
Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az A halmaz ésszefiiggd az (M, d) térben.
2. Az (A,d") metrikus altér dsszefiiggd.
3. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre UNA#Q, VNA#4D, UNVNA=0 és
ACUUV.
4. Nem létezik olyan XY C M zdrt halmaz, melyre X NA# 0, YNA#D, XNYNA=0 és
ACXUY.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, A C M és d' = d|axa.

1.2, A 13.106 tétel épp ezt az ekvivalencidt mondja ki.

2.=3. Igazoljuk a —3. = —2. kovetkeztetést. Legyen U,V C M olyan nyilt halmaz, melyre UNA # 0,
VNA#D, UNVNA=0é ACUUYV teljesiil. Ekkor a 13.21 tétel alapjan az U’ = U N A és
V' = V N A halmazok nyiltak az (A, d’) metrikus térben és ezen nyilt halmazokra U’ # 0, V' # 0,
UNV' =0és A=U"UV" teljesiil. A 13.108 tétel alapjan ezért az (A, d’) tér nem Osszefiiggds.
3.=2. Igazoljuk a —2. = —3. kivetkeztetést. Ha (A, d') nem Osszefiiggs, akkor a 13.108 tétel alapjan
létezik olyan U’, V' C A nyilt halmaz az (4, d’) metrikus térben, melyre U' £ (0, V' £ 0, U'NV' =0
és A =U UV’ teljesiil. A 13.21 tétel alapjan ekkor létezik olyan U,V C M nyilt halmaz az (M, d)
metrikus térben, melyre U/ = UNAés V' =VNA Ekkor UNAZQ, VNAZD, UNVNA=0és
ACUUV.

3.4. A 2.=3. illetve a 3.=2. bizonyitasaban a nyilt szot kicserélve a zdrt széra kapjuk a bizonyitéast.

13.110. Tétel. Legyen (M,d) dsszefiiggd metrikus tér és A C M olyan halmaz, mely nyilt és zdrt.
Ekkor A =0 vagy A = M teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen (M,d) Osszefiiggs metrikus tér és A C M olyan halmaz, mely nyilt és zart.
Tegyiik fel, hogy A # 0 és A # M. Legyen U = A és V = M\ A. Ebb6l azt az ellentmondast kapjuk,
hogy az M tér nem Osszefiiggs. Ugyanis ekkor U # (), V # @, valamint U = U és V = V miatt
UNV =UNV =0 teljesiil, valamint U UV = M.

13.111. Tétel. Legyen (M;,dq) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint legyen A C My és f : A — Mo
folytonos fiigguény.

1. Ha A osszefiiggd, akkor f(A) is dsszefiiggd.

2. Ha A {vszeriden dsszefiiggd, akkor f(A) is fvszerden dsszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen (M, d;) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint legyen A C M7 és f : A — My

folytonos fiiggvény.

1. Tegyiik fel, hogy A Osszefliggs és B = f(A) nem Osszefiiggs. Ekkor a 13.109 tétel alapjan létezik

olyan U’, V' C M> nyilt halmaz, melyre U'NB # 0, V'NB # 0, U'NV'NB = és B C U'UV" teljesiil.

A folytonossig topologikus jellemzésérdl szolo 13.72 tétel alapjan ekkor létezik olyan U,V C M; nyilt
-1 -1

halmaz, melyre f(U')=UnNAés f(V)=VNA Ekkor UNA#D, VNAAGUNVNA=0

és A C U UV teljesiil, vagyis a 13.109 tétel alapjan azt az ellentmondést kaptuk, hogy A nem

Osszefiiggd.

2. Tegyiik fel, hogy A ivszertien Osszefiiggs és legyen 2,y € f(A) két tetszOleges pont. Ekkor

létezik olyan x,y € A, melyre f(x) = 2’ és f(y) = 3. Mivel A ivszertien Osszefiiggd, ezért létezik

olyan v : [0,1] — A folytonos fiiggvény, melyre v(0) = x és y(1) = y. Legyen v = f o~. Ekkor

v :[0,1] — f(A) olyan folytonos fiiggvény, melyre melyre v/(0) = 2’ és /(1) =y’ teljesiil.

13.18. Metrikus terek szorzata

13.112. Tétel. Ha I véges halmaz és minden i € I esetén (M;,d;) metrikus tér, akkor M = HMZ
icl
esetén
d: M xM—R ((xi)iela (yZ)ZGI) — max {dl(xz,yz)h S I}

metrika.
Bizonyitds. A metrika tulajdonsigai egyszertien igazolhatok.

13.113. Definicié. Legyen I véges halmaz és minden i € T esetén (M;,d;) metrikus tér. Az M =

H M; halmazbol és a
iel

d:MxM—R ((wi)ier, (Yi)ier) = max {d;(zi, y;)|i € I}
metrikabol allo (M, d) part nevezziik az (M;, d;);c; metrikus terek szorzatdnak.

Megjegyzés. Legyen n € N és minden k € {1,...,n} esetén (Mg, d;) metrikus tér. Jelolje (M, d)
az (Mg, dy)req1,...,ny metrikus terek rendszerének a szorzatat. A d definici6ja alapjan ekkor minden
r=(21,...,0,) € M és 17 € RT esetén

Byl(x) = B (x1) % -+- % B}l" (x,)

teljestil.

O

13.114. Tétel. Legyen (M;,d;)ic; metrikus terek véges rendszere és (M,d) ezek szorzata. FEkkor
minden j € I esetén a

pI‘j : HM1 — Mj (xi)iel — Z;
el

projekcio folytonos és nyilt.
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Bizonyitds. Legyen n € N és (M;,d;)icq1,...,ny metrikus terek véges rendszere és (M, d) ezek szor-
zata, valamint j € {1,...,n} tetsz6leges index.

Legyen U C M; tetszéleges nyilt halmaz és Q = p_rlj(U) A projekcio6 értelmezése alapjan
QiMl X "'XMj_l XUXM]'+1"' XMn,

amirdl megmutatjuk, hogy nyilt halmaz. Ha x € Q, akkor z; € U, tehat van olyan r € R* paraméter,
hogy B, (x;) € U, ekkor viszont

Bi(z) = B (21) x -+ x B (z,) (13.2)

miatt Bd(x) C Q. Tehat minden nyilt halmaz képe nyilt, ezért a folytonossdg topologikus jellemzése
alapjan pr; folytonos.

Most legyen 2 C M tetszoleges nyilt halmaz és = € pr;(Q2). Az QN p_rlj (z) # 0 miatt valszthatunk

teQn p_rlj (z) elemet. Ekkor ¢t € Q és pr;(t) = z, vagy masképp t; = . Mivel Q nyilt, ezért van
olyan € R*, hogy B.,(t) C Q. Ekkor pr; (B,(t)) C pr;(Q) és a (13.2) képlet alapjan

By (z) = B, (t;) = pr;(B:(t)) C pr;(Q),
tehét pr;(Q2) nyilt halmaz, vagyis pr; nyilt.

13.115. Tétel. Legyen (M;,d;);c; metrikus terek véges rendszere, (M, d) ezek szorzata ésa : N — M
sorozat. Az a sorozat pontosan akkor konvergens, ha minden i € I esetén a pr,; oa sorozat konvergens
és ekkor minden i € I indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)

teljesiil.

Bizonyitas. Legyen n € N és (M;,d;);cq1,....ny metrikus terek véges rendszere, (M, d) ezek szorzata,
valamint a : N — M tetsz6leges sorozat.

Ha az a sorozat konvergens, akkor legyen x = lima, ¢ € {1,...,n} tetszéleges index és ¢ € R*
tetszéleges paraméter. Mivel a konvergens, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,,x) < €. A szorzatmetrika értelmezése alapjan ezért d;(pr;(an), pr;(z))e,
vagyis lim (pr; ca) = pr; (lima).

Most tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,n} esetén a pr; oa sorozat konvergens és legyen ¢ € R
tetsz6leges paraméter. Legyen x = (lim (pr; ca),...,lim(pr, ca)) € M. Minden i € {1,...,n}
esetén létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden N; < n természetes szamra d;(pr; a,, ;) < €.
Legyen N = max{N;| i € {1,...,n}}. Ekkor a szorzatmetrika értelmezése alapjan minden N < n
természetes szamra d(an,, z) < ¢ teljesiil, tehat lima = x, vagyis az a sorozat konvergens.

13.116. Tétel. Legyen (M;,d;);cr metrikus terek véges rendszere, (M, d) ezek szorzata, (M',d") met-
rikus tér és f: M' — M fiigguény.
1. Az f figgvuény pontosan akkor folytonos az a € Dom f pontban, ha minden i € I esetén a
pr;of : M' — M, figgvény folytonos az a pontban.
2. Az f figguény pontosan akkor folytonos, ha minden i € I esetén a pr;of figguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen (M;,d;);cr metrikus terek véges rendszere, (M, d) ezek szorzata, (M’',d’) met-
rikus tér és f: M’ — M fiiggvény.

Legyen a € Dom f tetszSleges pont. Tegyiik fel, hogy f folytonos az a pontban. Legyen ¢ € R™
tetsz6leges paraméter és 1 € I tetsz6leges index. Ekkor létezik olyan § € R™, hogy minden x € Dom f
pontra d'(x,a) < § esetén d(f(z), f(a)) < e teljesiil. A szorzatmetrika értelmezése alapjan ekkor

Vz € Dom f: d'(z,a) <6 — d((pr;of)(z), (pr;of)(a)) <e

teljesiil, vagyis a pr; of fliggvény folytonos az a pontban.
Legyen a € Dom f tetszoleges pont. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € I esetén a pr; of fiiggvény folytonos
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az a pontban. Legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter. Minden i € {1,...,n} esetén létezik olyan
d; € R™, hogy minden z € Doma pontra

d'(a,2) <0 —  di((pr;of)(x),pr;(f(a))) <e.

Legyen 6 = min{d;| ¢ € {1,...,n}}. Ekkor a szorzatmetrika értelmezése alapjdn x € Doma pontra
d'(a,x) < ¢ esetén d(f(z), f(a)) < e, tehat az f fliggvény folytonos az a pontban.
A 2. pont egyszertien adddik az 1. pont minden a € Dom f elemre val6 alkalmazasabol.

13.117. Tétel. Legyen n € N*, (M;,d;)icq1,... ny metrikus terek véges rendszere és (M, d) ezek szor-

zata. Minden i € {1,...,n} esetén legyen K; C M; kompakt halmaz és legyen K = HKi. Ekkor a
i=1
K halmaz kompakt az M metrikus térben.

Bizonyitds. Legyen n € Nt, (M;, d;);cq1,... ny metrikus terek véges rendszere és (M, d) ezek szorza-

ta. Minden i € {1,...,n} esetén legyen K; C M, kompakt halmaz és legyen K = H K;.
i=1
Az n = 1 esetben nyilvanval6 az allitas.

A teljes indukcié modszerét hasznalva tegyiik fel, hogy az (n — 1) € N szamra igaz az 4llitas. Ehhez
n—1

legyen (E,dg) az (M;,d;)ieq1,....n—1) terek szorzata és Kp = H K;. Ekkor K = Kg x K,,.

i=1
Legyen ¢ : N — K tetszoleges sorozat. Ekkor pry oc : N — K sorozat az (F,dg) metrikus térben,
vagyis a teljes indukciés feltevés miatt pr; oc kompakt halmazban haladé sorozat, ezért a 13.49
Bolzano—Weierstrass-tétel alapjan létezik konvergens részsorozata, melynek a hatarértéke benne van
a Kg halmazban; vagyis létezik olyan o1 : N — N indexsorozat, hogy (pr; oc) o o1 konvergens és
hatarértéke eleme a K halmaznak. A pryo(cooq): N — K, sorozat is kompakt halmazban halad,
ezért ennek is létezik konvergens részsorozata, vagyis létezik olyan o5 : N — N indexsorozat, hogy
(pryo(cooy))oos konvergens és lim(pry o(cooy)ooy) € K,,. Ekkor a 0 = 01 0 02 indexsorozat olyan,
hogy a co ¢ sorozat els6 és masodik komponense is konvergens, ami a d metrika értelmezése alapjan
azt jelenti, hogy a coo : N — K sorozat konvergens és a hatarértéke nyilvanvalé6 médon benne van a
K halmazban.
Tehat a K halmaz rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy minden benne haladé sorozatnak létezik
olyan konvergens részsorozata, melynek a hatarértéke eleme a K halmaznak, ezért a 13.49 Bolzano—
Weierstrass-tétel alapjan a K halmaz kompakt.

13.19. Baire-féle kategoriatétel

13.118. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és legyen X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— sehol sem sidrd, ha Int X = 0);

13.119. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az X C M halmaz pontosan akkor sehol sem siri, ha az M \ X halmaz siri.
2. Véges sok sehol sem strd halmaz unidja sehol sem siri.

részhalmazainak olyan (F,)nen rendszere, melyre X C U F,, teljesiil.
neN

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér.

1. Legyen X C M. Mivel Int X = M \ M \ X, ezért ha X sehol sem siiri, akkor M \ M \ X = 0),
vagyis M \ X = M, azaz M \ X stirti. Ha M \ X stirii, akkor M \ X = M, amibsl M \ M\ X = )
adodik, vagyis X sehol sem stri.

2. Legyen X,Y C M sehol sem stiri halmaz. Legyen € M tetszGleges pont és r € R tetszbleges
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paraméter. Mivel M\ X siird, ezért létezik y € B, ()N (M \ X) # 0 elem. A B, (z)N(M \ X) halmaz
nyilt, hiszen két nyflt halmaz metszete, ezért létezik olyan p € RT, hogy B,(y) C By(z) N (M \ X).
Mivel M \'Y stirti, ezért létezik z € B,(y) N (M \Y) # 0 elem. Ekkor

z€B () N(M\X)N(M\Y) CBp(z)n(M\ (XUY)) =B, (z)n(M\ (XUY)).

Vagyis minden r € R esetén B, ()N (M \ (X UY)) #0, ezért a (M \ (X UY)) halmaz stird, tehét
X UY sehol sem stird. Mivel két sehol sem stirti halmaz unidja is sehol sem stirt, igy teljes indukciéval
adodik az allitas véges sok sehol sem stird halmazra.

n € Nesetén F,, C M, IntF, = () és X = U F,. Ekkor (F,)nen az M sehol sem stirti, zart

neN
részhalmazainak olyan rendszere, melyre X C U F, teljesiil. Forditva, ha (F),)n,en az M sehol sem
neN
stirtd, zart részhalmazainak olyan rendszere, melyre X C U F, teljesiil, akkor az (F,,NX),en szintén
neN
sehol sem stird halmazok rendszere és X = U (F,NX).

neN

13.120. Tétel. (Baire-féle kategoriatétel.) Teljes metrikus tér minden nem ires nyilt részhalmaza

P

Bizonyitds. Legyen (M,d) teljes metrikus tér, U C M nem iires, nyilt halmaz, valamint minden

n € N esetén legyen Z,, C M sehol sem strd zart halmaz és tegyiik fel, hogy U C U Z,, teljesiil.
neN
Ekkor az alabbi iteracioval definialjunk az a : N — M és r : N — R* sorozatot.

— Az U\ Zp halmaz nyilt és nem iires, ugyanis ha iires lenne, akkor U C Z; teljesiilne, amibgl
az ) # Int U C Int Zy = 0 ellentmondas kovetkezne. Ezért létezik ag € U \ Zy és ehhez létezik
olyan 79 € R™, melyre

By, (ag) CU\ Zo
teljestl.

— Ha a,, és r,, mar definialt, akkor tekintsiik a

n+1
By, (ax)\ | Z
k=0
n+1
halmazt. Ez a halmaz nyilvin nyilt és nem iires, ugyanis U Z véges sok sehol sem strd
k=0
n+1
halmaz uniéja, ezért sehol sem strd, vagyis Int U Z, = (. Ha a fenti halmaz iires lenne,
n+1 h=0 n+1
akkor B, (a,) C U Zy, teljesiilne, amib6l az () # Int B, (a,) C Int U Zy, = 0 ellentmondas
k=0 k=0
n+1
kovetkezne. Ezért létezik ap41 € By, (an)\ U Zy. és ehhez létezik olyan 7,41 € }O, %n [, melyre
k=0
n+1
By, 1 (ant1) € B, (an) \ U 2
k=0

teljestl.
r
Ekkor a minden n € N szamra teljesils r, < 2—2 egyenl6tlenség miatt lim r, = 0. Az ay41 € B, (ay)
n—oo
tartalmazéds miatt d(an,an,1) < ry, vagyis ha m,n € N* m > n, akkor

m—1

§ mz_l i = 2r

E 0 2 : 0 0
d(amaan) S d(ak,ak_;’_l) < Tk S 27 < 27 — 2n )
k=n k=n k=n k=n
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amib6l, kovetkezik, hogy (an)nen Cauchy-sorozat, ezért létezik x = lim a,. Az B, , (an41) €
n—0o0

B, (ay) tartalmazéas miatt ha m,n € N*, m > n, akkor B, (a,,) € B, (a,), amibdl a,, € B, (an)
kovetkezik. Tehat a k — a,1p sorozat részsorozata az (an)nen sorozatnak, tehdt konvergens és
mivel minden eleme a B, (ay) zart halmazban van, ezért « € B, (a,). Tehat minden n € N esetén
x € By, (an).

A B, (ap) C U miatt z € U, tovabba a minden n € N szamra teljesiils

n+1
Brn+1 (anJrl) g Brn (an)\ U Zk
k=0

n+1
tartalmazas miatt « ¢ U Zy. Tehat az x € U \ U Zj, ellentmondast kaptuk.
k=0 kEN
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14. NormAlt terek

14.1. Normalt terek topologiija
14.1. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
II: V=R x|

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ra.

eVzxeV: |z|=0 < z=0

e Vx eV, VAeK: ||[Az| = |\ ||

o Vo,y €V lz 4yl <l + [lyll
Az (V,||-|l) part normdlt térnek nevezziik, ha V valés vagy komplex vektortér és ||-|| norma a V
vektortéren.

Magyarazat. Az allitasok teljesen preciz kimondésat néha megneheziti az egyetlen nullvektorbol
allo V.= {0} normalt tér specidlis esete. Ezért a tovabbiakban hallgatolagosan mindig feltessziik,
hogy nem az egyetlen pontbdl all6 normalt térrel foglalkozunk.

14.2. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Minden z,y € V esetén
Mzl =Nyl < flz = yll
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (V) ||-||) normalt tér és x,y € V tetsz6leges. A norma tulajdonsaga alapjan
el =z —w) +yll <z =yl +llyll = Nzl =yl < llz =yl
az x és y szerepét felcserélve és kihasznalva, hogy ||z — y|| = |ly — ||
Iyl ~ i) < e~

adodik. Vagyis
£ (=l = llyll) < fle =yl

amibdl kovetkezik a bizonyitando allitas.
14.3. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér. Ekkor a

djg:VxV =R (z,y) [z -y
leképezés metrika, igy (V,d).|) metrikus tér.

Magyarazat. Tehat minden normalt tér egyben metrikus tér is, igy értelmezhet§ rajta minden
olyan fogalom melyet metrikus téren értelmeztiink. Most a metrikus tereken bevezetett fogalmak
jellemzését adjuk meg a norma segitségével.

14.4. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér.
1. Legyen x €V ésr € RY. Az x kézépponti v sugari nyilt gémb

Br(x) ={y e V] [l —yll <r}.

2. Az X CV halmaz nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € R, hogy B.(x) C X teljesiil.
3. Az X CV halmaz zdrt, ha V \ X nyilt.
4. Az X CV halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RY és x € V, hogy X C B,(x) teljesiil.

Bizonyitds. A normalt téren bevezetett metrika definicidja alapjan nyilvanvalo.
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14.5. Tétel. Legyen n € NT és p € [1,00[. A K" téren a

1
n P
A
LK S RE o o, 2 (z w)
k=1

n A
o : K* =Ry &+ [lz]l o = max{|z|[ k € {1,...,n}}

leképezések normak (melyet p-normdnak, illetve sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).

Bizonyitds. Egyediil a normakra vonatkozd haromszog-egyenlStlenség nem adodik rogtén a defini-
ciobol. Legyen z,y € K™ tetszoleges. Adott p € [1, 00[ esetén

1z +yll,, < llzll, + [lyll,

a 7.29 Minkowski-egyenl6tlenség kivetkezménye. Mivel az x,y vektor minden k € {1,...,n} kompo-
nensére |z + yi| < |zk| + |yk| teljesiil, ezért

[+ yll oo = max {|zx + gkl | k€ {1,...,n}} < max{fex| +[ypl| k € {1,...,n}} <
<max{|zg| [ k€ {1,...,n}} + max{lyel| k€ {L,...,n}} = [zl + vl -

14.2. Sorok és sorozatok normalt terekben

14.6. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, c € K, a,b: N =V és A\ : N = K konvergens sorozat.
1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).
3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lim a).
4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim |ja|| = ||lim a]|.

Bizonyitds. Legyen (V,|-]|) normalt tér, a,b: N — V és A : N — K konvergens sorozat az A = lima,
a B=1limb és a A = lim X hatéarértékekkel, valamint legyen € € RT tetszéleges szam.

€ €
1. A 5 szamhoz létezik olyan N,, N, € N kiiszobindex, melyre minden n > N, szamra ||a,, — A| < 3

és minden n > N, szamra ||b, — B|| < % Ekkor az N = max {N,, N} kiiszobindexre teljesiil az,
hogy minden n > N esetén
€

2:5.

3
I{an +bn) = (A + B)| < llan — All +[|bn = Bl < 5 +

2. A ¢ = 0 szamra nyilvan igaz az éllitas, ezért feltehets, hogy ¢ € K\{0}. Az a sorozat konvergenciija

miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |ja, — A|| < o Ekkor minden
c
n > N, szamra
€
e, = eAll = lel - lan = Al < Je| - 75 = .

3. Mivel a A sorozat korlatos ezért létezik olyan K € R™, hogy minden n € N szdmra |\,| < K.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Legyen N, € N olyan kiiszébindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A|| <

Ekkor az

£ és legyen N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N esetén |\, — A| < 2|4l

2K
N = max {N,, Ny} kiiszobindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén

[Anan — AAl| = [[Anan — ApA 4+ A A = AA[| < [Ap] - [Jan — Al + [|A] - [An — A <
3

3
K -— 4+ Al - —— =
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e

Ha A = 0, akkor létezik olyan N € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |a,| < I

Ekkor .
[Anan — 0| < K - K=F

4. Ha N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N, esetén ||a, — A|| < ¢, akkor minden n > N,

szamra
lanll = [1A]l] < [lan — Al <e.

14.7. Definicié. A teljes normélt tereket Banach-tereknek nevezzik.
14.8. Definicié. (Sorok.) Legyen (V,||-]|) normalt tér és legyen a : N — V tetszsleges sorozat.

n
— Azt a jol meghatarozott > a : N — V sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
n i=0

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornaek nevezziik és olykor a Z an

szimbolummal jel6ljiik.

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a »_ a sorozat konver-
o0

n—oo

n

gens. Ekkor a Z an 2 lim Zan jelolést hasznaljuk.
n=0 k=0

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a > ||a|| sor konvergens.

14.9. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (V,|-||) normdlt tér és a : N — V olyan
sorozat, melyre a Y, a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér, a : N — V olyan sorozat, melyre a ) a sor konvergens.
oo n

Legyen A = Z an, és minden n € N esetén legyen a,, = Zak. Ekkor az n — au, és az n — ap41
n=0 k=0
sorozatok konvergensek és hatarértékiik A. Mivel minden n € N esetén

Ap4+1 = Opt1 — Oy,

ezért

nh_>rrgo Gpy1 = nl;rréo(anﬂ —ay,)=A—-A=0.

Amibél lim a = 0 kovetkezik.

14.10. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és a : N — V olyan sorozat, melyre a > a sor abszolit
konvergens.

1. Ha V Banach-tér, akkor a _ a sor konvergens.

2. Ha a ) a sor konvergens, akkor

00 00
doar]| <> laxll.
k=0 k=0

Bizonyitds. 1. Legyen (V,|-||) Banach-tér, ¢ : N — V olyan sorozat, melyre a ) a sor abszolut

n
konvergens és legyen ¢ € R tetszoleges paraméter. Tovabb4 minden n € N esetén legyen «v,, = Z Q-
k=0

Mivel a > a sor abszolut konvergens, ezért létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes
o0

szamra Z |lak|| < e. Ekkor minden m,n > N természetes szamra m > n mellett

k=n
m m )
lam—anl = 3 @l < X < Y fanl <.
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
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n
Vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat, ezért létezik A = lim «, vagyis létezik a lim Zak =
n—oo
k=0

oo
Z ap hatarérték.

k=0
2. Tegyiik fel, hogy a > a sor konvergens. Ekkor minden n € N esetén

n o0
<D larl < llaxll,
k=0 k=0

amibdl az n — oo hataratmenettel adédik a bizonyitandé allités.

n

>

k=0

14.11. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. A (V,|-||) pdr pontosan akkor Banach-tér, ha minden
benne halado abszolut konvergens sor konvergens.

Bizonyitds. A 14.10 tétel alapjan minden abszolat konvergens sor konvergens Banach-térben. Ezért
csak azt kell igazolnunk, hogy ha a (V, ||||) normalt térben minden abszolut konvergens sor konvergens,
akkor (V, ||-||) Banach-teér.

Ehhez legyen (V, ||-||) olyan normalt tér, melyben minden abszolat konvergens sor konvergens. Legyen

a: N — V tetsz6leges Cauchy-sorozat és o : N — R olyan sorozat, melyre lim o = 0 és Z ay < 00
1 n=0

teljesiil. (Példaul az o : N — R¥, o, = o sorozat ilyen.)

Az n = 0 esetben létezik olyan Ny € N kiiszobindex, hogy minden Ny < i,j természetes szamra

lla; — a;j|| < v teljesiil. Ekkor legyen o9 = No + 1.

Az n = 1 esetben létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden N; < i,j természetes szamra

lla; — aj|| < o teljesiil. Ekkor legyen o(1) = max {og, N1} + 1.

Ha mar valamilyen n € N szamra o,, definialt, akkor vegyiik azt az N, 1 € N kiiszobindexet, melyre

minden N, 1 < 4,j természetes szamra ||a; — a;|| < a1 teljesiil és legyen

o(n+1) =max{o,, Npi1} + 1.

A kivalasztasi axiomaval kombinalt rekurzio tétele alapjan igy elGallithatunk egy o : N — N sorozatot,
mely a konstrukei6 folytan indexsorozat.
Tekintsiik a

b:N—>V n— (aoo)(n)—(aoo)(n+1)

sorozatot. Mivel minden n € N esetén N,, < 0, 041, €zért
[bnll = l(a e o)(n) = (aoo)(n+1)|| < an,
tovabba
n n o0
Dolbell <D k<Y a
k=0 k=0 k=0
Tehat a b sorozatbodl képzett sor abszolut konvergens, ezért konvergens is. A

n—oo n— oo n—oo

Z b, = lim Z ((aoo)(n) —(aoco)(n+1)) = lim (ay — ag,,,) = o, — lim ao,
n=0 k=0

egyenlGség alapjan az a Cauchy-sorozatnak 1étezik konvergens részsorozata, ezért a 13.36 tétel alapjan
konvergens.

14.3. Normadak ekvivalenciaja

14.12. Tétel. Legyen ||-||" és ||-|| norma a V vektortéren. Az aldbbi dllitisok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C'V nyilt halmaz nyilt a ||-||' norma szerint is.
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2. Minden x € V ésr € Rt paraméterekhez létezik olyan R € RY, melyre BJU%‘H/(x) ¢ BM(z).
3. Létezik olyan K € Rt szim, hogy minden x € V wvektorra ||z| < K ||z||’.

Bizonyitds. Legyen ||-||" és ||-|| norma a V' vektortéren.

1= 2 Minden z € V és r € RT esetén Bﬂ"l(a:) nyilt a |-|| norma szerint, ezért a ||-||' norma szerint
is nyilt. Mivel z belss pontja a Bl (z) halmaznak a ||-||" norma szerint, ezért létezik olyan R € RY,
melyre Bl‘l%"ll(],‘) - Bﬂ’“(az) teljestil.

2 = 3 Az x = 0 vektorhoz és az r = 1 szamhoz létezik olyan R € RT, melyre By/(o) - B‘ll'”(O).
Vagyis minden y € V vektor esetén ha ||ly||" < R, akkor ||y| < 1. Legyen z € V tetszéleges vektor.

Ha z # 0, akkor Z = - 2 olyan vektor, melyre || Z||" = g < R, vagyis || Z| = 2] < 1,

R R
2|2l 2|2’

2 2
amibdl ||z|| < B |z]|" adodik. Ha z = 0, akkor is teljesiil a ||z| < B |zl egyenlétlenség. Vagyis a

2
K = = jeloléssel az adodik, hogy minden = € V esetén ||z|| < K ||z||.

3 = 1 Legyen K € R olyan szam, hogy minden = € V vektorra ||z| < K ||z||" teljesiil és legyen
X CV a ||| norma szerint nyilt halmaz. Ha z € X, akkor létezik olyan » € RT, hogy Bﬂ"l(z) C X.
Megmutatjuk, hogy R = % esetén BL‘%” (z) C BJJ'H(Z) teljesiil, vagyis z belsé pontja az X halmaznak

a ||-||' norma szerint is. Ha y € B}Hé”l(z)7 akkor nyilvan [y — z|" < R és azt kell igazolni, hogy
ly — z|| < r teljesiil. Ez rogton adodik a

,
Hy—ZHSK-IIy—z||/<K~R:K-?:r

egyenlGtlenséghdl.

14.13. Tétel. Legyen ||| és ||-| norma a V wvektortéren. A |-| és ||-| normdk pontosan akkor
ekvivalensek, ha léteznek olyan K1, Ky € RY paraméterek, hogy minden x € V wvektorra ||z| <
Ky |z||" és||z||" < Kal||z|| teljesiil, melyet gy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € Rt
paraméterek, hogy minden x € V vektorra o ||z|| < |lz||" < B |||

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kovetkezménye.

14.4. Folytonos linearis leképezések

14.14. Tétel. Legyen (Vi,|-||;) és (Va,||-|ly) normadlt tér, valamint A : Vi — Vi linedris leképezés.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

1. Az A leképezés folytonos.

2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.

3. sup |Az|, < o0
flzll <1

4. Az A leképezés egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (Vi,|-|l;) és (Va, ||-||,) normalt tér, valamint A : Vi — V5 lineéris leképezés.

1 = 2 Ha A folytonos, akkor minden pontban folytonos.

2 = 3 Ha A folytonos a 0 pontban, akkor létezik olyan § € R*, hogy minden |z — 0|, < J esetén
|Az — AO||l, < 1. Mivel A lineéris, ezért A0 = 0. Ha = € V; olyan vektor, melyre ||z|; < 1 teljesiil,

5 2 -
akkor < 0, ezért ’A (2 x) < 1, vagyis [|Az|, < 5 Tehat minden z € V7, [jzf|; <1
2

1

0
7.:E

esetén || Az||, < 5 ezért

2
sup |[|Az|l, < < < oo.
ol <1 J

3 = 4 Legyen K = sup |Az|,, valamint legyen z € Vi és ¢ € R tetsz6leges paraméterek.
][y <1
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Megmutatjuk, hogy ha § = K€ 1 és a z € V vektorra ||y — z||; < 0 teljesiil, akkor ||Ay — Az, < e.

Ez az alabbiakbol kovetkezik y # z esetén.

yfz
Ay — Azll, = Ay — )l = 1y — | HA()
2 2 A=

K
K+1

<ly—=zll,-K<d-K=e-
2

<e

Ezek alapjan az A leképezés egyenletesen folytonos.
4 = 1 Minden egyenletesen folytonos leképezés folytonos.

Jelolés. Legyen (V4,|-]l;) és (Va,|||l,) normalt tér. A V4 — V5 folytonos lineéris leképezések halma-
zéra a tovabbiakban a 2 (V1, Vz) jelolést fogjuk hasznalni.

14.15. Definicié. Adott (V,]|-]]) normalt tér esetén a folytonos linearis V' — K leképezéseket foly-
tonos linedris funkciondloknak, vagy roviden csak funkciondloknak nevezziik. Bevezetjiik még a

V! 2 Z(V,K) jelolest a funkciondlok halmazara. A V' teret a V' normdlt tér topologikus dudlisinak
nevezzik.

Magyarazat. A kovetkezs allitasokban Gsszefoglaljuk az #(Vi, Vo) tér f6bb jellemzdit.
14.16. Tétel. Legyen (V1,||-|l;) és (Va, ||-|l5) normdlt tér. Az ¥ (Vi,Va) tér vektortér, melyen a

Il : 2(Vi, Vo) > Ry A Sup [Az|
x|, <1

leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen (Vi,|-|;) és (Va,||-|ly) normalt tér, valamint legyen A, B € £(Vi,V3) és X € K.
Mivel A és B folytonos, ezért a 14.14 tétel alapjan ||A|l, || B|| < co. Ekkor

[A+ Bl = sup [(A+B)zll,= sup [[Az+ Baz|, < sup ([[Az], +[|Bzl,) <

lell, <1 el <1 el <1
< sup |[|Az[ly + sup |[[Bzlly = [[A| +[|B];
lell, <1 lell, <1

A= sup [[AAz]l; = |A| P [Azlly = [A[- Al

llzll, <1 x| <1

teljesiil, vagyis ||A+ BJ|, ||\ || < oo, ezért a 14.14 tétel alapjan A + B, AA € ¥ (V1,Va), vagyis
£ (Vh,Va) vektortér. Tovabba a fenti egyenletek igazoljak az ||A+ B|| < ||A] + || B]| és a ||AA| =
|A| - || 4]l egyenleteket.

Tegyiik fel, hogy valamely A € £(Vi,V2) elemre ||A]| = 0 teljesiil. Ekkor minden = € V; vektorra
lz]l; <1 esetén ||Az|, = 0, vagyis Az = 0. Mivel minden = € V; \ {0} vektor esetén az 2’ = x

el

Az = 0, vagyis Az = 0. EbbSl A = 0 kdvetkezik. Tovabba

vektorra ||z']|; < 1, ezért Az’ = T
Zlly
I0]l = 0 nyilvanval6 modon teljestil.

Magyarazat. Kés¢bbi szamolasok és bizonyitasok soran szamtalanszor fogjuk hasznalni hivatkozas

nélkiil az alabbi tételben foglalt egyenlGtlenséget.

14.17. Tétel. Legyen (V1,|-||;) és (Va, ||-||,) normdlt tér, valamint legyen A € £ (Vi,Va) és x € Vi.
Ekkor
[Azlly < Al - [l -

Bizonyitds. Mivel minden = € V; \ {0} vektor esetén az z’ vektorra [|2'[|; < 1, ezért

o X
Iy
|Az'[|, < ||A|l, amib6l atrendezéssel adédik a bizonyitandé egyenlétlenség.

14.18. Tétel. Legyen (V1,|-|l;), (Va, [I-l5) és (Vs,||-|l3) normdlt tér, valamint legyen A € £ (V1,Va)
és B € ¥(Va,V3). Fkkor BA € #(V1,Vs), tovdbbd

IBA[| < [|BII - [|All

teljesil, mely tulajdonsagot a norma szubmultiplikativitdsanak nevezzik.
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Bizonyitds. Legyen (V1, ||-[l,), (Va, ||I-l5) és (V3, ||||3) normalt tér, valamint legyen A € £ (V1,Vz) és
B € ¥(Va,V3). Mivel minden x € V; vektor esetén

[BAz|ls < ||BI - [[Azlly < [|BI[- | Al - [lI], ,

ezért
|BA|| = suplllBAxllgé sup ([|BI[ - [|A]l - [lz[ly) = [|B] - [|A] -

=l < l=ll, <1

Mivel || BA| < oo, ezért BA folytonos linearis leképezés.
14.19. Tétel. Minden (V,||||) normdlt tér, z € V és c € K\ {0} esetén az

M.:V =V T — cr,
L,:V >V r—z4x

leképezés homeomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt rér, z € V és ¢ € K\ {0}. Az M, :V =V, M.(x) = cx
leképezés linearis bijekci, melyre

sup || Mez|| < | sup |[z[| = [c]
o<1 o<1

és hasonloan
-1
sup || M -1z|| < |c|
l=]I<1

teljesiil, ezért a 14.14 tétel alapjan M, és M ! is folytonos.

Tekintsiik az L, : V — V, L,(x) = z + « leképezést, mely nyilvan bijekcio. Elég megmutatni, hogy
minden z € V esetén L, folytonos, ugyanis minden z € V elemre L1 = L_, teljesiil. Az L, leképezés
folytonos barmely xg € V pontban, hiszen

Ve eRtVr e V: le —xoll <e —  ||[L.(z) = Lo(z0)]| = ||l — ol < e

teljestl.

14.5. Folytonos linearis leképezések terének tulajdonsagai
14.20. Tétel. Ha (Vi, ||||,) normdit tér és (Va, ||||,) Banach-tér, akkor (£(V1,V2), ||-l) is Banach-

tér.

Bizonyitds. Legyen (Vi,||-||;) normalt tér, (Va,||-||,) Banach-tér és a : N — #(V1,V3) Cauchy-
sorozat. Legyen x € V| és ¢ € RT tetszleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n,m > N természetes szamra ||a, — an|| < €, vagyis az

lan (@) = am(@)[| < ] - [lan — am[l < [lz] -

egyenl6tlenség alapjan n +— a,(x) Cauchy-sorozat a Vi, teljes térben, ezért létezik a lim a,(x)
n—oo

hatarérték minden = € V; esetén. Ennek a segitségével definialjuk a

A: Vi =V, z+— lim a,(x)

n—oo

fliggvényt.
Megmutatjuk, hogy A linearis leképezés. Legyen z,y € V7 és A € K tetsz6leges. Ekkor az

Az +y) = lim an(z +y) = lim (an(z) +an(y)) = Im a,(z) + lIm a,(y) = Az + Ay
A(dx) = nll_{rolo an(Az) = nh_)rr;o (Man(z)) = )\nlggo an(z) =X+ Az
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egyenlGségek igazoljak A linearitasat.
Megmutatjuk, hogy A folytonos linearis leképezés. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért korlatos is, vagyis
letezik olyan K € RY, hogy minden n € N esetén ||a,|| < K. Ekkor minden z € Vi, |lzf|; <1
vektorra

lanzly < llanl, - ol < &

egyenlGtlenség teljesiil, amibdl

lim an(x)H = sup lim |a,(x)], < sup limsup |lan(z)], <
nree 2 el <1 lzll, <1 n—roo

[All = sup [[Az], = sup
el <1 el <1

< sup limsup ||a,| [|z]|; <limsup |ja,| < K
”legl n—oo n—o0

kovetkezik, ami a 14.14 tétel alapjan azt jelenti, hogy A folytonos lineéris leképezés. Vagyis A €
Dg/ﬂ(vla ‘/2)

Azt kell még igazolni, hogy lim a,, = A teljesil a ¥(V1,V2) normalt térben. Ennek igazolasahoz
n—oo

legyen ¢ € RT tetszéleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy
. , . €
minden n,m > N természetes szamra ||a,, — an,| < 3 Ekkor a

S [lane = amely < sup Jlan = anl] - 2l <
llll, <1 ll=ll, <1

egyenl&tlenségen végrehajtva az n — oo hataratmenetet
€
14— anll < £
adodik. Igy minden m > N szamra ||A — a,,|| < ¢ teljesiil, vagyis lim a, = A.
n— oo
14.21. Tétel. Legyen (Vi,|-||;) és (Va, ||-||y) normdlt tér és legyen A : Vi — Vi, linedris leképezés.

Ha dimV; < oo, akkor A folytonos. Azaz minden véges dimenzids vektortéren értelmezett linedris
leképezés folytonos.

Bizonyitds. Legyen (V1,||-||;) és (Va,||-||,) normalt tér, valamint tegyiik fel, hogy Vi véges dimenzios.
Legyen (e;)i=1,...» egy béazisa a V; vektortérnek és a V; téren tekintsiik a

n
E T; €
i=1

normat. Legyen tovabba (Va,|-||,) normalt tér és A : Vi — V5 linearis leképezés. Definidljuk a
K = max {||Ae;||,| i € {1,...,n}} szamot. Ekkor minden z € V; esetén

n
E €Ty * Aei
i=1

! n

= |l

n
||H/1‘/1—>R in-ei»—>
i=1 1 =1

[Azly =

i=1

n n
<Yzl NAeilly < Y Jail - K = K - 2]y,
2 =1

vagyis
!/
|Al = sup [[Az[, < sup (K- |z];) = K < oo,
l=lly<1 llzlly <1

ezért A folytonos a (V4, ||-||}) téren. Mivel V; véges dimenzios, ezért a 14.30 tétel alapjan a |||, és a
|||} normak ekvivalensek egymaéssal ezért A a (V4,-||,) téren is folytonos.

14.22. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.)  Legyen (V,||-||\,) Banach-tér és legyen A € Z(V,V).

Ha ||A| < 1, akkor a ZA” sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhatd, inverze folytonos linedris
n=0

leképezés és

f: A = (1— A)?
n=0

teljesiil, ahol 1 jeléli a V — V identitdsfiigguényt.
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Bizonyitds. Legyen (V,|-||,,) Banach-tér és legyen A € #(V,V) olyan, hogy [|A]| < 1. A nor-
ma szubmultiplikativitdsa miatt minden n € N esetén ||A"| < ||A[|". Ebbdl lim ||A"|| = 0 ado-
n— oo

dik, melynek kovetkezménye, hogy lim A™ = 0. Tovabba a E A™ sor abszolut konvergens, mert
n—oo
n

Z |A™]| < Z [|A|l" < oo, hiszen ||A|| < 1. A minden n € NT esetén érvényes
n n

(1—A)~iAk: (iAk> ( _A):l_An+1
k=0 k=0

képletnél az n — oo hataratmenetet véve az eddigi megallapitasok alapjan
(1-4)-) Ak = <ZA’“> (1-A4)=1
k=0 k=0

(oo}
adodik, vagyis Z A* az 1 — A elem inverze.
k=0

14.23. Tétel. Legyen U és V' Banach-tér és legyen

G(Z(U V) E{ac 2U V) I € £(V,U): ad =idy, da=idy}.

(Vagyis G(Z(U,V)) jeloli a azon invertdlhatd linedris leképezések halmazdt, melyek inverze is foly-
tonos.) Ekkor

1. minden a € G((U,V)) elemre B o (a) CG(£(U,V));

2. a G(Z(V,V)) halmaz nyilt;

3. azi:G(L(U,V)) = G(L(V,U)), i(a) = a~! leképezés folytonos.

Bizonyitds. Legyen U és V Banach-tér és legyen
G(LU V) E{ac 2(U,V) I € 2(V,U): ad =idy, d'a=idy}.

1. Legyen a € G(Z(U,V)) éslegyen b € B_1__(a) tetszleges elem. Ekkor [la — b]| <

[

la=b]-[la”!|| <1. A norma szubmultiplikativitisa miatt

1 .
m, Vagyls

Jidy ~ba~1]| = [[Ga ~ a1 < fa = bl o < 1,

ami a Carl Neumann-féle sorfejtés miatt azt jelenti, hogy az idy —(idy —ba~1) elem invertalhato és az
inverze is folytonos linedris leképezés, vagyis ba=t € G(#(V,V)). Legyen b’ = a~'(ba=1)~!. Ekkor
b/ = 1 nyilvan teljesiil, valamint ha a

(ba= )" t(ba™t) =1

egyenletet megszorozzuk jobbrdl az a, balrdl az a~! mennyiségekkel, akkor b'b = 1 adédik. Tehat b’
a b inverze, vagyis b € G(£(U,V)).

2. Mivel a G(£(U,V)) halmaz minden pontja bels pont, ezért nyilt halmaz.

3. Legyen a € G(£(U,V)) és ¢ € RT tetszoleges paraméter. Megmutatjuk, hogy létezik olyan
§ € R*, hogy minden z € #(U,V) elemre

la—zll <6 — 2eGLUV) A Jat -2 <e

teljesiil, ami azt jelenti, hogy az i leképezés folytonos az a pontban. Legyen §; = m és x €
a

Bs, (a). Ekkor az 1. pont alapjan = € G(.Z(U,V)). Tekintsiik a kdvetkezd atalakitasokat.

(' —=aMH+a ) ((z—a)+a) =idy
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(z'—aVHz-a)+@'-aHata(z—a)=0
(7' —aYNa=—atz—0a)— (7' —a ) (z —a)
rt—al=—a Mz —aa - (@' —a Nz —-a)a!

o= = a ) < | e = al + o~ — |- o ol - o

Jo=t =@ (= lle = all- o~ *])) < fla™**- iz ~ al

o=t —a ) < o=’ e —a| < o=’ Nz — al
1=z —all-[[a="] 1-3
It az utolso lépésben felhasznaltuk az
le-al <o - Je—al o] <2
egyenl6tlenséget. Vagyis ha 6y — ﬁ és & = min {4, 8}, akkor minden z € Bs(a) elemre
a7 —a7| <e

teljesiil.

Kiegészités. A fenti tételek és az azokhoz tartozd bizonyitasok sokkal &ltalanosabb keretek kozott

is érvényben maradnak.

14.24. Definicié. Legyen A algebra és legyen ||-|| : A — R* norma az A vektortéren.
— Azt mondjuk, hogy a ||-|| norma szubmultiplikativ, ha minden a,b € A elemre ||ab|| < ||a] - ||b]-
— Az (A, ||]]) part normdlt algebrdnak nevezzik, ha ||-|| szubmultiplikativ norma az A vektortéren.
— Az (A, |||l) part Banach-algebrinak nevezziik, ha az (A, ||-||) normalt algebra teljes.

14.25. Tétel. Legyen (V,|-||) Banach-tér. Ekkor az £ (V,V) tér az operdtornormdval egységelemes
Banach-algebra.

Bizonyitdis. A #(V,V) tér a 14.20 tétel miatt Banach-tér, melyen a norma a 14.18 tétel miatt
szubmultiplikativ.

14.26. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Legyen A egységelemes Banach-algebra, melynek jelilje 1
az eqységelemét és legyen a € A. Ekkor
oo

1. a Z a™ sor pontosan akkor konvergens, ha lim a" = 0 és létezik (1 —a)™! € A;
n—0 n—oo

oo
2. ha a Z a™ sor konvergens, akkor

n=0
oo
Za” =(1—-a)".
n=0

Bizonyitds. A 14.22 Carl Neumann-tételnél leirt bizonyitas, valtoztatis nélkiil, ilyen keretek kozott
is érvényes.

14.27. Tétel. Legyen A egységelemes Banach-algebra és legyen a € A. Ha ||la|| < 1, akkor az 1 —a
elem invertdlhato.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel kozvetlen kovetkezménye.

14.28. Tétel. Legyen A egységelemes Banach-algebra és jelolje G(A) az A invertdlhato elemeinek a
halmazdt. Ekkor

1. minden a € G(A) elemre B” 1 (a) C (A);

] ’
2. a G(A) nyilt halmaz;
3. azi:G(A) — G(A), i(a) = a=! leképezés folytonos.

Bizonyitas. A 14.23 tételnél leirt bizonyitas ebben az esetben is érvényes valtoztatas nélkiil.
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14.6. Véges dimenzioés normalt terek

14.29. Tétel. Legyen (V, ||-||) véges dimenzids normdlt tér a K szimtest felett és legyen (ex)r=1,...n
ennek eqy bazisa. Tekintsik a

p: K" =V (al,...,an)HZakek

leképezést.
1. A ¢ linedris homeomorfizmus a (V, ||-||) és a (K", |||, ) terek kozitt.
2. Az U CV halmaz pontosan akkor nyilt, ha a ¢~ 1(U) C K" halmaz nyilt.
3. Az U CV halmaz pontosan akkor korldtos, ha a <p_1(U) C K™ halmaz korldtos.

Bizonyitds. Legyen (V)|||) véges dimenzi6és normalt tér és legyen (e)rp—1,. . . ennek egy bazisa.

Ekkor a

.....

n
p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezés nyilvanvaléan lineéris bijekci6é és az inverze is lineéris.
1. Mivel
I
K" =Rz (o)l

norma a K" téren, ahol a 10.80 tétel alapjan barmely két norma ekvivalens, ezért léteznek olyan
a, f € RT paraméterek, hogy minden x € K" esetén

lz]" = le@)l < aflell ¢ 2l < Blal’ = Ble)]. (14.1)

Az els6 egyenlGtlenségbdl
sup [lp(z)]| < @ < oo
=]l oo <1

adodik, vagyis ¢ folytonos. A méasodik egyenletbe minden y € V esetén az x = ¢~ 1(y) elemet irva

le™ W)l < Byl

adoédik, vagyis
sup [l (y)||, < B <0
lyl<1

teljesiil, tehat ¢! is folytonos.

2. Legyen U C V. Ha U nyilt, akkor a ¢ leképezés folytonossaga miatt a o~ (U) C K" halmaz is nyilt.
Ha az U’ C K" halmaz nyilt, akkor a ¢! leképezés folytonossaga miatt a (¢ =) - (U") =) CK"
halmaz is nyilt. Ezt alkalmazva az U’ = ¢~ !(U) halmazra azt kapjuk, hogy ha ¢~1(U) C K" nyilt,
akkor U C V is nyilt.

3. Ha U C V korlatos halmaz, akkor létezik r € R*, melyre U C B,(0) teljesiil. Megmutatjuk,
hogy létezik olyan R € RT, melyre ¢~ (U) C Bg(0). Ha z € o~ 1(U), akkor ||p(z)| < r és a (14.1)
egyenlet alapjan

2]l < Blle(2)| < Br,

vagyis az R = fBr jeloléssel élve x € Br(0).

Ha az U C K" halmaz korlatos, akkor létezik r € R*, melyre U C B,.(0) teljesiil. Megmutatjuk,
hogy létezik olyan R € RT, melyre o(U) C Bg(0). Ha x € (U), akkor ||¢~'(z)|| _ < résa (14.1)
egyenlet alapjan

Izl = le(e™ @) < e @), <ar

vagyis az R = ar jeloléssel élve x € Bg(0).

14.30. Tétel. Minden V wvéges dimenzios vektortéren barmely két norma ekvivalens.
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Bizonyitds. Legyen V véges dimenzios vektortér, valamint legyen ||-|| norma a V' vektortéren. Le-
n a V egy bazisa és tekintsiik a

.....

n
p: K" =V (a1,...,an)»—>2akek
k=1

leképezést, mely a 14.29 tétel értelmében homeomorfizmus, a V' téren értelmezett normatol fiiggetle-
niil.

Tegyiik fel, hogy U C V nyilt halmaz a ||-|| norma szerint. Mivel ¢ homeomorfizmus a (K", [|-|| ) és
a (V,]]-]]) terek kozdtt, ezért o1 (U) nyilt a K™ térben. Tovabba ¢ homeomorfizmus a (K™, ||-|| ) és
a (V,|]") terek kozott is, ezért ¢ (o~1(U)) = U nyilt a (V, ||||') térben.

Ezutan a |||’ és a ||-|| norma felcserélésével kapjuk az allitast.

Magyarazat. Ezek utidn minden véges dimenziés V' vektorteret olyan normalt térnek tekintiink,
ahol a nyilt halmazokat a normak indukaljak.

14.31. Tétel. Legyen V véges dimenzids vektortér és legyen ||| : V — RY tetszéleges norma. FEk-
kor

1. a 'V tér teljes;

2. a'V egy részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

Bizonyitds. Legyen V véges dimenzios vektortér, valamint legyen ||-|| norma a V' vektortéren. Le-
n a V egy bazisa és tekintsiik a

.....

p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezést, mely a 14.29 tétel értelmében homeomorfizmus.
1. A
/ n
K" =Ry x> [lp(@)ll

leképezés norma a K™ téren. A véges dimenzios K™ téren |- és ||-|| ekvivalens normak, ezért a 14.13
tétel alapjan létezik olyan o, 3 € RT szdm, hogy minden = € K" esetén

alz] < llzllo < Bllzll”.
teljesiil. Tehat minden z € V esetén a fenti egyenlStlenséget alkalmazva az x = o~ 1(2) vektorra
allzl < fle™ (@)l < Bl
adodik. Legyen a : N — V' Cauchy-sorozat. Mivel minden n, m € N esetén
||9071(an) - 9071(am)||oo = }|8071(an - am)Hoo < Bllan — anll,
ezért az n — b, = ¢~ (a,) sorozat Cauchy-sorozat a teljes (K™, ||-|| ) térben, tehét a (b, )nen sorozat

konvergens. Legyen A" = lim b, és A = p(A’). A minden n € N szdmra teljesiils
n—oo

1 -1 _l A
lan = All < = [l¢7" (@n = Dl = = b2 = Allc

egyenlGtlenség alapjan lim a, = A.
n—oo

2. Legyen K C V korlatos és zart halmaz. Ekkor a 14.29 tétel alapjan a ¢~ !(K) halmaz korldtos és
zart a (K", ||| ) térben, vagyis a 10.51 tétel Heine-Borel-tétel alapjan ¢~ (K) kompakt. Azonban
a ¢~ 1(K) kompakt halmaznak az f folytonos fiiggvény altali képe kompakt, ezért (¢ '(K)) = K
kompakt halmaz.

Ha K C V kompakt halmaz, akkor a 13.41 tétel alapjan korlatos, és zart.

14.32. Tétel. Minden normalt tér minden véges dimenzids altere zart.



14.6 VEGES DIMENZIOS NORMALT TEREK 295

Bizonyitds. Legyen (V,|-]]) normalt tér és legyen L C V ennek véges dimenzios altere. Ekkor
(L, |||l |z) véges dimenziés normélt tér, tehat az el6z6 14.31 tétel alapjan teljes.

14.33. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. AV vektortér véges dimenzids.
2. AV valamely nem nulla sugari zdrt gémbje kompakt.
3. AV lokdlisan kompakt tér.

Bizonyitds. Legyen (V) |||) normalt tér.
1 = 2 A 14.31 tétel alapjan a minden x € V és r € RT esetén a B,.(z) halmaz kompakt, hiszen
korlatos és zart.
2 = 3 Legyen z € V és r € R olyan, melyre az B,.(x) gémb kompakt és legyen z € V tetszsleges.
Mivel a 14.19 tétel alapjan a

L, ,: V>V y—z—xz+vy

leképezés homeomorfizmus és
L. (Bo@)) = B ()

teljesiil, ezért a B,.(z) halmaz is kompakt. Tehat a z pontnak létezik kompakt kornyezete.
3 = 1 Legyen K C V a nullanak egy kompakt kornyezete, ekkor létezik olyan r € RT, melyre
B, (0) C K teljesiil. Tekintsiik a
K | Bs(2)
reEK
nyilt befedést. Mivel K kompakt, ezért létezik olyan véges H C K, melyre

K< |J B;() (14.2)

xeH

is teljesiil. Legyen W = Span {z € H}, vagyis W jeloli a H halmazban 1évs vektorok linearis burkat,
mely véges dimenziés altér a V vektortérben, ezért a 14.32 tétel miatt W zart linearis altere a V'
normaélt térnek.
A (14.2) tartalmazast a
1 1
K C —-B - -B
= U x+2 T(O)—W+2 +(0)
rcH
alakban is felirhatjuk, amibdl a G = B,.(0) jel6léssel

1
GQW+§G

1
adodik. Ebbdl teljes indukcioval minden n € N szamra G C W + 27G kovetkezik, hiszen az n = 0

esetben nyilvanvald, az n = 1 esetben pedig az imént bizonyitottuk és ha az n szamra igaz az allitas,
akkor
1

1
GCWH o GCW+ o

1 1
(s a) = w o yhoo

1
ahol felhasznaltuk, hogy §W =WeéesW+W=W.
Igazoljuk, hogy G C W. Tegyiik fel, hogy 1étezik x € G\ W elem. Ekkor a W halmaz zértséga és

x ¢ W miatt létezik olyan R € RT, R < ||z||, hogy Br(x) N W = (). Ekkor minden n € N esetén

1
G,

1
J:EGQW+27G — x€2n

amibdl az x = 0 ellentmondas kovetkezik.
Mivel W lineéris altér, ezért minden n € N szamra nW = W, valamint

V:GnGQ GW:W
n=1 n=1

miatt V C W. A W C V tartalmazas pedig nyilvanval6. Tehat V = W, azaz V véges dimenzids.
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14.7. Elpé terek

14.34. Definicié. Minden p € [1, oo[ paraméter mellett az

l%A{s:N%K’ Z|sn|p<oo}

n=0

halmazt, valamint p = co esetén az

>

i

{S:N—HK sup|sn|<oo}

neN

halmazt K = R esetén valds- illetve K = C esetén komplex [P (ejtsd: elpé) térnek nevezziik.

14.35. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén I vektortér, a

Fll, : % =R s (Z sn|p>

n=0

leképezés pedig norma az Iy téren. Tehdt minden p € [1, 00 valds szdmra (I, ||-||,) normadlt-tér.

Bizonyitds. Legyen p € [1,00], =,y € lg és ¢ € K. Megmutatjuk, hogy = +y € Iy és ||z +yll, <
Izl + lyll,- A 7.29 Minkowski-egyenlStlenség alapjan minden N € N esetén

N N N
U Nyl < XYl + 3Dl
n=0 n=0 n=0

ezért

N N N b »
Slen+ual” < {32zl + S lwl | < (lall, + lyl,)” < oo
n=0 n=0 n=0

Tehat a Z |2 + yn|” sor konvergens, amibol z 4y € Iy kivetkezik, tovabba ||z + yl|, < [lz[|, + [yl

n
is teljesiil. Minden ¢ € K és = € Ij esetén |lcx|, = |c| - [|lz]|,, nyilvanvaloan teljesiil, ezért cz € I,
tehat Iy vektortér. A normara vonatkozo

lzll,=0 “ x=0

kovetelmény szintén a definicié kbzvetlen kdvetkezménye.

14.8. Osszefiiggs és ivszertien Osszefiiggd halmazok normalt terekben

14.36. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Ha xg,x1 €V, akkor a

Yzo,z1 ° [0, 1] -V t— xo + t(l’l — xo)

fligguény folytonos.
2. Han € NT és zq,...,x, €V olyan, hogy minden k € {0,...,n — 1} esetén xj # xp11, akkor
a
v [07 1] -V i Tnt] + {nt} (x[nt]+1 - x[nt])
fiigguény folytonos, tovibbd minden k € {0,...,n — 1} esetén minden t € [0,1] szdmra
k+t
Vi, xr41 (t) =7 <n>

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen (V) |||) normalt tér.
1. Legyen zg,x1 € V olyan, hogy xg # x1 és legyen

VYzo,m1 * [07 1] -V t—x0+ t(l‘l - .1‘0).

Legyen to € [0,1] és € € R tetsz6leges. Ehhez definidljuk a 6 = paramétert. Ha ¢ € [0,1]

|1 — o]
olyan, melyre |t — tg| < ¢ teljesiil, akkor

3

1Vao,21 (8) = Yao,a1 (o) || = [[(£ = o) (21 = 2o)l| = [t = Lol - lz1 — o]l < i lzr = ol = e

— x|

Vagyis - folytonos a to pontban és igy minden pontban is folytonos. Ha xy = 1, akkor a ~ fliggvény
nyilvan folytonos.
2. Legyen n € Nt és xg,...,x, € V olyan, hogy minden k € {0,...,n — 1} esetén zy # Tpi1 €s
tekintsiik a

v:[0,1] =V L= Ty + {nt} (w[nt]+1 — x[m])

fiiggvényt. Legyen k € {0,...,n — 1} és ¢ € [0, 1] tetszoleges. Ekkor

k+t
v (n) = Tlpreg + 1k + 1} (Trags1 — Tlerg) = T + HTre1 — Th) = Yy zp, (D)

Ha k €{0,...,n— 1} és ¢t =1, akkor
k+t
¥ <n> = Tlpq1] +E+ 1} (Trg141 — Tirr1) = Tht1 = Yapap (1)

Tehat minden k € {0,...,n — 1} és t € [0, 1] szamra

k4t
717k@k+1(t) =7 ()

n

teljesiil.
Megmutatjuk, hogy a ~ fliggvény folytonos. Legyen ty € [0,1] és € € RT tetsz6leges paraméter és

ehhez definidljuk a
1
01 = «min{g ‘ ke {07...,n—1}}
n Zk+1 — @l
szamot.

Ha ntg ¢ N, akkor legyen

0o = min{

k

1
és legyen § = 3 min {d1, 02}, valamint ky = [nto] és ko = k1 + 1. Ekkor nyilvan k1, ke € {0,...,n}
Ha ¢ € [0, 1] olyan, hogy |t — to| < J, akkor az

ka

k1 Oo 09
— =tg—|tg— — | ltg— =<t<tg+ = <tog+ |to — —
n 2 2 n

egyenlGtlenség alapjan
k1 < nt < ko,

vagyis [nt] = [nto] = k1, tovabba az
nt = [nt] + {nt}
nto = [nto] + {nto}

egyenlségekbsl
{nt} — {ntg} = n(t — to)
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adodik. Ezért

7 (t) = (o)l = [[#ng + {08} (Tnae1 = Tpnr) — Tinro) — {020} @pato) 11 — Tineo)) || =
= [{nt} (zk, — 2k,) — {nto} (Th, — 2, =
= {nt} — {nto}| - [|zr, — i, || =
=|n(t —to)| - Tk, — Tk, | =0 [t —to| - |7k, — 2hy || <
1 €

<n-o01-||lzp, — 2, || <n- - —---—
1 H 2 1” n ||517k2*35k1||

. ||xk2 = Tk H =&
ami mutatja a vy fliggvény ¢y pontbeli folytonossagat.
1
Ha ntg € N, akkor legyen do = — és 0 = 5 -min {81, 02}, valamint k1 = ntg, ko = k1 +1és ko = k1 — 1.

Ha t € ]to,to + 0[N [0, 1], akkor

7 (@) = v(to) || = ||y + {0t} (@11 — Tpg) — Tinto] — {10} Ente]+1 — Tpnto])|| =
= ||k, + {nt} (T, —28,) — 20 || =
= {nt} - lzk, — 2l =
= [n(t —to)| - |z, — 2k || <
1 €

<n:— o || Tk, — Tk, || = €.
n kaz _ kuH || 2 1||

Ha t € Jtog — d,t0[ N [0, 1], akkor az nt = [nt] + {nt} = k1 — 1 + {nt} egyenletbsl
1—{nt} =k —nt=ntyg—nt
adodik, amit alapjan

7(@) = ()| = ||y + {0t} (@11 — Tng) — Tinto] — {10} Ente]+1 — Tpnto])|| =
= |lzk, + {nt} (T, — ko) — hy || =
=1 —{nt}] ok, — 2k, || =
= [n(t —to)| - 2Ky — 2 || <
1 €

<n.f.7
n Hmko _$k1||

: ||.73k0 — Tky || =¢&.

Tehat minden ¢ € |tg — d,to + J[ N [0, 1] esetén
() = 1 (to)l| < =
teljesiil, vagyis a v fiiggvény folytonos a ¢y, pontban.
14.37. Tétel. Normdlt térben minden konvex halmaz fvszeriden dsszefliggd.

Bizonyitds. Legyen (V,]-||) normalt tér, A C V konvex halmaz és legyen z,y € A tetszdleges két
pont. Ha x = y, akkor a v : [0,1] — V, 4(¢) = = fiiggvény nyilvan folytonos. Ha x # y, akkor az
el6z6 14.36 tétel alapjan a

v:[0,1] = A t—z+tly— )

fiiggvény folytonos és nyilvanvalé modon teljesiil ra v(0) = x és y(1) = y, vagyis «y Osszekoti az x és
az y pontot.

14.38. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. AV halmaz fvszerien dsszefiiggd.
2. AV halmaz dsszefiiggd.
3. Ha A CV olyan halmaz mely nyilt és zdrt, akkor A =0 vagy A =V teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (V, ||-||) normalt tér.

1. Mivel V konvex halmaz, ezért a 14.37 tétel alapjin ivszeriien Osszefiiggs.
2. Mivel V ivszertien Osszefiiggs, ezért a 13.107 tétel alapjan Osszefliggd.

3. A 13.110 tétel kdvetkezménye.
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14.39. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és A C'V dsszefiggd nyit halmaz. Ha B C A olyan nyilt
é

halmaz, melyre B # () és BN A = B teljesiil, akkor B = A.

Bizonyitds. Legyen (V,|[-]|) normalt tér és A C V &sszefiiggd nyilt halmaz. Legyen B C A olyan
nyilt halmaz, melyre B # () és BN A = B teljesiil. Tegyiik fel, hogy A\ B # . Definiéljuk az U = B
és V = A\ B halmazokat. Ekkor U #0, V £ 0, UUV = A és

UNV=BnN(A\B)=BnN(A\(BNA)=Bn(A\B)=10

teljesiil. Tegyiik fel, hogy UNV # (), legyen z € UNV. Ekkor z € U = B miatt létezik olyan r € RT,
hogy B,(z) C B. Tovabba z € V = A\ B miatt létezik olyan z € A\ B, melyre |z — z|| < r teljesiil.
Ebben az esetben z € A, ¢ B, azonban x € B,(z) miatt z € B. Tehat téves volt az UNV # )
feltételezés, vagyis U NV = 0.

Ebbdl az az ellentmondas adodik, hogy az A halmaz nem Osszefiiggs, vagyis az A\ B # () feltételezés
nem tarthato, igy A\ B = (), amib6l B C A miatt B = A adodik.

14.40. Tétel. Legyen (V,||||) normdlt tér és A C V nyilt halmaz. Ekkor az aldbbi kijelentések
ekvivalensek.
1. Az A halmaz 6sszefiiggd.
2. Minden x,y € A ponthoz létezik n € NT és olyan zg,...,z, € A, hogy 20 = x, 2z, = y €s
minden k € {0,...,n — 1} esetén [zk, zx+1] C A.
3. Az A halmaz ivszeriien dsszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen (V, ||-||) normalt tér és A C V nyilt halmaz.
1=2 Legyen ¢ € A egy rogzitett pont. Legyen

HHENJF 3202 EA:Z():C Zn =Y
Ac={ye A /320, -+ Zn ) =Y, .
{y VEe{0,...,n—1} 1 2z # Zig1, [z 2041) €A

Megmutatjuk, hogy az A. halmaz nyilt. Ha = € A., akkor létezik olyan n € N, hogy
20,y 2n €A z9=¢, zn =2, Yk €{0,...,n =1} : 2z # 2k11, [2k, 2k+1] € A.

Tovabbé x € A, vagyis létezik olyan r € RT, hogy B,.(z) C A. Ha y € B,.(z) \ {z}, akkor [z,y] C
B.(x) C A, vagyis ha 2,41 =y, akkor

20 =6 Znt+1 =Y, Vk € {Oa s 7”} P2k 7é Zk+1; [Zkvzk:-‘rl] €A

teljesiil, vagyis y € A.. Tehat B,.(z) C A, is teljesiil, vagyis A. nyilt halmaz.
Most igazoljuk, hogy Ac. N A = A.. Mivel A, C A. N A nyilvanvaléan teljesiil, ezért csak azt kell
igazolni, hogy A.N A C A.. Legyen x € A. N A. Ekkor 2 € A miatt létezik olyan r € R*, hogy

B,(z) C A teljesiil. Mivel 2 € A, ezért létezik olyan y € A, melyre ||z —y| < g teljesiil. Ekkor
y € By(x), vagyis [y, 2] C B,(xz) C A, valamint y € A, miatt létezik olyan n € N, hogy

Jz0,...,2n €A zo=¢, zn=y, Yk €{0,...,n— 1} : zk # 2k41, [2k, 2k4+1) € A.
Ha z,+1 = =, akkor
20=2¢, Znt1 =x, Vk €{0,...,n}: zx # 2kt+1, [2k,2k+1] €A
teljesiil, vagyis = € A.. o
Ezek alapjan A. C A olyan nyilt részhalmaza az A Gsszefiiggé halmaznak, melyre A, N A = A,

teljesiil, vagyis az el6zé 14.39 tétel alapjan A, = A.
Most legyen z,y € A két tetszbleges pont. Ekkor z,y € A., vagyis

IneNt3z,...,20n €A zg=c, 2o =2, Yk €{0,...,n —1}: 2z # 2141, |2k 26s1] € A
Im eNTJvg,...,om EA: vo=c, V=9, Yk €{0,...,m —1}: vp # vpy1, [V, Vry1] € A
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Legyen | = n + m és minden k € {0,...,{} esetén legyen

ur — 1 ks ha k <mn;
k Vg—_n, ha k>n.

Ekkor
w=z, =y, Vke{0,...,01 —1}: up # ugs1, [ug,ugps1] € A.

2=3 Legyen z,y € A két tetszéleges pont. Ehhez létezik n € Nt és olyan zg,...,2z, € A, hogy
20 =2, zp, =y és minden k € {0,...,n — 1} esetén 2z # zk4+1 és [zk, 2k+1] C A. A 14.36 tétel alapjan
ekkor létezik olyan folytonos v : [0,1] — A gorbe, melyre v(0) = x és (1) = y teljesiil.

3=1 Ha A ivszerten Osszefiiggs, akkor a 13.107 tétel alapjan Osszefliggd.

14.9. Normalt terek szorzata

14.41. Tétel. Legyen n € Nt, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vi, ||-||,) normdlt tér, és legyen
n

peloof. AV = H Vi halmazon értelmezzik a
k=1

Il 0V —HRS' (1,...,2n) = max {||zx], | k€ {1,...,n}}

1
Il : V=R (@1, @) = (Z |ka||§>
k=1

fiigguényeket. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A |||, figgvény norma.
2. Minden p € [1,00[ elemre a ||-||, figgvény norma.
3. Minden p € [1,00[ elemre a |||, és a |||, normdk ekvivalensek egymdssal.

Bizonyitds. A bizonyitésa teljesen analog a 14.35 tétel bizonyitasaval.

14.42. Definicié. Legyen n € N*, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vj, ||-||,) normalt tér és
legyen

I = HVk —-R (1,...,2n) — max {||zg]|, | k€ {1,...,n}}.
k=1

n
A (H Vies |||> normalt teret nevezziik a (Vi, ||[|,)k=1,....n normdlt terek szorzatinak.
k=1

14.10. Normalt terek teljes burka
14.43. Tétel. Ha (V,|-||) normdlt tér, akkor létezik olyan (V',|-|') Banach-tér és j : V. — V'

linedris izometria, melyre Ranj = V' teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (V, ||-||) normalt tér és V az N — V Cauchy-sorozatok halmaza, azaz
V={a:N=V|VecRYIN e NVn,m e N: (N <n,m — |[la, —an| <e)}.

Megmutatjuk, hogy minden a € V esetén létezik a lim ||a, || hatarérték. Valaszunk a € M tetszéleges
n—oo

elemet. Mivel minden m,n € N esetén

Hlanll = llamll] < llan — aml|

teljesiil, ezért az (||an||)nen sorozat Cauchy-sorozat, tehat konvergens. Definidljuk az ~ relaciot az V
halmazon az aldbbi médon.

~={(a,0) € Mx M| lim_[la| = lim_ b}
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A ~ relacio nyilvan ekvivalenciarelacio.
Legyen V' =V/ ~ ¢és
IV = RS (a') — sup lim ||a,]|
aea/ n—oo
ahol a sup miveletre azért van sziikség, hogy az egyetlen szamot tartalmazé halmazbol szamot ké-
pezzen.
Ha aM,a® b b2 € V olyan elemek, hogy a¥) ~ a® és b)) ~ b akkor mivel minden n € N

esetén
o) = G ) < i o -2

teljesiil, ezért a( + bW ~ a® 4+ b2, Vagyis értelmezhets az Gsszeadas miivelet az ekvivalencia
osztalyokon is, melyet szintén a + szimbélummal fogunk jelolni.
Tovabba, ha A € K és o), a(? € V olyan elemek, hogy a!) ~ a(?), akkor mivel minden n € N esetén

teljesiil, ezért Aa() ~ Xa(®. Vagyis értelmezheté a szammal valé szorzas miivelet az ekvivalencia
osztalyokon, melyet szintén nem frunk ki. Ezek alapjan egyszertien megmutathato, hogy (V. |-|")
normalt tér.

Minden = € V esetén jelolje & a konstans z sorozatot (mely nyilvan Cauchy-sorozat), és legyen
' =&/ ~, valamint

H)\ag) - )\a(Q)H < |A]- Hag) —a?

j:V =V .

Ekkor j linearis izometria. A Ranj = V' egyenl6ség és a (V', ||-||') normalt tér teljessége a metrikus
tér teljes burkanak konstrukciojabol (13.102 tétel) adodik.

14.44. Definicié. Legyen (V, ||||) normalt tér. Minden (V”,||-||") Banach-teret és j : V — V linearis
izometriat, melyre Ran j = V' teljesiil, az (V,||-||) normdlt tér teljes burkinak nevezziik.

14.45. Tétel. Legyen (U, |-||) normalt tér, (V,|-|,,) Banach-tér, X C U strid linedris altér és A :
X — V linedris leképezés, mely folytonos az (X, ||| |x) normdlt téren. Ekkor létezik egyetlen olyan
A" 2 U = V folytonos linedris leképezés, mely az A kiterjesztése, vagyis A'lpoma = A, valamint

1A%} = [1A]]-

Bizonyitds. Legyen (U, ||-||) normalt tér, (V,|-||,,) Banach-tér, X C U stirti linearis altér és A :
X — V linearis leképezés, mely folytonos az (X, ||-|| | x) normalt téren.

1. Ha A}, A, : U — V olyan folytonos fiiggvény, melyre A}|x = Aj|x teljesiil, akkor az egyenlGség
folytatasanak az elve alapjan (13.74 tétel) A} = AL. Tehat, ha létezik folytonos kiterjesztése az A
operatornak, akkor az egyértelm.

2. Legyen z € X tetszdleges pont. Ekkor létezik olyan a : N — X sorozat, melyre lima = x
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor az (Aay, )nen sorozat konvergens. Ehhez legyen € € R tetszéleges
paraméter. Mivel A egyenletesen folytonos, ezért létezik olyan § € R™, hogy minden y1,y2 € X pontra
llyr — y2|| < 0 esetén || Ays — Ays|ly, < € teljesiil. Mivel az a sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat
is, tehat létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden N < n, m természetes szamra ||a,, — a,|| < 6.
Ekkor viszont minden N < n,m természetes szamra ||Aa, — Aap,|,, <e. Mivel a (V. [-||,,) tér teljes,
ezért az (Aan)nen Cauchy-sorozat konvergens.

3. Legyen x € X tetszoleges pont és a,b : N — X olyan sorozat, melyre lima = limb = 2 teljesiil.
Fésiiljiik Ossze az a és b sorozatot az alabbi médon.

ar, ha n paros;
c:N—=> X n— 2 p,
bn;l, ha n pératlan.

Ekkor nyilvan lim ¢ = z, tovabba az el6z6 pont miatt létezik a lim Ac, hatarérték. Mivel (Aay,)nen
n—oo

és (Aby, )nen részsorozata az (Acy)nen sorozatnak, ezért

lim Ac, = lim Ab, = lim Aa,.
n—oo n—oo n—oo
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4. Ezek utan definidlhatjuk tgy az A’ fiiggvényt, hogy minden 2 € X esetén vegyiink egy olyan
a : N — X sorozatot, melyre lima = x teljesiil és legyen A’z = lim Aa,. Vagy masképp leirva
n—oo

A’:{(x,y)GYXV\ Ja:N— X: lima=2 A y= lim Aan}.

n—0o0

Ekkor nyilvan A C A’. Legyen A € K, z,y € X, valamint a,b : N — X olyan sorozat, melyre
lima = x és limb = y teljesiil. Ekkor az

Az +y) = lim (A(an +bn)) = lim (Aa) + lim (Ab,) = A’z + A'y

n—o0

A'(A\x) = lim A(M\a,) =\ lim Aa,, = \A'z
n—oo n—oo

egyenletek alapjan A’ linearis.

5. Legyen © € X, |lz| < 1 tetsz6leges vektor és ¢ € RT tetszéleges paraméter. Legyen a : N — X
olyan sorozat, melyre lima = z teljesiil. Ekkor létezik olyan N; € N, hogy minden n € N, N7 < n
esetén |la, — z|| < e, vagyis ||a,| < ||z|| + e < 1+ e. Valamit A’z = nlgréo Aa,, miatt létezik olyan
Ny € N, hogy minden n € N, Ny < n esetén ||A'x — Aa,|| < e, vagyis ||A'z|| < ||Aa,| +e. Han eN
olyan, hogy max {Ny, No} < n, akkor

[A%z]| < [[Aan] +e < Al - llan]l +& < (1 +2) [|Al| + €
adodik. Mivel ez minden pozitiv e paraméterre teljesiil, ezért ||A'z| < ||A||, amibdl pedig

IA"]| = sup. [Az| < [|Al

ll=l<
kovetkezik. A nyilvanvald

Al = sup [[Az| = sup [|A'z[| < sup [[A'z] = || A'|
reEX reX x

rEX
lzll<1 lzl<1 el <1
egyenlGtlenség miatt | Al = || A7

14.46. Tétel. Legyen (U, |-||) normdlt tér, melynek teljes burka (U’,j). Minden (V,|||,,) Banach-
térhez és A : U — V folytonos linedris leképezéshez létezik egyetlen olyan A’ : U’ — V folytonos
linedris leképezés, melyre A' o j = A teljesiil, tovdabbd ||A’|| = || A]|.

Bizonyitds. Legyen (U, ||-||) normalt tér, melynek teljes burka (U’, j), (V,||-||,/) Banach-tér és A :
U — V folytonos linearis leképezés. Vezessiik be az X = Ran j jelolést. Ekkor X sird linedris altér
az U’ Banach-térben. Legyen A : X — V, Ax = A(j7!(z)). Az A leképezés nyilvan linearis, tovabba

|4 = sup |[4z] = sup AGT @), = sup llaglly = 4]
el =<1 ey

A 14.45 tétel alapjan létezik egyetlen olyan A’ : U’ — V folytonos linearis leképezés, mely az A
kiterjesztése és amelyre ||A’|| = HZXH = ||A]| teljesiil. Tovabba, minden y € U esetén

(A0 j)(x) = A'(j(x) = A(j(x)) = A" (j(2))) = Az,
vagyis A’ o j = A.

14.47. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér, melynek (V1,|-||,) és (Va,|-|ly) a teljes burka. Ekkor
létezik egyetlen olyan A : Vi — Va linedris izometrikus homeomorfizus, melyre jo = A o j1 teljestil.

Bizonyitds. Legyen (V,|-||) normalt tér, melynek (Vi,|-||;) és (Va,||]|,) a teljes burka.

Legyen f : Ranj; — Vo, f = jo ojl_l. Ekkor f : V3 — V5 sdriin értelmezett linearis izometria,
ezért a 14.46 tétel alapjan létezik egyetlen folytonos linearis A : V; — V5 kiterjesztése, mely szintén
izometria. Mivel f o j; = ja, ezért Ao j; = jo. Megcserélve a (V7,71) és (Va, jo) szerepét az adodik,
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hogy létezik olyan folytonos linearis A’ : Vo — V) izometria, mely az f’ : Ranjy — Vi, A’ = jy 045"
kiterjesztése és melyre A’ o jo = j; teljesiil. Ekkor

Aojiojyt =jaojy ! =idranjs
(A o Al)|Ranj2 = idVg |Ranj2

miatt az egyenldség folytatasanak az elve (13.74 tétel) alapjan A o A’ = idy,. Szerepcserével pedig
A’ o A =idy, adédik. Ez azt jelenti, hogy A izometrikus bijekci6, tehat A1 is folytonos. Vagyis A
izometrikus homeomorfizmus, melyre j, = A o j; teljesiil.

Az e6bbi jelolések mellett tegyiik fel, hogy A;, A3 : Vi — V5 olyan folytonos linearis leképezések, me-
lyekre jo = Aj0j1 = Ag oy teljesiil. Ekkor Aj|ranj; = A2|Ranj,, amibdl az egyenl6ség folytatasanak
az elve alapjan A; = A, kovetkezik.

14.48. Tétel. Minden normdlt térnek létezik teljes burka és barmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

Bizonyitds. A 14.43 és a 14.47 tétel alapjan nyilvanvalo.

14.11. Folytonos multilinearis leképezések

14.49. Definicié. Legyen n € Nt és legyen (V;);—1,. ., vektorterek rendszere, valamint legyen W is
vektortér. Az .
A:HV}—)W (@1, oyn) = A1, ... 2p)
i=1
leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy n-linedris, ha mindegyik valtoz6jaban line-
n
aris, azaz, ha minden j € {1,...,n} indexre, minden (x;)i=1,... n, (¥i)i=1,....n € H V; vektorrendszere
i=1

és minden A, p € K paraméterre

A1y T 1, AT+ 1Yy Tig 1y - Tn) = ANA(T1, oy B0) + BA(Z1, oo T, Yiy Tig 1y - -+ )

teljestil. A : H V; — W n-linearis leképezések halmazéra a Lin™ (H Vi, W) jelolést hasznaljuk.

i=1 i=1

14.50. Definici6é. Legyen n € NT, valamint legyen V és W vektortér. Azt mondjuk, hogy az
A V"™ — W fiiggvény szimmetrikus multilinedris leképezés, ha minden o : {1,...,n} — {1,...,n}
permutaciéra és minden z1,...,x, € V elemre

Az, xn) = A(Zo(1), -+ To(n))

teljestil. A V"™ — W szimmetrikus multilinearis leképezések halmazat Lin] (V™, W) jeldli a tovabbi-
akban.

14.51. Tétel. Legyen n € NT, (V;, |-|,)i=1,...n normdlt terek rendszere, (W, ||-||y-) normdlt tér és

A: H Vi — W multilinedris leképezés. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
i=1
1. Az A leképezés folytonos.
2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.
n

3. AB= H {z; € Vi| ||lzil|; < 1} jelolés mellett sup ||A(zx)||y,, < oo teljesiil.
=1 z€B

Bizonyitds. Legyen (V. |[-[ly/) a (V;,[|[|;)i=1,....n normalt terek szorzata.
1 = 2 Ha A folytonos akkor minden pontban folytonos.
2 = 3 Ha A folytonos a 0 pontban, akkor létezik olyan § € R*, hogy minden x € V vektorra
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|z — 0]y, < & esetén ||Az — A0|y, < 1. Mivel A linearis, ezért A0 = 0. Ha = € V olyan vektor,

0
— x| <6, ezért
1%

(), - ) ot

2\" 2\"
vagyis || Az||,, < (5> . Tehat minden z € V, [jz||,, <1 esetén || Az||,, < <5> , ezért

melyre [|z[|,, < 1 teljesiil, akkor

2 n
sup || Az|y,, < <5> < 0.

llzll<1

n
3=2AB-= H {z; € Vi| ||;]|; < 1} jelolés mellett a szorzat téren értelmezett norma definicioja
i=1
alapjan B = {z € V| ||z||,, < 1} teljesiil. Vezessiik be a K = sup | Azl jelolést. Legyen e € RT
lzlly <1

[ €
tetszGleges paraméter, valamint § = } I Ekkor minden z € V'\ {0} vektorra ||z, < d esetén

T T,

llly " llly

9

L N | Mo <oy <
w

teljesiil, vagyis A folytonos a 0 pontban.

3=1AB= H{xl € Vil |lzs|l; £ 1} jelolés mellett vezessiik be a K = sup |[Az|y, jelolést.
i=1 lz]ly <1

Legyen a = (a1,...,a,) € V \ {0} és ¢ € RT tetszbleges paraméter, valamint &' € ]0, 1] olyan

paraméter, melyre ¢’ < |la| teljesiil. Legyen x € V olyan, melyre |a — x|/, < ¢’. Definidljuk a

Z1,...,2n € V vektorokat a komponensenként: a z; (i € {1,...,n}) vektor j-edik (j € {1,...,n})

komponense legyen

aj, ha 75 <
(z:)j =4 x;—a;, ha j=i;
zj, ha j>i.

(Vagyis példaul n = 3 esetén z; = (x1 — a1, 22, 23), 22 = (a1,22 — ag,x3), 23 = (a1, a2, T3 — az).)
Ekkor teljes indukcioval egyszertien igazolhatd, hogy

A(z) = Ala) + > Alz),
k=1

vagyis
n
Az = Aally <> 1Azl -
k=1
Mivel ||z|l,, < ||z —ally + |la]l < 1+ ||a]|, ezért minden k € {1,...,n} esetén
Azl = [[A(ar, ... ap—1, Tk — gy Thg1, - - )|l =
k—1 —k a ag—1 Tt1 x
=laly - llzlly - A(,...,,xk—ak,+,...,">H <
llally lally [E3(% 2l / llw

k—1 n—k k—1 n—k
< llally ™ - llelly " 6"K < 'K flally " (1 + [la)™ ™,
amibél pedig

n
k—1 n—Fk
1Az — Aally, < 8- K llally" (1 + [lal)
k=1
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kovetkezik. Tehat a

6 =min ¢ L [la], —

KZHGH 1+ llal)™
olyan paraméter, hogy minden = € V vektorra ||a — z||,, < § esetén ||Ax — Aal|y, < e teljesiil.

Jelolés. Legyen n € N+ ,(Vi)i=1,...n normalt terek rendszere, W normalt tér. A tovabbiakban jeltlje
<H Vi, W) az H V; — W folytonos multilineéris leképezések halmazat, és £," (H Vi, W) a

=1 =1
folytonos szimmetrikus leképezések halmazat.

14.52. Tétel. Legyen n € NT, (V;, ||I-|;)i=1,...n normdlt terek rendszere és (W, ||-||;-) normdlt tér.
n

Az " (H Vi, W) tér vektortér, melyen a
i=1

i=1

n n
)= 2 (wa> ~RY AHsup{AoneR;\ ze [z eV ||a:,»|z-s1}}
=1

leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen n € Nt, (V;,|-||,)i=1,...,.n normalt terek rendszere, (W, |-||;;) normalt tér és
jeloljie (V. [Illy) a (Vi, ||]];)i=1,...,n normalt terek szorzatat.

Legyen A,B € & HV;-,W és A € K. Mivel A és B folytonos, ezért a 14.51 tétel alapjan

=1
IA|, | B|| < oo. Ekkor

A+ B[ = sup [[(A+ B)zlly = sup [[Az+ Brly < sup ([|Az[ly + [ Bzlly) <

]y, <1 lllly, <1 ]y, <
< sup Azl + sup \|B:c||W=HAH+||B||;
HIHV<1 ‘T‘v
[AA]l = sup HAA'IHW_‘/“ sup HAJ«“HW—W (Al
|l < lllly <

teljesiil, vagyis || A + B||, |[M\ ]| < oo, ezért a 14.51 tétel alapjan A+ B, AA € ¥ (H Vi, W) , vagyis

i=1
<H Vi, W) vektortér.

Tegyiik fel, hogy valamely A € #™(V,W) elemre ||A|| = 0 teljesiil. Ekkor minden z € V vektorra

lz|ly, <1 esetén ||Az|,, = 0, vagyis Az = 0. Mivel minden = € V' \ {0} vektor esetén az 2’ = W
Ty

) Ax = 0, vagyis Az = 0. Ebbsl A = 0 kovetkezik.

vektorra ||2'||,, < 1, ezért Az’ = (
[l
Tovabba ||0|| = 0 nyilvanval6 médon teljestil.

14.53. Tétel. Legyen n € Nt, (Vi,||-|,)i=1,....n normdlt terek rendszere, (W, |-|ly,,) normadlt tér, va-
n

lamint legyen A € ¥™ HVZ-,W> ésx=(x1,...,2,) € HVi' Ekkor
i=1 i=1

1Azl < 1A T T sl -

i=1
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Bizonyitds. Legyen (Vi,|-||;)i=1,....,n normalt terek rendszere, jelélje (V,|-||;,) ezen normalt terek

n
szorzatat, legyen (W, ||-||;,) normalt tér, valamint legyen A € #" H Vi, W |.
i=1
Legyen v = (x1,...,2,) € V tetsz6leges vektor. Ha valamelyik i € {1,...,n} esetén z; = 0, akkor az
A leképezés multilinearitasa miatt Av = 0, tehat a bizonyitandé egyenlGtlenség teljesiil.
Tegyiik fel, hogy a v vektor egyetlen komponense sem a nullvektor. A

= < xl In >
v o= ey
2]l lznll,,

vektorra [|v'||,, < 1 teljesiil, tehat ||Av'||y,, < || A, amibdl atrendezéssel adodik a bizonyitandé egyen-
16tlenség.

14.54. Tétel. Legyen n € NT, (V;,||-|,)i=1,...n normdlt terek rendszere és (W, ||||,;;) Banach-tér.

Ekkor (,,2”” (H Vi, W> ,||||> is Banach-tér.
i=1

Bizonyitds. Legyen (Vi,|-||;)i=1,....,n normalt terek rendszere, jelélje (V,|-||;,) ezen normalt terek

n
szorzatat és legyen (W, |-||;,) Banach-tér, valamint a : N — 2" H Vi, W | Cauchy-sorozat. Legyen
i=1
x €V és e € RT tetszbleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy
minden n,m > N természetes szamra ||a, — an,| < €, vagyis az

lan (@) = am(@)llw < lzlly - llan = amll < lzlly - €

egyenl6tlenség alapjan n — a,(xz) Cauchy-sorozat a W teljes térben, ezért létezik a lim a,(x)
n—oo

hatarérték minden = € V esetén. Ennek a segitségével definialjuk a

AV W x— lim a,(x)
n—oo
fliggvényt.
Megmutatjuk, hogy A multilinearis leképezés. Legyen x = (21,...,2,),y = (y1,...,4yn) € V, A € K
és k€ {1,...,n} tetsz6leges. Ekkor az

A1, .o 1, Tk + Yy Tl 1y - - -5 Tpy) = nlLrI;Oan(xl,...,mk_l,zk F Yk, Tht1y e, Tp) =
= nlig)lo (an<m17 . ';mkflamkaxk+17 .. -;(En) + an($17 cee axkflayk7xk+l7 e 73371)) =
= lim an(xla"'axk—la'rkvxk-‘rl?'--a‘rn)+ lim an(xlr"azk—layk7xk+17"'axn) =
n—00 n—00
:A(xlﬂ"'7xk717xk7xk:+17"'7xn)+A(x17'-'7mk717yk7xk+17"'7xn)
AT, oo T 1, AT, Tpog 1, -+, Ty) = nILIroloan(xla e BTy ALy Tl 15 - -+ L) =
= lim (Aan(@1,. .., The1, Thy Thtls- -, Tn)) =
n—00
= AnlLH;oan(xl,' vy L1y Thy Thg1y - - ,IITn) =X A(Il'l,. vy L1y Thy Thg1y -« - 7xn)

egyenlGségek igazoljak A linearitésat a k-adik valtozoban. Tehat A n-lineéris.

Megmutatjuk, hogy A folytonos lineéris leképezés. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért korldtos is, vagyis
létezik olyan K € R*, hogy minden n € N esetén ||a,|| < K. Ekkor minden z = (z1,...,2,) € V
vektorra |z||;, < 1 esetén a 14.53 tétel alapjan

n n
lanly < llanll - TT ll2ill; < laall - [T 1 < &
i=1 i=1

egyenl&tlenség teljesiil, amibdl

[All = sup [|Az[ly, = sup
lelly, <1 el <1

lim a xH = su lim |la,(x <
Jm @] = st @y <
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< sup limsup|lan(z)|y < sup limsup ||la, | ||z, < hmsup llan] < K
lzlly, <1 n—oo llzlly <1 n—ro0

kovetkezik, ami a 14.51 tétel alapjan azt jelenti, hogy A folytonos multilinearis leképezés, vagyis
Aeg” <H Vi, W) .
i=1

Azt kell még igazolni, hogy lim a, = A teljesiil a (ﬁ" (H Vi, W> ) |||> normalt térben. Ennek
n—oo
i=1
igazolasahoz legyen ¢ € RT tetszéleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N kiiszobin-

5
dex, hogy minden n,m > N természetes szamra ||a, — an | < 7 Ekkor a 14.53 tétel alapjan

sup [|anz — amz||y < SUP ”an aml| - HH%H sup Han | - H1<’
=l <1 =l i=1 lzlly < i=1

adodik. Ebbdl az n — oo hataratmenettel

9
14~ anll < 5

adodik. Igy minden m > N szamra ||A — a,,|| < € teljesiil, vagyis lim a, = A.
n— oo

14.55. Tétel. Legyen n € NT, (Vi,||-|,)i=1,....n véges dimenzids normdlt terek rendszere, (W,||-|ly1,)
n

n

normdlt tér és A : H Vi — W n-linedris leképezés. Ekkor A € ¥™ (H Vi, W

i=1 =

Bizonyitds. Legyen n € Nt, (V;,||-[|,)i=1,...n véges dimenzi6s normalt terek rendszere, (W, ||l
n

normalt tér és A : H Vi — W n-lineéris leképezés. Minden k € {1,...,n} esetén legyen (ex;)i=1,... ms
i=1

a Vi normalt tér egy bazisa.

Minden k € {1,...,n} esetén

mi mpg
s Ve = R > aiers — Y Jad]
=1 =1

norma a Vj, véges dimenzios téren. A véges dimnezios vektortéren bar mely két norma ekvivalens
egymaéssal a 14.30 tétel szerint, ezért létezik olyan Cp € R™ szdm, hogy minden z € Vj, vektorra
]}, < Cx ||z, teljesiil. Legyen C' = max {Cy| k € {1,...,n}} és

K =max {[|A(e1,i,, €25, nin)lly | Vo € {1, ... ,n} i € {1,...,my}}.

Legyen minden k € {1,...,n} esetén x; € Vj, tetszbleges vektor, melyet irjunk fel a Vi tér bazisaban
mp
T = Z Ak i1, Ck,ig -
in=1

Az A multilinearitdsanak a felhasznalasaval az

mn
||A(Z‘1,..., ”W_ (Zalhelnvza?wtez’“-aZan,%em%)” <
11=1 10=1 in=1 w
maq mao My
<O Y aallaz | lan, 1A €20, i)y <

i1=1lis=1  ip=1

mi M2 My
<K ST N an ozl - Jan, | =

i1=112=1 in=1
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mi ma Mp
=K > lavi ) { D lazil ) oo | D lana,| | =
11=1 12=1 =1

= K |lza]ly a2y - laally, <

SKCCo- oo Oy lzelly - - llnll, <

n
< KC" [T llawlly
k=1

egyenlGtlenség adodik. A B = H {zr € Vi| ||lzk]l, < 1} jeloléssel élve a fenti egyenlGtlenség szerint
k=1

sup ||A(z)]ly, < KC™ < 0.
rEB

Ez pedig a 14.51 tétel alapjan garantalja A folytonossigéat.

14.56. Tétel. Legyen n € N*, (V;, ||I,)i=1,....n normdlt terek rendszere, valamint legyen (W,||-|ly1)
normdlt tér. Ekkor £ H Vi, W) | zdrt linedris altere a " (H Vi, W)) térnek.
i=1 i=1

Bizonyitds. Legyen n € Nt, (V;,||||;)i=1,....n normélt terek rendszere, valamint legyen (W, |-y,
normalt tér. Vezessiik be a

Perm(n) = {o : {1,...,n} = {1,...,n}| o bijekcit}

n
jelolést. Minden © = (21,...,2,) € H V; vektorra és o € Perm(n) permutéciora legyen

i=1

Jot L (H Vi,W> — W A Az, .. 2n) — ATo(1) -+ To(n))-

i=1

A J, - leképezés nyilvan linearis és a 14.53 tétel segitségével szarmaztatott

1o Ally < 20141 T il

i=1

-1
egyenlGtlenség alapjan folytonos is, ezért a J, »(0) halmaz zart. Mivel zart halmazok tetszéleges
rendszerének a metszete zart és

. <.$” (ﬁ%%)) N N Jeol0),

z€[]?_, Vi c€Perm(n)

ezért a %, (H Vi, W) halmaz zart.

i=1

14.57. Tétel. Legyen n € N*, (Vi,|||;)i=1,....n normdlt terek rendszere, valamint legyen (V,|-||,) és
(W I-lyy) mnormdit tér. A

p: & <V, L (ﬁ %,W))) — gt (V X ﬁWW) A (($1,$2) > (A(xl))(fz))

i=1
n
leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcio és minden A € ¥ (V, " (H Vi, W)) elemre
i=1

(A = [1All

teljesiil.
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n
Bizonyitds. Legyen n € N*, (V;, ||-||,)i=1,....n normélt terek rendszere, jelslje (V. |-]|') a HVi a

i=1
normalt terek szorzatat, valamint legyen (V,||-||;,) és (W, ||-|l;,) normalt tér és tekintsiik a

- (ufn (ﬁ 1/;7W>> N (v y ﬁw,w) A ((@n,m2) o (Alen))(22))
=1

i=1

n: $n+1 <V X ﬁ%,W) — &£ (V,ngpn (ﬁ%,W))) B (:Cl — (IQ — B(l‘l,l'g))>

i=1 i=1
leképezéseket. Ha A € & (V, " (H Vi, W)> ), akkor a 14.51 tétel alapjan || A|| < oo tovabba

lo(A)ll =" sup JA@) (Y] = sup sup [[A@)(y)] = sup [[A@)] = Al

yev’, |ly|’<1 €V, wev ecy
zeV, |z|<1 =l <ty <1 [zl <1

teljesiil, vagyis ||p(A)|| < oo, amibél a 14.51 tétel alapjan p(A) € Z" (V X H Vi, W) kovetkezik,
i=1

tovabba ||p(A)|| = ||A|| miatt p izometria.

Megmutatjuk, hogy p linearis. Ehhez legyen A, B € & (V, L (H %,W))) és A € K. Ekkor

minden x € V és y € V' esetén

p(A+ B)(z,y) = (A+ B)(2))(y) = (A(z) + B(z))(y) = (A(2))(y) + (B(2))(y) =
)

= p(A)(z,y
pAA)(z,y) = (AA)(2))(y) = (- A(2))(y) =
= A (A@)(y) = A~ p(A)(z,y)

teljesiil, vagyis p(A + B) = p(A) + p(B) és p(AA) = Ap(A), tehat p linearis.
Most igazoljuk, hogy p injektiv. Tegyiik fel, hogy A € & (V, L (ﬁ Vi, W)>> olyan, hogy p(A) =
0. Legyen x € V tetszbleges. Ekkor minden y € V' esetén i
0 = p(A) 2, ) = (A())(v),
vagyis A(z) = 0. Mivel minden x € V elemre A(x) =0, ezért A = 0.

Ha Ae & <V, Z" <H Vi, W))), akkor minden x € V és y € V' esetén

((n(p(A)))(@))(y) = p(A)(z,y) = (A(2))(y),
vagyis nop= ldz(mgn(l—[? Vi,W)))'

Ha Ae " |V x HVi, W |, akkor minden z € V és y € V' esetén
i=1

(p(n(A))(z,y) = (n(A)z)(y) = A(z,y),
vagyis pon = id‘ierl(VXH?:1 VW)

Tehat p és n egymaés inverzei, ezért p és n bijekcié. Tovabba n linearis leképezés inverze, ezért linearis,
tovabba p izometrikussdga miatt 7 is izometria.

14.58. Definici6. Legyen (V,||-||) normalt tér, n € N* és A € ™ (V™ R).
— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vax € V vektorra A(z,...,z) > 0.
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— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € V vektorra A(z,...,z) < 0.

— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € V'\ {0} vektorra A(zx,...,z) > 0.

— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Vo € V' \ {0} vektorra A(z,...,x) <O.

— Az A multilinedris leképezés szigorian pozitiv definit, ha 3K € R, hogy Vz € V vektorra
Az, ...,z) > K |z|".

— Az A multilinedris leképezés szigorian negativ definit, ha 3K € R, hogy Vx € V vektorra
A(z,...,z) < —K ||z||".

— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha Jx,y € V melyre A(x,...,z) > 0és A(y,...,y) <O0.

Magyarazat. A kovetkezd tétel el6tt emlékeztetiink arra, hogy ha n € Nt és tetszSleges X halmaz

esetén a € X, akkor al”l jelsli azt az X” halmazbeli elemet, melynek minden komponense a, vagyis

(] =(a,...,a).
——
n-szer

a

14.59. Tétel. (Polarizdcids formula.) Legyen V és W wvektortér, n € NT és A € Lin™"(V", W)

szimmetrikus n-linedris leképezés. Minden x1,...,x, € V vektorra
1
A(Il,...7l’n): onp) Z tltnA(tll‘1++tnlL'n)[n]

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V és W vektortér, n € N\ {0,1} és A € Lin"(V", W) szimmetrikus n-linearis
leképezés. Minden z € V vektor esetén definidljuk az

A, vl o w (1, Tpn_1) = A(2,21, ..., Tp—1)

(n — 1)-linearis leképezést és legyen xg,x1,...,x, € V tetszéleges vektor.
Az n =1 esetben

5 2 hAMm) = 5 (Al + A@)) = Aw),
tie{-1,1}

és az n = 2 esetben

1
= Z tito A (t1z1 + toxa, t121 + taxa) =

t1,t2€{0,1}
1

= g(A(J,j + X9, 21 + 332) — A(Jﬁl — T2, 21 — $2)—
— A(*l’l + To, —T1 + SCQ) + A(*l’l — T2, —T1 — LEQ)) =
1

3 (414(3?1, Ig) + 4A(—$1, —.Ig)) = A(l‘l,l’g)

teljesiil, tehat az n = 1,2 szamokra igaz az éllitas. Tegyiik fel, hogy az n € N, n > 2 szamra igaz az
allitas. Ekkor

Ay, 70) = o ST ity Alrr +bhay e + ta) — (14.3)
T to,.ntne{—1,1}

—ty.. .ty A(—21 +t2x2"'+tn$n)[n].

Megmutatjuk, hogy az n + 1 szamra is igaz az allitas. Jeldlje o az n + 1 esetben a bizonyitando
egyenlGség jobb oldalat, vagyis

2"t (n + 1)l = > toty ..t A (towo + trzy + -+ + taw,) " =
to,b1,..e, tne{fl,l}
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= Z tOtl cee tnAtgrg+t1m1+m+tnxn (tOJJO + tlzl +-- tnxn)[n] =
to,t1,..,tn€{—1,1}

n
= > toty . tn 3 Apa, (fozo + -+ + tazn)") =
to,t1,.. tn€{—1,1} i=0

n
= Z Z totl . tnAtiw,i (toxo —+ -+ tnxn)["]

i=0 to,t1,....tn€{—1,1}

Legyen minden i € {0, ...,n} esetén
B; = > tot1 - - tnApe, (tomo + -+ + tpay) ™.
to,t1,...,tn€{—1,1}
Ha i€ {1,...,n}, akkor a ty és a t; indexre torténs Osszegzést fejtsiik ki.
B; = > o tioatigt .t

ti,.tio1,tig1,..tn€{—1,1}
: (A;p (o + T + 1%y + -+ i1 @1 F b Tig + o+ tzy) -
— Apy (=m0 + 2+ i 4+ Ty + T oo+ )M -
— Ay (o — @i+ @+ tiaTio1 i@ + o+ tewg) M+
+ A g (=0 — i+t + - H iz i o+ tnxn)[n])~

Ha az els6 és a negyedik Osszeadandot nézziik, akkor az A_, = —A, formula és a (14.3) képlet

felhasznéalasaval
E t1-~-ti71ti+1~-~tn'
ti,.tic1,tiqgn,..tn€{—1,1}

. (Ax% (xo+ @i +tixy 4+ +tim1xim1 +tip1Tig1 + - + tnmn)[n]—
— A (—zo —zi+tiry + - H T F T+ + tnxn)[n]) =
= QHH'AL (3]0 + LijyL1,L2y ... ,.Tl'_l,l'i_i_l, e ,In)

adodik. Hasonléan, ha a masodik és harmadik 6sszeadandot nézziik, akkor

Z tr oo tisatinr ..ty

t1yeetic1,tig1,en, tnG{fl,l}
. (—Axi(—QSO +x;i+tiwy + -+l F i1 + 0+ tnxn)[n]—F
+ Ay, (w0 — 2 + 1w + - F iz F T o+ tnxn)[n}) =

n
=2"nlA, (X0 — T4, T1, T2, o, Ti—1, Tig 15 -+, Tn)

adodik. Ezek alapjan

Bi = 2"7’L'A1L (23?0,3’,‘1,.%‘2, ey L1y L1y e - - ,xn) =
= Q"Hn!Azi ($0,$1,.’E2, ey L1, L1y ,.’ﬂn) =
= 2"+1n!A(xi,xo, T1yL2y ey Lj—1yLj41y--- ,an) =
= 2"+1n!A(x0, T1yeey Ty)-
Tehat minden i € {1,...,n} esetén B; = 2" nlA(xg,x1,...,2,). Teljesen hasonléan igazolhato,

hogy Bo = 2" n!A(zg, z1,...,7,). Ezek alapjén a
n

n
2" 4+ Dia=> "B => 2" nlA(z,21,...,20) = 2" (n + D! A(o, 21, . .., )
=0 1=0
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egyenletbdl
Q= A(x07xl7-"axn)

adodik, ami a bizonyitandé egyenl&ség bal oldala.

14.60. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, n € NT és 0 # A € ™ (V",R).

Ha A szimmetrikus pozitiv vagy negativ multilinedris leképezés, akkor n pdros szdm.
Ha A szigorian pozitiv definit, akkor pozitiv definit.

Ha A szigorian negativ definit, akkor negativ definit.

Ha dimV < oo és A pozitiv definit, akkor szigorian pozitiv definit.

Ha dimV < oo és A negativ definit, akkor szigorian negativ definit.

SURs o e N

Bizonyitds. Legyen (V,|||) normalt tér, n € Nt és 0 # A € " (V™,R).

1. Tegyiik fel, hogy A szimmetrikus, pozitiv és n paratlan. Az A szimmetrikussaga miatt a 14.59
tetel alapjan létezik olyan z € V, melyre A(z[") = o # 0, valamint A pozitivitasa miatt o > 0.
Felhasznalva A multilinearitasat és n paratlansagat A((—z)") = —A(z[") = —a < 0 adodik, ami
ellentmond A pozitivitasanak.

Ha A szimmetrikus és negativ, akkor n paratlansagat feltételezve hasonlé gondolatmenettel kaphatunk
ellentmondaést.

2-3. A definicié alapjan nyilvanvalé.

4. Legyen n = dim V. Mivel V' véges dimenzios, ezért a 14.55 tétel alapjan A folytonos multilinearis
leképezés. Tekintsiik az S = {v € V| |jv|]| = 1} halmazt. Az S halmaz korlatos, zart, tehat a 14.31
tétel alapjan kompakt. Vagyis az A folytonos fiiggvény korlatos ezen a kompakt halmazon és felveszi
a minimumét is. Az A fiiggvény minimumat jelolje K € RBL , vagyis minden v € S esetén K <
A(!™). Ez a K szam szigortian pozitiv, ugyanis a K = 0 esetben a folytonos A fiiggvény valamely
vg € S pontban felvenné a minimumat, és arra A(v([)n]) = 0 teljesiilne, ami ellentmondana A szigoru
porzitivitasanak.

Megmutatjuk, hogy minden z € V esetén A(z[") > K ||lz||" teljesiil. Ha 2 = 0, akkor nyilvan igaz az

allitas. Ha x # 0, akkor € S, vagyis

K<A(fww$)
||| [||]

teljesiil, amibdl az A operator multilinearitdsa miatt

x
]

adodik.
5. A 4. ponthoz hasonléan igazolhato.

14.12. Konvex zart elnyel6 halmazok Banach-terekben

Magyarazat. A kovetkezs fogalmak és allitas segitségével lehet majd a késébbiekben a funkcional-
analizis alaptételei koziil tobbet egyszertien igazolni.

14.61. Definicié. Legyen V vektortér és K C V. Azt mondjuk, hogy a K halmaz
— elnyeld, ha minden z € V esetén létezik olyan r € R, hogy minden A € K szdmra |\| > r
esetén x € \K;
— konvez, ha minden z,y € K és ¢ € [0, 1] elemre cz + (1 — ¢)y € K teljesiil;
— szimmetrikus, ha K = — K teljesiil.

14.62. Tétel. Legyen (V,||-||) Banach-tér és legyen Z C V zdrt, konvex és elnyeld halmaz. Ekkor
létezik olyan r € RT melyre B,.(0) C Z teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen (V, ||-||) Banach-tér és legyen Z C V zart, konvex és elnyels halmaz.

1. Megmutatjuk, hogy K = Z N (—Z) zart, konvex, elnyel6 és szimmetrikus halmaz. A K halmaz
nyilvan zart, hiszen két zart halmaz metszete; konvex is, hiszen két konvex halmaz metszete és
nyilvan szimmetrikus is. Megutatjuk, hogy K elnyel6. Legyen x € V tetszéleges. Mivel Z elnyeld,
ezért létezik olyan c¢; € RT, hogy = € c;Z, valamint létezik olyan c, € RT, hogy —x € c3Z. Ekkor
barmely ¢ € RT, ¢ > max{cy, ca} szédmra z, —x € cK, vagyis ¥ € (cK) N (—cK) = cZ teljesiil.

2. Igazoljuk, hogy V = U (nK) teljesiil. Legyen x € V tetszbleges. Mivel K elnyeld, létezik olyan

neNt
c € Rt melyre x € cK. Mivel K konvex és elnyels, ezért ha n € N olyan, hogy n > ¢, akkor x € nK,

tehat © € U (nK).
neN+ -
3. A Baire-féle kategoriatétel alapjan létezik olyan n € NT, melyre Int nK # (). Mivel a

p: V=V T ne

leképezés a 14.19 tétel alapjan homeomorfizmus, ezért Int K # (). Legyen z € Int K, és legyen r € R™
olyan, hogy B,(z) C Int K.

4. Megmutatjuk, hogy ekkor B,(0) C K. Legyen x € B,.(0). A K halmaz szimmetrikusséga
miatt B,(—z) C K. Tehat az 2 — z € B,.(—2) C K és az © + z € B,(z) C K tartalmazas miatt
r—z,x+ 2z € K, amib6l K konvexitasa miatt

1 1
xzi(x—z)—i—ﬁ(;v—}—z)eK

adodik. Mivel B,.(0) C K = Z N (—2) teljesil, ezért B,.(0) C Z.

14.13. Hahn—Banach-tétel

14.63. Definicié. Legyen V vektortér és ¢ : V' — R leképezés. Azt mondjuk, hogy
— ¢ szubadditiv, ha minden x,y € V esetén p(z +y) < p(z) + ©(y);
~ ¢ pozitiv homogén, ha minden z € V és \ € R esetén p(A\r) = \p(z);
— ¢ szublinedris, ha szubadditiv és pozitiv homogén.

14.64. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
p: VRS x = p(x)

fliggvényt félnormdnak nevezziik, ha az aladbbiak teljesiilnek ra.

e p(0) =0

e Vr eV, VAeK: p(Ax) = |Ap(x)

e Vz,yeV: p(z+y) <plx)+py)
Az (V,p) part félnormdlt térnek nevezziik, ha V valos vagy komplex vektortér, és p félnorma a V
vektortéren.

14.65. Tétel. Legyen V wvalds vektortér, M C 'V linedris altér, ¢ : V — R szublinedris leképezés
és [+ M — R olyan linedris leképezés, melyre f < ¢|p. Ha x € V \ M, akkor létezik olyan
f: M @Rz — R linedris leképezés, melyre f C f és f < ¢|mors teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V valos vektortér, M C V linearis altér, z € V \ M, ¢ : V — R szublinearis
leképezés és f : M — R olyan linearis leképezés, melyre f < ¢|p;. Ekkor minden u,v € M esetén

fw)+ fw) = flut+v) Splutv)=pu—z+z+0v) <pu—z)+e+a),
ezért
fu) —p(u—z) <p(v+z) = f(v).

Vagyis az {f(u) — ¢(u — x)| uw € M} halmaz korlatos feliilrdl és a {¢(v + x) — f(v)| v € M} halmaz
korlatos alulrol. Az

a=sup{flu) —plu—x)ue M} é [=inf{plw+z)— f(v)veM}.



314 14 NORMALT TEREK

szamokra « < 3 teljesiil. Legyen c € [a, (] tetsz6leges és
f:M®Rz - R u+ Az — f(u) + Ae.

Ekkor f C f nyilvan teljesiil.
Minden v € M és A € Rt esetén

ey (Fure) - f(Fu) = ol n) - 31

vagyis ez alapjan
flu+Az) = f(u) + A < p(u + Ax).

Minden v € M és —\ € R esetén
1 1 1 1
>a>f-~u)—o(-—u—2z)=-= -
ezazf(-gu) -o(-jume) =370+ et

vagyis ez alapjan
flu+2Ax) = f(u) + ch < p(u+ Ax).

Tehat minden v € M és A € R esetén
flu+Az) < p(u+ Az)
teljestl.

14.66. Tétel. Legyen V walos vektortér, M C V linedris altér, ¢ : V. — R szublinedris leképezés és
f:+ M — R olyan linedris leképezés, melyre [ < p|p. Ha x € V\ M, akkor létezik olyan F : V — R
linedris leképezés, melyre f C F és F < p teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V valos vektortér, M C V linearis altér, z € V' \ M, ¢ : V — R szublinearis
leképezés és f : M — R olyan linearis leképezés, melyre f < |-
Legyen

A={g:V — R| Domg lineéris altér, M C Domg, g lineéaris, g|p = f, 9 < ¢|pomg}

és az A halmazon jelolje < a C tartalmazas relaciot. Ekkor (A, <) induktivan rendezett halmaz, ezért
a Kuratowski—Zorn-lemma alapjan létezik maximalis eleme, ezt jeloljiik a F' szimbélummal. Mivel
F € A, ezért F az f kiterjesztése és F < @|pom F teljesiil. Megmutatjuk, hogy Dom F = V. Ha
Dom F' # V', akkor a 14.65 tétel alapjan létezik egy g valodi kiterjesztése a F' funkcionalnak az A
halmazban, melyre F' < g teljesiil, ami viszont ellentmond F maximalitasanak.

14.67. Tétel. Komplex vektortér feletti linedris funkciondlt egyértelmien meghatdroz a valds része.
Legyen V' komplex vektortér és jelolje Vi a V wvektorteret az dsszeaddssal és a C x V. — V szorzds
R x V — V megszoritisdval.
1. Ha f :V — C linedris leképezés akkor az fr = Reof leképezés olyan fr : Vg — R linedris
leképezés, melyre minden x € V esetén f(x) = fr(z) — ifr(iz) teljesil.
2. Ha fr: Vg — R linedris leképezés, akkor az f : V — C, f(x) = fr(x) —ifr(iz) olyan linedris
leképezés, melyre fr = Reof teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V komplex vektortér.
1. Legyen f :V — C linearis leképezés és fr = Reof. Ekkor fr nyilvan additiv, valamint minden
x €V és A eR esetén

fe(Ar) = Re(f(Az)) = Re(Af(z)) = ARe(f(2)) = Mfer()

teljesiil, vagyis fr linearis. Tovabba minden = € V esetén

fr(x) —ifu(iz) = Re(f(z)) —iRe(f(iz)) = Re(f(x)) — iRe(if (z)) = Re(f(x)) + iIm(f(z)) = f(z).
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2. Legyen fgr : V — R linearis leképezés és minden = € V esetén legyen f(x) = fr(z) — ifr(iz).
Ekkor f nyilvan additiv, valamint minden «, 8 € R esetén

f((a+if)z) = frlaz +iBz) —ifr(icx — Bz) = fr(azx) + fr(i8z) —ifr(iax) + ifr(Bz) =
afr(z) + Bfrliz) —iafr(iz) + iBfr(z) = (o +iB)(fr(z) — ifr(iz)) =
= (a+ipf)f(z)

teljesiil, vagyis f linearis. Az fr = Reof egyenl6ség pedig f definidlasa alapjan nyilvanvadan igaz.

14.68. Tétel. (Hahn-Banach-tétel.) Legyen V wvektortér K felett, p : V. — R{ félnorma, M C V
linedris altér és f : M — K olyan linedris leképezés, melyre |f| < prr. Ekkor létezik olyan F' : M — K
linedris leképezés, melyre f C F és |F| < p teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V vektortér K felett, p: V — ]R(J{ félnorma, M C V linearis altér és f: M — R
olyan linearis leképezés, melyre |f| < pas.

A K = R esetben 14.66 a tételt alkalmazva a p szublineéris leképezésre azt kapjuk, hogy létezik olyan
F : V — R kiterjesztése az f funkciondlnak, melyre F' < p teljesiil. Ekkor minden z € V vektor
esetén

miatt

teljesiil, azaz |F'(z)| < p(z).
A K = C esetben tekintsiik a Vg valos vektorteret és az fgp = Reof linearis leképezést. Az 1. pont
alapjan létezik olyan Fg : V — R linearis kiterjesztése az fr funkcionalnak, melyre |Fg| < p teljesiil.
A 14.67 tétel alapjan

F:v—=C x> Fr(x) —iFg(iz).
olyan linearis leképezés, melyre Fr = ReoF’ teljesiil.
Ha z € M, akkor

Re f(z) = fe(z) = Fr(z) = Re F(x)
Im f(z) = —Re(if(z)) = — Re f(ix) = — fr(iz) = —Fr(iz) = —Re F(iz) = — Re(iF(x)) = Im F(x),

vagyis f(z) = F(x), tehat F az f kiterjesztése.
Veégiil megmutatjuk, hogy |F| < p. Legyen x € V tetsz6leges. Ha F(x) = 0, akkor nyilvan |F(z)| <

F
p(z); ezért feltessziik a tovabbiakban, hogy F(x) # 0. Ekkor viszont a z = |FE:U§| komplex szam
x

egységnyi abszolatértékd és
|F(x)] =% F(z) = F(zz) = Re F(zz) = Fr(zz) < p(zz) = p(z)
teljesiil, vagyis |F| < p.
Magyarazat. A kovetkezSkben a Hahn—Banach-tétel par egyszeriibb kévetkezményét, emlitjiik meg.

14.69. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér K felett, M C V linedris altér és f : M — K folytonos
linedris leképezés. Ekkor létezik olyan F : V — K folytonos linedris leképezés, mely f kiterjesztése és
I = IF|| teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér K felett, M C V linearis altér és f : M — K folytonos
linearis leképezés. A

p:V =Ry e | f]
félnormara és az f leképezésre alkalmazva a 14.68 Hahn-Banach-tételt kapjuk olyan F' : V — K
linearis leképezésnek a létezését, mely f kiterjesztése, melyre |F'| < p teljesiil. Vagyis minden = € V
esetén

[F()] < [l - [If
miatt ||F|| < ||f|l, azonban a kiterjesztés miatt ||F|| > ||f||, tehat ||EF| = || f||-
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14.70. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér K felett, n € N*, xy,...,x, € V linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer és ay,...,a, € K tetszdleges paraméterek. Ekkor létezik olyan F : 'V — K linedris
leképezés, hogy minden k € {1,...,n} esetén F(xy) = ax.

Bizonyitds. Legyen (V,|-||) normalt tér K felett, n € N, xy,...,z, € V linearisan fiiggetlen
vektorrendszer és aq,...,a, € K tetsz6leges paraméterek. Jelolje M az x1,...,x, vektorrendszer
altal generalt linearis alteret. Ekkor

n
p: K" = M (cl,...,cn)Hcha:k
k=1

linearis bijekcio, tovabba
n
n: K" =K (017...7cn)»—>20kak
k=1

linearis leképezés. Az f =nop~!: M — K olyan lineéris leképezés, melyre minden k € {1,...,n}

esetén f(xy) = ay teljestil. Mivel M véges dimenzids és f lineéris, ezért a 14.21 tétel alapjan folytonos,
tovabba a 14.69 tétel alapjan létezik folytonos kiterjesztése.

14.71. Tétel. Ha (V,|||) normdlt tér, akkor V' szétvdlaszto.

Bizonyitds. Legyen (V,||||) normalt tér és x,y € V, x # y vektor. A 14.70 tétel alapjan létezik olyan
¢ : V = K folytonos lineéris leképezés, melyre o(z — y) = 1 teljesiil. Ekkor ¢ € V' és p(z) # ¢(y).

14.72. Tétel. Legyen (V. ||-||) normdlt tér.
1. Minden x € V esetén legyen

Je V=K ¢ o(z).

Ekkor j, folytonos linedris leképezés.
2. A
V=V T g
leképezés linedris és injektiv.
3. Aj:V = V" leképezés izometria, azaz minden v € V esetén

|zl = sup  [p(2)]
peV’, [lplI<1

Bizonyitds. Legyen (V) |||) normalt tér.
1. Haz €V, 1,02 € V' és X € K, akkor a

Ja(p1 +2) = (01 + 92)(x) = p1(2) + 2(x) = Jz (1) + ju(p2)
Ja(Ap1) = (Ap1)(@) = Ap1(2) = Aja (1)
egyenletek alapjan j, linearis. A folytonossag a

sup  o(z)| < sup ol - 2] < [lzf| < oo
peV’, lell<1 PeEV, [lp|I<1

egyenlGtlenségekbdl kovetkezik. SGt ebben a pontban még azt is igazoltuk, hogy |/jz| < ||z]-
2. Legyen x,y € V és X\ € K tetsz6leges. Ekkor a minden ¢ € V' esetén érvényes

Jety(p) =z +y) = @(x) + o(y) = jz () + dy () = Uz +Jy)(9)
Ire(#) = (M) = Ap(x) = Aju(p) = (Ajz)(9)
egyenlségek miatt j linearis.

Tegyiik fel, hogy valamely x,y € V esetén j, = j,. Ekkor minden ¢ € V' funkcionalra p(z) = ¢(y)
teljesiil és mivel a 14.71 tétel miatt V' szétvalaszto, ez csak ugy lehet, ha x = y.
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3. Legyen z € V. Ha x = 0, akkor az 1. pont alapjan ||7,|| < |lz|| = 0 miatt ||j,|| = 0 = ||z|. Ha
x # 0, akkor legyen xg = ﬁ és tekintsiik az M = Kz alteret és az
x
f:M—>K axg — a
linearis leképezést. Ekkor

Ifl="sup [fy)l=  sup  [flax)|= sup [a]=1
yeM, [ly|<1 a€K, |a]-wol| <1 a€K, |a|<1

tovabbé a 14.69 tétel alapjan létezik olyan F : V — C folytonos lineéris funkcional, melyre f C F' és
IE| = 1fIl = 1 teljesiil. Ekkor

lGall = sup ()| > [F(z)] = |f(@)] = [f([l«] - zo)| = |||
peV’, llell=1

Az 1. pontban pedig lattuk, hogy ||j.|| < ||z||, ezért ||j=| = |||

14.73. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a (V,||-||) norméalt tér reflexiv, ha a j : V. — V" leképezés
sziirjektiv.

14.14. Banach egyenletes korlatossag tétele

14.74. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. B1(0)={z e V| |z|| <1}
2. Ha Q C V konvex halmaz, W vektortér és A : V. — W linedris leképezés, akkor A(Q) is
konvez.
3. Ha Q CV konvex halmaz, akkor Q is konvex halmaz.

4. A B1(0) és a B1(0) halmaz konvex.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér.
1l.egyenz €V, ||z|| =1 és r € RT tetszoleges. Ekkor az R = min {r, 1} szamra és az y = (1 — R/2)z
vektorra y € B1(0) és y € B,.(z) teljesiil, vagyis minden r € RT esetén B1(0) N B,.(z) # 0, tehét

{z e V| |zl <1} € Bi(0).

Ha z € V, ||z|| > 1, akkor az r = ||z|| — 1 € RT szdmra B;(0) N B.(z) = 0 teljesiil, ugyanis, ha
y € B1(0) N B,(x), akkor ||ly|| <1 és ||z —y|| < r, amib6l az

2l = lle =y +yl < llz =yl + lyll <zl =1+ 1 =]z

ellentmondas adodik. Ez azt jelenti, hogy = ¢ B;1(0). Tehat

VA{z e V| |z <1} CV\ Bi(0),

amibdl

Bi(0) C {z € V| Jlall <1}
kovetkezik.
2. Legyen Q C V konvex halmaz, W vektortér és A : V — W linearis leképezés, valamint =,y € A(Q)
és t € [0,1]. Ekkor létezik olyan a',y’ € Q, melyre Az’ = x és Ay’ = y. Az A linearitésa és Q
konvexitdsa miatt tz' 4+ (1 —t)y' € Q és A(ta’ + (1 —¢t)y') =tx + (1 — t)y € A(Q).
3. Legyen Q C V konvex halmaz. Indirekt médon tegyiik fel, hogy Q nem konvex. Ekkor létezik
olyan z,y € Q és t € ]0,1[, melyre z = tz + (1 — t)y ¢ Q. Mivel Q zart, ezért létezik olyan r € R,
hogy B,.(z) N Q = 0.
A lezéras definicitja alapjan létezik olyan z/,y’ € Q, melyre ||z — /|| < r és |ly — y'|| < r. Legyen
2l =ta’ + (1 —t)y’. Mivel Q konvex, ezért 2/ € Q. A

lz= 2= lt@ =2+ A=y -yl <tz =2+ A=)y =yl <tr+ (A -t)r =7
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becslés alapjan a 2z’ € B,.(z) N Q # 0 ellentmondést kapjuk. Tehat Q konvex.
4. Legyen x,y € B1(0) és t € [0,1]. Ekkor a z = tz + (1 — t)y pontra

Iz <tllzfl+ (A=) [lyl <t +1-t=1

miatt z € B1(0) teljesiil, vagyis B;(0) halmaz konvex, ekkor viszont a 3. pont alapjan B;(0) is
konvex.

14.75. Tétel. (Banach egyenletes korlitossdg tétele.) Legyen (U, |-||;) Banach-tér és (V. |-||,,) nor-
mdlt tér, valamint H C £ (U,V). A H halmaz pontosan akkor korlitos pontonként, ha korlditos az
operdatornomdban, azaz

Ve e U: sup [|Az[l, <oo <  sup [|A|l < oo.
AcH AcH

Bizonyitds. Legyen (U, ||-||;;) Banach-tér és (V, ||-||,,) normalt tér, valamint H C £(U,V).
Tegyiik fel, hogy minden x € U esetén az {Axz| A € H} halmaz korlatos a V' térben. Tekintsiik a

r- ) 4 (50)

AeH

-1
halmazt. Megmutatjuk, hogy A € £(U,V), akkor az A (Bl(O)) halmaz konvex. Ehhez legyen

-1
r,ye A (Bl(())), valamint ¢ € [0, 1] és tekintsiik a z = ta + (1 — t)y pontot. Ekkor Az, Ay € B1(0),

valamint a B;(0) halmaz konvexitasa miatt

Az =A(tz + (1 — t)y) = tAx + (1 — t) Ay € B1(0),

-1,
vagyis z € A (Bl(O)). Mivel konvex halmazok metszete konvex, ezért 1" konvex.

-1
Minden A € H esetén az A (Bl(0)> halmaz zart, hiszen zart halmaz folytonos fiiggvény altali sképe,

valamint zart halmazok metszete zart, ezért T zart.
Megmutatjuk, hogy T elnyels. Legyen x € U \ {0} tetszéleges, r € R olyan, hogy minden A € H
esetén ||Az||,, < r, valamint legyen A € K, [A| > r tetsz6leges. Ekkor minden A € H esetén

()

1
vagyis minden A € H esetén A <)\x> € B1(0), ezért

vagy masképp x € AT
Mivel T konvex, zart, elnyel§ halmaz egy Banach-térben, ezért a 14.62 tétel alapjan a nullvektor

R
kornyezete, azaz létezik olyan R € R™, hogy Br(0) CT. Har = 2 akkor B, (0) C T. Tehat minden
zeU, |z||, <1és Ae H esetén

re€ B.(0) — reelT — A(rz)eBi(0) — r|dz]|<1 — |Az|< E
,

Vagyis minden A € H esetén
1

[Al=" sup [Az| <,
z€eU, |lz|l,<1 r
tehat

1
sup |4 = - < o0.
AeH r
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Forditva, legyen K € R olyan, melyre

sup [|A]l < K
A€eH

teljesiil és legyen x € U tetszsleges. Ekkor

sup [[Azfly, < sup [JA[| - [[zfly, < K [z]ly < oo
AeH AeH

14.15. Banach—Steinhaus-tétel

14.76. Tétel. Legyen (U, |-||;) Banach-tér, (V,||-||\,) normdlt tér és a : N — £ (U, V) olyan soro-

zat, mely pontonként konvergens az U halmazon. Ekkor sup |la,| < oo, valamint az A = lim a,
neN n—oo

hatdrérték folytonos linedris operdtor, melyre | Al| < liminf ||a,, || teljesil.
n— oo

Bizonyitds. Legyen (U, |-||,,) Banach-tér, (V,||-||,,) normalt tér és a : N — £ (U, V) olyan sorozat,
mely pontonként konvergens az U halmazon. Tehat minden z € U esetén az n — a,x sorozat
konvergens, ezért korlatos is, tehat a 14.75 Banach egyenletes korlatossag tétele alapjan az (an)nen
halmaz korlatos az operatornormaban is.

Az A= nh_}rr;o a, operatorra minden x,y € V és A € K esetén

n—oo

Alz+y) = lim ap(z+y) = lim ay(z) + an(y) = lim a,(z) + lim a,(y) = Az + Ay

n—oo n—oo n—oo
A(dx) = nh_)rr;o an(Az) = nh_}n;o Aay(x) = /\n11_>HDIO an(z) = Nz

teljesiil, ezért linearis.

Minden x € U esetén

l4ally = |

Jim ane| = lim ey < lminf (e - o) = o timinf a,]).

ezért ||A|| < liminf,, o [|a,|. Nyilvan liminf ||a,| < sup ||la,||, valamint sup, oy [|an| < co. Ezért
n—oo neN

IA]l < oo, vagyis A folytonos linearis operétor.

14.16. Banach nyilt leképezések tétele és kozvetlen kévetkezményei

14.77. Tétel. Legyen (U, |-||;) Banach-tér, (V,|-||\,) normdlt tér és A : U — V folytonos linedris
leképezés. Ha létezik olyan R € RY, melyre

Br(0) € A(B1(0)),

akkor minden r € |0, R[ esetén
B, (0) € A(B1(0)).

Bizonyitds. Legyen (U, ||-||;) Banach-tér, (V,|-||;,) normalt tér és A : U — V folytonos linearis
leképezés. Legyen R € R olyan szam, melyre Br(0) C A(B1(0)) és ¢ € ]0, 1] tetszbleges paraméter.
Ekkor felhasznalva, hogy a nem nulla szimmal val6 szorzas homeomorfizmus, valamint az A operator

linearitasat és folytonossagat

B.r(0) = ¢Br(0) C cA(B1(0)) = cA(B1(0)) = A(B.(0)) (14.4)
adédik, amibgl adédik, hogy minden n € N esetén
Buwn(0) C A(Ben (0)). (14.5)

Legyen y € Bgr(0). A lezaras definicioja alapjan ekkor létezik olyan yo € A(B1(0)) és xo € B1(0),
melyre
ly—woll <eR,  Azo=yo és |zl <1.
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Ekkor y — yo € B.r(0), vagyis a (14.4) képlet alapjan létezik olyan y; € A(B.(0)) és z1 € B.(0),
melyre
ly—vo—wll <R, Azi=y1 & || <e

Ha maéar valamilyen N € N értékig definidltuk az xn és yny vektorokat dgy, hogy azokra minden
k€ {0,...,N} esetén

k
y=Y ui| <R Awp =y es ]l <
7=0

teljesiil, akkor a (14.5) képlet alapjan létezik olyan yy11 € A(Ben+1(0)) és zn11 € B.n+1(0), melyre

N+1
1

y— > ui| <R, Awnpi=ynp & flavga] <N
=0

Ekkor a kivalasztasi axiomaval kombinalt rekurzié tétele alapjan létezik egy olyan (z,,)nen €S (Yn)yen
sorozat, hogy minden n € N esetén

n
y— > Uk

< "R ATy = yp, 68 |za| <.

k=0
o0
Ekkor Z Yr =y, valamint
k=0
o0 o0 1
k
| < "=——< 0
Sl < Yk =
k=0 k=0
oo
miatt a Zxk sor abszolut konvergens az U Banach-térben, ezért konvergens is. Az z = sz
k k=0

vektorra normajara a ||z|| < 1T becslésiink van az a sor abszolat konvergenciajabol.
—c

Az A folytonossaga miatt
n n n o0
Az = Anlirrgo;mk = nILH;OkZﬂAxk = nl;r&];)yk = gyk =.

Tehat egy rogzitett ¢ € |0, 1] paraméter esetén azt kaptuk, hogy minden y € Br(0) vektorhoz létezik
egy olyan = € Bﬁ (0) vektor, melyre Az = y.

Az Alinearitasat kihasznalva ez azt jelenti, hogy minden y € B(;_.r(0) vektorhoz létesik egy olyan
x € B1(0) vektor, melyre Az = y; vagy méasképp

B-o)r(0) € A(B1(0)).
Adott r € ]0, R[ esetén ebbdl a ¢ =1 — % valasztassal kapjuk a bizonyitandé egyenlGséget.

14.78. Tétel. (Banach nyilt leképezés tétele.) Ha (U, |-||;), (V.|-|l,;) Banach-tér és A : U — V
folytonos linedris leképezés, akkor az A operdtor pontosan akkor nyilt, ha szirjektiv.

Bizonyitds. Legyen (U, ||-|;;), (V. |-|l,;) Banach-tér és A : U — V folytonos linearis leképezés.
Tegyiik fel, hogy A nyilt. Ekkor az A(B;(0)) halmaz is nyilt. Mivel A0 = 0, ezért a 0 bels6 pontja az
A(B4(0)) halmaznak, vagyis létezik olyan r € R, melyre B,.(0) C A(B;(0)). Ekkor az A linearitasa
miatt

o0

Ran A = A | ] B.(0) = [ A(B.(0)) = | nA(B1(0)) 2 | nB.(0) = | Bu(0) =V

n=1 n=1
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teljesiil, vagyis A sziirjektiv.
Most tegyiik fel, hogy A sziirjektiv. Ekkor

V=A[] B.(0) = | A(Bn)(0).

n=1 n=1

Mivel V teljes metrikus tér, ezért a Baire-féle kategoéritétel miatt nem &ll el megszamlalhatéan sok
sehol sem stird halmaz unidjaként. Tehat létezik olyan n € Nt melyre Int A(B,,(0)) # 0. Mivel a
nem nulla szammal val6 szorzas linearis homeomorfizmus és A linearis, ezért

Int A(B,,(0)) = Int A(nB;(0)) = Int nA(B;(0)) = Int (nA(Bl(O))) = nInt A(B,(0)) % 0.

Legyen z € Int A(B1(0)). Ekkor létezik olyan r € R*, melyre B,(z) C A(B;(0)), valamint a B;(0)
halmaz szimmetrikussaga és A linearitdsa miatt B,.(—z) C A(B1(0)) is teljesiil. A 14.74 tétel alapjan
A(B1(0)) konvex halmaz. Ha x € U olyan, hogy |z|| < r, akkor z + z € B,(z) és ¢ — z € B.(—=2)
miatt x + z,2 — z € A(B1(0)), vagyis a konvexitas miatt

1

1 -
x = i(x +2)+ i(x —z) € A(B1(0)).

Tehat B, (0) C A(B;(0)). Ekkor viszont a 14.77 tétel miatt az R = g szamra Br(0) C A(B1(0))

teljestil.
Ennek a segitségével megmutatjuk, hogy A nyilt leképezés. Legyen Q C U nyilt halmaz és y € A(Q).
Ekkor létezik olyan z € 2, melyre Az = y, tovabba létezik olyan ¢ € RY, hogy B.(x) C Q. Igy

A(9) 2 A(Bo()) = Az + B.(0)) = A(z + By (0)) = Az + cA(B1(0)) 2 y + cBr(0) = Bre(y)
miatt y bels6é pontja az Q halmaznak.

14.79. Tétel. (Banach tétele a folytonos inverz létezésérdl.) Ha (U, |-|), (V.||-|ly;) Banach-tér és
A:U — V folytonos linedris bijekcid, akkor A=1 is folytonos.

Bizonyitds. Legyen (U, |-||;), (V,|]|,,) Banach-tér és A : U — V folytonos lineéaris bijekci6. Ek-
kor A sziirjektiv, vagyis 14.78 Banach nyilt leképezés tétele alapjan nyilt is. Ami a folytonossag
topologikus jellemzése alapjan éppen azt jelenti, hogy A~ folytonos.

14.80. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a V vektortéren értelmezett [|-||; és ||-||, norma dsszehason-
lithato, ha létezik olyan C; € R, melyre [|-||; < C1 |||, teljesiil, vagy létezik olyan Cy € RT, melyre
[l < Co ][l teljesiil.

14.81. Tétel. Legyen V wvektortér, valamint |-||, és |||y olyan norma a V wvektortéren, mellyel V
Banach-tér. Ha ||-||, és ||-||, dsszehasonlithatd, akkor ||-||, és |||, ekvivalens normdk.

Bizonyitds. Legyen V vektortér, valamint ||-||; és ||-||, olyan norma a V vektortéren, mellyel V'
Banach-tér. Tegyiik fel, hogy létezik olyan C' € R, melyre ||-||; < Cy |||, teljesiil. Tekintsiik az

dy : (Vi [-lle) = (V1) 2w
linearis leképezést. Ez a

sup [lidy (@), = sup flal, < sup Cafly = C < oo
llzll,<1 llzll <1 lzll <1
egyenl6tlenség alapjan folytonos. Ezért a 14.79 folytonos inverzrél szolo tétel alapjan idy inverze is
folytonos, vagyis
sup Hid(/l(m)H2 < 0.
llzll, <1

Ha K € R jeloli a fenti képletben szerepls szuprémumot, akkor minden z € V, ||z||; < 1 esetén
1

lly

|lz||y < K teljesiil. Vagyis ha x € V' \ {0} tetsz6leges, akkor x

< 1 miatt '
1

1
— <K,
[l 2

azaz ||z|l, < K ||z|;. Amivel igazoltuk, hogy a ||-||; és a ||-||, normak ekvivalensek.
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14.17. Zart graf tétel

14.82. Definicié. Legyen X, Y halmaz és f: X —» Y fliggvény. Az f figguény grdifjdnak nevezzik
al(f) ={(z, f(x)) € X x Y|z € Dom f} halmazt.

Magyarazat. A halmazelméletben éppen a fiiggvény grafjan keresztiil vezettiik be a fiiggvényeket,
vagyis szigoruan véve I'(f) = f.

14.83. Definicié. Legyen (U, ||-||;;) és (V,|-||;,) normalt tér, valamint A : U — V linearis leképezés.
Azt mondjuk, hogy A zdrt, ha T'(A) zart halmaz az U x V szorzattérben.

14.84. Tétel. Legyen (U, |-|l;,) €5 (V,|-[l,,) normdlt tér, valamint A : U — V linedris leképezés. Az
A leképezés pontosan akkor zdrt, ha minden olyan x : N — Dom A konvergens sorozatra, melyre az
(Azy,)nen sorozat is konvergens teljesil, hogy lim z, € Dom A és

n— o0

A ( lim :rn> = lim Ax,.
n—oo n—oo
Bizonyitds. Legyen (U, |-||;) és (V,|-||;,) normalt tér, valamint A : U — V linearis leképezés. A
I'(A) halmaz pontosan akkor zért, ha minden benne haladé konvergens sorozat hatarértéke eleme a
I'(A) halmaznak. Ha z : N — I"(A) konvergens sorozat, akkor létezik olyan = : N — Dom A sorozat,
melyre minden n € N esetén z, = (x,, Az,,) teljesiil, valamint z konvergenciaja miatt az (x,)nen
és az (Axp)nen sorozat is konvergens. Tehéat I'(A) pontosan akkor zart, ha minden ilyen (z,)nen
sorozat esetén lim z, € T'(A), vagyis lim (z,, Az,) € T'(A), ami masképp lim z, € Dom A és
n—oo n—oo n—r oo
A ( lim xn) = lim Ax, teljesiilését jelenti.
n—oo n—oo

14.85. Tétel. Zdrtgrdf-tétel Legyen (U, |-||;) és (V. |-|l,;) Banach-tér, valamint A : U — V linedris
altéren értelmezett linedris leképezés. Ekkor az aldbbi dllitdsok kozil bdrmely ketté maga utdn vonja
a harmadikat.

i. Dom A zdrt;

it. T'(A) zart;

iti. A folytonos.

Bizonyitds. Legyen (U, ||-||;;) és (V,]-|l,,) Banach-tér, valamint A : U — V lineéris altéren értelme-
zett linearis leképezés.

Tegyiik fel, hogy Dom A és I'(A) zart. Mivel Dom A zért lineéaris altere egy teljes térnek, ezért teljes
is, vagyis (Dom A, [|-||;; |[pom 4) Banach-tér. Mivel U x V' is Banach-tér és ennek I'(A) zart altere,
ezért T'(A) is Banach-tér a szorzatnorma megszoritasaval. A

pry U XV =U (z,y) = x
priyy :UxV =V (z,y) —

projekciok folytonos linearis leképezések, ezért a

pry |F(A) : F(A) — Dom A (x’ Ax) —
pry |pcay : I'(A) — Ran A (z, Az) — Ax

megszoritasuk is folytonos. Igy pry |p(a) Banach-terek kézott hato folytonos lineéris bijekeio, vagyis
a folytonos inverz létezésérdl szolo 14.79 tétel alapjan a

(prU |F(A))71 :Dom A — T'(A) x> (z, Ax)

leképezés folytonos. Ekkor viszont A = pry [pea) © (prU |1"(A))71 miatt A folytonos leképezések
kompozicioja, tehat folytonos.
Tegyiik fel, hogy Dom A zéart és A folytonos. Legyen x : N — Dom A tetsz6leges konvergens sorozat

a z = lim =z, hatarértékkel. Mivel Dom A zart, ezért z € A, valamit A folytonossiga miatt
n—oo

A ( lim xn) = lim Ax,.

n—oo n—oo
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Ezért a 14.84 tétel alapjan I'(A) zart.
Tegyiik fel, hogy I'(A) zart és A folytonos. Legyen = : N — Dom A konvergens sorozat és legyen
minden n € N esetén z,, = (z,, Az,) € I'(A). Ekkor minden n,m € N esetén

(2, Azn) — (X, Az || = (20 — Ty Al2n — 24)) || = max { ||z, — fm”U Az, — xm)”v} <
<max{[|z, — Ty, [[Al] - lzn — zwlly} < @+ A |20 — 2wy

amibdl adédik, hogy (2, )nen Cauchy-sorozat a T'(A) teljes térben, vagyis létezik a hatarértéke és a
hatarértéke is benne van a I'(A) térben. Ezért | lim z,, lim A;vn> € I'(A) miatt lim z, € Dom A.

n— oo n—oo n—o0
Tehat Dom A zart halmaz.
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15. Hilbert-terek

15.1. Skalaris szorzassal ellatott terek

15.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a
<'7'>:VXV_>K (m,y)'—><:v7y>

leképezés skaldris szorzds, ha
VreV: (z,z) € R};
VeeV: (x,2) =0 < x=0;
Vae,y,z€V: (x+y,2) =
Ve,y e VVA € K: (Ax,y)
Ve,y e Vi (x,y) = (y,x).
Azt mondjuk, hogy V' skaldrszorzatos vektortér, ha a V vektortéren adott egy skalaris szorzas.

I
>0

15.2. Tétel. Legyen V skaldrszorzatos vektortér K felett. Ekkor minden x,y,z € V wvektorra és
A € K skaldrra

(Ty+2)=(w,y +(x,2)  (3,2) =,y

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett, x,y,z € V és A € K. Ekkor

(T, y+2)=(y+2m) = (y,z)+ (2,7) = (x,y) + (v, 2)
(,y) = My, 2) = Ay, ) = Az, y) .

15.3. Tétel. (Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V vektorra

2
[z, 9)|” < (z,2) - (y,9)
teljestil.
Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett és legyen x,y € V. Ha x = y = 0, akkor
nyilvan teljesiil az egyenlGtlenség, ezért tegyiik fel, hogy y # 0. Tekintsiik minden ¢ € K esetén a

z = x — ty vektort. Ekkor a skalaris szorzas alaptulajdonsidga miatt

0< (2,2) = (z — ty,x — ty) = (z,2) — T {y,2) — t {x,y) + [t|” (v,9) -

Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe a t = EZ Z; értéket
(z,y) (y, ) (y, =) (z,y)
OS z,Tr)— Yy, x) — z,y + Y,Y9) =
G T ) Y e Y
1

2
= 7\ z,T)\Y,Yy) — T, Y )
gy (20 o) = 1.0
adodik.

15.4. Tétel. Legyen V wvektortér és (-,-) skaldris szorzds a V vektortéren. Ekkor

Ho||:V%]Rar x =/ (x,z)

norma.
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Bizonyitds. A skalaris szorzas definici6ja alapjan minden x € V vektorra és ¢ € K szamra

leall = Vlew,ca) = VE et = |2 (o) = | (7)) = Vol ol = I - e

teljesiil.

Ha z = 0, akkor ||z|| = v/0 = 0. Ha valamilyen x € V vektorra ||z| = 0, akkor (z,z) = 0, vagyis
z=0.

Legyen z,y € V tetszileges. Azt kell igazolni, hogy

Vig+y,z+y) < Vi) + V()

teljesiil. Mivel a bizonyitandé egyenlétlenség minden tagja pozitiv, ezért elég az egyenlStlenség négy-
zetét igazolni, vagyis, hogy

(x+y,z+y) <(z,x)+ Yy +2 =]yl
(2, y) + (y, ) <2 [l - [lyll
Re (z,y) < [zl - |yl

teljesiil. Ez viszont rogton adoédik a 15.3 Cauchy—-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenségbdl és a
komplex szamokra vonatkozo Re (x,y) < |{(z,y)| egyenlStlenséghdsl.

15.5. Tétel. (Parallelogramma-egyenléség.) Ha V' skaldrszorzatos vektortér, akkor minden x,y € V
vektorra
2 2 2 2
lz+yllI” + llz —ylI” =2|z]" + 2|yl

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér és x,y € V. Ekkor

e +yl> +llz—ylI> = (@ +y.2+y) + (@ —yz—y) =
= (z,2) + (z,y) + (¥, 2) + (¥, y) + {z,2) — (2,9) — (v, 2) + (y,y) =
=2||z)” + 2yl

15.6. Definicié. Legyen V vektortér és (-,-) skalaris szorzas a V' téren.
— Ekkor a (V, (-, -)) part prehilbert-térnek nevezzik.
— A (V,(-,-)) part Hilbert-térnek nevezziik, ha a skalaris szorzasbodl szarmaztatott normara nézve
teljes normélt tér.

Jelolés. A (pre-) Hilbert-tereket a tovabbiakban csak az alaphalmaz szimbolumaval jelljik és a
térhez tartozd skaléaris szorzast csak akkor irjuk ki, ha annak elhagyasa félrevezets lenne. Tovabba
adott JZ Hilbert-tér esetén a L(H°, ) térre a L (H) vagy a B(H) jelolest fogjuk hasznalni.

15.7. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér, I nem iires halmaz és minden i € I esetén legyen 0 # e; €
. Azt mondjuk, hogy az (e;);cr vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden i, j € I elemre, ha i # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € T elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonalis rendszer;

— teljes rendszer, ha

Vxe%((%e]:(ei,x>:0)%x20)

teljesiil;
— Schauder-bdzis, ha teljes linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.

15.8. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és =z € I tetszdleges vektor. Ekkor a

(,2):H# =K x> {(x,z)
(2,-) :H# =K x> (z,1)

leképezések folytonosak.
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Bizonyitds. Legyen s Hilbert-tér és z € S tetszbleges vektor. Mivel a (z,-) leképezés a skalaris
szorzés definicioja alapjan linearis és a 15.3 Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenség alapjan

Iz, )l = sup [(z2)] < sup, [l - flz[l < {lz[] < o0,

llzll< llzll<

ezért a linearis leképezések folytonossdgara vonatkozo 14.14 tétel alapjan (z,-) folytonos linearis le-
képezés.

Mivel a konjugalas mivelete folytonos és (-, z) = (z, ), ezért (-, z) két folytonos leképezés kompozici-
oja, igy folytonos.

15.9. Tétel. Legyen (en)nen teljes ortonormdlt rendszer a S Hilbert-térben. FEkkor az aldbbiak
teljesiilnek.
1. (Bessel-egyenldtlenség.) Minden x € 7 vektorra és J C N halmazra

> e @) < =]

neJ

x = Z (en,x) ep.

neN

2. Minden x € 5 vektorra

3. (Parseval-egyenléség.) Minden x € S vektorra
2 2
1* =" l{en, 2)|*
neN

Bizonyitds. Legyen (e, )nen teljes ortonormalt rendszer a 2 Hilbert-térben és legyen @ € 2 tet-
sz6leges vektor.
1. Mivel minden NV € N esetén

N

x—Z(en,x> en

n=0

2 N N
0< <x—z €, L) €5, T Z €j,T > =
7=0

(2

N

N N
= ”xHZ - Z (e, x) (e @ Z (ej, ) (w,e;) Z (es, ) (ej,x) (e, e5) =

=0 Jj=

N

N
=lzl* =2 I{ei, )] +Z civa) (eiy @) = ||z =Y Hei )

1=0 1=0 1=0

teljesiil, ezért minden N € N esetén

N
> lew o) < [l=)®
n=0

Tehéat
> lew o) <l
neN

is teljesiil, valamint ha az Osszegzés csak egy J C N halmazra végezziik el, azzal csak csokkenteni
tudjuk a bal oldalon &ll6 kifejezés értékét, vagyis minden J C N esetén

> len ) < )

neJ

n

2. Minden n € N esetén legyen a,, = Z (er, x) ex. Minden m,n € N, m > n szdmra

k=0
m 2 m m
2
lotm — an|l” = Z ks T :< Z (e, x) e, Z (ej,x) ej> = (15.1)
k=n+ 1=n—+1 j=n+1
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m m

2

= Y lenmlepa)lene) =Y, Hewal.
1,j=n+1 i=n+1

Az 1. pont alapjan Z |<en,gc>|2 < 00, tehat minden ¢ € R szdmhoz létezik olyan N € N, hogy

neN
minden n € N, n > N szamra
oo

> len 2)? < &

k=n
teljesiil, vagyis a (15.1) egyenl6tlenség alapjan minden n,m € N szdmra N < n,m esetén
l[am — ol <

teljesil, vagyis az n — «, sorozat Cauchy-sorozat, ezért konvergens is, vagyis létezik a Hilbert-térben

az= Z (én, ) €, vektor.
neN
Legyen k € N tetszéleges. A skalaris szorzas folytonossaga miatt

N
<ek,x — Z (en, ) en> = (eg,x) — <ek,1\}i_r>nooz (en, ) €n> =

neN n=0

—00 —00
n=0

N N
= (e, x) — Nlim <ek, Z (en,x) en> = (ex,x) — Nlim Z (en,x) (ex,en) =

n=0

= (ex,z) — {eg,x) =0

teljesiil. Mivel az (e, )nen vektorrendszer teljes, ezért

x — Z (en, ) e, = 0.
neN
3. A 2. pontban bizonyitott egyenlGséget skalarisan szorozva az = vektorral

(x,x) = <x, Z (én,x) en>

neN

lz]* =D (e @) (z,e0) = Y I{en, )

neN neN
adodik.

Kiegészités. Az alabbi tétel segitségével konnyen eldonthetd, hogy egy normalt tér norméja skalaris
szorzasbol szarmazik-e vagy sem.

15.10. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Pontosan akkor létezik a V vektortéren olyan skaldris
szorzds mely V' normdjdt generdlja, ha minden x,y € V vektorra

2 2 2 2
2+ yll” + [z —ylI” = 2= + 2|y

teljesiil.

15.2. Vektor ortogonilis projekcidja zart altérre

15.11. Tétel. Legyen S Hilbert-tér, W C 3 nem iires, konvex, zdrt halmaz és x € . FEkkor
létezik egyetlen olyan y € W, melyre

distwy (z) = inf |12 = o = |z - y]

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen 5 Hilbert-tér, W C J# nem iires, konvex, zart halmaz és x € 5. Vezessiik
be a d = disty (z) jelolést. Minden n € N esetén létezik olyan w,, € W vektor, melyre

1
— <d I
o — ol <d+ —
teljestil. Mivel minden n € N esetén d < ||w,, — z|| ezért lim ||w, — z| = d teljesiil. Legyen ¢ € R
n—oo

tetszGleges paraméter. Ekkor a lim ||w, — z||> = d* hatarérték miatt létezik olyan N € N, hogy
n— oo

. 5
minden n € N, N < n természetes szamra ||w, —:r||2 < &+ T Ha n,m € N olyanok, hogy

N < n,m, akkor W konvexitasa miatt wn—’—% € W és parallelogramma-egyenl&ség szerint
lwn = winll* = | (wn = 2) = (W = 2)|* = 2 |[wn = @l|* + 2 wm = 2] = [|(wn — @) + (wi = 2)|* =
2
= 2w — 2?2 g — 2? — 4| I gl <

<2 fwp — ) + 2 lwm — || — 4d2 = 2 (Hwn P d2) +2 (||wn - d2) <e.

Tehét a (wp)nen sorozat Cauchy-sorozat. Mivel S teljes, ezért létezik a lim w, = y hatarérték,
n—oo

valamint W zartsaga miatt y € W. Erre az y vektorra

[z =yl = lim |z —wp| =d
n—oo
teljestl.
Az y vektor egyértelmiiségének a bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy léteznek olyan yy,y. € W, melyekre
|z — y1]| = ||z — y2|]| = d. Ekkor a parallelogramma-egyenlség szerint

2 2 2 2 2
lyr = wall” = l(n1 = 2) = (w2 = D)I” = 2[ly1 — =[] + 2[ly2 — 2" = [[(41 — 2) + (g2 — )" <

Y1 + Y2 2
2 2
=2 g1 — )+ 2|lyp — 2[* — 4 —x‘ <

2

< 2d% 4+ 2d? — 4d* = 0,
tehat |ly1 — y2|| = 0 miatt y1 = yo.

15.12. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér.
— Az x,y € V vektorok ortogondlisak vagy merdlegesek egymdsra, ha (x,y) = 0.
— Az x € V vektor ortogondlis vagy merdleges a W C V' halmazra, ha minden y € W esetén

(x,y) =0.
— Az L,W CV halmazok ortogondlisak, ha minden x € L és y € W esetén (x,y) = 0.

15.13. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér, W C S zdrt linedris altér és x € 5. Legyen xw € W az
az egyértelmien meghatdrozott vektor, melyre ianV |z — x| = ||z — zw|. Ekkor xw az egyetlen olyan
ze

vektora a W linedris altérnek, melyre x — xyw ortogondlis a W altérre.

Bizonyitds. Legyen 5 Hilbert-tér, W C 52 zart lineéris altér, z € J€ és xy € W az az egyértel-
miien meghatarozott vektor, melyre ianV |z —z|| = ||l* — xw||- Legyen z € W tetszsleges vektor és
zE

t € K paraméter. Mivel W lineéris altér, ezért xyw + tz € W. Ebben az esetben viszont

lz — 2wl < llz — 2w — t2]* = ||z — @w | + |t |2]|* — 2Re (¢ {z — 2w, 2))

alapjan
0 < [t)?||z]|> = 2Re (t (z — 2w, 2)) .

Tehét minden A € R esetén a t = X vélasatassal élve 0 < A2 z||* — 2ARe ((z — zw, 2)), amibél
Re ({(x — zw, 2)) = 0 kovetkezik. Tovabba minden A € R esetén a ¢t = i\ valasztassal élve 0 <
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A2|z)° +2t Im ((z — xw, 2)), amib6l Im ((z — 2w, 2)) = 0 kdvetkezik. Vagyis (x — zw, z) = 0 teljesiil
minden z € W vektorra, tehat x — xy ortogondlis a W altérre.

Tegyiik fel, hogy y € W olyan vektor, hogy = —y ortogonalis a W altérre, tehat minden z € W esetén
(z,x —y) = 0. Mivel zy —y € W, ezért (xw — y,z —y) = 0, amibdl pedig

lew -yl = (ew -y, 2w —y) = (aw —y, (zw —2) + (2 —y)) =

kovetkezik, tehdt y = xyy .
15.14. Definicié. Legyen sZ Hilbert-tér, W C 7 zart linearis altér és x € 5. Legyen zy € W az

az egyértelmtien meghatarozott vektor, melyre inlg/ Iz — z|| = ||z — zw||. Ekkor az xw vektort az x
zE

vektor W altérre valo ortogondlis vetiiletének vagy projekcidjanak nevezziik.

15.3. Zart altér ortogonalis kiegészits altere
15.15. Definicié. Legyen 5 Hilbert-tér és L C 7 nem iires halmaz. Ekkor a

L*2(eA#|Veel: (2 =0)
halmazt L ortogondlisinak nevezziik.

15.16. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér.
1. Minden nem iires L C € esetén L zdrt linedris altér.
2. Minden nem tires L C K C  esetén K+ C L+,
3. Minden nem iires L C 7 esetén L C L1+,

Bizonyitds. Legyen s Hilbert-tér.
1. Tegyiik fel, hogy L C 2 nem iires halmaz. Ekkor minden =,y € L' és A € K esetén mivel minden
z € L vektorra

(x+y,2z) =(x,2) + (y,2) =0 Az, z) = X{x,z) =0

teljesiil, ezért = + y, Az € L. Tehat L' linearis altér. Az L' zartsaganak igazolasahoz legyen

a: N — L' tetszoleges konvergens sorozat a ¢ = lim a, hatarértékkel. Tetszéleges z € L esetén a
n—oo

skalaris szorzas folytonossaga (15.8 tétel) miatt

(z,¢) = <z, lim an> = lim (z,a,) = lim 0=0,
n—00 n—00 n—00

vagyis ¢ € L*. Mivel minden L halmazban haladé konvergens sorozat hatarértéke a halmazban
van, ezért L' zart halmaz.

2. Tegyiik fel, hogy L C K C % nem iires halmazok és x € K+. Ekkor minden z € K esetén
(r,z) = 0. Mivel L C K, ezért minden z € L esetén is (z, z) = 0, vagyis x € L*.

3. Legyen L C % nem iires halmaz és * € L. Ekkor minden 2z € L+ esetén (z,2) = 0, vagyis
re Lt

15.17. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és W C I zdrt linedris altér. Ekkor W és W zdrt ortogondlis
kiegészitd alterek, vagyis W N WL = {0} és W + W+ = I teljesiil.

Bizonyitds. Legyen 2 Hilbert-tér és W C # zart linedris altér. Ha z € WNW, akkor (z,2) = 0,
vagyis z = 0. Legyen = € J tetszbleges vektor. Ekkor xy € W és  — xy € W, tehat az

z=zw + (z —aw)
egyenlGség miatt W + Wt = 7.

15.18. Tétel. Ha o7 Hilbert-tér és W C S zdrt linedris altér, akkor W = WL,
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Bizonyitds. Legyen s Hilbert-tér és W C J# zart linearis altér. A 15.17 tételt alkalmazva a W+
zart altérre W++ + W+ = # adodik, ugyanakkor W + WL = J# és nyilvan W C WL, Ezek
alapjan W = W+, ugyanis ha 0 # x € WL, akkor z ¢ W+, tehat W + W+ = 2 miatt z € W.

15.19. Tétel. Ha o7 Hilbert-tér és L C S linedris altér, akkor L = L,

Bizonyitds. Legyen . Hilbert-tér és L C J# linedris altér. Mivel L C L, ezért a 15.16 tétel alapjan
i C L+, amibdl viszont L+ C T adodik. A 15.18 tételt alkalmazva az L lineéris altérre azt

kapjuk, hogy T = L' . Ezek alapjan L+ C T. Az T C L+ tartalmazas pedig a 15.16 tétel alapjan
nyilvanvalo.

15.4. Ortogonalis projekcidk
15.20. Tétel. Ha 57 Hilbert-tér, W C 7 zdrt linedris altér, tekintsik a
P — T Ty

leképezést.
1. A P leképezés linedris.
2. A P leképezésre RanP =W és Ker P = W+.
3. P2=P
4. Ha W # {0}, akkor ||P| = 1.

Bizonyitds. Ha 5 Hilbert-tér, W C 57 zart linearis altér és P : 3¢ — 7, Px = zyy.
1. Legyen x,y € S tetszbleges vektor és A € K skalar. A 15.13 tétel alapjan ekkor minden z € W
esetén (r — Px,z) = (y — Py, z) = 0. Tehat minden z € W esetén

(xt+y— (Px+ Py),z) =0 és (A — APz,2) =0

amibdl megint a 15.13 tétel alapjan P(x + y) = Px + Py és P(Az) = APx adodik.

2. A P leképezés definicioja alapjan Ran P C W és ugyancsak a definicié alapjan minden z € W
vektorra Px = x teljesiil, tehat W C Ran P. Ha x € Ker P, akkor Pz = 0, a 15.13 tétel alapjan pedig
ekkor x — Pr = x merdleges a W altérre, tehat 2 € W+. Ha z € W+, akkor 2 — Pz is merdleges a
W altérre, ami Px = 0 mellett kdvetkezik be, tehat x € Ker P.

3. Minden = € JZ esetén Px € W és minden z € W esetén definicié szerint Pz = z, ezért P?z =
P(Pz) = Px.

4. Mivel W # {0}, ezért létezik olyan z € W, hogy ||z|| = 1 és ekkor az operdtornomara

[Pl = sup [[Pzf| = |[Pz]| = ||zl = 1
llzll<1

teljesiil, vagyis 1 < || P||.

15.5. Riesz-féle reprezentacids tétel

15.21. Tétel. (Riesz-féle reprezenticids tétel.) Ha S Hilbert-tér és ¢ € ', azaz ¢ : H — K

folytonos linedris leképezés, akkor létezik egyetlen olyan z € F vektor, hogy minden x € J esetén
p(x) = (z,2)

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen 5 Hilbert-tér és ¢ : 5 — K folytonos linearis leképezés. Ha ¢ = 0, akkor
z = 0 olyan vektor, melyre

Vo € A o(x) = (z,z).
A tovabbiakban tegytiik fel, hogy ¢ # 0. Ekkor létezik olyan y € 52, melyre p(y) # 0. A W = Ker g
linearis altér zart o folytonossidga miatt, igy erre az altérre lehet ortogonalisan vetiteni. Legyen P
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a W altérre val6 ortogonalis vetités operatora és tekintsiik az y' = y — Py vektort, melyrsl a 15.13
tétel alapjan tudjuk, hogy ortogonalis a W altérre, azaz y' € W.
Ekkor y' # 0, hiszen

0# ¢(y) = ¢(Py) +¢(y) = (y).
Ekkor barmely x € 57 vektor esetén
ey ) — p(z)y € Kerp =W

amibél y' € W+ miatt
(W', e(y)r = p(z)y’) =0
adédik. Vagyis minden x € S esetén

2 Yy’
W o)) = e@)y) = o) 2)=p@ VI = <r;,”3y’,w> = ().
ey) . ) _ o
I /||2y vektorra minden x € J# esetén p(x) = (z,z) teljesil.
Y

A z vektor egyértelmtiségét ugy igazoljuk, hogy tegyiik fel létezik olyan zi,zo € S vektor, hogy
minden x € S esetén

Tehat a z =

p(x) = (21,2) = (2, 2).

Ebbdl az x = z1 — 29 vélasztassal (z1 — 22,21 — 2z2) = 0 adodik, vagyis z1 = zs.
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16. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

16.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

16.1. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, A C T, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N
esetén legyen f,, € F(T, M).
Ekkor az (f,)nen rendszert figguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

f: {te () Dom f, | Elnli_{r;ofn(t)}%M ts lim f,(t) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nlgréo fn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom [ és ILm fala = fla
teljesiil; e
— pontonként konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az [ fiigguényhez, ha az egész T halmazon konvergdl az f fliggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergl;
— egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha

Ve e R"AN e NVn e NVt € A: (N <n — d(fu(t), f(t)) <e)

teljesiil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, ha az egész T halmazon egyenletesen konvergal az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha létezik olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergél;

— lokalisan egyenletesen konvergens, ha a T halmazon adott egy dr metrika és minden ¢ € Dom f
pontnak van olyan kérnyezete, ahol az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

16.2. Definicié. Legyen T nem ires halmaz, (V,||-||) normalt tér, valamint minden n € N esetén
legyen f, € F(T,V).
— Az (fn)nen fligguénysorozathoz rendelt fiigguénysort a

S NS FTV) ke [t fi)

képlettel definialjuk.
A Z fn fliggvénysor pontonkénti Gsszegfiiggvénye

n

an:{te ﬂDomfn|Ean(t)}—>V te > falt) .

neN neN neN neN
— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

A C Dom Z frn és minden ¢ € A esetén Z I fn(®)] < oo teljesiil.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a T halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.
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Megjegyzés. Legyen T nem iires halmaz, (V) ||-||) normélt tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T,V). Definidljuk minden n € N szdmra a

gn: T =V tHij(t)

figgvényt. Ekkor a Z I fiiggvénysor pontonkénti sszegfiiggvénye megegyezik a (g )nen fliggvény-

sorozat pontonkénti hatarfiiggvényével. A definici6 szerint az (f,,)nen fliggvénysorozathoz rendelt
fiiggvénysor éppen a (gn)nen fliggvénysorozat. Igy beszélhetiink a Z fn fiiggvénysor egyenletes

n

konvergencidjarol. Tehét a Z fn fliggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens az A C T
halmazon, ha létezik olyan F € F(T,V) fiiggvény, hogy

VeeRTAN eNVReNVt€ A: (N <n = |F(t)=)_ fi(t)|[<e
§=0

teljestl.

O

16.3. Tétel. Legyen T nem dires halmaz, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan fiiggvénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(T, M) figgvényhez. Ekkor
az (fn)nen fliggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € T: (N <n,m — d(fn(t), fm(t)) <€)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen T nem tires halmaz, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan fiiggvénysorozat, mely pontonként konvergal az f € F(T, M) fiiggvényhez.

Tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen € € R tetsz6leges
paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt 1étezik olyan NV € N, hogy minden N < n € N szamra

VteT: d(fa(t), f(t)) <

N ™

Ekkor minden N < n,m € N szamra

VEE T d(falt), Fu(t) < d(fu(), F() + AU (E), fun0)) < 5 + 5

57°¢

teljesiil, ami bizonyitja az egyik irdnyu kovetkeztetést.
Most tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozatra

Ve e RTAN e NVn,om e NVt € T : (N <n,m — d(fa(t), fm(t)) <e)

teljesiil és legyen ¢ € RT tetszleges paraméter. Ekkor a feltevés miatt létezik olyan N € N, hogy
minden N < n,m € N szamra

VEeT : d(fu(t), fm(t) <e

teljesiil, amibél a d metrika folytonossaga miatt

vteT: lim d(fu(t), fm(t) =d (fn(t),"}gnoo fm(t)) =d(fu(t), f(t)) <¢
adodik.

16.4. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
C(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fiigg-
n—oo

vénysorozat egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,M’").
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Bizonyitds. Azt kell megmutatni, hogy az f fiiggvény minden x € M pontban folytonos. Legyen
13

x € M tetszbleges pont és ¢ € RT tetszdleges paraméter. Ekkor az 3 szdmhoz létezik olyan N € N

kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra

sup d'(fn(t), f(t)) <

teM

Wl ™

Mivel az fy. fiiggvény folytonos az x pontban, ezért létezik olyan § € R™, hogy minden t € Bs(z)
pontra fn11(t) € Bz (fn+1()) teljesiil. Ekkor

teBs(x) = d(f(t), f(@) <d(f{), fvat) +d (fna(t), fnea (@) + d (fa (@), f(2) <e,
vagyis az f fliggvény folytonos az = pontban.

16.5. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és (V,|-||) normdlt tér, valamint minden n € N esetén
o0

legyen fn, € C(M,V). Tegyiik fel, hogy létezik az f = Z fn Osszegfiigguény, Dom f = M és a Z fn

n=0 n

fiiggvénysor egyenletesen konvergdl az [ figguényhez. Ekkor f € C(M,V).
Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér és (V,||||) normalt tér, valamint minden n € N esetén

legyen f, € C(M,V). Minden n € N természetes szamra definidljuk a g, = Z fx fiiggvényt. Ekkor
k=0
a (gn)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 16.4 tételt adodik az &llitas.

16.6. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €

F(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen figg-
n—oo

vénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz

esetén az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez a K halmazon.

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
F(M,M’"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = nh_}n;@ fn hatéarfiiggvény, Dom f = M és az (fn)nen
fliggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergal az f fliggvényhez. Legyen tovabba K C M kompakt
halmaz és ¢ € RT tetszéleges paraméter.
Ekkor a lokilisan egyenletes konvergencia miatt minden x € K ponthoz létezik olyan r(z) € R,
hogy az (fn)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a B, (,)(z) halmazon. A K halmaznak
természetes moédon adott a

K C U Br(z) (a:)

zeK

nyilt halmazokkal valo befedése, amibgl a K halmaz kompaktsiga miatt az kivetkezik, hogy létezik
olyan n € N és g, ...,x, € K, hogy

K C U B (k)
k=0

teljesiil. Mivel minden k € {0,...,n} esetén az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a
By (2,,)(7x) halmazon, ezért létezik olyan mj, € N szam, hogy minden my <[ € N szamra

sup  d'(f(2), fil2)) <e

2€By(zy) (k)

teljestil. Legyen N = max{my| k € {0,...,n}}, valamint legyen N <l € N és z € K tetszSleges.
Ekkor létezik olyan k € {0,...,n}, hogy z € By(g,)(2x). Tovabba m) < N <[ miatt

d'(f(2), filz)) <e

teljesiil. Tehat minden e € RT szdmhoz létezik olyan N € N, hogy minden N < [ € N szamra és
z € K pontra d'(f(2), fi(2)) < e teljesiil, ami éppen a K halmazon valé egyenletes konvergenciat
jelenti.
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16.2. Korlatos folytonos fiiggvények tere

16.7. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, (M, d) metrikus tér és f : T — M tetszleges fliggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fiigguény korldtos, ha Ran f C M korlatos halmaz. A T — M korlétos
fiiggvények halmazat jelolje FP (T, M). Ha (T,dr) metrikus tér, akkor a T — M folytonos korlatos
fiiggvények halmazat pedig jelolje CP (T, M).

16.8. Tétel. Legyen (V. ||-||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. A

C*(M,V) =R frrsup | ()]
teM

|w”sup:

leképezés norma az CP(M, V') vektortéren, igy (C*(M,V), ||-|,,) normdlt tér.

Bizonyitds. A |||, fiiggvény nyilvanvalé médon teljesiti a norma tulajdonségait.

16.9. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. Legyen (fn)nen a CP(M,V) hal-
mazban haladd pontonként konvergens fiigguénysorozat, melyre f = lim f, € CP(M,V) teljesiil.
n—oo

Ebben az esetben az (fn)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha az (fn)nen

sorozat konvergens a (C*(M,V), ||-ll,,) normdlt térben.

Bizonyitds. Legyen (fy)nen a CP(M, V) halmazban halad6 pontonként konvergens fiiggvénysoro-
zat, melyre f = lim f, € CP(M,V) teljesiil.
n oo

Tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen € € R tetsz6leges
paraméter. Ekkor az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan N € N, hogy

VneNVzeM: (N<n — ||fulz) - f(2)] <ée),

vagyis minden N < n természetes szamra
[fn = fllsup = sup [fu(z) — f(2)]| <e.
zeM

Tehét az (fy)nen sorozat konvergens a (CP(M, V), ||-[|,,,) normélt térben.
Most tegyiik fel, hogy az (f,)nen sorozat konvergens a (C*(M, V), |||,,) normalt térben és legyen
e € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor a létezik N € N, hogy minden N < n természetes szamra

Hfﬁ _’f”sup <&,

vagyis
VneNVzeM: (N<n — |falz)— fz)] <e),

tehéat az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

16.10. Tétel. Legyen (V,|-||) Banach-tér, valamint (M,d) metrikus tér. Ekkor (CP(M,V), ||
Banach-tér.

sup)

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) Banach-tér, (M,d) metrikus tér, és legyen (f,)nen Cauchy-sorozat a
(CP(M,V),[I"lsyp) térben. Ha z € M és e € R*, akkor létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy
minden n,m > N természetes szamra

€> [lfn = fmllsp = sup [ (@) = fm (@O = [ fn(2) = fm(2)]

teljesiil. Vagyis minden z € M pont esetén az n — f,(x) sorozat Cauchy-sorozat a ¥V Banach-térben,
ezért létezik a lim f, (x) hatarérték. Definidljuk az alabbi fliggvényt.
n—oo

f M=V x+— lim f,(z)

n—oQ

El6szor megmutatjuk, hogy az f fiiggvény korlatos. Mivel (f,,)nen Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan
N € N, hogy minden N < n természetes szamra || fy11 — fn”sup < 1 teljesiil. Mivel fy11 korlatos
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fiiggvény, ezért létezik olyan K € RT paraméter, hogy minden z € M pontra || fx41 ()| < K teljesiil.
Ezek alapjan minden N < n természetes szdmra és © € M pontra

[fnve1(@) = Fu(@)] < [fnvia = Fallow <15

vagyis
Ifn(@)] <1+ [Ifvpa(@)| <1+ K

adodik, ebbdl pedig ||f(z)]| = lim ||fn(z)| < K + 1. Tehat az f fiiggvény korlatos.
n—oo

A 16.3 tétel alapjan az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergél az f fliggvényhez. Mivel az
(fn)nen fliggvénysorozat elemei folytonos fiiggvények, ezért az egyenletes konvergencia miatt az f
fiiggvény is folytonos, vagyis f € CP(M,V).

A 16.9 tétel alapjan (f,,)nen egyenletes konvergencidja éppen a (CP (M, V), ||-||

Sup) térbeli nhHH;O fn=171

konvergenciat jelenti.

Kiegészités. Az iménti gondolatmenet megismételhets a kompakt tartoju fliggvények, illetve a vég-
telenben elting fiiggvények terére is.

16.11. Definici6. Legyen V vektortér és (T, dr) metrikus tér. Az f : T — V figguény tartdjinak
nevezzik a

A
supp f = {x € T| f(x) # 0}
halmazt.
16.12. Definicié. Legyen (V,|-||) normalt tér és (T,dr) metrikus tér. Az f : T — V fuggvény

kompakt tartdji, ha supp f kompakt halmaz. A folytonos kompakt tartoju fiiggvények halmazat
Co(T,V) jeloli, azaz

Co(T,V) 2 {f € C(T,V)| a supp f halmaz kompakt} .

16.13. Tétel. Legyen (V, ||-||) normdlt tér és (T, dr) metrikus tér. A Co(T,V) halmaz a pontonkénti
mdveletekkel vektortér és a

- llsup :

Co(T,V) =R frrsupl/f(z)]
zeT

leképezés morma, tehdt (Co(T, V), ||'|,,) normdlt-tér.

Bizonyitds. Legyen f,g € Co(T,V). Ha 0 # X\ € K, akkor a supp(Af) = supp f egyenlGség miatt
Af € Co(T,V), tovabba a A = 0 esetben supp(Af) = 0, tehat Af € Co(T, V) ekkor is teljesiil. Mivel

supp(f + g) = {w € T|f(z) + g(x) # 0} C{z € T|f(z) # 0} U{z € T|g(x) # 0} =
={z €T|f(x) # 0} U{z € T|g(z) # 0} = (supp f) U (supp g),

és folytonos fliggvények Osszege is folytonos, ezért f 4+ g € Co(T,V). Tehat Co(T,V) vektortér. A
fliggvény pedig nyilvanvalé modon teljesiti a norma tulajdonségait.

||'||sup

A kompakt tartoju fiiggvények tere altaldban nem Banach-tér, de az alabb bemutatand6 bovitéssel
mér teljessé lehet tenni a kompakt tartéju fliggvények terét.

16.14. Definici6. Legyen (T,dr) metrikus tér és (V,||-||) normalt tér. Az f : T — V fliggvény
végtelenben eltiing, ha minden ¢ € R* szdmhoz létezik olyan K C T kompakt halmaz, hogy minden
x € T\ K elemre | f(z)] < e.

16.15. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és legyen (T,dr) lokdlisan kompakt metrikus tér. Ekkor
a (CP(T,V), |llup) térben a Co(T,V) halmaz megegyezik a folytonos végtelenben eltind T — V

fiigguények halmazdval.
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Bizonyitds. Legyen (V,||||) normalt tér és (T, dr) lokalisan kompakt metrikus tér.

Tegyiik fel, hogy az f € CP(T,V) fiiggvényre f € Co(T,V) teljesiil és legyen € € RT tetszleges
paraméter. Ekkor létezik olyan ¢ € Co(T,V), hogy [|f —¢l,, < e Tekintsik a K = supp¢p
kompakt halmazt. Ekkor minden ¢t € T\ K esetén o(t) = 0, ezért ||f(¢)|| < e teljesiil. Tehat az f
fliggvény folytonos és végtelenben elting.

Legyen f € CP(T, V) végtelenben elting fiiggvény és e € RT tetsz6leges paraméter. Legyen & = Z

és tekintsiik az

X=etl ol 2y & v={ren o)<}

halmazokat, melyek zéartak, hiszen
—1 ) ) —1 e
X=(en o) & v=aion([ng))

zart halmazok folytonos fliggvény atali Gsképei, valamint X N Y = (). A 13.101 tétel alapjan létezik
olyan folytonos ¢ : T — [0, 1] folytonos fiiggvény, hogy minden ¢ € X esetén (t) = 1 és minden
t €Y esetén o(t) = 0. Legyen g = ¢f. A g fiiggvény folytonos és megmutatjuk, hogy kompakt

tartoju. Mivel az f fliggvény a végtelenben eltiing, ezért létezik olyan K C T kompakt halmaz,
!/

hogy minden ¢ € T\ K esetén | f(t)| < % Ekkor nyilvan T\ K C Y, vagyis T \'Y C K. Mivel

{teT| o(t) >0} CT\Y,ezért {t €T| p(t) >0} C K is teljesiil. Felhasznalva, hogy a K kompakt
halmaz zéart és Rany C RS‘ ezért

supp = {t € T'| o(t) # 0} C K.

A K kompakt halmaznak supp ¢ zart részhalmaza, ezért a supp ¢ halmaz is kompakt. Mivel a

supp g = supp(pf) = {z € T| p(z)f(x) # 0} C{z € T| p(x) # 0} = supp ¢,

tartalmazas alapjan supp g zart részhalmaza a supp ¢ kompakt halmaznak, ezért supp g is kompakt.
Tehét g € Co(T, V). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € T pontra ||f(t) — g(¢)|| < 2¢’ teljesiil.
Ha t € X, akkor a ¢(t) = 1 miatt g(t) = f(¢), vagyis ||g(t) — f(¥)|| = 0.

/

Ha t €Y, akkor || f(¢)]| < % és a ¢(t) = 0 miatt [|g(¢)|| = 0, vagyis

/

)

lg(®) = F)I <

|

/

Hate T\ (X UY), akkor % <|If@)) <&, ésa0<et)<1miatt [|g(t)]] <1-&, vagyis

lg®) = FOI < lgOI + IF O] <& +&" =2€".

Tehat minden € € R szamhoz létezik olyan g € Co(T, V), melyre ||f — Illsup < 2% < e teljesiil.
O

16.16. Tétel. Legyen T nem dres halmaz, (V,||-||) Banach-tér és (fn)nen az F(T,V) halmazban
halado fiigguénysorozat. Ha a Z fn fligguénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként

n
konvergens is.

Bizonyitds. Legyen T halmaz, (V) ||-||) Banach-tér és (f,)nen az F(T, V) halmazban halado fiigg-
vénysorozat. Tegyiik fel, hogy a Z fn fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens. Ekkor minden

t € T esetén a Z fn(t) sor abszolut konvergens a V' Banach-térben, ezért konvergens is. Tehat a

n
fliggvénysor minden pontban konvergens.
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16.17. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen T egy nem dires halmaz, (V,|-||) Banach-tér és (fn)nen
az F(T,V) halmazban haladé fiigguénysorozat. Ha a Z fn fligguénysorra

n

ZjlelquIfn(t)II < o0

neN

teljesiil, akkor egyenletesen is konvergens.

Bizonyitds. Legyen T nem iires halmaz, (V,|-||) Banach-tér és (fn)nen az F(T,V) halmazban
haladoé fiiggvénysorozat. Tegyiik fel, hogy a Z fn fliggvénysorra

D _sup | fut)ll < oo

neN "

Ekkor a Z fn fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens, tehat konvergens is. Legyen f = Z fn.
n n=0

Definialjuk az

a:N— Rf n — sup || fn(t)]]

teT
oo
sorozatot. Ekkor Z a, < oo. Legyen € € R tetszdleges paraméter. Ekkor az 5.5 tétel miatt létezik
n=0

o0
olyan N € N, hogy minden N < n € N szamra Z ar, < ¢ teljesiil. Ekkor minden N < n természetes

k=n
szamra és t € T pontra

- < Y IR0l Y a<e

k=n+1 k=n+1

> ()

k=n-+1

Hf(t) > fil)

k=0

teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy a Z fn fliggvénysor egyenletesen konvergens.

n

16.18. Tétel. (Dini-tétel.) Legyen (M, d) kompakt metrikus tér és legyen (fn)nen olyan, a C(M,R)

halmazban haladé sorozat, amelyre minden x € M elemre sup f,(x) < oo és minden n € N indexre
neN
fu(@) < fug1(z) teljesil. Ekkor az (fn)nen fliggvénysorozat pontonként konvergens az M halmazon

és a lim f, hatdrfiggvény akkor és csak akkor folytonos, ha az (f)nen fligguénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergens az M halmazon.

Bizonyitds. Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen (fn)nen olyan, a C'(M,R) halmazban

haladé sorozat, amelyre minden z € M elemre sup f,,(z) < oo és minden n € N indexre f,(z) <
neN
frnt1(z) teljesil. Ha x € M, akkor az n — f,(z) sorozat monoton névé és feliilrsl korlatos, vagyis

konvergens. Tehat létezik az (f,,)nen fliggvénysorozatnak a pontonkénti hatarfiiggvénye, ami legyen
f:M—=R x— lim f,(x).
n—oo

Ha az (f,,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az f fiiggvényhez, akkor a 16.4 tétel értelmében

az f fliggvény is folytonos.

Most tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos és legyen ¢ € R™ tetszéleges paraméter. Ekkor

minden x € M ponthoz van olyan N, € N szam, melyre fy_ (z) > f(x) — ¢ teljesiil és definialjuk

az U, = {y € M| fn,(y) > f(y) — ¢} halmazt. Ekkor minden = € M esetén U, nyilt halmaz, hiszen
1

M = U U,.

zeM

Us = (fn, — f) (], o0]), valamint



340 16 FUGQGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

Mivel M kompakt, ezért az (U, )zen lefedésnek létezik véges részlefedése, vagyis létezik véges sok
Z1,...,Ty € M pont, melyre

.
k=1

teljesiil. Legyen N = max {N,,,..., N, }. Megmutatjuk, hogy minden N < n € N szamra és minden
x € M pontra

|.fn(x) - f($)| <e

teljesiil, ami bizonyitja, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az f fiiggvényhez.
Legyen N < n € N és © € M rogzitett. Ekkor létezik olyan ¢ € {1,...,n}, hogy = € U,,, vagyis
In,, (@) > f(z) —e. Mivel N;; < N < n és az (fn)nen fliggvénysorozat pontonként monoton névd,
ezért fn(r) > fn, (z) > f(z) — €, tehdt

[fn(z) = f(2)] <e.

16.19. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér, A C M, (V,||:||) Banach-tér, minden n € N esetén legyen

fn A=V olyan fiiggvény, mely egyenletesen konvergdl az f : A — V fiigguvényhez, valamint legyen

a € M olyan pont, mely torléddsi pontja az A halmaznak. Ha minden n € N esetén létezik a lim f,
a

hatarérték, akkor a lim f hatdrérték is létezik, valamint
a

lim f = lim (lign fn>

— 00

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, (V,||-||) Banach-tér, minden n € N esetén legyen
fn € C(A, V) olyan fiiggvény, mely egyenletesen konvergal az f : A — V fiiggvényhez, valamint legyen
a € M olyan pont, mely torlodéasi pontja az A halmaznak. Tegyiik fel, hogy minden n € N esetén
létezik a lilrln fn = cp hatarérték. Legyen ¢ € RY tetszbleges paraméter. Mivel (f,)nen konvergens

sorozat a (C(4, V), |||l,,) térben, ezért Cauchy-sorozat is, vagyis létezik olyan N € N, hogy minden
N < n,m € N szamra

[ fn = frllsup = sup [fn(z) = fm(2)|| <e.
Tehat minden N < n,m € N szdmra
len — emll = lim [|fa(2) — fin(e)] < =,

vagyis a (¢ )nen sorozat Cauchy-sorozat a V' Banach-térben, ezért konvergens is. Legyen ¢ = lim ¢,.
n—oo
Most megmutatjuk, hogy lim f = c teljesiil. Ehhez legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Mivel
a
f= lim f, teljesiil a (C(A, V), ||[|s,,) térben, ezért létezik olyan Ny € N, hogy minden Ny <n € N
n—oo

szamra

1= Fllap = 500 1 £@) = F@)] < 5
z€A

Mivel ¢ = lim ¢, ezért létezik olyan No € N, hogy minden Ny < n € N szamra
n—oo

3

lew = cll < 5

Legyen m = max {N1, No} + 1. (Ekkor || fim — flls,, < g és |lem —cf] < %) Mivel ¢, = lim fo, (2
T—a

),
ezért létezik olyan § € RT, hogy minden x € A elemre 0 < d(a,z) < § esetén || fm(z) — cmll < %

teljesiil. Ekkor minden z € A elemre 0 < d(a,x) < 0 esetén

1£@) = el <1£(@) = Fm(@ I+ 1 Fin (@) = emll + llem =l < S+ 2+ = =¢

teljesiil, vagyis lim f(z) = c.
r—a
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16.3. Hatvanysorok

16.20. Definici6é. (Hatvdnysorok.)
— Legyen (V,||-]|) normalt tér, a : N — V tetszdleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt
az aldbbi médon.

o0 o0
P,: {33 e K ‘ Z anx” konvergens} -V - Z anx"

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyiitthatdji 0 kdozépponti hatvdinysornak nevezziik.
- Az a : N = V sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 < limsup v/||a,| < oo;
n—oo

1
limsup /|jan|’
n—oo

R 2
a = 0, ha limsup V/|a,|| = oo;
n—oo
00, ha limsup ¥/||an| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

16.21. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen (V,|-||) normdlt tér, a : N — V tetszdleges sorozat
ész e K.

1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.

2. Ha |x| > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens.

3. Har €10, R,], akkor

Z sup |lant"|| < 0.

neNtEBT(O)
4. Ha (V,||-|) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen
konvergens.
5. Ha (V,||-||) Banach-tér, akkor a P, hatvanysor a Bg,(0) halmazon folytonos figgvény.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér, a : N — V tetszéleges sorozat, tovabba legyen R, az a
sorozat altal meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara.
3. Legyen r € [0, R,[. Ekkor

oo S oo oo
Yo sup lana™[ =) llanl - sup @[ =) fan] - sup faf* =D flanll - < oo,
n—o *€B-(0) n=0 z€B,(0) n—0 z€B,.(0) n—0

ahol az utols6 egyenlétlenségnél az 5.38 tételt hasznéltuk.
1. Haz € V és |z| < R,, akkor legyen r € ||x|, R,[ tetsz6leges paraméter. A 3. pont alapjan a
hatvanysor nomalisan konvergens a B, (0) halmazon, ezért ott abszolut konvergens is.

2. Legyen |z| > R, és tegyiik fel, hogy a Zanx” sor konvergens. Ekkor a 14.9 tétel alapjan

lim a,z" = 0 teljesiil. Tehat létezik olyan N € N, hogy minden N < k € N szamra Hakka <1,

n—oo
1
Vilaxl < -

azaz
|]

1 1
= inf sup { {/axfl| £ = n}p < sup { {/ar]l| k= N +1} < —

]

Vagyis

amibdl az |z| < R, ellentmondas adodik.

4. Legyen = € Bg, (0) tetsz6leges pont. Vélasszunk egy r € ||z|, R,[ paramétert. A 3. pont alapjan
a hatvanysorra a B,.(0) halmazon alkalmazhato a 16.17 Weierstrass-tétel, tehat itt egyenletesen is
konvergens a hatvanysor. Vagyis az x pontnak a B,.(0) halmaz olyan kdrnyezete ahol a hatvanysor
egyenletesen konvergens.

5. Mivel a fiiggvénysor barmely véges Osszege folytonos fiiggvény és a Bpg, (0) halmazon lokélisan
egyenletes a konvergencia, ezért a 16.4 tétel alapjan az Osszegfiiggvény is folytonos.
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16.4. Abel-tétel

16.22. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, a : N — V olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens

n+m
és minden n € N esetén legyen C,, = sup Z ail|. Ekkor minden n € N szamra C, < oo és
meN
k=n

lim C, = 0 teljesiil.

n—oo

Bizonyitds. Legyen (V,|-||) normélt tér, a : N — V olyan sorozat, hogy a Z a,, sor konvergens és

n+m oo
minden n € N esetén legyen C,, = sup Z ar||- Legyen A = Z an, valamint minden n € N szdmra
meN
k=n n=0

n

legyen a,, = A — Z ay. Ekkor lim a,, = 0, valamint minden n € NT esetén

n— o0
k=0
n+m n+m n—1
C,, = sup Zak = sup Zak—Zak =
meN || EN| k=0 k=0
=sup [[(A — anim) — (A — ap_1)|| = sup [[an—1 — animl -
meN meN

Mivel az (ay,)nen sorozat konvergens, ezért korlatos is, tehat létezik olyan K € RT, hogy minden
n € N esetén ||a,|| < K. Ekkor minden n € N* esetén

Cn = sup [|an—1 — animl| < flan—1] + sup [[anim| < K+ K < co.
meN meN

Tegyiik fel, hogy a (Cp)nen sorozat nem tart a nullahoz. Ekkor létezik olyan €g € RT, hogy minden
N € N esetén van olyan N < n € N, hogy ¢y < C,. Vagyis minden N € N esetén van olyan
N < n €N, hogy

g0 < O, = sup ||an—1 - an+m||
meN
. .. . . 2 2 . . 2 E
teljesiil. Mivel lim «, = 0, ezért létezik olyan Ny € N, hogy minden N; < n € N szémra ||a,|| < ZO’
n—oo
vagyis minden N7 + 1 < n € N szamra

€o €o €o
Cy = sup [lap—1 — apgm|| < lan—1l] + sup [[anim| < —+ — = -
meN meN 4 4 2
Ezek alapjan az N; + 1 szdmhoz létezik olyan N7 + 1 < n € N, hogy ¢9 < C),, ugyanakkor minden
€
Ny +1<néeNszamra C), < 50, ami nyilvanvaléan ellentmondas, ezért lim C),, = 0.

n—r oo

Magyarazat. A kovetkezd allitas el6tt célszertd bevezetni az alabbi jeloléseket.

16.23. Definicié. Ha V vektortér és a,b € V, akkor a

[a,b] 2 {ta+ (1—0)p| t € [0,1]},  Ja,b[ 2 {ta+ (1 —1)b| t €]0,1[}
halmazokat az a és b végponti szakasznak, illetve nyilt szakasznak nevezziik.

16.24. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen (V,|-||) Banach-tér, a : N — V olyan sorozat, melyre 0 < R, < 00

és legyen z € K olyan pont, hogy |z| = R, és a P, hatvinysor konvergens a z pontban. Ekkor a
o0

Z anx" hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, z| szakaszon és a P, ;) fiigguény folytonos.

n=0
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Bizonyitds. Legyen (V,||-||) Banach-tér, a : N — V olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo és legyen
z € K olyan pont, hogy |z| = R, és a P, hatvanysor konvergens a z pontban. Ha x € [0, z[, akkor a
hatvanysor konvergens az z pontban és minden n € NT esetén

n+m

n—1
— E akmk E aka:k
k=0 k=n

teljesiil. Az m € NT valtozo szerinti teljes indukciéval igazolhat6 az alabbi Abel-féle atrendezés.

= lim
m—r 00

n+m n+m

>t = ;akzk(j)’“
SO0 [z TR

oo
Mivel a Z a,z™ sor konvergens, ezért a 16.22 tétel alapjan minden n € N esetén
n=0

n+m

E CLkZ

valamint lim C, = 0. Mivel Te [0, 1], ezért minden m € Nt szamra
n—00 z
n+m—1 k k+1
x
S CRCN s
+m—1 k k+1 n+m
x x x
< 2y (=2 d <
- (z) (z) Cn + ‘ z Cn <
k=n
o (- (O) () e
= z z
n n+m n+m n
<c, ((x) - (%) ) +(5) M a=c (%)
z z z z

C,, = sup < 00,

meN

n+m

E akxk
k=n

n+m

n+m

§ o
ajz

j=n

teljestil, vagyis
n+m

E akxk
k=n

< lim C, (%)” —-c, (f)" <c,.

m—r o0

= lim
m— 00

n—1
— E akxk
k=0

A z pontban

n+m

E akz

n+m

= lim E akz
m— o0

k=n

< sup
meN

n—1
— E akzk
k=0

teljesiil. Tehat minden x € [0, 2] esetén

< Cy,

n—1
— E aka:k
k=0

vagyis

sup
z€0,z]

ne

n—1
P,(z) — Z apa®
k=0

Mivel a 16.22 tétel alapjan a (Cy,)nen sorozat a nulldhoz tart, ezért a hatvanysor egyenletesen kon-
vergens a [0, z] intervallumon.
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16.5. Linearis leképezés fiiggvénye

16.25. Tétel. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jeldlje R, az a sorozat dltal meghatdrozott
hatvanysor konvergenciasugardt. Ekkor minden A € £ (V,V), elemre ||A|| < R, esetén a

jg:‘lnfin

sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelolje R, az a sorozat altal meghatarozott hat-
vanysor konvergenciasugarat. Legyen A € #(V,V) olyan elem, melyre ||A]] < R,. Legyen n € N

tetszéleges. Ekkor
> llaed™ < 3 laxl - 141"
k=0 k=0

oo
A Z |ag|- || A||" sor konvergens az 5.38 Cauchy—Hadamard-tétel miatt, hiszen a k — |ag| sorozat altal
k=0
meghatérozott hatvanysor konvergenciasugara is R,, tovabba az ||A|| szdmra |||A||| < R, teljesil. Ez
azt mutatja, hogy minden n € N szdmra

n ]
S JarA®| <> Jaxl - 14",
k=0 k=0

vagyis a Z an A" sor abszolut konvergens a #(V, V) Banach-térben, ezért konvergens is.

n

16.26. Definicio. Legyen V Banach-tér és legyen f : R — R olyan fiiggvény, melynek a 0 koriili
Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel, vagyis minden x € R esetén

(n)
f(m):: 2{: f 5O)xn

n

teljesiil. Ekkor minden A € #(V,V) elemre legyen

()
TOESEL !(0) A,

n

neN

Kiegészités. Az el6bbiek kicsit altaldanosabb keretek kozott is érvényben maradnak teljesen azonos
bizonyitas mellett.

16.27. Tétel. Legyen A egységelemes Banach-algebra, a : N — R és jelolje R, az a sorozat dltal
meghatdrozott hatvdinysor konvergenciasugardt. Ekkor minden x € A elemre ||x|| < R, esetén a

E anpx"
n

sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen A egységelemes Banach-algebra, a : N — R és jelolje R, az a sorozat &ltal
meghatarozott hatvanysor konvergenciasugarat. Legyen x € A olyan elem, melyre ||z|| < R,. Legyen

n € N tetsz6leges. Ekkor
n n
D el < 37 lawl - ]
k=0 k=0

(o)
A Z lay|-||z||* sor konvergens az 5.38 Cauchy-Hadamard-tétel miatt, hiszen a k — |ag| sorozat altal
k=0
meghatéarozott hatvanysor konvergenciasugara is R,, tovabba a ||z|| szamra |||z||| < R, teljesiil. Ez
azt mutatja, hogy minden n € N szdmra

n (o)
D llawa = 3 lanl - 1o
k=0 k=0
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vagyis a E a, ™ sor abszolut konvergens az A Banach-térben, ezért konvergens is.
n

16.28. Definici6. Legyen A egységelemes Banach-algebra és legyen f : R — R olyan fiiggvény,
melynek a 0 koriili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel, vagyis minden

z € R esetén .

n!
neN
teljesiil. Ekkor minden a € A elemre legyen
A (U
f(a) = Z Ta .
neN

A fenti definiciéban szerepld f : R — R valos fiiggvény helyett lehet f : C — C komplex fiiggvényt is
tekinteni, melyekre csak azt a megkotést kell tenni, hogy legyen minden pontban komplex értelemben
differencialhat6 (holomorf).

O

16.29. Definicié. Legyen T tetsz6leges nem iires halmaz. A
. o _J 0, ha ¢#y;
0:TxT—{0,1} (@,])»—>(5w—{1’ ha i—j
fliggvény a Kronecker-féle delta-fiigguény.
16.30. Tétel. Legyenn € NT, A: R™ — R" linedris leképezés és f : R — R olyan fiiggvény, melynek

a 0 korili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fligguénnyel.

1. Ha A diagonalizdlhatd, azaz létezik olyan invertdlhato S mdtrix és diagondlis D mdtriz, melyre
A= 8DS™1, akkor f(A) = Sf(D)S™, ahol

f(Du) 0 0 - 0
imy=| O TP 00

Vagyis, ha Dij = (Sij)\i; akkor f(D)’Lj = (S”f()\l)
2. Ha az A mdtriz Jordan-felbontdsa egyetlen Jordan-blokkbdl dll, vagyis létezik olyan invertdl-
haté S mdtriz és J mdtriz, melyre A = SJS™!, ahol

A1 0 0 0
0 X 1 0 0
00 A 1 0

J=10 0 0 A of> (16.1)
0000

akkor f(A) = Sf(J)S~1, ahol

/ FARICY FARRICY!

F) ) ((n—)l)!

O R s

f(J) = Fr=3(N)
0 0 F) =5
0 0 0 O
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Vagyis
0, ha i>jwvagyj—1i>1; 0, ha 1> 7;
o P — ) = (3—1)
ha J;j A, ha i 4,_ akkor  f(Ji;) f . Q)7 ha i<
1, ha j—i=1, (j —9)!

3. Ha A tetszbleges mdtriz, melynek Jordan-felbontdsa A = SPS™! alaki, ahol S invertdlhato
mdtriz és P blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtiojaban a (J;)i=1,... r Jordan-blokkok dllnak,
akkor f(A) = Sf(P)S~Y, ahol f(P) az a blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtldjiban az
(f(Ji))i=1,...x blokkok dllnak.

Bizonyitds. Legyen n € NT, A : R® — R" linearis leképezés és f : R — R olyan analitikus
fliggvény, melynek a 0 koriili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel. Ekkor

F™(0)

m!

az m— Qp = olyan sorozat, melyre minden = € R esetén

f(z) = Z amz™
m=0

teljesiil, tovabba az a sorozat &ltal meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara végtelen. A 16.25
tétel alapjan minden A € 2 (R™ R™) leképezésre az

fA) =D amA™
m=0

sor konvergens.
Mivel az f fliggvény mindenhol konvergens hatvanysorral van meghatarozva, ezért az f fliggvény
minden k € N esetén k-szor derivalhato és minden k € N és z € R szamra

o0 k—1 00
fB ()= am (H(m_ -)> Zmh = 3 am(mm!k)lxm_k
m=0 i=0 m—k .

teljesiil.
Legyen S invertalhaté matrix és legyen B = S™'AS. Ekkor A = SBS™! teljesiil, valamint minden

m € N esetén
ZakAk = ZakSBkS*l =S (Z akBk> St
k=0 k=0 k=0

Mivel a méatrixszal valo szorzas folytonos miivelet, ezért

St =t (s (Soest )51 < (i (st ) )57 -
k=0 k=0

k=0
—S (i akBk> S™1 = Sf(B)S™.

k=0

1. Ha B diagonalis matrix, akkor hatvanyaira teljes indukciéval egyszeriien igazolhat6, hogy minden
m € N kitevére és i,j € {1,...,n} indexre

m_ ) B, ha i=j;
Bij_{ 0, ha i#j

teljesiil, amibdél adoédik az allitas.
2-3. Tegyiik fel, hogy B olyan méatrix, mely egyetlen Jordan-blokkbol &ll, vagyis (16.1) alaka. Ekkor

teljes indukcioval igazolhato, hogy minden m € N kitevére és i, € {1,...,n} indexre
0, ha j—i<0;
B A ha j—i=0;
W) ()N ha 0<j—d <my

0, ha j—i>m
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teljesiil. Ekkor az f(B) matrix 4,5 € {1,...,n} elemeire
j <tiesetén f(B);; = 0;

j=iesetén f(B)ii= Y amA™ = f(N);
m=0

7 > 1 esetén

> MmNy~ LN ey L e
mzzoa"l@—i)” [t v P DR e s T v KA

teljesiil.

16.31. Definicié. Legyen n € NT és tekintsiink egy A : R™ — R" linedris leképezést, legyen Sp(A) =
{A1,..., A} az A lineéris leképezés sajatértékeinek a halmaza és f : Sp(A4) — C fiiggvény. Ha létezik
olyan invertalhat6 S métrix és diagonélis D matrix, melyre A = SDS~!, akkor f(A) 2 Sf(D)S™1,
ahol

f(D11) 0 0 - 0
0  f(Dy) O - 0
o= | 0T

Vagyis, ha D;; = 0;;\;, akkor f(D);; = di;f(Ns)-

16.6. Approximéacié Bernstein-polinommal

Magyarazat. A tovabbiakban a fliggvények kozelitésérdl szolo alaptételeket tekintjiik at.

16.32. Definicié. Legyen (V,|-||) normalt tér, a,b € R, a < b, f : [a,b] - V ésn € NT. Az f
fiigguény n-edik Bernstein-polinomjdnak nevezzik az

B/ 'R—=V te (bla)ni (Z)f (a-l—f;(b—a)) (t—a)k(b—t)n=F
k=0
polinomot.

16.33. Tétel. (Approximdcid Bernstein-polinomokkal.) Legyen (V, ||||) normdlt tér, a,b € R, a < b
és f :]a,b] = V folytonos figgvény. Ekkor

lim ( sup || BL(t) ff(t)||) ~0.

N0 \te[a,b]

Bizonyitds. Legyen (V,|-||) normalt tér, a,b € R, a < b és f : [a,b] — V folytonos fiiggvény,
valamint legyen € € R tetsz6leges paraméter. Mivel [a, b] kompakt halmaz és f folytonos, ezért: f
korlatos, vagyis létezik olyan C' € R, hogy minden ¢ € [a, b] pontra ||f(¢)| < C; valamint a Heine-
tétel miatt f egyenletesen folytonos, vagyis a késébb rogzitends ¢/ € RT paraméterhez létezik olyan
§ € R*, hogy minden ¢,t € [a,b], [t —t'| < esetén || f(t) — f(t')]] < &' teljesiil. Legyen t € [a,b] és

n € N rogzitett. Ekkor
go (Z> (f (‘” i(b—@) —f(t)) (;—Z)’“ (S—t)k

In:{lce{o,...,nﬂ

|BL(t) — ()] = (16.2)

Tekintsiik az

a—l—k(b—a)—t‘ <5}
n

Jn{ke{o,...,nﬂ

a+k(ba)t‘ 25}
n
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halmazokat. Ekkor I, N J, =0 és I, U J, = {0,...,n}, vagyis a (16.2) egyenlet alapjan

bt =10l 5 ()1 (o fo-o) s (55)° (=2) ™+
< Z (o ho-0) -0l (Z2) (=) <
<2 ()= (=) G2 -5 0 () 6=
R () e () () ()
e (1 G2n) (=)

Ha k € J,, akkor definici6 szerint

a—i—k(b—a)—t’ >4,
n
(b—a)? t—a 2
Y=Y (r_ ) >1
02n? K b—a ') =
adodik. Ezért

506 6= =S n O0=) 62 6=)

—az " n 2 _
S(b(SQnQ)Z(k:) (k — nx) zk(lfx)n "
k=0

amibdl

t —
ahol z = b—a. Minden y, z € R esetén

n
e =Y (1)t
— \k
melynek y szerinti els6 és masodik derivaltjabol

ny(y+2)""" = i: (Z) feyh ok
n(n—1)y*(y+2)""% = zn: <Z)k(k — 1)yknk

adodik. Ha z =1 — y, akkor ezekbdl

kovetkezik, vagyis
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Figyelembe véve, hogy |z|,|1 — 2| <1

2C (b — a)?
f
1B - fo) <&+ 25
4C(b — a)?
adodik. Vagyis ha &’ = % és N € N tetszbleges természetes szadm, melyre N > % teljestil,

akkor minden n > N és t € [a, b] esetén

[BL(t) — F @) <

ezért

sup | BL(t) — F(1)] < =
t€la,b]

16.34. Tétel. Legyen a,b € R, a < b. A (C([a,b],R),|[[|5,,) térben a polinomok sird halmazt
alkotnak.

Bizonyitds. Az el6z6, 16.33 tétel kovetkezménye.

16.7. Stone-féle stirtiiségi tétel

16.35. Definici6. Legyen T tetszSleges, nem iires halmaz és A C F(T,K).
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz szétvdlaszté T felett, vagy roviden szétvdlasztd, ha minden
x,y € T elemre x # y esetén van olyan f € A, melyre f(x) # f(y) teljesiil.
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz linedris fiiggvényhdld, ha lineéris altere az F(T,K) térnek,
valamint minden f € A esetén |f| € A.

16.36. Tétel. Legyen T halmaz és A C F(T,K) figgvényhdlé. Ekkor minden n € Nt szdmra, ha
fi,---, fn € A, akkor
Sup{fl)"'7fn}ainf{fia"'7fn} € A

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen T halmaz és A C F(T,K) linearis fiiggvényhalo, valamint legyen f,g € A.
Mivel minden z,y € R esetén

Tty  |lr—y . r+y |r—y
sup(z, y) = —5— +| 5 | inf(z,y) = — Syl 5 |
teljesiil, ezért
f+g  If—g . ftg |f—-g
ST e e N R

vagyis sup(f, g),inf(f, g) € A. Ebbdl kovetkezik, hogy véges sok A halmazban 1évé fiiggvény infimuma
és szuprémuma, is eleme az A halmaznak.

16.37. Tétel. (Stone-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,R) olyan
linedris fliggvényhdld, amely szétvilaszté és tartalmazza a konstans figguényeket. Ekkor A sird a
(C(M? R)? H.”sup) térben'
Bizonyitds. Legyen (M, d) kompakt metrikus tér.

1. Legyen A C C(M,R) olyan szétvalaszto fliggvényhalo, amely tartalmazza a konstans fiiggvényeket.
Legyen tovabba f € C(M,R) és ¢ € RT tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy létezik u € A, melyre
If— U||Su]D < ¢ teljesiil. Legyen x,y € M tetsz6leges, ha x # y, akkor létezik olyan h, , € A, melyre
ha y(x) # hyy(y), ekkor legyen ug ,, : M — R

hey(t) -
ta () = ) Ty @)

(f(y) = f(2) + f(2);
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ha x =y, akkor legyen ug, : M —+ R
Uz y(t) = f(2).

Mivel A linearis altér, ezért minden x,y € M esetén u, , € A, valamint u, ,(x) = f(x) és uy 4 (y) =
f(y). Minden z,y € M esetén legyen

Upy ={t € M| ugy(t) > f(t) —e}.

-1
Ekkor U,,, € M nyilt halmaz, hiszen az U, ,, = (uz,y — f)(]—¢, 00[) azonossag miatt U, , nyilt halmaz

folytonos fiiggvény altali 6sképe. Az U, , konstrukcidja folytan

M= | Usy,
yeM

amib6l M kompaktsaga miatt kovetkezik, hogy létezik véges sok yi, ..., y,, melyre

Minden z € M esetén legyen ug, : M — R

ie{l,...,n}}.

Mivel A linearis fliggvényhald, ezért a 16.36 tétel alapjan u, € A, valamint minden ¢ € M pont esetén
Uy (t) > f(t) —e. Most minden x € M esetén legyen

Uy = SUp {Ug 4,

Uy, ={t € M| u,(t) < f(t) +¢}.

Ekkor U, C M nyilt halmaz, hiszen az U, = (uzy — f)(]—00,¢[) azonossadg miatt U, nyilt halmaz
folytonos fiiggvény altali 6sképe. Az U, konstrukcioja folytan

M= | U,

zeM
amibdl M kompaktsaga miatt kovetkezik, hogy létezik véges sok x1, ..., x,,, melyre
m
M:U@r
i=1

Ekkor legyen v : M — R
u=1inf {u,,| i€ {1,...,m}}.

Mivel A lineéris fliggvényhalo ezért a 16.36 tétel alapjan u € A, valamint minden ¢t € M esetén
ft) —e <u(t) < f(t) +e.

Tehat ||f — ul,,, <&, ezért A= C(M,R).

sup

20 sp 2

16.8. Stone—Weierstrass-féle stirtiségi tétel

16.38. Tétel. (Stone—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus-tér és A C C(M,R) olyan
algebra, amely szétvdlasztd és tartalmazza a konstans figguényeket. Ekkor A sird a (C(M,R),[|-[|,,)
térben.

Bizonyitds. Legyen (M, d) kompakt metrikus tér.
1. Legyen A C C(M,R) olyan algebra, amely szétvélaszto és tartalmazza a konstans fiiggvényeket.
Megmutatjuk, hogy A olyan szétvalaszt6 linedris fiiggvényhdlo, mely tartalmazza a konstans fligg-

vényeket, ekkor ugyanis a Stone-tétel miatt A = C(M,R) teljesiil. Az nyilvanval6, hogy A linearis
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altér, szétvalaszto és tartalmazza a konstans fiiggvényeket, egyediil az szorul igazolasra, hogy minden
f € Aesetén |f| € A.

Elgszor megmutatjuk, hogy minden f € A esetén |f| € A. Ehhez legyen f € A és ¢ € R tetszéleges.
Mivel f kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, ezért az értékkészlete is kompakt halmaz,
vagyis létezik olyan ¢ € RT, hogy Ran f C [~¢,c]. A /: [0,¢%] — [0, ] fiiggvény kompakt halmazon
értelmezett folytonos fiiggvény, ezért létezik olyan p : R — R polinom, melyre

sup |p(z) — Vx| <e.

z€[0,c?]
Ekkor
sup ||f(t)| — (po f2)(1)| < sup [yl —p(y?)] = sup [V —p(a)] <e.
teM yE[—c,c] z€[0,c?]

Mivel A algebra, ezért f = po f2 € A olyan elem, melyre H\f| — fH < g, vagyis | f| € A.
sup

Most megmutatjuk, hogy minden f € A esetén |f| € A. Ehhez legyen f € A és e € R tetszbleges.
Létezik olyan f4 € A, melyre ||f — fall,,, < ¢&. Ekkor |fa| € A, valamint

sup

1= 1falllswp < 1 = Fallwp <€
miatt \f|€j:Z.

16.39. Tétel. (Stone—Weierstrass-tétel.) Legyen (M, d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,C)
olyan algebra, mely szétvdlaszté és tartalmazza a konstans figguényeket, valamint minden f € A
elemre f € A. Ekkor A siri a (C(M,C), [||l,,,) térben.

Bizonyitds. Legyen (M, d) kompakt metrikus tér.
1. Legyen A C C(M,C) olyan algebra, mely szétvélaszto, tartalmazza a konstans fliggvényeket és
zart a konjugalasra nézve. Megmutatjuk, hogy

A" ={Reou| u € A}

olyan fiiggvényalgebra, mely szétvalaszto, tartalmazza a konstans fiiggvényeket és melyre melyre
A’ C A teljesiil. Mivel A zart a konjugalasra, ezért ha a € A’ és u € A olyan, hogy a = Reu, akkor
az
u+u
2
egyenlet alapjan a € A. Vagyis A’ C A. Ha ay,as € A, akkor létezik olyan ui,us € A, melyre
a1 = Reouy és as = Reouy teljesiil. Mivel A algebra és zart a konjugalasra, ezért az

a =

up +ur Uy +Up
2 2

ajaz = Re(up) - Re(ug) =
ur t Ul ug Uz

2 2
+ + .. ., )
Az u = it + U2 T U2 elemre u € A és a; + ax = Reou teljesiil, tehat a; + as € A’. Hasonlb6an

egyenlet alapjan az u = elemre v € A és ajas = Reou teljesiil, tehat ajas € A’

igazolhato, hogy minden A € R esetén Aa; € A’. Tehat A’ olyan fliggvényalgebra, mely tartalmazza
a konstans fiiggvényeket. Ha x,y € M olyan, hogy = # y, akkor létezik olyan v € A, melyre
u(z) # u(y). Ha Re(u(x)) # Re(u(y)), akkor az a = Re(u) € A’ olyan elem, melyre a(z) # a(y);
valamint, ha Im(u(x)) # Im(u(y)), akkor az a = Re(i-u) € A’ olyan elem, melyre a(z) # a(y), tehat
A’ szétvalaszto. B

f+r

N 2
2__ ! fiiggvényekre f = fi1+i f2 és f1, fo € C(M,R) teljesiil. Ezért a 16.38 Stone—Weierstrass-
1

tétel értelmében létezik olyan g1,g9o € A’ C A fiiggvény, melyre ||f1 — 1] < % és ||f2 — 92| < %

2. Legyen f € C(M, C) tetszbleges elem és legyen € € R tetsz6leges paraméter. Ekkor az f; =

és fo =

teljesiil. Legyen g = g1 +ig2. Ekkor g € A, valamint

Hf - g”sup = ||(f1 - gl) + 1(f2 - gQ)”sup < ”fl - gl||sup + ||f2 - gQHSUp <e

teljesiil.
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Magyarazat. Az elgbbi tételbdl kovetkezik az alabbi.

16.40. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz. Ekkor a C(K,R) halmazban a polinomok sird rész-
halmazt alkotnak.

Kiegészités. Természetes kérdés, hogy az identitasfiiggvénynek mely hatvanyai feszitenek ki sird
alteret a C([0,1],R) térben. Erre ad valaszt az alabbi tétel.

16.41. Tétel. (Miintz—Szdsz-tétel.) Legyen A : N — R olyan szigorian monoton névekedd sorozat,
melyre Ao = 0. A C([0,1],R) térben tekintsik a A = Span {1d[0’“1 | k € N} alteret. Ekkor az aldbbi
ekvivalencia teljesiil.

A=C(0,1],R) <« i%

A {1dA’C

0.1] | k € N} altalanositott polinomokhoz tartozd Bernstein-féle polinomot Gelfond adta meg.

16.42. Definicié. Legyen X\ : N — R olyan szigorian monoton ndvekedd sorozat, melyre Ay = 0,
valamint legyen f : [0,1] — K és n € NT. Az f fiigguény \ sorozathoz asszocidlt n-edik Bernstein-
polinomjdnak nevezzik az

n
By iR—=K z= ) f(nk)gnr(x)
k=0

altaldnositott polinomot, ahol

n =
H <1—;\1_> , ha 0<k<m

ok = iZk g
1, ha k=n,
valamint
g i(@) = (~1)" ( I » ) K
i=k+1 i=k =

16.43. Tétel. (Hirschmann-Widder—Gelfond-tétel.) Legyen A N — R olyan szigorian monoton

1
novekedd sorozat, melyre Ay = 0, hm Ap = 00 €s Z N = 00, tovdbbd legyen f € C([0,1],R).

n=1

FEkkor

Jm (sup 15,7 (2) - f(@)]) =0

O

Kiegészités. A Stone-tétel és a Stone—Weierstrass-tételek fenti bizonyitasa olyan, hogy azok bizo-
nyitjak a tételek alabbi altalanosabb formajat is.

16.44. Tétel. (Stone-tétel.) Legyen (T, %) kompakt Hausdorff-tér és legyen A C C(T,R) olyan fiigg-
vényhdlo, mely tartalmazza a konstans fiigguényeket. Az A halmaz pontosan akkor szétvilaszté T
felett, ha A sird a (C(T\R), ||[|5,,) térben.

16.45. Tétel. (Stone—Weierstrass-tétel.) Legyen (T, T) kompakt Hausdorff-tér és A C C(T,R) olyan
algebra, mely tartalmazza a konstans fiigguényeket. Az A halmaz pontosan akkor szétvdlaszto T felett,
ha A sird a (C(T,R),||[|s,,) térben.

16.46. Tétel. (Stone-Weierstrass-tétel.) Legyen (T, %) kompakt Hausdorff-tér és A C C(T,C) olyan
algebra, mely tartalmazza a konstans fiigguvényeket, valamint minden f € A elemre f € A. Az A
halmaz pontosan akkor szétvdlasztd T' felett, ha A siri a (C(T',C), ||-[|s,,) térben.
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A legutobbi tételt konnyen ki lehet terjeszteni lokalisan kompakt terekre is az egypontu (Alexand-
rov-féle) kompaktifikicio segitségével.

16.47. Tétel. (Stone-Weierstrass-tétel.) Legyen (T,T) lokdlisan kompakt tér és A C Co(T,K) olyan
algebra, mely zdrt a komplex konjugdldsra nézve, azaz minden [ € A elemre f € A. Az A halmaz
pontosan akkor sird a (Co(T,K), || |,,) térben, ha A szétvdlaszté T felett, valamint minden t € T

ponthoz létezik olyan f € A, melyre f(t) # 0.
O
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17. Differenciidlszamitas

17.1. Differencidlhatbsag

Jelolés. A jelen fejezetben kovetjilk azt a matematika irodalomban elterjedt konvenciét, hogy nor-
malt térre pusztan az alaphalmaz kifrasaval hivatkozunk és a normét nem emlitjiik amennyiben ez
nem okoz félreértést. Tovabba U, V normalt terek és A : U — V folytonos linearis leképezés esetén
||A|| az operatornormat jelenti, vagyis

1Al = sup [lAz].

H H<1

Valamint a jelen fejezetben csak R feletti normélt terekkel foglalkozunk.

17.1. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy
u,v € L(U, V), melyre

o T@) = f@) —u—a) _ . f(@) = f(a) ~v(z —a)

z—a [l —af z—a [ —af

=0

teljestl. Ekkor u =wv.

Bizonyitds. Legyen U és V normélt tér, f : U — V fliggvény, a € Int Dom f és legyen u,v €
£(U, V) olyan, melyre

o {@) = @) —u@—a) _ L f@) = f(@) = (@~ a)

a—a [ = all za [l = all

=0.

Tegyiik fel, hogy A = v — v # 0. Ekkor létezik olyan 0 # e € U vektor, hogy Ae # 0. Legyen
_ 14|

el € RT. A fenti két hatarérték kiilonbségeként
e

lim Az —a)

ea |z —af

=0

adodik, a hatarérték definicidja alapjan pedig létezik olyan § € RT, hogy minden = € Bs(a) vektorra

=il <

2 —all

Azz=a+ 5 ” i - e € E vektorra x € Bs(a) teljesiil, azonban a fenti egyenl6tlenségbdl az
Az —a) Ae

17.2. Definicié. Legyen U és V normalt tér, f : U — V fiiggvény és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhatd, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € #(U, V), melyre

[z —af

ellentmondés adoédik.

i £0) = f@ = A —a)

z—a [ —af

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:U — V fuggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiigguényének nevezzik a

Df = {(C%A) € (Dom f) x #(U,V) | lim f(@) = fla) = Az —a) _ 0}

v—a [ = all

fliggvényt.
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— Az f differencidlhaté, ha Dom f = DomDf.
— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhat6 és D f folytonos. Az A C U nyilt halmazon
értelmezett, V értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C1(A4,V) jeldli.

17.3. Tétel. (A differencidlhatisdg jellemzése.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény,
valamint a € Int Dom f. Az A € ¥ (U,V) leképezés pontosan akkor az f figguény a pontbeli derivdltja,
ha

Ve e RYIS € Rz € U : (||a: —all <8 = ||If() - fla) — Az —a)|| < e |z — a||)
teljesiil.

17.4. Tétel. Legyen f: R — R fiiggvény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
1 @) = (@)

T—a r—a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linedris leképezés, melyre
L @)~ fl@) ~ (D) )

T—a ‘x —a‘

=0
teljesil. Tovabbad ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

Bizonyitds. Legyen f: R — R fiiggvény és a € Int Dom f.
Ha f differencialhat6é az a pontban és létezik a

i @) = (@)

T—a T —a

= f'(a)
hatarérték, akkor legyen A olyan R — R lineéris leképezés, melyre minden = € R esetén
Az = f'(a)z
teljesiil. Ekkor
f(x) = f(a) — A(z — a)

o=ty (1150 ) < gy LSO =L 0a =)y S0 f)= o)
tehét
0= tim [f@ = f@=A@=a)| | 1f@) = fla) = Alw —a)
T—a r—a T—a |1. _ CL| )
vagyis
i L@ @) —A@=a) _,

T—a |x — a|

Tegyiik fel, hogy létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linearis leképezés, melyre
_ —_ (D _

L @) (@)~ (D)@~ a)

T—a ‘x —a‘

=0

teljesiil és legyen ¢ = ((Df)(a))(1). Ekkor

f(@) = fla) = (Df)(a)(x—a) .. flz)=fla) —c(z—a)

0 = lim = lim ,
z—a |177£L| T—a |.T*(I‘
vagyis
0= i [JE @ )| @)~ f) e )| |0 1@
Ta |$ - a| T—a Tr—a T—a T —a
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ezért

o (LI,

T—a Tr—a
tehat létezik a
f(@) = f(a)

lim ————= =¢
r—a Tr—aQa

hatéarértek és ¢ = f/(a).
17.5. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V figgvény, valamint a € IntDom f. Ha f

differencidlhaté az a pontban, akkor f folytonos az a pontban.

Bizonyitds. Legyen U és V normalt tér, f : U — V fiiggvény, valamint a € Int Dom f. A diffe-
rencialhatosag jellemzésérsl szolé 17.3 tétel alapjan ekkor létezik olyan § € R™, hogy minden z € U
vektorra a ||z — al| < ¢ esetben

1f(z) = fa) = (Df)(a)(z = a)|| <[l — al

teljesiil, aminek az atrendezésébsl

1 () = fla)ll < llz = all - L+ [(DS)(a)])
adodik. Ezért li_r>n If(x) — f(a)]| = 0, vagyis lim f(z) = f(a), amib6l kovetkezik az f fiiggvény a
€T a r—a
pontbeli folytonossaga.

17.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

17.6. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f,g : U — V, ¢ : U — R fiigguény, tovdbbd a tetszdleges
belsd pontja a (Dom f N Dom g N Dom @) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban.
Ekkor

1. f+ g differencidlhatd az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden ¢ € R esetén cf differencidlhatd az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);

3. of differencidlhato az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (De)(a) + ¢(a)(Df)(a);

4. ha o(a) # 0, akkor / differencidlhatd az a pontban és
2

(D (f)) () = 2O — f@Dg)a)

@ ¢*(a)

Bizonyitds. Legyen U és V normélt tér, f,g : U — V, ¢ : U — R tetszSleges fiiggvény és a €
Int (Dom f N Dom g N Dom ¢) olyan, hogy f, ¢ és ¢ differencidlhaté az a pontban. Legyen tovabba
F = (Df)(a), G=(Dg)(a) és ® = (Dy)(a). Mivel a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢), ezért vehetiink
egy olyan r € R paramétert, melyre B,.(a) C a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢) teljesiil. Ekkor

i 1@ = f@ = Fa—a) _ . g(a) - gla) - Gz~ a)

L T Y PR
i P& —¢l@) @z —a) _
S el '
1. Az
i T 9@) — (F+9)(a) - (F+G)(x—a) _
r—a Hx_aH
= lim @)~ fa) - Flz—a) + lim 9(z) —g(a) — G(z —a) =0
r—a Hl’ — a” r—a ||£C _ a’”

egyenl6ség igazolja, hogy f + g is differencialhaté az a pontban és (D(f + g))(a) = F + G.
2. Az
LN~ (eh)@) ~ (F) —a) f(&) = ()~ Flz ~a)

=c- lim =0
z—a |z — all z—a |z — all
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egyenl6ség igazolja, hogy cf is differencialhat6 az a pontban és (D(cf))(a) = cF.
3. A minden = € B,(a) vektorra teljesiils

I(of) () - w)() F(@)®(@—a) - pa)F(z - a)| =
= [ (¢@) = ¢(@) = 2@ — ) £(2) + w(0) (f(2) = f(@) = Fl@ = a)) + (f(z) = f@))O(x ~ a)| <
|

< [le(z) = w(a ) (z —a)l|l - [F@) + le(a)] - [[f(2) = fla) = F(z = a)| +
+ /@) = fla)ll - [[ff - |z — af

egyenl6tlenség felhasznalaséaval

@A)~ (eF)@) ~ @)@~ a)  pla)Fx—a) | _
M o —al :
S e e I i e e R

+ lim [[f(2) - f(a)l] - @] =
=0-[[f(@l + l(a)[ -0+ 0- [ @] =0

adodik, amibdl

L (#0)(@) = (@) — @)@ = a) - p(a)F(z )

=0
a—a [l —af

kivetkezik, vagyis a of fliggvény is differencialhat6 az a pontban és D(¢f) = f(a)® + ¢(a)F.

4. Tegyiik fel, hogy ¢(a) # 0. Mivel a ¢ fiiggvény differencidlhaté az a pontban, ezért ott folytonos
is. A folytonossag miatt azonban létezik olyan § € |0, r[ paraméter, hogy minden x € Bjs(a) esetén

p(x) # 0.
() --zm®

El6szor megmutatjuk, hogy
teljesiil. A minden z € Bjs(a) vektorra teljestls

H@(lx) - (1 ) <p21(a) (=) = |¢(a)|%|¢(l‘) p(a) = p(z) + iggé(:ﬂ —a)|| =
= m p(x) — pla) - zgz;fb(x —a)| =
— T ¢ - @ - e -+ (1- £ ) e -0 <
< sy (190~ ol ~ 0~ + 1 22 oy
egyenltlenség felhasznalasaval
-~ <p(1:c) B <p(1a|)| + ¢2||1(a)‘1>(x —a) _
< i e (e - S5 ) =
- G (0 \1— 2ol ) —o
adodik, amibgl ) 1 1
Jim 2&) o wQ(a)q)(x Y -0

e Jo—al
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1
kovetkezik, vagyis az — fiiggvény is differencidlhat6 az a pontban és (D ()) (a) = — )
¥

teljesiil.
A 3. pont alapjan ekkor

o(H)0 (oL ) =0 (o(2)0+ b -
_ @, 1 ¢@F —f@
@*(a)  ¢(a) ©*(a)

teljesil.
17.7. Tétel. Legyen U és V normdlt tér és legyen A C U nyilt halmaz. Ekkor C1(A,V) vektortér.
Bizonyitds. Az el6z6 éllitast kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

17.8. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen U, V' és W normdlt tér,
g: U=V, f: V=W ésaelIntDom fog. Ha g differencidlhatd az a pontban és f differencidlhato
a g(a) pontban, akkor f o g differencidlhatsé az a pontban és

(D(f e 9))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

Bizonyitds. Legyen U, V és W normélt tér, g : U — V, f: V — W, a € Int Dom f o g olyan,
hogy ¢ differencialhaté az a pontban és f differencialhato a g(a) pontban. Mivel az f fliggvény
differencialhaté a g(a) pontban, ezért g(a) € Int Dom f, tehét

Ve, € RT35, e Rty € V :
ly —ga)l <dé1 — [[f(y) = f(g(a)) = (Df)(9(a))(y — g(a))l| <e1-|ly —gla)] -

Mivel a g fiiggvény differencialhato az a pontan, ezért a € Int Dom g, tehat

Veq € R+E|52 eRWz eU:
|z —al <d2 — [lg(z) —g(a) — (Dg)(a)(z —a)|| < ez [z —a.

Tovabba a g fiiggvény folytonos is az a pontban, ezért
Ve € RT393 e RTVz € U : |z —al <d3 — |lg(z) —g(a)] < es.

Legyen &1 € RT rogzitett paraméter. Ekkor a e szdmhoz tartoz6 §; paramétert valasztva €3 para-
méternek kapjuk, hogy létezik olyan d3 € R™, hogy minden z € U esetén

|z —all <ds — [[f(g(x)) = f(g(a)) = (Df)(g(a))(g(x) — g(a)l| < e1-llg(x) —gla)].

Az g1 szdmot valasztva e, paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan d, € R, hogy minden z € U
eseté