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1. Metrikus terek

1.1. Definicié. Az M halmazon értelmezett metrikdnak vagy tdvolsdgfiigguvénynek neveziink minden
olyan
d: M x M — R (x,y) — d(z,y)

fliggvényt, melyre az alabbiak teljesiilnek.
e Ve,ye M: d(x,y) =0 <z=y
o Vr,y e M: d(z,y) =d(y,z)
o Vr,y,z€ M: d(z,z) <d(z,y)+d(y, 2)
Az (M, d) part metrikus térnek nevezziik, ha M halmaz és d metrika az M halmazon.

1.2. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden r € R szamra és € M pontra a

A
Br(z) ={y € M| d(z,y) <r}
halmazt az = pont kérili r sugard nyilt gombi kérnyezetnek nevezziik.

1.3. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik » € RT, hogy B,(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha M \ X nyilt;
— korldtos, ha létezik olyan r € R™ és z € M, hogy X C B,.(z) teljesiil.

1.4. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és x € M. Azt mondjuk, hogy =
belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € R : B.(z) C X;

hatdrpontja az X halmaznak, haVr e RT : B.(x)NX #0 A B.(z)N(M\ X) # 0;
torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RT : (B,(x) \ {z}) N X # 0;

— izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z)N X = {z}.

1.5. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és z € X. Azt mondjuk, hogy X kdrnyezete az
x pontnak, ha x bels§ pontja az X halmaznak.

1.6. Definicio. Legyen (M, d) metrikus tér. Az X C M halmaz belsejének nevezzik az
IntX ={zeM|3IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={reM|VreR": B.(z)NX #0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdinaek nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

1.7. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X, Y C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— st@rd az Y halmazban, ha X =Y;
— strd, ha X = M.

1.8. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az (A,d|axa) part az (M,d) metrikus tér
alterének nevezzik.

1.9. Definicié. Legyen d; és do metrika az M halmazon. Azt mondjuk, hogy a dy és do metrikik
ekvivalensek, ha minden d; metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a dy metrika szerint is, valamint minden
do metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a d; metrika szerint is.

1.10. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a: N — M fiiggvényeket sorozatoknak nevezziik.
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— Azt mondjuk, hogy x € M az a : N — M sorozat hatdrértéke, ha
Ve € RTIN € Nvn € N(n > N — a,, € B:(2)).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — M sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.

1.11. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (M, d) metrikus tér. Az a : N — M konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a, jeloli.
n— oo

1.12. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a: N — M sorozat korldtos, ha Rana korlatos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — M tetszoleges sorozat. Ekkor az
aoo : N — M sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezziik.

1.13. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Az a : N — M sorozat Cauchy-sorozat, ha

Vee R"AN e NVn,m e N (N <n AN <m) — d(ay,anm) <e).

1.14. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy az (M, d) metrikus tér teljes, ha M teljes halmaz.

1.15. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az X C M halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
iel iel’
minden ¢ € [ esetén az A; nyilt részhalmaza az M térnek.
— Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér kompakt, ha M kompakt halmaz.

1.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér lokdlisan kompakt, ha minden pontjanak
létezik kompakt kornyezete.

1.17. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz relativ
kompakt, ha létezik olyan K C M kompakt halmaz, melyre A C K teljesiil.

1.18. Definicié. Az (M,d) metrikus teret szepardbilisnek nevezziik, ha létezik olyan (U, )nen hal-
mazrendszer, hogy minden n € N esetén U,, C M nyilt halmaz, valamint minden 2 C M nyilt halmaz
esetén létezik olyan I C N, hogy 2 = U U, teljesiil.

nel

1.19. Definicié. Legyen (M,d) és (M’,d’") metrikus tér, f : M — M’ fiiggvény és az a € M pont az
f fiiggvény értelmezési tartomanyanak torlodasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke
az a pontban A € M’, ha

Ve € R*35 € R* (f(B(;(a) \{a}) C BE(A)).

1.20. Definicié. (A lim mdgvelet.) Legyen (M,d) és (M’,d’) topologikus tér, f : M — M’ fliggvény
és az a € M pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fliggvénynek hatérértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy lim f(z) jeloli.

a r—a

1.21. Definicié. Legyen (M, d) és (M’,d') metrikus tér, f : M — M’ és a € Dom f.



— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha
Ve € R*36 € RY (f(Bs(a) C Ba(f(a)))-

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
A C(M, M') szimbo6lum jeloli az M — M’ folytonos fiiggvények halmazat.

1.22. Definicié. Legyen (M, d;), (Ma,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : My — My
fiiggvény nyilt, ha minden U C M; nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

1.23. Definicié. Legyen (M,d) és (M’,d") metrikus tér. Az f: M — M’ fiiggvény homeomorfizmus,
ha folytonos bijekcio és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy a (M, d) és (M',d") metrikus terek
homeomorfak, ha létezik f: M — M’ homeomorfizmus.

1.24. Definicié. Legyen (Mi,dy) és (Ms,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : M; — My
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Vee RTI§ e RYVa,y e A:  (di(z,y) <6 — da(f(2), f(y)) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

1.25. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és X halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : M — X
fliggvény sirin értelmezett, ha Dom f = M.

1.26. Definicié. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér. Az f : M — M’ figgvény izometria, ha
minden z,y € Dom f esetén d(x,y) = d'(f(z), f(y)) teljesiil. Az (M,d) és (M',d") metrikus tér
izometrikusan homeomorf, ha létezik f : M — M’ izometrikus homeomorfizmus.

1.27. Definicié. Legyen (Mi,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint f : M; — M, fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f Lipschitz-folytonos fiigguény, ha

3C € R{Va,y € Dom f : (dg(f(a:), F(y) < Cdy(x, y)).

1.28. Definicié. Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, valamint f : M; — My fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f figgvény kontrakcid, ha

3C € 0,1[Va,y € Dom f 1 (da(f(@), (y)) < Caa(a,y)).
A C szamot gyakran kontrakcids egyiitthatonak nevezik.

1.29. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz dtmérdje

diam(A) 2 { w{dmy) |y eX), ba 420

1.30. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Ekkor az A halmaztél vald tavolsdg figgué-
nye

disty : M - R zZ in}:d(z,x).
TE

1.31. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden (M’,d’) teljes metrikus teret és j : M — M’
izometriat, melyre Ran j = M’ teljesiil, az (M, d) metrikus tér teljes burkdnak nevezziik.

1.32. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
— Az A halmaz osszefiiggd, ha nem létezik olyan U,V C M halmaz, melyre U # 0, V # (),
UNV=UNV =0 A=UUYV teljesiil.
— Az M metrikus tér dsszefiiggd, ha az M halmaz Osszefiiggs.
— Az A halmaz ivszerien Gsszefiiggd, ha minden x,y € A esetén létezik olyan v : [0,1] — A
folytonos fiiggvény, melyre y(0) = z és v(1) = y teljesiil.
Az M metrikus tér ivszerien dsszefiiggd, ha az M halmaz ivszertien 6sszefiiggd.
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2. Normalt terek

2.1. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
-V =Ry x|z

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ra.

eVreV: |z[| =0 <= 2=0

e Vx eV, VAeK: |[|[Ax| = Az

e Yoy eV fo+yl <zl + ]
Az (V,|||l) part normdlt térnek nevezziik, ha V valos vagy komplex vektortér és ||-|| norma a V'
vektortéren.

2.2. Definicié. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.
2.3. Definicié. (Sorok.) Legyen (V,||-]|) normalt tér és legyen a : N — V tetsz6leges sorozat.

n
— Azt a jol meghatarozott Y a : N — V sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
" =0

definidl, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornak nevezziik és olykor a Zan

szimbolummal jeloljiik. "

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatérozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-
o0 n
gens. Ekkor a z%an = nll_}I{.lo kz a,, jelolést hasznaljuk.
n= =0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a >_ ||a|| sor konvergens.

2.4. Definicié. Adott (V,||-||) normalt tér esetén a folytonos linedris V' — K leképezéseket foly-
tonos linedris funkciondloknak, vagy roviden csak funkciondloknak nevezziik. Bevezetjiik még a

v e Z(V,K) jelolést a funkcionalok halmazéara. A V' teret a V' normdlt tér topologikus dudlisinak
nevezziik.

2.5. Definicié. Minden p € [1, co| paraméter mellett az

l%é{s:N—HK‘ Z|5n|p<oo}

n=0

halmazt, valamint p = co esetén az

sup |s,| < oo}
neN

halmazt K = R esetén valds- illetve K = C esetén komplex [P (ejtsd: elpé) térnek nevezziik.
2.6. Definici6. Legyen n € N*, minden k € {1,...,n} esetén legyen (V4, ||-||;,) normalt tér és legyen

T Ve =R (21, ) = max {|lall, | k€ {1,...,n}}.
k=1

n
A (H Vi, |||> normalt teret nevezziik a (Vi, ||-||y)k=1,...,n normdlt terek szorzatdinak.
k=1

2.7. Definicié. Legyen (V, |-||) normalt tér. Minden (V',||-||") Banach-teret és j : V — V' linearis
izometriat, melyre Ran j = V' teljesiil, az (V,||-||) normdlt tér teljes burkinak nevezziik.




3. Hilbert-terek

3.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a
<'7'>:VXV_>K (x7y)0—><x,y>

leképezés skaldris szorzds, ha

Ve eV : (z,x) € RS;

VeeV: (z,2) =0 < z=0;
Va,y,z €V (z+y,z) = (z,
Vz,y e VVAEK: (Az,y) =
Yo,y € Vi (x,y) = (y,x).
Azt mondjuk, hogy V' skaldrszorzatos vektortér, ha a V vektortéren adott egy skalaris szorzas.

3.2. Definicié. Legyen V vektortér és (-, -) skalaris szorzds a V téren.
— Ekkor a (V, (-, -)) part prehilbert-térnek nevezzik.
— A (V,(-,-)) part Hilbert-térnek nevezziik, ha a skaléris szorzasbol szarmaztatott normara nézve
teljes normalt tér.

3.3. Definicid. Legyen .7 Hilbert-tér, I nem iires halmaz és minden i € I esetén legyen 0 # e; € J7.
Azt mondjuk, hogy az (e;);er vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden ¢, j € I elemre, ha i # j, akkor (e;,e;) = 0 teljesil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € I elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonalis rendszer;

— teljes rendszer, ha

Vxe%”((ViEI:<ei,x>:0)—>x20)

teljestil;
Schauder-bdzis, ha teljes linearisan fiiggetlen vektorrendszer.

3.4. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér.
— Az z,y € V vektorok ortogondlisak vagy merdlegesek egymdsra, ha (x,y) = 0.
— Az x € V vektor ortogondlis vagy meréleges a W C V' halmazra, ha minden y € W esetén

(x,y) =0.
— Az L,W CV halmazok ortogondlisak, ha minden = € L és y € W esetén (x,y) = 0.

3.5. Definicié. Legyen 7 Hilbert-tér, W C J# zart linearis altér és x € . Legyen xy € W az
az egyértelmten meghatarozott vektor, melyre inI:fV |z — z|| = ||z — 2w ||. Ekkor az xyw vektort az x
z€

vektor W altérre valo ortogondlis vetiiletének vagy projekcidjanak nevezzik.

3.6. Definici6. Legyen 57 Hilbert-tér és L C %7 nem iires halmaz. Ekkor a
LLé(zet%ﬂ VeeL: (x,2z) =0)

halmazt L ortogondlisinak nevezziik.

4. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

4.1. Definici6. Legyen T nem fires halmaz, A C T, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N
esetén legyen f,, € F(T, M).
Ekkor az (f,)nen rendszert fiigguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

I {te () Dom f, | anlin;ofn(t)} — Mt~ lim f,(t) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a lim f, jelolést hasznaljuk.
n—oo

Azt mondjuk, hogy az (fy,)nen fliggvénysorozat
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pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom f és ILm fula = fla
teljesiil; e

pontonként konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergél
az A halmazon;

pontonként konvergal az f fiigguényhez, ha az egész T halmazon konvergal az f fiiggvényhez;
pontonként konvergens, ha van olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal;

egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha

Ve e RTIN e NVn e NVt € A: (N <n — d(fu(t), f(t) <e)

teljesiil;

egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

egyenletesen konvergdl az f fliggvényhez, ha az egész T halmazon egyenletesen konvergal az f
fliggvényhez;

egyenletesen konvergens, ha létezik olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergl;

lokdlisan egyenletesen konvergens, ha a T halmazon adott egy dr metrika és minden ¢ € Dom f
pontnak van olyan kérnyezete, ahol az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

4.2. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, (V,||-||) normalt tér, valamint minden n € N esetén
legyen f, € F(T,V).

Az (fn)nen fiiggvénysorozathoz rendelt fiiggvénysort a

k

S NS FTV) ke [t > fi()

J=0

képlettel definialjuk.
A Z fn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiigguénye

n

an:{te ﬂDomfn|Ean(t)}—>V te > falt) .

neN neN neN neN
Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

A C Dom Z fn és minden ¢ € A esetén Z I fn(®)] < oo teljesiil.
neN neN

Azt mondjuk, hogy a an fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a T halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.

4.3. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, (M, d) metrikus tér és f : T — M tetsz6leges fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fiigguény korldtos, ha Ran f C M korlatos halmaz. A T — M korlatos
fiiggvények halmazat jelolje FP(T, M). Ha (T,dr) metrikus tér, akkor a T'— M folytonos korlatos
fiiggvények halmazét pedig jelolje CP(T, M).

4.4. Definicié. (Hatvdnysorok.)

Legyen (V,]|-||) normélt tér, a : N — V tetszéleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fiiggvényt
az aldbbi moédon.

P,: {x eK ‘ Z anx” konvergens} -V Z anpx"

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyiitthatdji 0 kdzépponti hatvdnysornak nevezziik.



- Az a : N — V sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
—— — ha 0 <limsup V/|an| < oo
lim sup v/||a,|| n—o0 fax
n—oo

1>

Rq 0, ha limsup V/||an|| = oo;

n—oo
00, ha limsup {/[|a,|| = 0.
n—oo

Ezt az R, szdmot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

4.5. Definici6é. Legyen V Banach-tér és legyen f : R — R olyan fliggvény, melynek a 0 koriili
Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel, vagyis minden = € R esetén

(n)

teljesiil. Ekkor minden A € £(V,V) elemre legyen

(n)
fay ey 0y
neN ’

4.6. Definicié. Legyen T tetszéleges nem iires halmaz. A

0, ha i#j;

§:TxT — {0,1} (i,j)'—>5iﬂ:{1 ha i=j

fliggvény a Kronecker-féle delta-fiigguény.

4.7. Definicié. Legyen n € N ¢és tekintsiink egy A : R® — R”™ lineéris leképezést, legyen Sp(A) =
{A1,..., An} az A lineéris leképezés sajatértékeinek a halmaza és f : Sp(A) — C fiiggvény. Ha létezik
olyan invertalhat6 S métrix és diagonélis D matrix, melyre A = SDS~1, akkor f(A) = Sf(D)S™1,
ahol

fDu) 00 - 0
£D) = (:) f(l:?zz) ? ?

Vagyis, ha D;; = d;;\;, akkor f(D);; = 6;5f(\).

4.8. Definicié. Legyen (V,||-||) normalt tér, a,b € R, a < b, f : [a,b] = V ésn € NT. Az f fiiggvény
n-edik Bernstein-polinomjdnak nevezzik az

Bl :R—V tH(blcl),LG:(Z)f(aJrS(b—a)) (t—a)kb—t)"*

k=0

polinomot.

4.9. Definicié. Legyen T tetsz6leges, nem iires halmaz és A C F(T,K).
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz szétvdlasztd T felett, vagy roviden szétvdlasztd, ha minden
x,y € T elemre x # y esetén van olyan f € A, melyre f(x) # f(y) teljesiil.
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz linedris figgvényhdld, ha lineéris altere az F(T,K) térnek,
valamint minden f € A esetén |f| € A.
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5. Differencialszamitas

5.1. Definicié. Legyen U és V normalt tér, f: U — V fliggvény és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhatd, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € #(U, V), melyre

o {0 = f(@) =A@~ a)

z—a [l — all

=0

teljesil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjanak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:U — V fuggvény derivaltjanak vagy derivdlt fiigguényének nevezziik a

Df = {(WD € (Dom f) x 2, V)| 1m 1B =S@)=A@=a) 0}

e o —al

fliggvényt.

— Az f differencidlhatd, ha Dom f = DomDJ.

— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhat6 és D f folytonos. Az A C U nyilt halmazon
értelmezett, V értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C(A4, V) jeldli.

5.2. Definicié. Legyen U vektortér és V normalt tér. Legyen tovabba f : U — V fliggvény, a €
Dom f és e € U. Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek létezik az a pontban az e irdnyi derivadltja, ha

létezik a
1 flatte) — f(@)

teR t
t—0

hatéarértek, amit a (D.f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e irinyi (Gateauz-)
derivdltjanak neveziink.

6. Komplex fiiggvénytan

6.1. Definici6. Legyen f : C — C fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény komplex differencidlhato, vagy holomorf az a pontban ha

létezik a
L T = 1)

T—ra r—a

hatarérték. Ekkor a lim M

z—a r—a
vagy derivdltjénak nevezziik és a tovabbiakban az f’(a) szimbolummal jel6ljiik.

- Az f: C — C figgvény derivdltjdnak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik az

fIZ{(mA)E(IntDomf)X(C HlimM A limf(x)_f(a):A}

T—a Tr—a T—a Tr—a

komplex szamot az f fiigguény a pontbeli differencidljdnak

fliggvényt.

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény reguldris az a € C pontban, ha létezik olyan r € R*, melyre
B,(a) C Dom f’ teljesiil, vagyis, ha f C-differencialhaté az a pont egy kornyezetében.

— Az f fiiggvény holomorf vagy reguldris vagy C-differencidlhatd, ha Dom f = Dom f’.

— Azt mondjuk, hogy f egész fiiggvény, ha Dom f = C és f holomorf.

6.2. Definici6. Legyen f : C — C olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € C pontban és
tegyiik fel, hogy f’(a) # 0. Ekkor az |f/(a)| szamot az f figguény a pontbeli nyijtdsi egyiitthatdjinak
nevezziik. Azt a jol meghatéarozott ¢ € |—m, 7] szdmot pedig, melyre f'(a) = |f'(a)|e'? teljesiil az f
fiigguény a pontbeli forgatdsi egyiitthatdjanak nevezzik.

6.3. Definicié. Gorbék f6bb tipusai.



— A ~v:a,b] = C gorbe elemi, ha a,b € R, ~ folytonos, differencialhato az ]a, b[ halmazon, létezik
a lim 4(t) ésa lim #(t) hatarérték, valamint a
t—a+0 t—b—0

t_lfﬁcﬂ(t)’ ha t=a;

4:la,b] > C  tes y(t), ha a<t<b;
lim A h =b.
70, ha t=0

fiiggvény folytonos. Minden « elemi gérbéhez definialjuk a még a

_ o <
(t a)tilg}rofy(t)%—v(a), ha t<aq;

Y :R-C  te v(t), ha a<t<y;
(t—b) lim 4(t) + (), ha t>b.
t—b—0

fliggvényt. Az elemi gorbék halmazara a I'¢ jelolést hasznaljuk.

— A v : [a,b] — C gorbe szakaszonként Ct-osztdlyii folytonos girbe, ha a,b € R, ~ folytonos és
létezik olyan n € N és (t;);eq1,... n) Véges pontrendszer, melyre a to = a és t, 1 = b pontok hoz-
zévételével minden i € {0,...,n} esetén |y, ;.. ,) € I'°. A szakaszonként C'-osztalyu folytonos
gbrbék halmazara a I' jelolést hasznaljuk.

— A v €T gorbérdl az mondjuk, hogy zdrt, ha v(a) = v(b), ahol a = inf Dom ~y és b = sup Dom~.
A zart gorbék halmazat a I'y szimbolummal jel6ljiik, valamint hasznéljuk még a I'§ = T'o N I¢
jeloleést is.

6.4. Definici6. Legyen f: C — C folytonos fiiggvény.
— Legyen ~ : [a,b] — C, v € T, melyre Ran+y C Dom f teljesiil. Ekkor a

b
| towiar
a
mennyiséget az f fligguény v gorbe menti integrdljanak nevezzik és a / f, vagy a kicsit pon-
2l

b
gyola, de természetes / F(y()¥(t) dt szimbolummal jeldljiik.

a
— Legyen v : [a,b] — C, v € I, melyre Rany C Dom f teljesiil és legyen n € N és (t;)ic(1,...n}
olyan, hogy a to = a és t, ;1 = b pontok hozzavételével minden i € {0,...,n} esetén |y, 4., €

I'¢. Ekkor a
n
Z:[H[

7',+1]

=0

f
tivtig]

mennyiséget az [ fiigguény v gérbe menti integrdljanak nevezzik és szintén a / f vagy a
¥

b
/ F(y(@®)¥(t) dt szimbolummal jeldljitk. Tovabba a
a

n tit1
>k
i=0 Yt

mennyiséget a v gorbe hosszdinak nevezziik és az L(y) szimbolummal jeloljiik.

[ti tiga] (t) ‘ dt

— Amennyiben a v gorbe zart, a vonalmenti integrilra még a f f szimbolumot is hasznéljuk.
¥
6.5. Definici6. Legyen a,b € C és f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre [a,b] € Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiiggvény v : [0,1] — C, y(t) = a + t(b — a) gbrbe menti integraljat a f[a o
szimbolummal jel6ljiik, tehat

fz(b—a)/o fla+tb—a))dt.

[a,b]
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6.6. Definici6. Legyen f, F': C — C fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a F' az f primitiv fliigguénye, ha
F differencialhato6 és I’ C f teljesiil, valamint F' az f globdlis primitiv fiiggvénye, ha F’ = f teljesiil.

6.7. Definicio. Az U C C halmazrol azt mondjuk, hogy csillaghalmaz, ha létezik olyan xz € U pont,
melyre minden u € U esetén [z, u] C U teljesiil. Ekkor az x pontot csillagcentrumnak hivjuk.

6.8. Definicio. A v € ' gérbe indexfiiggvényének nevezziik az alabbi fiiggvényt.

Ind, : C\Rany - C ZHl_/Vidcl—z

271

6.9. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér, U C M és 9,71 : [0,1] — U zart folytonos gorbe. Azt
mondjuk, hogy a vg és 1 kontirhomotépok az U C M halmazban, ha létezik olyan H : [0, 1]2 =U
folytonos fiiggvény, hogy minden ¢ € [0,1] esetén H(0,t) = yo(t) és H(1,t) = v1(t), valamint minden
p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,1).

6.10. Definici6. Legyen (M,d) metrikus tér és U C M. Azt mondjuk, hogy az U C M halmaz
egqyszeresen dGsszefiiggd, ha U ivszertien Osszefiiggs és minden U halmazban haladé zart folytonos
gorbe kontirhomotop az U halmazban egy konstansfiiggvénnyel. Az (M, d) metrikus tér egyszeresen
dsszefliggd, ha az M halmaz egyszeresen 6sszefiiggs.

6.11. Definici6. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és v € I' olyan gorbe, melyre Ran~y C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiigguény v gorbe szerinti Cauchy-transzformdltja

1 f
Cy,:C\Rany — C dadwn v

6.12. Definicié. Ha a € C, r € RT és R € ]r, oo], akkor a
Crr(a)={2z€C|r<|z—a| <R}
halmazt az a kézépponti r belsé és R kiilsé sugard nyilt korgytdrinek nevezzik.

6.13. Definici6. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan
p € RT, hogy Cp ,(a) C Dom f. Ekkor a Laurent-tétel alapjan egyértelmien léteznek olyan (¢, )nez
egyiitthatok, hogy minden r, R € R™ esetén, ha 0 < r < R < p, akkor a

Z cn(ide —a)” és Z Cc—p(idec —a)™
neN —neNt
fiiggvénysorok normalisan konvergensek a C; r(a) halmazon és minden z € Cy ,(a) esetén

oo

flz)= Z en(z—a)™ .

n=oo

— Ekkor a
Co,p(a) = C Z Z cn(z—a)"

nezZ
fliggvénysort az f fligguény a pontbeli Laurent-sorfejtésének nevezziik.
— Az f figgvény reguldris része a Cy p(a) halmazon

fr:Copla) = C zZ ch(z—a)”
neN
és az f figgvény forésze a Cy p(a) halmazon

fp:Copla) = C Z Z cn(z—a)".

neN
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— Az f fiiggvénynek az a pontban pdlusa van, ha az {m € NT| c_,, # 0} halmaz véges, de nem
iires és az

r¢(a) = max {m € N*| c_,,, # 0}

szdm a pdlus rendje.

— Az f fiiggvénynek az a pontban lényeges szingularitdsa van, ha az {m € N*| c_,, # 0} halmaz
végtelen.

— A c_y szamot az f figguény a pontbeli reziduumdnak nevezziik és a Resy(a) szimbélummal
jeloljiik.

6.14. Definicioé. Az f : C — C holomorf fiiggvény meromorf, ha létezik olyan U C C egyszeresen
Osszefiiggs nyilt halmaz és olyan A C U diszkrét zart halmaz, hogy Dom f = Q\ A és az f fliggvénynek
a D halmaz minden pontjaban pélusa van.
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