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1. Metrikus terek

1.1. De�níció. Az M halmazon értelmezett metrikának vagy távolságfüggvénynek nevezünk minden
olyan

d : M ×M → R+ (x, y) 7→ d(x, y)

függvényt, melyre az alábbiak teljesülnek.

• ∀x, y ∈ M : d(x, y) = 0 ↔ x = y

• ∀x, y ∈ M : d(x, y) = d(y, x)

• ∀x, y, z ∈ M : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Az (M,d) párt metrikus térnek nevezzük, ha M halmaz és d metrika az M halmazon.

1.2. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér. Minden r ∈ R számra és x ∈ M pontra a

Br(x)
△
= {y ∈ M | d(x, y) < r}

halmazt az x pont körüli r sugarú nyílt gömbi környezetnek nevezzük.

1.3. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és X ⊆ M . Azt mondjuk, hogy az X halmaz

� nyílt, ha minden x ∈ X ponthoz létezik r ∈ R+, hogy Br(x) ⊆ X teljesül;

� zárt, ha M \X nyílt;

� korlátos, ha létezik olyan r ∈ R+ és x ∈ M , hogy X ⊆ Br(x) teljesül.

1.4. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér, X ⊆ M és x ∈ M . Azt mondjuk, hogy x

� bels® pontja az X halmaznak, ha ∃r ∈ R+ : Br(x) ⊆ X;

� határpontja az X halmaznak, ha ∀r ∈ R+ : Br(x) ∩X ̸= ∅ ∧ Br(x) ∩ (M \X) ̸= ∅;
� torlódási pontja az X halmaznak, ha ∀r ∈ R+ : (Br(x) \ {x}) ∩X ̸= ∅;
� izolált pontja az X halmaznak, ha ∃r ∈ R+ : Br(x) ∩X = {x}.

1.5. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér, X ⊆ M és x ∈ X. Azt mondjuk, hogy X környezete az
x pontnak, ha x bels® pontja az X halmaznak.

1.6. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér. Az X ⊆ M halmaz belsejének nevezzük az

IntX = {x ∈ M | ∃r ∈ R+ : Br(x) ⊆ X}

halmazt, azaz a bels® pontok halmazát; lezártjának pedig az

X = {x ∈ M | ∀r ∈ R+ : Br(x) ∩X ̸= ∅}

halmazt, azaz az érintési pontok halmazát. Az X halmaz határának nevezzük a

Fr(X) = X \ IntX

halmazt.

1.7. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és X,Y ⊆ M . Azt mondjuk, hogy az X halmaz

� s¶r¶ az Y halmazban, ha X = Y ;

� s¶r¶, ha X = M .

1.8. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és A ⊆ M . Az (A, d|A×A) párt az (M,d) metrikus tér
alterének nevezzük.

1.9. De�níció. Legyen d1 és d2 metrika az M halmazon. Azt mondjuk, hogy a d1 és d2 metrikák
ekvivalensek, ha minden d1 metrika szerinti nyílt halmaz nyílt a d2 metrika szerint is, valamint minden
d2 metrika szerinti nyílt halmaz nyílt a d1 metrika szerint is.

1.10. De�níció. (Sorozatok határértéke.) Legyen (M,d) metrikus tér.

� Az a : N → M függvényeket sorozatoknak nevezzük.
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� Azt mondjuk, hogy x ∈ M az a : N → M sorozat határértéke, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N(n > N → an ∈ Bε(x)).

� Azt mondjuk, hogy az a : N → M sorozat konvergens, ha létezik határértéke.

� Azt mondjuk, hogy az a : N → K sorozat divergens, ha nem konvergens.

1.11. De�níció. (A lim m¶velet.) Legyen (M,d) metrikus tér. Az a : N → M konvergens sorozat
határértékét lim a vagy lim

n→∞
an jelöli.

1.12. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér.

� Az a : N → M sorozat korlátos, ha Ran a korlátos halmaz.

� Legyen σ : N → N olyan függvény, melyre minden n ∈ N esetén σ(n) < σ(n + 1) teljesül
(az ilyen σ függvény neve indexsorozat), és legyen a : N → M tetsz®leges sorozat. Ekkor az
a ◦ σ : N → M sorozatot az a sorozat részsorozatának nevezzük.

1.13. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér. Az a : N → M sorozat Cauchy-sorozat, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n,m ∈ N
(
(N < n ∧N < m) → d(an, am) < ε

)
.

1.14. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és A ⊆ M . Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N → A Cauchy-sorozat konvergens és a határértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy az (M,d) metrikus tér teljes, ha M teljes halmaz.

1.15. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér.

� Az X ⊆ M halmaz kompakt, ha minden nyílt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha

minden X ⊆
⋃
i∈I

Ai esetén létezik olyan véges I ′ ⊆ I halmaz, melyre X ⊆
⋃
i∈I′

Ai teljesül, ahol

minden i ∈ I esetén az Ai nyílt részhalmaza az M térnek.

� Azt mondjuk, hogy az (M,d) metrikus tér kompakt, ha M kompakt halmaz.

1.16. De�níció. Azt mondjuk, hogy az (M,d) metrikus tér lokálisan kompakt, ha minden pontjának
létezik kompakt környezete.

1.17. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és A ⊆ M . Azt mondjuk, hogy az A halmaz relatív
kompakt, ha létezik olyan K ⊆ M kompakt halmaz, melyre A ⊆ K teljesül.

1.18. De�níció. Az (M,d) metrikus teret szeparábilisnek nevezzük, ha létezik olyan (Un)n∈N hal-
mazrendszer, hogy minden n ∈ N esetén Un ⊆ M nyílt halmaz, valamint minden Ω ⊆ M nyílt halmaz

esetén létezik olyan I ⊆ N, hogy Ω =
⋃
n∈I

Un teljesül.

1.19. De�níció. Legyen (M,d) és (M ′, d′) metrikus tér, f : M ↠ M ′ függvény és az a ∈ M pont az
f függvény értelmezési tartományának torlódási pontja. Azt mondjuk, hogy az f függvény határértéke
az a pontban A ∈ M ′, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+
(
f(Bδ(a) \ {a}) ⊆ Bε(A)

)
.

1.20. De�níció. (A lim m¶velet.) Legyen (M,d) és (M ′, d′) topologikus tér, f : M ↠ M ′ függvény
és az a ∈ M pont a Dom f halmaz torlódási pontja. Ha létezik az f függvénynek határértéke az a
pontban, akkor azt lim

a
f vagy lim

x→a
f(x) jelöli.

1.21. De�níció. Legyen (M,d) és (M ′, d′) metrikus tér, f : M ↠ M ′ és a ∈ Dom f .
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� Az f függvény folytonos az a pontban, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+
(
f(Bδ(a)) ⊆ Bε(f(a))

)
.

� Az f függvény folytonos, ha minden a ∈ Dom f pontban folytonos.

A C(M,M ′) szimbólum jelöli az M → M ′ folytonos függvények halmazát.

1.22. De�níció. Legyen (M1, d1), (M2, d2) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : M1 → M2

függvény nyílt, ha minden U ⊆ M1 nyílt halmaz esetén f(U) nyílt halmaz.

1.23. De�níció. Legyen (M,d) és (M ′, d′) metrikus tér. Az f : M → M ′ függvény homeomor�zmus,
ha folytonos bijekció és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy a (M,d) és (M ′, d′) metrikus terek
homeomorfak, ha létezik f : M → M ′ homeomor�zmus.

1.24. De�níció. Legyen (M1, d1) és (M2, d2) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : M1 ↠ M2

függvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A ⊆ Dom f és

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x, y ∈ A :
(
d1(x, y) < δ → d2(f(x), f(y)) < ε

)
teljesül. Az f függvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

1.25. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és X halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : M ↠ X
függvény s¶r¶n értelmezett, ha Dom f = M .

1.26. De�níció. Legyen (M,d) és (M ′, d′) metrikus tér. Az f : M ↠ M ′ függvény izometria, ha
minden x, y ∈ Dom f esetén d(x, y) = d′(f(x), f(y)) teljesül. Az (M,d) és (M ′, d′) metrikus tér
izometrikusan homeomorf, ha létezik f : M → M ′ izometrikus homeomor�zmus.

1.27. De�níció. Legyen (M1, d1) és (M2, d2) metrikus tér, valamint f : M1 → M2 függvény. Azt
mondjuk, hogy az f Lipschitz-folytonos függvény, ha

∃C ∈ R+
0 ∀x, y ∈ Dom f :

(
d2(f(x), f(y)) ≤ Cd1(x, y)

)
.

1.28. De�níció. Legyen (M1, d1) és (M2, d2) metrikus tér, valamint f : M1 → M2 függvény. Azt
mondjuk, hogy az f függvény kontrakció, ha

∃C ∈ [0, 1[∀x, y ∈ Dom f :
(
d2(f(x), f(y)) ≤ Cd1(x, y)

)
.

A C számot gyakran kontrakciós együtthatónak nevezik.

1.29. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és A ⊆ M . Az A halmaz átmér®je

diam(A)
△
=

{
sup {d(x, y) | x, y ∈ X} , ha A ̸= ∅;

0, ha A = ∅.

1.30. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és A ⊆ M . Ekkor az A halmaztól való távolság függvé-
nye

distA : M → R z 7→ inf
x∈A

d(z, x).

1.31. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér. Minden (M ′, d′) teljes metrikus teret és j : M → M ′

izometriát, melyre Ran j = M ′ teljesül, az (M,d) metrikus tér teljes burkának nevezzük.

1.32. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és A ⊆ M .

� Az A halmaz összefügg®, ha nem létezik olyan U, V ⊆ M halmaz, melyre U ̸= ∅, V ̸= ∅,
U ∩ V = U ∩ V = ∅ és A = U ∪ V teljesül.

� Az M metrikus tér összefügg®, ha az M halmaz összefügg®.

� Az A halmaz ívszer¶en összefügg®, ha minden x, y ∈ A esetén létezik olyan γ : [0, 1] → A
folytonos függvény, melyre γ(0) = x és γ(1) = y teljesül.

� Az M metrikus tér ívszer¶en összefügg®, ha az M halmaz ívszer¶en összefügg®.
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2. Normált terek

2.1. De�níció. A V valós vagy komplex vektortéren értelmezett

∥·∥ : V → R+
0 x 7→ ∥x∥

függvényt normának nevezzük, ha az alábbiak teljesülnek rá.

• ∀x ∈ V : ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

• ∀x ∈ V, ∀λ ∈ K : ∥λx∥ = |λ| ∥x∥
• ∀x, y ∈ V : ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

Az (V, ∥·∥) párt normált térnek nevezzük, ha V valós vagy komplex vektortér és ∥·∥ norma a V
vektortéren.

2.2. De�níció. A teljes normált tereket Banach-tereknek nevezzük.

2.3. De�níció. (Sorok.) Legyen (V, ∥·∥) normált tér és legyen a : N → V tetsz®leges sorozat.

� Azt a jól meghatározott
∑

a : N → V sorozatot, melyet n ∈ N esetén
(∑

a
)
n

=

n∑
i=0

ai

de�niál, az a sorozathoz rendelt sornak vagy röviden csak sornak nevezzük és olykor a
∑
n

an

szimbólummal jelöljük.

� Azt mondjuk, hogy az a sorozat által meghatározott sor konvergens, ha a
∑

a sorozat konver-

gens. Ekkor a

∞∑
n=0

an
△
= lim

n→∞

n∑
k=0

an jelölést használjuk.

� Azt mondjuk, hogy az a sorozat által meghatározott sor divergens, ha a
∑

a sorozat divergens.

� Azt mondjuk, hogy a
∑

a sor abszolút konvergens, ha a
∑

∥a∥ sor konvergens.

2.4. De�níció. Adott (V, ∥·∥) normált tér esetén a folytonos lineáris V → K leképezéseket foly-
tonos lineáris funkcionáloknak, vagy röviden csak funkcionáloknak nevezzük. Bevezetjük még a

V ′ △
= L (V,K) jelölést a funkcionálok halmazára. A V ′ teret a V normált tér topologikus duálisának

nevezzük.

2.5. De�níció. Minden p ∈ [1,∞[ paraméter mellett az

lpK
△
=

{
s : N → K

∣∣∣ ∞∑
n=0

|sn|p < ∞

}

halmazt, valamint p = ∞ esetén az

lpK
△
=

{
s : N → K

∣∣∣ sup
n∈N

|sn| < ∞
}

halmazt K = R esetén valós- illetve K = C esetén komplex lp (ejtsd: elpé) térnek nevezzük.

2.6. De�níció. Legyen n ∈ N+, minden k ∈ {1, . . . , n} esetén legyen (Vk, ∥·∥k) normált tér és legyen

∥·∥ :

n∏
k=1

Vk → R (x1, . . . , xn) 7→ max {∥xk∥k | k ∈ {1, . . . , n}} .

A

(
n∏

k=1

Vk, ∥·∥

)
normált teret nevezzük a (Vk, ∥·∥k)k=1,...,n normált terek szorzatának.

2.7. De�níció. Legyen (V, ∥·∥) normált tér. Minden (V ′, ∥·∥′) Banach-teret és j : V → V ′ lineáris
izometriát, melyre Ran j = V ′ teljesül, az (V, ∥·∥) normált tér teljes burkának nevezzük.
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3. Hilbert-terek

3.1. De�níció. Legyen V vektortér a K számtest felett. Azt mondjuk, hogy a

⟨·, ·⟩ : V × V → K (x, y) 7→ ⟨x, y⟩

leképezés skaláris szorzás, ha

• ∀x ∈ V : ⟨x, x⟩ ∈ R+
0 ;

• ∀x ∈ V : ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0;

• ∀x, y, z ∈ V : ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩;
• ∀x, y ∈ V ∀λ ∈ K : ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩;
• ∀x, y ∈ V : ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

Azt mondjuk, hogy V skalárszorzatos vektortér, ha a V vektortéren adott egy skaláris szorzás.

3.2. De�níció. Legyen V vektortér és ⟨·, ·⟩ skaláris szorzás a V téren.

� Ekkor a (V, ⟨·, ·⟩) párt prehilbert-térnek nevezzük.

� A (V, ⟨·, ·⟩) párt Hilbert-térnek nevezzük, ha a skaláris szorzásból származtatott normára nézve
teljes normált tér.

3.3. De�níció. Legyen H Hilbert-tér, I nem üres halmaz és minden i ∈ I esetén legyen 0 ̸= ei ∈ H .
Azt mondjuk, hogy az (ei)i∈I vektorrendszer

� ortogonális rendszer, ha minden i, j ∈ I elemre, ha i ̸= j, akkor ⟨ei, ej⟩ = 0 teljesül;

� normált rendszer, ha minden i ∈ I elemre ⟨ei, ei⟩ = 1 teljesül;

� ortonormált rendszer, ha normált ortogonális rendszer;

� teljes rendszer, ha

∀x ∈ H
(
(∀i ∈ I : ⟨ei, x⟩ = 0) → x = 0

)
teljesül;

� Schauder-bázis, ha teljes lineárisan független vektorrendszer.

3.4. De�níció. Legyen V skalárszorzatos vektortér.

� Az x, y ∈ V vektorok ortogonálisak vagy mer®legesek egymásra, ha ⟨x, y⟩ = 0.

� Az x ∈ V vektor ortogonális vagy mer®leges a W ⊆ V halmazra, ha minden y ∈ W esetén
⟨x, y⟩ = 0.

� Az L,W ⊆ V halmazok ortogonálisak, ha minden x ∈ L és y ∈ W esetén ⟨x, y⟩ = 0.

3.5. De�níció. Legyen H Hilbert-tér, W ⊆ H zárt lineáris altér és x ∈ H . Legyen xW ∈ W az
az egyértelm¶en meghatározott vektor, melyre inf

z∈W
∥z − x∥ = ∥x− xW ∥. Ekkor az xW vektort az x

vektor W altérre való ortogonális vetületének vagy projekciójának nevezzük.

3.6. De�níció. Legyen H Hilbert-tér és L ⊆ H nem üres halmaz. Ekkor a

L⊥ △
= (z ∈ H | ∀x ∈ L : ⟨x, z⟩ = 0)

halmazt L ortogonálisának nevezzük.

4. Függvénysorozatok, függvénysorok

4.1. De�níció. Legyen T nem üres halmaz, A ⊆ T , (M,d) metrikus tér, valamint minden n ∈ N
esetén legyen fn ∈ F(T,M).
Ekkor az (fn)n∈N rendszert függvénysorozatnak nevezzük, melynek pontonkénti határfüggvénye

f :

{
t ∈

⋂
n∈N

Dom fn | ∃ lim
n→∞

fn(t)

}
→ M t 7→ lim

n→∞
fn(t) .

A pontonkénti határfüggvényre a lim
n→∞

fn jelölést használjuk.

Azt mondjuk, hogy az (fn)n∈N függvénysorozat
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� pontonként konvergál az f függvényhez az A halmazon, ha A ⊆ Dom f és lim
n→∞

fn|A = f |A
teljesül;

� pontonként konvergens az A halmazon, ha van olyan függvény, melyhez pontonként konvergál
az A halmazon;

� pontonként konvergál az f függvényhez, ha az egész T halmazon konvergál az f függvényhez;

� pontonként konvergens, ha van olyan függvény, melyhez pontonként konvergál;

� egyenletesen konvergál az f függvényhez az A halmazon, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N∀t ∈ A :
(
N < n → d(fn(t), f(t)) < ε

)
teljesül;

� egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan függvény, melyhez egyenletesen konvergál
az A halmazon;

� egyenletesen konvergál az f függvényhez, ha az egész T halmazon egyenletesen konvergál az f
függvényhez;

� egyenletesen konvergens, ha létezik olyan függvény, melyhez egyenletesen konvergál;

� lokálisan egyenletesen konvergens, ha a T halmazon adott egy dT metrika és minden t ∈ Dom f
pontnak van olyan környezete, ahol az (fn)n∈N függvénysorozat egyenletesen konvergens.

4.2. De�níció. Legyen T nem üres halmaz, (V, ∥·∥) normált tér, valamint minden n ∈ N esetén
legyen fn ∈ F(T, V ).

� Az (fn)n∈N függvénysorozathoz rendelt függvénysort a

∑
n

fn : N → F(T, V ) k 7→

t 7→
k∑

j=0

fj(t)


képlettel de�niáljuk.

� A
∑
n

fn függvénysor pontonkénti összegfüggvénye

∑
n∈N

fn :

{
t ∈

⋂
n∈N

Dom fn | ∃
∑
n∈N

fn(t)

}
→ V t 7→

∑
n∈N

fn(t) .

� Azt mondjuk, hogy a
∑
n

fn függvénysor az A halmazon pontonként abszolút konvergens, ha

A ⊆ Dom
∑
n∈N

fn és minden t ∈ A esetén
∑
n∈N

∥fn(t)∥ < ∞ teljesül.

� Azt mondjuk, hogy a
∑
n

fn függvénysor pontonként abszolút konvergens, ha a T halmazon

pontonként abszolút konvergens.

4.3. De�níció. Legyen T nem üres halmaz, (M,d) metrikus tér és f : T → M tetsz®leges függvény.
Azt mondjuk, hogy az f függvény korlátos, ha Ran f ⊆ M korlátos halmaz. A T → M korlátos
függvények halmazát jelölje Fb(T,M). Ha (T, dT ) metrikus tér, akkor a T → M folytonos korlátos
függvények halmazát pedig jelölje Cb(T,M).

4.4. De�níció. (Hatványsorok.)

� Legyen (V, ∥·∥) normált tér, a : N → V tetsz®leges sorozat. Ekkor értelmezzük a Pa függvényt
az alábbi módon.

Pa :

{
x ∈ K

∣∣∣ ∞∑
n=0

anx
n konvergens

}
→ V x 7→

∞∑
n=0

anx
n

A Pa függvényt a együtthatójú 0 középpontú hatványsornak nevezzük.
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� Az a : N → V sorozat esetén értelmezzük az alábbi mennyiséget.

Ra
△
=



1

lim sup
n→∞

n
√
∥an∥

, ha 0 < lim sup
n→∞

n
√
∥an∥ < ∞;

0, ha lim sup
n→∞

n
√

∥an∥ = ∞;

∞, ha lim sup
n→∞

n
√

∥an∥ = 0.

Ezt az Ra számot a Pa hatványsor konvergenciasugarának nevezzük.

4.5. De�níció. Legyen V Banach-tér és legyen f : R → R olyan függvény, melynek a 0 körüli
Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a függvénnyel, vagyis minden x ∈ R esetén

f(x) =
∑
n∈N

f (n)(0)

n!
xn

teljesül. Ekkor minden A ∈ L (V, V ) elemre legyen

f(A)
△
=
∑
n∈N

f (n)(0)

n!
An.

4.6. De�níció. Legyen T tetsz®leges nem üres halmaz. A

δ : T × T → {0, 1} (i, j) 7→ δij =

{
0, ha i ̸= j;
1, ha i = j

függvény a Kronecker-féle delta-függvény.

4.7. De�níció. Legyen n ∈ N+ és tekintsünk egy A : Rn → Rn lineáris leképezést, legyen Sp(A) =
{λ1, . . . , λn} az A lineáris leképezés sajátértékeinek a halmaza és f : Sp(A) → C függvény. Ha létezik

olyan invertálható S mátrix és diagonális D mátrix, melyre A = SDS−1, akkor f(A)
△
= Sf(D)S−1,

ahol

f(D) =


f(D11) 0 0 · · · 0

0 f(D22) 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · f(Dnn)

 .

Vagyis, ha Dij = δijλi, akkor f(D)ij = δijf(λi).

4.8. De�níció. Legyen (V, ∥·∥) normált tér, a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → V és n ∈ N+. Az f függvény
n-edik Bernstein-polinomjának nevezzük az

Bf
n : R → V t 7→ 1

(b− a)n

n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
a+

k

n
(b− a)

)
(t− a)k(b− t)n−k

polinomot.

4.9. De�níció. Legyen T tetsz®leges, nem üres halmaz és A ⊆ F(T,K).

� Azt mondjuk, hogy az A halmaz szétválasztó T felett, vagy röviden szétválasztó, ha minden
x, y ∈ T elemre x ̸= y esetén van olyan f ∈ A, melyre f(x) ̸= f(y) teljesül.

� Azt mondjuk, hogy az A halmaz lineáris függvényháló, ha lineáris altere az F(T,K) térnek,
valamint minden f ∈ A esetén |f | ∈ A.
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5. Di�erenciálszámítás

5.1. De�níció. Legyen U és V normált tér, f : U → V függvény és a ∈ Dom f .

� Azt mondjuk, hogy az f függvény di�erenciálható, vagy (Fréchet-) deriválható az a pontban ha
létezik olyan A ∈ L (U, V ), melyre

lim
x→a

f(x)− f(a)−A(x− a)

∥x− a∥
= 0

teljesül. Ezt az A leképezést az f függvény a pontbeli di�erenciáljának vagy deriváltjának
nevezzük és a továbbiakban a (Df)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f : U → V függvény deriváltjának vagy derivált függvényének nevezzük a

Df =

{
(a,A) ∈ (Dom f)× L (U, V )

∣∣∣ lim
x→a

f(x)− f(a)−A(x− a)

∥x− a∥
= 0

}
függvényt.

� Az f di�erenciálható, ha Dom f = DomDf .

� Az f folytonosan di�erenciálható, ha di�erenciálható és Df folytonos. Az A ⊆ U nyílt halmazon
értelmezett, V érték¶, folytonosan di�erenciálható függvények halmazát C1(A, V ) jelöli.

5.2. De�níció. Legyen U vektortér és V normált tér. Legyen továbbá f : U → V függvény, a ∈
Dom f és e ∈ U . Azt mondjuk, hogy az f függvénynek létezik az a pontban az e irányú deriváltja, ha
létezik a

lim
t∈R
t→0

f(a+ te)− f(a)

t

határérték, amit a (Def)(a) szimbólummal jelölünk és az f függvény a pontbeli, e irányú (Gateaux-)
deriváltjának nevezünk.

6. Komplex függvénytan

6.1. De�níció. Legyen f : C ↠ C függvény és a ∈ IntDom f .

� Azt mondjuk, hogy az f függvény komplex di�erenciálható, vagy holomorf az a pontban ha
létezik a

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

határérték. Ekkor a lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
komplex számot az f függvény a pontbeli di�erenciáljának

vagy deriváltjának nevezzük és a továbbiakban az f ′(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f : C ↠ C függvény deriváltjának vagy derivált függvényének nevezzük az

f ′ =

{
(a,A) ∈ (IntDom f)× C

∣∣∣ ∃ lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
∧ lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= A

}
függvényt.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény reguláris az a ∈ C pontban, ha létezik olyan r ∈ R+, melyre
Br(a) ⊆ Dom f ′ teljesül, vagyis, ha f C-di�erenciálható az a pont egy környezetében.

� Az f függvény holomorf vagy reguláris vagy C-di�erenciálható, ha Dom f = Dom f ′.

� Azt mondjuk, hogy f egész függvény, ha Dom f = C és f holomorf.

6.2. De�níció. Legyen f : C ↠ C olyan függvény, mely di�erenciálható az a ∈ C pontban és
tegyük fel, hogy f ′(a) ̸= 0. Ekkor az |f ′(a)| számot az f függvény a pontbeli nyújtási együtthatójának
nevezzük. Azt a jól meghatározott φ ∈ ]−π, π] számot pedig, melyre f ′(a) = |f ′(a)| eiφ teljesül az f
függvény a pontbeli forgatási együtthatójának nevezzük.

6.3. De�níció. Görbék f®bb típusai.
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� A γ : [a, b] → C görbe elemi, ha a, b ∈ R, γ folytonos, di�erenciálható az ]a, b[ halmazon, létezik
a lim

t→a+0
γ̇(t) és a lim

t→b−0
γ̇(t) határérték, valamint a

γ́ : [a, b] → C t 7→


lim

t→a+0
γ̇(t), ha t = a;

γ̇(t), ha a < t < b;

lim
t→b−0

γ̇(t), ha t = b.

függvény folytonos. Minden γ elemi görbéhez de�niáljuk a még a

γ◦ : R → C t 7→


(t− a) lim

t→a+0
γ̇(t) + γ(a), ha t ≤ a;

γ(t), ha a < t < b;

(t− b) lim
t→b−0

γ̇(t) + γ(b), ha t ≥ b.

függvényt. Az elemi görbék halmazára a Γe jelölést használjuk.

� A γ : [a, b] → C görbe szakaszonként C1-osztályú folytonos görbe, ha a, b ∈ R, γ folytonos és
létezik olyan n ∈ N és (ti)i∈{1,...,n} véges pontrendszer, melyre a t0 = a és tn+1 = b pontok hoz-
závételével minden i ∈ {0, . . . , n} esetén γ|[ti,ti+1] ∈ Γe. A szakaszonként C1-osztályú folytonos
görbék halmazára a Γ jelölést használjuk.

� A γ ∈ Γ görbér®l az mondjuk, hogy zárt, ha γ(a) = γ(b), ahol a = inf Dom γ és b = supDom γ.
A zárt görbék halmazát a Γ0 szimbólummal jelöljük, valamint használjuk még a Γe

0 = Γ0 ∩ Γe

jelölést is.

6.4. De�níció. Legyen f : C → C folytonos függvény.

� Legyen γ : [a, b] → C, γ ∈ Γe, melyre Ran γ ⊆ Dom f teljesül. Ekkor a∫ b

a

f(γ(t))γ́(t) d t

mennyiséget az f függvény γ görbe menti integráljának nevezzük és a

∫
γ

f , vagy a kicsit pon-

gyola, de természetes

∫ b

a

f(γ(t))γ̇(t) d t szimbólummal jelöljük.

� Legyen γ : [a, b] → C, γ ∈ Γ, melyre Ran γ ⊆ Dom f teljesül és legyen n ∈ N és (ti)i∈{1,...,n}
olyan, hogy a t0 = a és tn+1 = b pontok hozzávételével minden i ∈ {0, . . . , n} esetén γ|[ti,ti+1] ∈
Γe. Ekkor a

n∑
i=0

∫
γ|[ti,ti+1]

f

mennyiséget az f függvény γ görbe menti integráljának nevezzük és szintén a

∫
γ

f vagy a∫ b

a

f(γ(t))γ̇(t) d t szimbólummal jelöljük. Továbbá a

n∑
i=0

∫ ti+1

ti

∣∣γ́|[ti,ti+1](t)
∣∣d t

mennyiséget a γ görbe hosszának nevezzük és az L(γ) szimbólummal jelöljük.

� Amennyiben a γ görbe zárt, a vonalmenti integrálra még a

∮
γ

f szimbólumot is használjuk.

6.5. De�níció. Legyen a, b ∈ C és f : C ↠ C olyan folytonos függvény, melyre [a, b] ⊆ Dom f
teljesül. Ekkor az f függvény γ : [0, 1] → C, γ(t) = a + t(b − a) görbe menti integrálját a

∫
[a,b]

f

szimbólummal jelöljük, tehát ∫
[a,b]

f = (b− a)

∫ 1

0

f(a+ t(b− a)) d t.
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6.6. De�níció. Legyen f, F : C ↠ C függvény. Azt mondjuk, hogy a F az f primitív függvénye, ha
F di�erenciálható és F ′ ⊆ f teljesül, valamint F az f globális primitív függvénye, ha F ′ = f teljesül.

6.7. De�níció. Az U ⊆ C halmazról azt mondjuk, hogy csillaghalmaz, ha létezik olyan x ∈ U pont,
melyre minden u ∈ U esetén [x, u] ⊆ U teljesül. Ekkor az x pontot csillagcentrumnak hívjuk.

6.8. De�níció. A γ ∈ Γ görbe indexfüggvényének nevezzük az alábbi függvényt.

Indγ : C \ Ran γ → C z 7→ 1

2π i

∫
γ

1

idC −z

6.9. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér, U ⊆ M és γ0, γ1 : [0, 1] → U zárt folytonos görbe. Azt

mondjuk, hogy a γ0 és γ1 kontúrhomotópok az U ⊆ M halmazban, ha létezik olyan H : [0, 1]
2 → U

folytonos függvény, hogy minden t ∈ [0, 1] esetén H(0, t) = γ0(t) és H(1, t) = γ1(t), valamint minden
p ∈ [0, 1] esetén H(p, 0) = H(p, 1).

6.10. De�níció. Legyen (M,d) metrikus tér és U ⊆ M . Azt mondjuk, hogy az U ⊆ M halmaz
egyszeresen összefügg®, ha U ívszer¶en összefügg® és minden U halmazban haladó zárt folytonos
görbe kontúrhomotóp az U halmazban egy konstansfüggvénnyel. Az (M,d) metrikus tér egyszeresen
összefügg®, ha az M halmaz egyszeresen összefügg®.

6.11. De�níció. Legyen f : C ↠ C folytonos függvény és γ ∈ Γ olyan görbe, melyre Ran γ ⊆ Dom f
teljesül. Ekkor az f függvény γ görbe szerinti Cauchy-transzformáltja

Cf,γ : C \ Ran γ → C z 7→ 1

2π i

∫
γ

f

idC −z
.

6.12. De�níció. Ha a ∈ C, r ∈ R+ és R ∈ ]r,∞], akkor a

Cr,R(a) = {z ∈ C| r < |z − a| < R}

halmazt az a középpontú r bels® és R küls® sugarú nyílt körgy¶r¶nek nevezzük.

6.13. De�níció. Legyen f : C ↠ C holomorf függvény és a ∈ C olyan pont, melyhez létezik olyan
ρ ∈ R+, hogy C0,ρ(a) ⊆ Dom f . Ekkor a Laurent-tétel alapján egyértelm¶en léteznek olyan (cn)n∈Z
együtthatók, hogy minden r,R ∈ R+ esetén, ha 0 < r < R < ρ, akkor a∑

n∈N
cn(idC −a)n és

∑
−n∈N+

c−n(idC −a)−n

függvénysorok normálisan konvergensek a Cr,R(a) halmazon és minden z ∈ C0,ρ(a) esetén

f(z) =

∞∑
n=∞

cn(z − a)n .

� Ekkor a
C0,ρ(a) → C z 7→

∑
n∈Z

cn(z − a)n

függvénysort az f függvény a pontbeli Laurent-sorfejtésének nevezzük.

� Az f függvény reguláris része a C0,ρ(a) halmazon

fr : C0,ρ(a) → C z 7→
∑
n∈N

cn(z − a)n

és az f függvény f®része a C0,ρ(a) halmazon

fp : C0,ρ(a) → C z 7→
∑
n∈N

cn(z − a)n.
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� Az f függvénynek az a pontban pólusa van, ha az {m ∈ N+| c−m ̸= 0} halmaz véges, de nem
üres és az

rf (a) = max
{
m ∈ N+| c−m ̸= 0

}
szám a pólus rendje.

� Az f függvénynek az a pontban lényeges szingularitása van, ha az {m ∈ N+| c−m ̸= 0} halmaz
végtelen.

� A c−1 számot az f függvény a pontbeli reziduumának nevezzük és a Resf (a) szimbólummal
jelöljük.

6.14. De�níció. Az f : C ↠ C holomorf függvény meromorf, ha létezik olyan U ⊆ C egyszeresen
összefügg® nyílt halmaz és olyan A ⊆ U diszkrét zárt halmaz, hogy Dom f = Ω\A és az f függvénynek
a D halmaz minden pontjában pólusa van.
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