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1. Metrikus terek

1.1. Metrikus terek topologiaja

1.1. Definicié. Az M halmazon értelmezett metrikdnak vagy tdvolsdgfiigguvénynek neveziink minden
olyan
d: M x M — R (x,y) — d(z,y)

fiiggvényt, melyre az aldbbiak teljesiilnek.
eVr,ye M: dlz,y) =0 <z=y
o Vz,ye M: d(z,y) =d(y,x)
o Vr,y,z€ M: d(z,z) <d(z,y)+d(y,2)
Az (M, d) part metrikus térnek nevezzilk, ha M halmaz és d metrika az M halmazon.

1.2. Tétel. Tetszdleges M mnem tires halmaz esetén

1 ha z#vy,

d:MxM—R (x,y)+—>{0 ha ©—y

metrika, tehdt minden nem tres halmazon létezik egy kitintetett metrika.

1.3. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden r € R szamra és € M pontra a

A
Br(z) ={y € M| d(z,y) <r}
halmazt az x pont kérili r sugari nyilt gémbi kérnyezetnek nevezziik.

Megjegyzés. A metrikus terek elméletében szamtalanszor fogjuk hasznélni hivatkozas nélkiil az
alabbi egyszerti, de fontos tényt.

O

1.4. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, x € M és r € RT. Ekkor minden y € B,(x) pontra és
p €10,r —d(z,y)[ szdmra
B,(y) € Br(x)

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, z € M, r € R, y € B.(z) és p € ]0,r —d(z,y)[. Ha
z € B,(y), akkor d(y, z) < p, amibdl

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <d(z,y) +p<r
kovetkezik, azaz z € B,(x). Tehat B,(y) C B, (z).

1.5. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— nyilt, ha minden = € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,.(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha M \ X nyilt;
— korldtos, ha létezik olyan r € R™ és z € M, hogy X C B,.(z) teljesiil.

1.6. Tétel. Korldatos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

Bizonyitds. Az els6 allitas a definicié alapjan nyilvanvalo. A mésodik allitashoz vegyiik az (M, d)
metrikus tér Ay, ..., A, korlatos részhalmazait, és legyen (r;, z;);=1,... n olyan rendszer, hogy minden
i=1,...,nesetén A; C B, (z;), legyen tovabba minden i = 1,...,n esetén legyen R; = r;+d(z;, x1).
Ekkor minden i szamra By, (z;) C Bg,(z1) teljesiil a metrikara vonatkozé haromszog-egyenlétlenség

n
miatt. Tehat az R = max{R; | i = 1,...,n} szamra teljesiil, hogy U A; C Bgr(x1).

i=1
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1.7. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Minden x € M pont és r € RT szdm esetén B,.(z) korldtos,
nyilt halmaz.

Bizonyitds. A definicié alapjan a B,.(x) halmaz korlatossdga nyilvanvalé. Legyen y € B,(x) és
legyen R = r — d(z,y). Megmutatjuk, hogy ekkor Bgr(y) C B,.(z) teljesiil. Ha z € Bgr(y), akkor
d(z,y) < R = r —d(x,y), vagyis d(z,y) + d(y,z) < r, amibdl pedig d(z,z) < r adodik, vagyis
z € By(x).

1.8. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az iires halmaz és M nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

Bizonyitds. 1. A definicio alapjan nyilvanvalo.

2. Legyen (A;)i=1,...» nyilt halmazok tetszdleges véges rendszere és legyen tovabba x € ﬂ A;. Ekkor
=1
minden i = 1,...,n szamhoz létezik olyan r; € R, hogy B,,(z) C A; teljesiil. Ha

R=min{r; |i=1,...,n},

akkor R € R és Br(x ﬂ A; teljesiil.
i=1
3. Legyen (A;)ier nyilt halmazok tetszdleges rendszere és legyen tovabba = € U A;. Ekkor létezik
iel
olyan ig € I melyre z € Am teljesiil. Mivel A;, nyilt halmaz, igy létezik olyan r € R™T, melyre
B, (z) C A, vagyis By(x UA
el

1.9. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.

1. Az iires halmaz és M zdrt.

2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.

3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.
Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvalo.
2. Legyen (Z;)i=1,... n zért halmazok tetsz6leges véges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén

M\ Z; nyilt halmaz. A

HC:

ﬁ (M\ Z)

n
De Morgan azonossag miatt U Z; komplementere véges sok nyilt halmaz metszete, igy az el6z6 allitas

=1
n

miatt az is nyilt. Vagyis a U Z; halmaz zart.
i=1
3. Legyen (Z;);es zért halmazok tetszoleges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén M \ Z;
nyilt halmaz. A
M\(Zi=J WM\ Z)

i€l i€l

De Morgan azonossag miatt ﬂ Z; komplementere nyilt halmazok unidja, igy az elézé allitds miatt
iel
az is nyilt. Vagyis a ﬂ Z; halmaz zart.
iel

1.10. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és Z,U C M. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor
Z\U zart halmaz és U \ Z nyilt halmaz.
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Bizonyitds. Az (M, d) metrikus térben legyen Z C M zéart halmaz és U C M nyilt halmaz. Ekkor
az

Z\U=2n(M\U)

azonossag alapjan az Z \ U két zart halmaz metszete, ezért zart. Az
U\NZ=UNMN\2)
egyenl6ség szerint az U \ Z halmaz két nyilt halmaz metszete, ezért nyilt.

1.11. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és x € M. Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R : B.(x)NX #0 A B.(z)N(M\ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RY : (B.(z) \ {z}) N X # 0;
— idzoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e R* : B.(z) N X = {z}.

1.12. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér, X C M és x € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete
az x pontnak, ha x belsé pontja az X halmaznak.

1.13. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Az X C M halmaz belsejének nevezziik az
Int X = {z € M|3r eR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6é pontok halmazét; lezdrtjanak pedig az
X={zeM|VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X) =X \Int X
halmazt.

1.14. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszéleges X C M halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

Bizonyitds. 1. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € RT, melyre B,.(z) C X. Mivel a B,(x)
halmaz minden pontja bels6é pontja az X halmaznak, ezért B,.(z) C Int X teljesiil.

2. Jeldlje U azt a legb6vebb nyilt halmazt, melyet X tartalmaz. Ekkor nyilvan Int X C U teljesiil.
Legyen z € U. Ekkor az U halmaz nyiltsdga miatt létezik olyan r € RT, hogy B,(z) C U amibél
a U C X felhasznalasaval B,.(z) C X adodik, vagyis z € Int X. Tehat az U C Int X tartalmazas is
fennall.

3. Legyen z € M\ X. Ekkor a lezért definicidja alapjan létezik olyan r € R*, melyre B,(2)N X = 0.
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor B,.(z) C M\ X, vagyis az X halmaz komplementere nyilt. Tegyiik
fel, hogy létezik y € B,.(2)NX elem. Ekkor a p = r—d(y, z) > 0 szamra B, (y)NX # ( teljesiil a lezaras
definiciojabol. A B,(y) C By(z) tartalmazas felhasznalasaval az 0 # B,(y) N X C B.(2) N X =0
ellentmondas adodik.

4. Jelolje Z azt a legsziikebb zart halmazt, mely az X halmazt tartalmazza. Ekkor nyilvin Z C X
teljesiil. Tegyiik fel, hogy létezik y € X \ Z elem. A Z halmaz zartsaga és y ¢ Z miatt létezik olyan
r € RY, melyre B, (y)NZ = . A lezéaras értelmezése alapjén B,.(y) N X # 0. Az X C Z tartalmazés
felhasznalasaval az () # B, (y) N X C B,.(y) N Z = () ellentmondas adodik.

1.15. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszdleges X C M halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.
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Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo.

1.16. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Az X C M halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torloddsi pontjat tartalmazza.

Bizonyitds. Legyen X C M zart halmaz és legyen x € M az X halmaz torlodési pontja. Ez azt
jelenti, hogy minden r € R szdmra

(Bo(@)\ =) N X £ 0.
Vagyis minden r € Rt szamra
(Br(z) \{z}) N X C By(z) N X #0,

amibél definici szerint x € X kovetkezik. Mivel X zart halmaz, ezért az el6zg allitas miatt = € X.
Legyen X C M olyan halmaz, mely tartalmazza az Osszes torlédasi pontjat. Megmutatjuk, hogy
ekkor X = X teljesiil, mely ekvivalens az X halmaz zartsagaval. Az X C X tartalmazés nyilvanvald
ezért csak azt kell igazolni, hogy X C X. Tegyiik fel, hogy létezik x € X \ X elem. Ekkor z € X
miatt minden r € RT esetén

B, (x) N X #0),

tovabba x ¢ X miatt
(Br(z) \ {z}) N X #0,
vagyis ¢ az X halmaz torlédasi pontja. Mivel X tartalmazza az Osszes torlodasi pontjat, ezért az
x € X ellentmondést kapjuk.
1.17. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M. Ekkor

Int X =M\ M\ X,
X =M\ Int(M\ X).
Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € RT,
hogy B,(z) C X teljesiil. Vagyis (M \ X)N B,(x) = 0. Ebb6l x ¢ M \ X kovetkezik. Forditva, ha

xz ¢ M\ X, akkor létezik olyan r € RT, melyre (M \ X) N B,.(x) = 0. Ebbdl B,.(z) C X kovetkezik,
vagyis x € Int X. A maésodik egyenlség kovetkezik az els¢bdl, hiszen

M\Int(M\X):M\<M\M\(M\X)) M\ (M\X)=X.

1.18. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és X, Y C M. Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— s@rd az Y halmazban, ha X =Y;
— sdrd, ha X = M.

1.2. Metrikus alterek
1.19. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor (A,d|axa) is metrikus tér.

Bizonyitds. A metrika tulajdonsagai 6roklédnek az M halmazrél az A részhalmazéara.

1.20. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az (A, d|axa) part az (M, d) metrikus tér
alterének nevezzik.

1.21. Tétel. (Nyilt és zdrt halmazok metrikus altérben.) Legyen (M, d) metrikus tér, AC M, BC A
és d' = d|axa. Ekkor az aldbbiak teljesilnek.
1. A B halmaz pontosan akkor nyilt az (A,d') metrikus altérben, ha létezik olyan U C M nyilt
halmaz, melyre B = ANU teljesiil.
2. A B halmaz pontosan akkor zdrt az (A,d’) metrikus altérben, ha létezik olyan Z C M zdrt
halmaz, melyre B = AN Z teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, d’ = d|axa és legyen B C A. Vezessiikk be a
kovetkezs jeloléseket.

Bl(x) = {y € M| d(z,y) <r}
BY (v) = {y € Al d(z,y) <7}

Ekkor nyilvan B% (z) = B2(z) N A.
1. Tegyiik fel, hogy B nyilt az (A,d) térben. Ekkor minden z € B esetén létezik olyan r(z) € RT,
hogy Bféw) (x) C B teljesiil. Legyen
U= BY).
reB
Az U halmaz nyilt az (M, d) térben, hiszen nyilt halmazok uni6ja. Megmutatjuk, hogy B = ANU
teljestil. Az U definicija és B C A alapjan a B C ANU tartalmazés nyilvanval6. Legyen z € ANU.
Ekkor z € A és z € U Br(w (z). Vagyis létezik olyan y € B, melyre z € Bf(y)(y) teljestil. Mivel

zEB
z € A, ezért

Tehat ANU C B is teljesiil.
Most tegylik fel, hogy létezik olyan U C M nyilt halmaz, melyre B = AN U teljesiil és legyen x € B
tetszoleges. Ha x € U, akkor létezik olyan r € R*, hogy BZ(x) C U teljesiil. Ekkor
BY(z)=Blz)NACUNA=B
teljesiil, vagyis « bels§ pontja a B halmaznak az (A,d’) térben.
2. Az alabbi ekvivalens lépések igazoljak az allitast.
B zart az (A, d’) térben <
< A\ Bnyilt az (A,d) térben <
< 3U C M nyilt halmaz, melyre A\ B=(A\B)NU <
< 3JU C M nyilt halmaz, melyre B= A\ (A\ B)NU) &
< JU C M nyilt halmaz, melyre B=AN(M\U) &
& 37 C M zart halmaz, melyre B=ANZ
1.22. Tétel. (Halmaz lezdrtja metrikus altérben.) Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, d = dlaxa

és minden B C A esetén jeldlje B a B halmaz lezdrtjdt az (M, d) metrikus térben és B a B halmaz
lezdrtjat az (A, d") metrikus térben. Ekkor minden B C A halmazra

B=BnA
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, d’ = d|axa és minden B C A esetén jelolje B a

B halmaz lezartjat az (M, d) metrikus térben és B a B halmaz lezartjat az (A,d’) metrikus térben.
Tovébba minden x € A és 7 € R esetén legyen

B(x) ={y € M| d(z,y) <r}

B (z) = {y € A| d(x,y) <7}
Ekkor nyilvan B% (z) = Bi(z) N A.
Ha z € B, akkor z € A, valamint minden 7 € RT esetén BY (z) N B # 0, amibsl BY (z) € B (x)
miatt BY(z) N B # () kovetkezik, vagyis z € B. Vagyis igazoltuk a B C BN A tartalmazést.

Forditva, legyen z € B N A. Ekkor z € A és minden r € Rt esetén BY(z)N B # 0. Hax ¢ B
teljesiilne, akkor létezne olyan R € R, melyre B% () N B = () teljesiilne. Ekkor

0 = B% (z) N B C B(x)N B+ 0.

Vagyis létezne 2z € B&(x)N B, z ¢ B% ()N B elem. Erre az elemre z € B C A, d(z,2) = d'(x,2) < R
teljesiilne, amibél a z € B}% (r)N B ellentmondés adédna. Tehét z € B, amivel igazoltuk a BNA C B
tartalmazéast.
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1.3. Ekvivalens metrikak

1.23. Definicié. Legyen dy és do metrika az M halmazon. Azt mondjuk, hogy a dy és do metrikik
ekvivalensek, ha minden d; metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a dy metrika szerint is, valamint minden
dy metrika szerinti nyilt halmaz nyilt a d; metrika szerint is.

Magyarazat. Tehat két metrika pontosan akkor ekvivalens, ha ugyanazok a nyilt halmazok a met-
rikdk szerint.

1.24. Tétel. Legyen n € NT és p € [1,00].
1. A

A - ?
dp : K" x K" 2 RT  (2,y) = dp(x,y) = (Z |k — yk|p>
k=1

deo : K" x K" —» R (z,y) = doo(z,9) émax{\a:k -yl | ke {l,...,n}}

leképezés metrika.
2. Minden p € [1,00[ esetén a d, és a dos metrikik ekvivalensek.

Bizonyitds. Legyen n € NT és p € [1,00[. A d, és a d fiiggvények nyilvan szimmetrikusak, és
minden z,y € K" esetén

dp(z,y) =0 < z=y
doo(z,9) =0 <+ z=y.

Legyen z,y, z € K”. Ekkor a Minkowski-egyenl&tlenség alapjan

n % n %
dy(x, 2) = <Z |2k — Y + Yk — ka> < (Z(ka — Ykl + lyr — Zk)p> <

k=1 k=1
n % n %

< (zm—yw) +(Z yk—mp) — dy(z,y) + dy(y, 2),
k=1 k=1

valamint

doo(z,2) =max{|zy —yr +yr — 2| | K € {1,...,n}} <
< max {|zr — Y| + |y — 2| k€ {1,...,n}} <
<max{|zy —yk|| k€ {1,...,n}} +max{|yy — zx|| k€ {1,...,n}} =
= doo(2,y) + doo(y, 2).
Megmutatjuk, hogy barmely p € [1,00] esetén a d,, és a do, metrikik ekvivalensek.

Legyen U C K" nyilt halmaz a d. metrika szerint és legyen = € U. Ekkor létezik r € RT, melyre
Bi~(r) CU. Haz € ng(x), akkor minden k € {1,...,n} indexre

1
n P
|z — zx] < <Z|Z’f —xkp> <r
k=1
teljesiil, vagyis doo(2,7) < 7, amib6l z € Bl (z) kivetkezik. Tehat a
Bir(x) C Bi=(x) CU

tartalmazéas miatt az x pont belsé pontja az U halmaznak a d, metrika szerint. Ezért az U halmaz
a d, metrika szerint is nyilt.
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Legyen U C K" nyilt halmaz a d, metrika szerint és legyen = € U. Ekkor létezik » € RY, melyre
B (z) CU. Legyen R = % és z € B (z). Ekkor
1
p\ P
> - T‘

=

r

In

dp(w, 2) = (Z |2k — $k|p>
k=1

teljesiil, vagyis d,(z, ) < r, amibdl z € Bg”(x) kovetkezik. Tehat a

(&

By () C Bir(z) CU

tartalmazéas miatt az x pont belsé pontja az U halmaznak a d., metrika szerint. Ezért az U halmaz
a do metrika szerint is nyilt.

1.4. Sorozatok metrikus terekben

1.25. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a : N — M fiiggvényeket sorozatoknak nevezziik.
— Azt mondjuk, hogy x € M az a : N — M sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RYIN € Nvn € N(n > N — a,, € B.(2)).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — M sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K sorozat divergens, ha nem konvergens.

1.26. Tétel. Metrikus térben haladd konvergens sorozat hatdrértéke egyértelma.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és az a : N — M sorozatnak legyen =,y € M a hatarértéke.

d
Tegyiik fel, hogy = # y. Ekkor létezik olyan N € N, hogy n > N esetén d(a,,z) < y és
d
d(an,y) < (:102, y) Amibdl az

d(z,y) < d(z,a,) + d(an,y) < d(z,y)
ellentmondés addédik.

Magyarazat. Tehat minden metrikus térben, ha létezik egy sorozatnak hatarértéke, akkor az egy-
értelm.

1.27. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (M,d) metrikus tér. Az a : N — M konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a,, jeldli.
n— oo

1.28. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az a: N — M sorozat korldtos, ha Rana korlatos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indezrsorozat), és legyen a : N — M tetszoleges sorozat. Ekkor az
aoo : N — M sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezziik.

1.29. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, a : N — M konvergens sorozat és legyen lima = A. Ekkor
létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szamra a,, € Bj(A4), vagyis az

{an | n > N} halmaz korlatos. Minden 0 < n < N esetén az egyetlen pontbol allé {a,} halmaz
N

korlatos. Mivel Rana C By(A)U (U {an} | és a jobb oldalon 4ll6 halmaz véges sok korlatos halmaz

n—

=0
unidja, vagyis korlatos, ezért a Ran a halmaz is korlatos.
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1.30. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér, a : N — M konvergens sorozat, ¢ : N — N indexsorozat,
és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szdmra
lay, —lima| < e teljestil. Mivel o(n) > n, ezért minden n € N, N < n szamra }ao(n) — lima| <e
teljesiil, vagyis az a o o sorozat konvergens és lim(a o o) = lima.

1.31. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, AC M és x € M.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, A C M és z € M.
1. Tegyiik fel, hogy x az A halmaz torlédési pontja. Ekkor minden n € N esetén

(B#l(x) \ {x}) NA#0.

A kivalasztasi axiéma alapjan

I1 (BL () \ {x}) NA0.

n+1
neN
Legyen a egy tetszleges eleme ennek a halmaznak. Ekkor a egy N — A\ {z} sorozat, melyre
1
lim a = x, hiszen minden n € N szamra d(a,,x) < T teljesiil.
n

Tegyiik fel, hogy a : N — A\ {z} olyan sorozat, melyre lima = x, és legyen r € RT tetszéleges
paraméter. Az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N,
N < n szémra d(a,,z) < r, vagyis ant+1 € B(z). Az ay41 elemre ayy1 € A\ {a} is teljesiil, ezért

ant1 € (Br(z)\{z}) N A #0.

2. Legyen A C M zart halmaz, a : N — A konvergens sorozat és lima = «. Tegyiik fel, hogy o ¢ A.
Mivel « eleme a nyilt M \ A halmaznak, ezért létezik olyan r € RT, hogy B,(a) C (M \ A), amibol
B.(a) N A =0 adédik. Az a sorozat konvergenciaja miatt viszont az r szaimhoz létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n esetén a,, € B,.(«). Ekkor viszont az ayy1 € B.(a)NA =10
ellentmondés adodik.

Legyen A C M olyan halmaz, hogy minden a : N — A konvergens sorozat esetén lima € A. Tegyiik
fel, hogy az A halmaz nem zart és legyen o € A\ A. A lezart definici6ja alapjan « torlodési pontja az
A halmaznak. Ezért létezik olyan a : N — A sorozat, melyre lim a = «, vagyis az a € A ellentmondast
kapjuk.

1.32. Tétel. Legyenn € Nt p € [1,00[U{o0}, és a: N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (K",d,) térben, ha minden i € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen n € Nt p € [1,00[U {00}, és a : N — K" sorozat.

Ha az a sorozat konvergens, akkor legyen z = lima, i € {1,...,n} tetsz6leges index és ¢ € R*
tetszGleges paraméter. Mivel a konvergens, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden
n € N, N < n szamra dp(a,, ) < €. Ekkor |pr;(a,) — pr;(z)| < €, vagyis lim (pr; ca) = pr; (lima).
Most tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,n} esetén a pr; oa sorozat konvergens és legyen ¢ € R*
tetszdleges paraméter. Legyen z = (lim (pr; oa),...,lim (pr, ca)) € K*. Minden i € {1,...,n}
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. .. .. . . 2 2 E
esetén létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden N; < n természetes szamra |pr;(ay) — ;| < —.
n

Legyen N = max {NV;| i € {1,...,n}}. Ekkor minden N < n termeészetes szamra a p # oo esetben
dy(anx) = {3 Iprian) =il < 2" ()
i=1 i=1

a p = oo esetben pedig
doo(an, ) = max {|pr;(a,) — 2| [i € {1,....n}} < = <n
n

teljesil, tehat lima = x, vagyis az a sorozat konvergens.

1.5. Cauchy-sorozatok
1.33. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Az a : N — M sorozat Cauchy-sorozat, ha
Vee R"AN e NVn,m e N (N <n AN <m) — d(ay,an) <e).

1.34. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és a : N — M Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N,
kiiszobindex, hogy minden n,m € N, N < n,m szamra d(a,, a,,) < 1 teljesiil, vagyis minden N < n
természetes szam esetén a, € Bi(an41), vagyis az {a, | n > N} halmaz koratos. Minden 0 < n < N
esetén az egyetlen pontbol allo {a, } halmaz korlatos. Mivel Ran a véges sok korlatos halmaz unidja,
ezért korlatos.

1.35. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, a : N — M konvergens sorozat, melynek hatarértéke A € M
3
és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szamra d(a,, A) < 3
teljesiil, vagyis minden N < n,m természetes szam esetén

d(an, am) < d(an, A) + d(am, A) < g + g =ec.

1.36. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, a : N — M Cauchy-sorozat, o : N — N olyan indexsorozat,
melyre a o o konvergens, és legyen tovibba A = lima o 0. Ha e € RT, akkor létezik olyan N; € N

€
kiiszobindex, hogy minden n,m € N, Ny < n,m esetén d(a,, a;y) < 3 és létezik olyan No € N

kiiszobindex, hogy minden n € N, Ny < n esetén d(aq(n), A) < g Ha N = max {Ny, N2} és n € N,
N < n , akkor

d(an7 A) S d(a"na ao(n)) + d(ag(n)7 A) < g + c =g,

2
ahol kihasznaltuk, hogy o(n) > n.

1.37. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy az (M, d) metrikus tér teljes, ha M teljes halmaz.

1.38. Tétel. Legyen (M, d) teljes metrikus tér és X C M zdrt halmaz. Ekkor az (X, d|xxx) metrikus
altér is teljes.

Bizonyitds. Legyen (M, d) teljes metrikus tér, X C M zart halmaz, és legyen a : N — X Cauchy-
sorozat. Mivel M teljes, ezért létezik lim a és mivel X zart, ezért lima € X. Vagyismindena : N — X
Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke eleme az X halmaznak.
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1.6. Kompakt halmazok metrikus terekben

1.39. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér.
— Az X C M halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
i€l iel’
minden i € I esetén az A; nyilt részhalmaza az M térnek.
— Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér kompakt, ha M kompakt halmaz.

1.40. Tétel. Metrikus térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

1.41. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. Az Y C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és X C M kompakt halmaz.

1. Megmutatjuk, hogy X korlatos. Legyen p € M tetsz6leges pont. Mivel X C M = U B, (p),
neNt

ezért létezik olyan véges I C NT halmaz, hogy X C U B, (p). Ekkor az r = max{I} szamra

nel
X C B,(p) teljesil.
Most igazoljuk, hogy X zart. Ehhez legyen p € M \ X tetsz6leges pont. Minden x € X pont esetén

d
ha r(z) = (a;,p), akkor B,(yy(x) N By(z)(p) = 0. Mivel

zeX

az X kompakt halmaz nyilt fedése, ezért 1étezik olyan H C X véges halmaz, melyre

z€H

teljesiil. Legyen r = min {r(z)| € H}. Ekkor minden € H esetén B, (,)(z) N B,(p) = 0, vagyis

reH zeH

Ez azt mutatja, hogy B,.(p) C M \ X. Tehat M \ X halmaz minden pontja bels§ pont, ezért M \ X
nyilt halmaz, vagyis X zart.

2. Legyen Y C X zart halmaz és legyen (U;);cr az Y halmaz nyilt fedése és legyen V = M\ Y. Ekkor
V, (Ui)ier az X halmaz nyilt fedése (X C V' U U U,), ezért létezik olyan I’ C I véges halmaz, melyre

iel
XCcvu U U;. A V halmaz definiciojabol adodik, hogy ekkor Y C U U; is teljesiil, vagyis az Y
el iel’
halmaz kompakt. Ha Y C X kompakt halmaz, akkor az els6 pont alapjan zart.

1.42. Tétel. (Cantor-féle kiézisrész-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és (K;)ier az M kompakt,
nem tres halmazainak olyan rendszere, hogy minden v,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
Ky C K; N K teljesil. Ekkor

ﬂ K; # 0.

iel
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Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és (K;);c; az M kompakt, nem iires halmazainak olyan
rendszere, hogy minden 4,j € I esetén létezik olyan k£ € I, hogy K C K; N K teljesiil, valamint
rogzitsiink egy ip € I indexet. Minden ¢ € I esetén legyen U; = M \ (K; N K,,), mely nyilt halmaz.

A bizonyitandé allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy ﬂ K; = (. Ekkor
iel

Uui =M\ (KinK;,) =M\ (ﬂ(KmKio)> =M,
i€l i€l i€l

vagyis K, C U U;. Mivel K, kompakt, ezért létezik olyan I’ C I véges halmaz, hogy K;, C U Us;.
i€l i€l
Ebbdl
K, | JUi=JM\(KnK;) =M\ (ﬂ (KimKi0)>
iel’ iel’ il
adodik. A feltevés miatt véges sok K; kompakt halmaz metszete sem iires, tehat létezik j € I, melyre

K; C ﬂ (K; N K;,). Erre a halmazra a fenti tartalmazas alapjan
i€l

K; €Kiy © M\ (ﬂ (KimKi0)> CM\K;
iel’

kovetkezik, ami a nyilvanvaléo K; C M \ K, ellentmondésra vezet.

1.43. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (M, d) metrikus tér lokdlisan kompakt, ha minden pontjanak
létezik kompakt kornyezete.

1.44. Definici6é. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Azt mondjuk, hogy az A halmaz relativ
kompakt, ha létezik olyan K C M kompakt halmaz, melyre A C K teljesiil.

1.45. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor relativ kompakt,
ha A kompakt halmaz.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.

Ha A relativ kompakt, akkor létezik olyan K C M kompakt halmaz, melyre A C K teljesiil. Mivel
ekkor K zart, ezért A C K is teljesiil. Mivel kompakt halmaz zart részhalmaza is kompakt, ezért A
kompakt.

Ha A kompakt, akkor A C A miatt A relativ kompakt.

1.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

1.46. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M kompakt halmaz. Ekkor minden a : N — K
sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek hatarértéke eleme a K halmaznak.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és K C M kompakt halmaz és a : N — K sorozat. Ekkor K
korlatos és zart halmaz. Definialjuk minden n € N esetén az A,, = {aj |k > n} halmazt. Az (A, )nen
halmazrendszerre teljesiilnek a Cantor-tétel feltételei, ezért létezik x € m A, # (. Ekkor minden
neN

n € N esetén x € {ay |k > n} teljesiil. Ebbgl a lezart definicitja alapjan kévetkezik, hogy minden
e € RT és n € N esetén B.(x) N {ag |k >n} # 0, ezért létezik olyan k > n, melyre a, € B.(z).
Definialjuk a ¢ : N — N indexsorozatot az alabbi iteraciéval.

— Legyen 0(0) = min{k € N | a; € Bi(x)}.

- Ha o(n) mar ismert, akkor legyen o(n + 1) = min {k eNJon) <k A a,€ B% (x)}

Ekkor az a o o sorozat konvergens, hatérértéke z. Ekkor lim(ao o) € K, vagyis a K halmaz zartsaga
miatt lim(aoo) € K.
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1.47. Tétel. (Lebesgue-lemma.) Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden
K halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke eleme
a K halmaznak. Ekkor a K halmaz barmely (U;);c; nyilt befedéséhez létezik olyan r € RY szdm, hogy
minden x € K ponthoz van olyan i € I, amelyre B,(x) C U; teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden K halmazban haladé
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke eleme a K halmaznak. A
bizonyitandé allitas szerint

V(Ui)iej Ilyﬂt befedéséhez: Ir e R™Vz € KJie I : BT(,’E) CcU;.
Tegyiik fel ennek az ellenkez§jét, vagyis hogy
J(U,)ier nyilt befedés: Vr € RT3z € KVi € I : B.(z) \ U; # 0.

Legyen (U;);cr a fenti tulajdonsdgokkal biré nyilt befedése a K halmaznak. Ekkor minden n € N
esetén

{x€K| ViGI:B%“(z)\M#@}#@,
vagyis a kivalasztasi axioma miatt
[[{zerivier:B_ @)\Ui#0}£0.
neN

Legyen a egy tetszGleges eleme a fenti halmaznak. Ekkor a egy olyan N — K sorozat, hogy
VneNViel: Bﬁ(an){Q_Ui.

Tegyiik fel, hogy a oo : N — K olyan konvergens részsorozat, melyre lim(a o o) = & € K teljesiil.
Mivel o € K ezért 1étezik olyan iy € I, hogy x € U;,, valamint az U;, halmaz nyiltsdga miatt 1étezik

olyan r € R, hogy B,.(z) C U;,. Ekkor az g szamhoz létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy

r
minden N < n természetes szamra d(aq(n), ) < ok Megmutatjuk, hogy ha n € N olyan, melyre

n > N és 1 < B teljesiil, akkor a Ba(anl (ag(n)) € Ui, ellentmodast kapjuk. Legyen ugyanis
z€ B_1_(ay(y)) tetszoleges. Ekkor

() +1

1 1 T
<

d on)) < < < -,
(#a0m) < o FT S 751 <2

a haromszog-egyenlGtlenség miatt

d(z,7) < d(z,050n)) + d(asm), ) < 5 + g

:T‘7

N3

vagyis z € B,(z) CU,,.

1.48. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden benne halads soro-
zatnak létezik konvergens részsorozata, amelynek a hatdrértéke eleme a K halmaznak. Ekkor minden
r € RT szdmhoz létezik olyan H C K véges halmaz, amelyre K C U B, (z) teljesiil.

z€H

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden benne haladé soro-
zatnak létezik konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke eleme a K halmaznak. A bizonyitando
allitas szerint
VreRTIH C K : |H| <00 A K C | B(a).
zeH

Tegyiik fel ennek az ellenkez§jét, vagyis hogy

IreRWHCK: [H|<oo = K\ ] Br(x) #0.
z€H
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Legyen » € RT egy olyan szam, melyre igaz, hogy minden H C K véges részhalmaz esetén

K\ | Bo(w) £0.

zeH

Megmutatjuk, hogy létezik olyan a : N — K sorozat, melyre minden m,n € N, m # n esetén

d(an, am) > r teljesiil. A K halmaz nem {ires, tehat létezik eleme, legyen ag € K. Ekkor a H = {ao}

halmaz véges, vagyis K \ U B,.(z) # 0, legyen a1 € K \ U B,.(z). Ekkor a H = {ap, a1} halmaz
r€H r€H

nem {ires és az el6z6 gondolatmenet alapjan tudunk ag € K\ U B, (z) elemet valasztani. Ebbdl a

z€H
konstrukciobdl a kivalasztéasi axidméval kombinélt rekurzié segitségével lehet egy a : N — K sorozatot

konstruélni. Tegyiik fel, hogy aoo : N — K olyan konvergens részsorozat, melyre lim(aoo) =z € K

teljesil. Ekkor az g szamhoz létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n

d(ap(n),x) < g Vagyis barmely m,n € N, N < n,m, m # n esetén az

r< d(aa(m)7 aa’(n)) < d(aa(m)a l‘) + d(l‘, aa(n)) <r
ellentmondast kapjuk.

1.49. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz
pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladé sorozatnak létezik olyan konvergens részso-
rozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az 1.46 tétel alapjan ha A C M kompakt
halmaz, akkor minden A halmazban haladé sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek
a hatarértéke eleme az A halmaznak.

Most tegyiik fel, hogy A olyan halmaz, hogy minden A halmazban halad6 sorozatnak létezik olyan
konvergens részsorozata, melynek a hatarértéke eleme az A halmaznak és legyen A C U U; az A

iel
halmaz egy nyilt fedése. Ekkor az 1.47 Lebesgue-lemma alapjan létezik olyan r € Rt szédm, hogy
minden z € A ponthoz van olyan ¢ € I, amelyre B,.(x) C U; teljesiil. Az el6z6 allitas alapjan ehhez
az r szamhoz létezik olyan H C A véges halmaz, melyre A C U B, (z) teljesiil. Ekkor minden
reH
r € H C A ponthoz van olyan i(x) € I index, amelyre B,.(z) C Uy teljesiil. Tehat az eddigiek
alapjan
Ac | Bi@) € | Ui,
r€H zeH

ami az A halmaz véges nyilt fedése.
1.50. Tétel. Metrikus térben minden kompakt halmaz teljes.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és a : N — K Cauchy-sorozat. A
Bolzano—Weierstrass-tétel alapjan ekkor létezik az a sorozatnak olyan konvergens részsorozata, mely-
nek a hatarértéke eleme a K halmaznak. Viszont egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha
létezik konvergens részsorozata ((1.36) tétel). Tehat az a Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke
a K halmazban van, vagyis a K halmaz teljes.

1.8. Szeparabilis metrikus terek

1.51. Definicié. Az (M,d) metrikus teret szepardbilisnek nevezziik, ha létezik olyan (Up)nen hal-
mazrendszer, hogy minden n € N esetén U,, C M nyilt halmaz, valamint minden Q2 C M nyilt halmaz
esetén létezik olyan I C N, hogy Q) = U U, teljesiil.

nel

1.52. Tétel. Egy metrikus tér pontosan akkor szeparabilis, ha létezik benne megszamldlhato sird
halmaz.
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Bizonyitds. Legyen (M, d) szeparabilis metrikus tér és legyen (U, ),en halmazrendszer, hogy minden
n € N esetén U,, C M nyilt halmaz, valamint minden Q C M nyilt halmaz esetén létezik olyan I C N,
hogy Q = U U, teljesiil. Nyilvan feltehets, hogy minden n € N esetén U,, # (). Ekkor H U, # 0,

nel neN
legyen a € H U, # (. Ekkor a : N — M olyan sorozat, hogy minden n € N szadmra a,, € U, teljesiil.
neN

Legyen D = Rana. A D halmaz nyilvdn megszamlalhaté, most igazoljuk, hogy sirt, azaz D = M.

Legyen x € M tetszéleges pont és r € R tetszéleges paraméter. Igazoljuk, hogy B,.(z) N D # (.

Legyen I C N olyan, hogy B,(z) = U U, teljesiil. Ekkor minden i € I esetén a; € U; C B,.(x),
nel

valamint a; € D, tehét a; € B,.(z) N D, ezért B,.(z) N D # (), azaz x € D.

Most tegytik fel, hogy (M, d) metrikus tér és D C M megszamlalhato stirtd halmaz. Legyen o : N — D

sziirjekci6, valamint 8 : N — Q% és v : N — N x N bijekci6. Minden n € N esetén legyen

Az (Up)nen halmazrendszer nyilvan olyan, hogy minden n € N esetén U,, C M nyilt halmaz. Le-
gyen Q C M tetszoleges nyilt halmaz. Ehhez definidljuk az I = {n € N| U,, C Q} indexhalmazt.

Megmutatjuk, hogy Q = U U, teljesiil. Mivel U U, C Q, ezért csak az Q2 C U U,, tartalmazast

nel nel nel
kell igazolnunk. Ehhez legyen x € 2 tetsz6leges pont. Mivel Q nyilt halmaz, ezért létezik olyan

p € R, hogy B,(z) C Q. Legyen r € }0, g [ NQ*. Mivel D siiri, ezért B,.(z) N D # (), most legyen
z € B,(xz) N D és tekintsiik az

i=p"Yr), j=min _al(z) és n=v""(i,7)
szamokat. Ekkor U,, = B, (z). Tehat ha y € U,, akkor y € B,(z), valamint d(y, z) < r és d(z,z) <r

miatt d(z,y) < 2r < p, azaz y € B,(x) C Q. Ez azt jelenti, hogy U, C , vagyis n € I. Mivel
x € Bp(z) = Uy, ezért x € U U,. Ezzel igazoltuk a 2 C U U,, tartalmazéast.

nel nel

1.53. Tétel. Legyen n € Nt ésp € [1,00[. Az (R™,d,) és az (R",dw) terek szepardbilisek.

Bizonyitds. Legyen n € NT és D = Q™. Ekkor D nyilvan megszamlélhaté halmaz, ezért ha sird
lenne, akkor az el6z6 tétel értelmében a tér szeparabilis volna. Megmutatjuk, hogy a D halmaz stirt.
Legyen p € [1,00[ és tekintsiik az (R™,d,) teret. Legyen z € R" és r € RY tetszSleges. Minden

r
i€{1,...,n} esetén legyen a; € ]xi,xi + —| NQ és tekintsiik az a = (ay, ..., a,) elemet. Ekkor

In

da,x)=?

(a; —x)P < 7 E —=Vrr=r,
n
= =1

1=1

vagyis a € B,(z), valamint a € D, ezért B,.(z) N D # () minden r € R esetén, ami éppen azt jelenti,
hogy D stirii a (R™,d,) térben.

Az (R™,ds,) térben legyen x € R™ és r € RT tetsz6leges. Minden i € {1,...,n} esetén legyen
a; € |z, x; +r[NQ és tekintsiik az a = (ay, ..., ay) elemet. Ekkor

d(a,z) = max {|a; —z;|| i € {1,...,n}},<r

vagyis a € B,(x), valamint a € D, ezért B,.(z) N D # () minden r € RT esetén, ami éppen azt jelenti,
hogy D stirt a (R",d) térben.

1.9. Fiiggvények metrikus terek kozott
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1.54. Definicié. Legyen (M,d) és (M’,d’) metrikus tér, f : M — M’ fliggvény és az a € M pont az
f fiiggvény értelmezési tartomanyanak torlodési pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke
az a pontban A € M', ha

Ve € R*35 € R* (f(Bg(a) \{a}) C BE(A)).

1.55. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’ fiigguény, az a € M pont az f
fiiggvény értelmezési tartomdnydnak torléddsi pontja és legyen A, B € M’ az | fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M’,d") metrikus tér, f : M — M’, a € M a Dom f halmaz torlodasi
pontja, és A, B € M’ legyen az f fiiggvény hatarértéke az a pontban. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor
létezik olyan d4,05 € RT, hogy minden x € Dom f esetén

d'(A, B)
2
d'(A, B)
2

0<d(z,a) <ds — d(f(x),A) <
0<d(z,a) <dp — d(f(x),B)<

teljestil. Ami azt jelenti, hogy ha 6 = min {d4,0p}, akkor minden z € (Dom f)N(Bs(a)\ {a}) elemre
a
d'(A,B) <d'(A, f(z)) +d'(f(x),B) < d'(A, B)

ellentmondas teljesiil, tehat A = B.

1.56. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (M,d) és (M’,d’) topologikus tér, f : M — M’ fliggvény
és az a € M pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fliggvénynek hatarértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy hin f(z) jeloli.

a x a

1.57. Tétel. (Atviteli elv hatarértékre.) Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f : M — M' fiigg-
vény és a z € M pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor létezik,

ha minden olyan a : N — Dom f \ {z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a
hatdrérték.

Bizonyitds. Legyen (M, d) és (M',d") metrikus tér, f : M — M’ és z € M aDom f halmaz torlodéasi
pontja. Tegyiik fel, hogy létezik a lim f = F € M’ hatarérték. Legyen a : N — Dom f\{z}, z ponthoz

konvergal6 sorozat és e € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor az f fiiggvény hatarértéke miatt létezik
olyan § € R*, hogy
VzeDom f: 0<d(z,z)<d = d(f(x),F)<e.

Ehhez a ¢ szdmhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,,z) < 6. Ekkor minden n € N, N < n szamra d'(f(ay), F) < €, vagyis
lim f(a,)=F.

n—oQ

Most tegyiik fel, hogy lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergalé sorozat
esetén. Legyen b,c : N — Dom f \ {z} két olyan tetszsleges sorozat, mely a z ponthoz konvergal,
valamint legyen

ha n péaros;

bn
a:N— Dom f\ {z} ne { Cé ha n paratlan.

Ekkor fob és focisrészsorozata a konvergens f oa sorozatnak, tehat a hatarértékiik is megegyezik.
Vagyis létezik olyan A € M’ pont, hogy minden a : N — Dom f \ {2z}, z ponthoz konvergal6 sorozat
esetén lim f o a = A. Megmutatjuk, hogy ekkor lim f = A. Tegyiik fel ugyanis, hogy lim f # A.
Ekkor

Je e RYYS € RY3z € Bs(2) \ {2} : f(x) ¢ B-(A).
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Rogzitsiink egy ilyen € € R* szdmot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomf\{z} |2 e By )\ {2}, d(f(2).4) 2 e} #0,

ezért

[T {zeDoms\{z}l o€ B (2)\{}, d(f(@),A) 2 e} £0.

neN

Ha a egy tetszleges eleme a fenti halmaznak, akkor @ : N — Dom f \ {z} olyan sorozat, melynek

1
minden n € N esetén d(ay,, z) < 1 teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim foa = A nem
n

teljesiil, ugyanis az g szdmhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n

9 . . s . . £
szamra d'(f(an), A) < 5 teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt minden n € N szamra

d'(f(an),A) > e. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f \ {z}, =
ponthoz konvergéald sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = A.

1.58. Definicié. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € RY (f(Bs(a) C B.(f(a)))-

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
A C(M, M') szimbélum jeloli az M — M’ folytonos fiiggvények halmazat.

1.59. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.) Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f : M — M’ és
z € Dom f. A f fiiggvény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér, f : M — M’', és z € Dom f. Tegyiik fel, hogy
az f fiiggvény folytonos a z pontban és legyen a : N — Dom f, z ponthoz konvergalo sorozat. Az f
fiiggvény 2 pontbeli folytonossaga miatt tetszéleges e € RT paraméterhez, létezik olyan § € RT, hogy

Ve € Dom f: d(z,2) <d = d'(f(x), f(z)) <e.

Ehhez a ¢ szamhoz az a sorozat konvergenciaja miatt 1étezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,, z) < §. Ekkor minden n € N, N < n szamra d’'(f(a,), f(2)) < €, vagyis
Tegyiik fel, hogy minden olyan a : N — Dom f sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatarérték és megegyezik az f(z) elemmel, azonban az f fiiggvény mégsem folytonos a z
pontban. Ekkor

Je € RTV6 € RT3z € Dom f N Bs(2) : f(z) ¢ B-(f(2)).

Rogritsiink egy ilyen € € Rt szdmot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomflaeB s (). d(f@).f(2) 2} 0.

ezért

[T {zepomfize By (:) d(f@), () 2 e} #0.

neN
Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f olyan sorozat, melynek minden

1
n € N esetén d(ap,z) < nrl teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim f oa = f(z)
n
nem teljesiil, ugyanis az g szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N,

€ : e . .
N < n szamra d'(f(an), f(2)) < 5 Ugyanis az a sorozat konstrukci6ja miatt minden n € N szdmra

d'(f(an), f(2)) > e. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f, z ponthoz
konvergalo sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = f(2).
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1.60. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d") metrikus tér, f : M — M', és az a € Dom f pont a Dom f
halmaz torldddsi pontja. Az f fliggvény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és
a

lignf = f(a).

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M’ ,d") metrikus tér, f : M — M', és az a € Dom f pont a Dom f
halmaz torlédasi pontja.
Egymas alé irva a lim f = f(a) és az f fliggvény a pontbeli folytonossaganak a jelentését

Ve e R"36 € RTVz € Dom f : 0<d(xz,a)<d — d(f(x),fla)<e
Ve € R"36 € RTVz € Dom f : d(z,a) <d — d(f(z), fla))<e

rogton adodik, hogy az a € Dom f esetben a két formula ekvivalens.

1.61. Tétel. Legyen (Mi,dy), (Ms,ds) metrikus tér, ¢ : My — My folytonos figguény és x,y € M,
tetszdleges pont. Legyen a,b: N — My olyan sorozat, melyre lima = x és limb = y teljesiil. Ekkor

da(p(), p(y)) = lim da(p(an), o(bn))-

n—oo

Bizonyitds. Legyen (M,d1), (Ma,ds) metrikus tér, ¢ : My — M, folytonos fiiggvény és z,y € M,
tetszéleges pont. Legyen a,b: N — M; olyan sorozat, melyre lima = x és lim b = y teljesiil. Minden
n € N szamra az

da(p(), o(y)) < da2(p(x), p(an)) + da(w(an), p(bn)) + da(w(bn), p(y))

egyenletbdl

da(@(x), o(y)) — da(p(an), o(bn)) < da(@(z), p(an)) + da(e(bn), ¢(y))

adodik, amibdl az x <> a,, és y <> b, szerepcserével

|da(@(x), 0(y)) — da(@(an), p(bn))| < da2(@(x), p(an)) + d2(p(bn), ©(y))

kovetkezik. A folytonossigra vonatkozé atviteli elv alapjan ezért

lim |da(o(2), ¢(y)) = d2(p(an), ¢ (bn))| = 0,

n—oo

vagyis
do(p(z), p(y)) = lim da(p(an), (b))

n—oo

teljestil.
1.62. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, valamint a,b : N — M konvergens sorozat. Ekkor

lim d(an,b,) = d(lima,limb)

n—oo

teljesiil.

Bizonyitds. Ehhez elég az 1.61 tételt hasznalni az (Mi,dy) = (Ma,ds) = (M,d) és a ¢ = idy
szereposztéssal.

1.63. Tétel. (Figgvénykompozicio hatdrértéke.) Legyen (My,dy), (Ma,ds) és (Ms,ds) metrikus tér,
valamint f : My — Ms, g : Ms — M3, a € My, b € Ms és ¢ € M3 olyan, melyre 1i£nf =b, liII)ng =c
és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a

1. b ¢ Domyg;

2. b€ Domyg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesil, akkor liérn(g of)=c.
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Bizonyitds. Legyen (Mi,dy), (Ma,ds) és (Ms,ds) metrikus tér, f : My — Ms, g : My — Ms,
a € My, b € My és ¢ € M3 olyan, melyre lim f = b, ligng = ¢ és a torlodasi pontja a Dom(g o f)

halmaznak. Tovabb4 legyen € € R tetszdleges.

El6szor tegyiik fel, hogy b ¢ Domg. A 1il17ng = ¢ miatt létezik olyan §’ € R*, melyre
g9 (By (b) \ {b}) € Bc(c).

A lim f = b miatt létezik olyan 6 € R*, melyre

f(Bs(a)\{a}) € By (D).
Ekkor az el6z6 egyenletek és g (Bs/(b) \ {b}) = g (Bs(b)) miatt

(90 f) (Bs(a) \{a}) € g(By (b)) = g (Bs (b) \ {b}) C Bc(c)

teljesiil, vagyis lim(go f) = c.
Most tegyiik fel, (flogy b € Dom g és g folytonos a b pontban. A g fliggvény folytonossdga miatt létezik
olyan ¢’ € R*, melyre
9 (B (b)) € Be(c).
A lignf = b miatt létezik olyan § € R, melyre

f(Bs(a) \ {a}) € By (b).

Ekkor az el6z6 egyenletek alapjan

(90 f) (Bs(a) \{a}) € g(Bs (b)) € Be(c)
teljesiil, vagyis lim(go f) = c.
1.64. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.)  Legyen (Mi,d1) és (Ma,ds) metrikus tér,

valamint f : My — M. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

—1
2. Minden A C My nyilt halmazra létezik olyan U C My nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljestil.

-1
3. Minden A C My zdrt halmazra létezik olyan Z C My zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (My,d;), (Ms,ds) metrikus tér, f : M} — My és K = Dom f.
-1
1 = 2 Legyen f : K — M, folytonos fliggvény és A C M, nyilt halmaz. Ekkor minden z € f (A)
esetén létezik olyan (z) € RT, melyre B.(.)(f(z)) € A. Ekkor az f fiiggvény z pontbeli folytonossaga
-1
miatt létezik olyan §(z) € RT, melyre f(K N Bs(2)) C Be.)(f(2)). Ezekbdl K N Bs.y(z) © f (A)
-1
adodik. Tehat az U = U Bj(.y(2) nyilt halmazra K NU = f (A) teljesiil.
=€ f (4)
2 = 1 Legyen f : K — M> olyan fiiggvény, hogy minden A C M, nyilt halmaz esetén létezik olyan
-1
U C Mj nyilt halmaz, melyre f (A) = U N K teljesiil. Legyen z € K ¢és ¢ € R tetszleges. Ekkor

-1
B.(f(#)) nyilt halmaz, ezért létezik olyan U C M, nyilt halmaz, melyre f(B:(f(z))) = UNK
teljesiil. A z € U miatt létezik olyan § € R*, hogy Bs(z) C U. Ez azt jelenti, hogy minden z € K
pontra x € Bs(z) esetén f(x) € B.(f(z)) teljesiil, ebbdl pedig kivetkezik az f fiiggvény z pontbeli
folytonossaga, abbol pedig folytonossaga.
2 = 3 Legyen A C M, zart halmaz. Ekkor M5 \ A nyilt halmaz, igy létezik olyan U C M; nyilt

-1
halmaz, hogy f (M2\ A) =UnN K. Ezért

f(A)Kﬂ<M1\f1(Mz\A)> — KN (M (UNK) = K0 (M )\ D)



1.9 FUGGVENYEK METRIKUS TEREK KOZOTT 19

-1
teljesiil, ahol felhasznéltuk, hogy minden A’ C M, halmazra f(A’) C K. Vagyisa Z = M; \U

-1
halmaz zart és f (A) =ZNK.
3 = 2 Legyen A C My nyilt halmaz. Ekkor Ms \ A zart halmaz, igy létezik olyan Z C M; zart

-1
halmaz, hogy f (Mx\ A) =ZNK. Ezért

-1

f(A)Kﬂ(Ml\fl(Mg\A)> =KnNn(M\(ZnNnK))=Kn M\ Z)

-1
teljesiil, ahol felhasznaltuk, hogy minden A’ C Ms halmazra f (A’) C K. Vagyis az U = My \ Z
-1
halmaz nyilt és f (A) =UNK.
1.65. Tétel. (A folytonossdig topologikus jellemzése.) Legyen (Mi,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, va-
lamint f : M7 — Ms. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.
-1
2. Minden A C My nyilt halmazra f (A) nyilt.
-1
3. Minden A C My zdrt halmazra f (A) zdrt.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kovetkezménye.

1.66. Tétel. (Egyenldség folytatdsdnak az elve.) Legyen (My,dy) és (Ma, ds) metrikus tér, valamint
fig : My — My folytonos fiiggvény. Ha valamilyen U C My halmazon fly = glu teljesil, akkor
[z = gl is teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, dy), (M2, ds) metrikus tér és f,g: My — My folytonos fiiggvény. Tegyiik
fel, hogy valamilyen U C M; halmazon f|y = g|u teljesiil és legyen o € U\ U tetsz6leges pont. Ekkor
x torlodasi pontja az U halmaznak, tehat 1étezik olyan a : N — U sorozat, melyre lim a = z teljesiil.
A folytonossagra vonatkozo atviteli elv alapjin

flz) = lim f(an) = lim g(an) = g().

n—o0
1.67. Tétel. Metrikus terek kozdtt hatd folytonos fiigguények kompozicidja folytonos fligguvény.
Bizonyitds. Legyen (M;,d;) metrikus tér minden ¢ = 1,2,3 esetén, f : My — My, g : My — Mj
folytonos fiiggvény, és a € Dom f olyan pont, melyre f(a) € Domg teljesiil. Megmutatjuk, hogy a
g o f fiiggvény folytonos az a pontban.

Legyen ¢ € R tetszoleges paraméter. Mivel a g fiiggvény folytonos az f(a) pontban, ezért létezik
olyan §, € RT paraméter, hogy

Vy € Domg: da(y, f(a)) <64 = d3(9(y),9(f(a))) <e.

Mivel az f fliggvény folytonos az a pontban, ezért a d, szamhoz létezik olyan 6 € R paraméter, hogy
Ve e Dom f: di(z,a) <06 = dao(f(z), f(a)) < dg.
Egymas utan irva a fenti két egyenlGtlenséget azt kapjuk, hogy minden x € Dom(g o f) esetén

di(z,a) <0 = ds((go f)(x), (g0 f)a)) =ds(g(f(x)),9(f(a))) <e.

1.68. Definici6é. Legyen (Mj,d;), (Ms,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : M; — My
fiiggvény nyilt, ha minden U C M; nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

1.69. Tétel. Legyen (My,dy), (Ms,ds) metrikus tér és f : My — My bijekcio. Az f figguény
pontosan akkor nyilt, ha f~! folytonos.

Bizonyitds. Legyen (Mj,dy), (Ms,ds) metrikus tér és f : My — My bijekcio. A folytonossag

topologikus jellemzése alapjan az f~' fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden U C M; nyilt
-1

halmaz esetén (f~1)(U) C Ms nyilt halmaz, azaz f(U) C M, nyilt halmaz, vagyis amikor f nyilt.



20 1 METRIKUS TEREK

1.10. Kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvények

1.70. Tétel. Legyen (M,,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — My
folytonos fiiggvény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

Bizonyitds. Legyen (M,d;y) és (Ms,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz, f : K — Ms
folytonos fiiggvény és tekintsiik az f(K) halmaz

f(K)QUUi

iel
nyilt fedését. Ekkor a folytonossag topologikus jellemzése ((1.64) tétel) alapjan minden i € I esetén
-1
létezik olyan V; nyilt halmaz, melyre f (U;) =V; N K teljestl. Vagyis

K C f1 (Uw) = fl(Ui) =Jwink) = (Um> nk clJv
icl icl icl icl icl
a K kompakt halmaz nyilt fedése. A K halmaz kompaktsiga miatt létezik olyan J C I véges halmaz,
melyre
Kc|Jv,
icJ
ezért
J(K) S Uf(Vi): UUi
icJ icJ

az f(K) halmaz véges nyilt fedése.

1.71. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (M, d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és f : K — R
folytonos fiigguény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és f : K — R folytonos fliggvény.
Az el6z6 1.70 tétel alapjan f(K) kompakt halmaz, vagyis a Borel-Lebesgue-tétel miatt korlatos és zért
részhalmaza a valos szamoknak. Az f(K) halmaz korlatossaga miatt létezik infimuma és szuprémuma,
valamint az f(K) halmaz zartsaga miatt inf f(K),sup f(K) € f(K). Ezért létezik olyan z,y € K,
melyre f(z) =inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

1.72. Definicié. Legyen (M,d) és (M’,d') metrikus tér. Az f : M — M’ fliggvény homeomorfizmus,
ha folytonos bijekcio és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy a (M, d) és (M’,d’") metrikus terek
homeomorfak, ha létezik f : M — M’ homeomorfizmus.

1.73. Tétel. Legyen (My,d1) és (Ma,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — My
folytonos injektiv figguény. Ekkor az f~' figguény is folytonos.

Bizonyitds. Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz, f : K — Ms
folytonos injektiv fiiggvény és legyen Z C M; zart halmaz. Ekkor Z N K a K kompakt halmaz
zart részhalmaza, ezért kompakt. Felhasznélva, hogy kompakt halmaz folytonos fiiggvény altali képe

kompakt, valamint az
-1

(f™)(2)=f(2) = f(ZNK)
-1
egyenl6séget, az adodik, hogy minden Z zart halmazra a ( f ’1)(Z ) halmaz zart, tehat az 1.64 tétel
alapjan f~! folytonos fiiggvény.

1.74. Tétel. Ha (M;,dy) kompakt metrikus tér, és (May,ds) metrikus tér, akkor minden [ : M; —
Ms folytonos bijekcié homeomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen (M, d;) kompakt metrikus tér, (Maz, ds) metrikus tér és legyen f : My — Mo
folytonos bijekcio. Ekkor az 1.70 tétel alapjan M, kompakt tér, és az 1.73 allitas alapjan az f~!
fiiggvény is folytonos.
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1.11. Egyenletesen folytonos fiiggvények

1.75. Definici6é. Legyen (M;,dy) és (Ma,ds) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy az f : My — My
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e RTI e RYVz,y e A: (di(z,y) <3 — do(f(z), f(y)) <¢)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
1.76. Tétel. Metrikus terek kozott hato egyenletesen folytonos fiiggvény folytonos.

Bizonyitds. Legyen (M, dy) és (M, dy) metrikus tér, f : M; — Ms egyenletesen folytonos fliggvény
és ¢ € Dom f. Ekkor az f fiiggvény egyenletes folytonossaga alapjin

Vee RYI e RTVy e Dom f:  (di(z,y) <6 — dao(f(z), f(y) <e),

ami az f fliggvény x pontbeli folytonossagat jelenti. Vagyis az f minden x € Dom f pontban folytonos,
tehat folytonos.

1.77. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (Mi,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz és
f: K — M, folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (M,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz, f : K — Mo
folytonos fiiggvény és ¢ € R tetszdleges rogzitett paraméter. Az f fiiggvény folytonossaga alapjan
minden x € K ponthoz létezik olyan §(x) € R* szam, melyre

f (Bs@)(2)) € Bs(f(x))

teljesiil. Ekkor

Kc | B (2),
rEK

vagyis a K halmaz kompaktsaga miatt létezik olyan H C K véges halmaz, melyre

K C U Bs) (a:)

§(x)
2

esetén do(f(x), f(y)) < € teljesiil. Legyen x,y € K olyan, melyre dy(z,y) < 0 teljesiil. Az z € K
miatt létezik olyan p € H, melyre x € Bsw) (p) teljestil. A haromszig-egyenl6tlenség alapjan
2

Legyen § = min{ |z € H} Megmutatjuk, hogy ekkor minden z,y € K pontra dy(z,y) < §

di(y,p) < di(y, @) + di(z,p) <5+ @ < 8(p),
vagyis
diep) <op)  —  da(f@). ) <3
hy.p) <) = da(fW).f6) < 5.
Ezekbél viszont a bizonyitand6
da(f(x). F(4)) < da(F(2). F(p)) + da(£(p). F()) < 5 +5 =€

egyenlGtlenség kovetkezik.

1.78. Tétel. (Egyenletesen folytonos fiigguény kiterjesztése.) Tegyiik fel, hogy (M, dy) metrikus tér,
(My,ds) teljes metrikus tér és f : My — My egyenletesen folytonos figgvény. Ekkor létezik egyetlen
olyan folytonos g : Dom f — My fliggvény, mely az f fiigguény kiterjesztése, azaz f C g, valamint a
g fiigguény is egyenletesen folytonos.
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Bizonyitds. Legyen (M, d,) metrikus tér, (Ms, ds) teljes metrikus tér és f : M; — M, egyenletesen
folytonos fiiggvény. A jeldlések egyszeriisitése végett legyen X = Dom f.

1. Ha g1,92 : X — My olyan folytonos fiiggvény, melyre g1|x = go|x teljesiil, akkor az egyenldség
folytatasanak az elve alapjan ((1.66) tétel) g1 | = g2|x, azaz g1 = go.

2. Legyen z € X tetszoleges pont. Ekkor létezik olyan a : N — X sorozat, melyre lima = x
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor az f o a sorozat konvergens. Ehhez legyen ¢ € RT tetszéleges
paraméter. Mivel f egyenletesen folytonos, ezért létezik olyan § € R, hogy minden 31,y € X
pontra di(y;,y2) < 6 esetén da(f(y1), f(y2)) < e teljesiil. Mivel az a sorozat konvergens, ezért
Cauchy-sorozat is, tehat létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden N < n,m természetes
szémra, dq(an,am,) < . Ekkor viszont minden N < n,m természetes szamra da(f(ay), flam)) < €.
Mivel az (Ma, dy) tér teljes, ezért az f o a Cauchy-sorozat konvergens.

3. Legyen z € X tetszSleges pont és a,b : N — X olyan sorozat, melyre lima = limb = 2 teljesiil.
Fésiiljiik Ossze az a és b sorozatot az alabbi médon.

az, han paros;
c:N—X nH{ banl, ha n pératlan.
Ekkor nyilvan lim ¢ = z, tovabba az el6z6 pont miatt 1étezik a lim f o ¢ hatarérték. Mivel f o a és
f obrészsorozata az f o b sorozatnak, ezért lim f oc =1im f o b = lim f o a teljesiil.
4. Ezek utan definialhatjuk tgy a g fiiggvényt, hogy minden z € X esetén vegyiink egy olyan
a : N — X sorozatot, melyre lima = z teljesiil és legyen g(z) = lim(f o a). Vagy mésképp leirva

g={(z,y) € X x M| Ja:N— X : lima=x A y=Ilim(foa)}.

Ekkor nyilvan f C g.
5. Végiil igazoljuk, hogy g egyenletesen folytonos. Ehhez legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Mivel
f egyenletesen folytonos, ezért létezik olyan 6 € RT, hogy minden x1, 22 € X pontra di(z1,22) < §
esetén do(f(x1), f(22)) < e teljesiil. Legyen 1,22 € X olyan, hogy di(x1,72) < 6. Most legyen
a,b : N — X olyan sorozat, melyre lima = x7 és limb = z5. Ekkor létezik olyan N € N kozos
kiiszobindex, hogy minden N < n természetes szamra

0 —di(z1,x2) d —dy(x1,x2)

di(an,21) < =T b di(bnay) < T

Ekkor minden n € N; N < n esetén

5 — dl(l'l,l'g)

5 =J.

di(an,bpn) < di(an, 21) + di(21,22) + di(z2,by) <

6—d ,
w +d1(x17$2) +

Tehat minden n € N, N < n szdmra da(f(ay), f(by)) < €, amib6l az n — oo hataratmenet utan
az 1.61 tétel alapjan

do(f(w1), f(z2)) <€
adodik.

1.79. Definicié. Legyen (M,d) metrikus tér és X halmaz. Azt mondjuk, hogy az f : M — X
fliggvény sirin értelmezett, ha Dom f = M.

1.80. Tétel. (Egyenletesen folytonos figgvény kiterjesztése.) Legyen (My,dy) tetszdleges metrikus
tér, (Ms,ds) pedig teljes metrikus tér és f : My — My sdrin értelmezett, egyenletesen folytonos figg-
vény. Ekkor létezik egyetlen olyan folytonos g : My — Mo fiigguény, mely az [ fliggvény kiterjesztése,
azaz [ C g, valamint a g fligguény is egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Az 1.78 tétel alapjan nyilvanvalo.
1.81. Definicié. Legyen (M,d) és (M’ ,d’) metrikus tér. Az f : M — M’ fliggvény izometria, ha
minden z,y € Dom f esetén d(z,y) = d'(f(z), f(y)) teljesiil. Az (M,d) és (M',d’) metrikus tér

izometrikusan homeomorf, ha létezik f: M — M’ izometrikus homeomorfizmus.

1.82. Tétel. Minden izometria egyenletesen folytonos.
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Bizonyitds. Az izometria definicioja alapjan nyilvanvalo.

1.83. Tétel. (Izometria kiterjesztése.) Legyen (M, dy) metrikus tér, (Ms, ds) teljes metrikus tér és
f: My — Ms sidrin értelmezett izometria. Ekkor az f fligguény folytonos g : My — My kiterjesztése
18 1zometria.

Bizonyitds. Legyen (M, d;) metrikus tér, (Ms,ds) teljes metrikus tér és f : My — My strtn
értelmezett izometria. Az 1.80 tétel alapjan az f fiiggvénynek létezik g : My — My egyenletesen
folytonos kiterjesztése. Legyen x,y € M; tetszéleges pont. Ekkor létezik olyan a,b : N — Dom f
sorozat, melyre lima = z és limb = y teljesiil. Az 1.61 tétel alapjan

da(9(x),9(y)) = lim dy(g(an),g(bn)) = lim da(f(an), f(bn)).

n—oo n—oo
Mivel f izometria, ezért
da(g(x),9(y)) = lim dy(an,bn),

n— o0

amibdl az 1.62 tétel akapjan
d(g(x),9(y)) = d(z,y)

kovetkezik.

1.12. Kontrakciék és Lipschitz-folytonos fiiggvények

1.84. Definicié. Legyen (Mj,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, valamint f : M; — M, fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f Lipschitz-folytonos fiiggvény, ha

3C eRgVa,yeDomf i (da(f(x), f(y) < Ci(a,y)).

1.85. Definicié. Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, valamint f : M; — M, fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f figgvény kontrakcio, ha

S3C €0, 1[¥ey eDomf i (da(f(x), f(y)) < Cai(z,9) ).
A C szamot gyakran kontrakcids egyiitthatonak nevezik.

1.86. Tétel. Minden Lipschitz-folytonos fligguény egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (M, d1), (Ma,ds) metrikus tér és f : My — Moy Lipschitz-folytonos a C' € Ry

egyiitthatoval. Legyen ¢ € RT tetszleges és 6 = 1—#% Ha z,y € M olyan pontok, hogy d;(z,y) <
6, akkor
C
d <Cd <Céf=¢e-
2(f(x)7f(y))— 1($ay)— € ].+C <g,

ami viszont éppen az f fliggvény egyenletes folytonossigat jelenti.

1.87. Tétel. Ha (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, akkor az f: My — My figguények tulajdonsdgai
kézott az aldbbi reldcio teljesiil.

kontrakcio = Lipschitz-folytonos = egyenletesen folytonos = folytonos

Bizonyitds. Az els6é implikacio a definicié kozvetlen kovetkezménye. A maéasodik kdvetkeztetést
az 1.86 tétel és a harmadikat pedig az 1.76 tétel garantalja.

1.88. Tétel. (Banach-féle fizponttétel.) Legyen (M, d) teljes metrikus tér és f : M — M kontrakcid.
Ekkor létezik egyetlen olyan y € M pont melyre f(y) =y teljesil.
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Bizonyitds. Legyen (M,d) teljes metrikus tér, f : M — M kontrakci6 a C' € |0, 1] kontrakcios
egylitthatoval és a tetsz6leges pont. (Feltehets, hogy C' > 0 teljesiil, hiszen ha C; a kontrakcios
egylitthatoja a fiiggvénynek, akkor barmely C € [Cy, 1] szam is kontrakcios egyiitthatoja.) Vegyiik
azt az © : N — M sorozatot, melyre o = a és minden n € N esetén x,11 = f(x,) teljesiil. Mivel
minden n € N esetén

d(xn+2; (En+1) = d(f(l'nJrl)v f(xn)) S Cd(anrlaxn)
teljesiil, ezért teljes indukcioval egyszertien igazolhatd, hogy minden n € N szamra
d(xpy1,Tn) < C"d(x1,0).

Ennek felhasznalasaval az adodik, hogy minden n,m € N m > n szamra

m—1

m—1
d(Tp, zn) < Z d(Tip1, ) < Z Cld(x1,m9) = C

i=n

I e
1-C

d(zy,
d(x1,m0) <0”-(1”3i720)

d(l‘l, 1‘0)

teljestil. Mivel az n — C™ - sorozat hatéarértéke nulla, ezért = Cauchy-sorozat. Legyen

y = lim z,. Ekkor az f folytonossaga alapjan
n—oo

)= £ (Jim @) = Tim f(@,) = lim 2 =y,
n—oo n— oo n—oo

vagyis y fixpontja az f fiiggvénynek.

Tegyiik fel, hogy y1,y2 € M az f fiiggvény két kiilonbozd fixpontja. Ekkor a

d(y1,y2) = d(f(y1), f(y2)) < Cd(y1,y2)

egyenldtlenséghdl az 1 < C' ellentmondéas adédik.

1.13. Halmazok szétvalasztasa

1.89. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz dtmérdje

sup{d(z,y) | x,y € X}, ha A #{;

diam(4) = { 0, ha A= 0.

1.90. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor korldtos, ha
diam(A) < co.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
Ha A korlatos, akkor létezik olyan z € M és r € RT, melyre A C B,(z) teljesiil. Ekkor minden
T,y € A esetén

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < 2r,

vagyis
diam(A) = sup d(z,y) < 2r < oc.
z,y€A
Most tegyiik fel, hogy diam(A) = R < oo és legyen z € A tetszsleges pont. Ha = € A, akkor az
d(z,z) < diam(4) = R < R + 1 egyenl6tlenség alapjan x € Bgry1(z). Ezzel megmutattuk, hogy
A C Bprt1(z) teljesiil, vagyis az A halmaz korlatos.

1.91. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Ekkor az A halmaztél vald tavolsdg figgué-
nye
disty : M - R z ingd(z,x).
€

x
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1.92. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M nem tres halmaz. Ekkor
1. munden z,y € M esetén
|dist 4(x) — dista(y)| < d(z,y)
teljesiil;
2. a dist fiigguény egyenletesen folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M nem {ires halmaz.
1. Legyen z,y € M és z € A tetszbleges elem. Ekkor

diStA(l‘) < d(l‘, Z) < d(xa y) + d(yv Z)?
vagyis
dist4(z) — d(z,y) < d(y, 2).

Mivel ez az egyenlGtlenség minden z € A elemre fennéll, ezért
dista(x) — d(z,y) < inxf4 d(y, z) = dista(y),
ze

amibdl atrendezéssel
dist 4 (z) — dist 4 (y) < d(x,y)

adodik. Ebbdl az x és az y pontok cseréjével
dist4(y) — dista(z) < d(z,y)

adoédik, vagyis
|dist 4 (x) — dista(y)| < d(z,y).

2. Legyen € € RT tetszéleges paraméter. Ha § = €, akkor minden z,y € M pontra d(z, z) < § esetén
|dista(z) — dista(y)| < d(z,y) <d=¢

teljesiil, ami az egyenletes folytonossagot jelenti.
3. Mivel a dist4 fliggvény folytonos, ezért a B = {z € M| dist4(z) = 0} halmaz zart, hiszen a zart

{0} halmaz folytonos fiiggvény altali Gsképe (B = dis‘é 4({0})), tovabba a dist4 definicidja alapjan
A C B nyilvan teljesiil, ezért A C B. Tehat azt kell még megmutatni, hogy B C A, vagy ami ezzel
ekvivalens M \ A C M \ B. Ennek igazolasahoz legyen = € M \ A. Mivel M \ A nyilt halmaz, ezért
létezik olyan r € RT, hogy B,(x) C M \ A, vagyis B,(z) N A = (). Teh&t minden z € A esetén
d(x,z) > r, ezért

dist4(x) = Zlgg d(z,z) >,

vagyis dist 4 (z) # 0, ebbdl pedig « ¢ B és x € M \ B kovetkezik.

Magyarazat. A topologikus terek elméletében fontos szerepet kap az alabbi tétel, mely azt mutatja
meg, hogy minden metrikus tér normdlis, Hausdorff-féle topologikus tér.

1.93. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X, Y C M olyan zdrt halmazok, melyekre X N Y = 0
teljesiil.
1. Létezik olyan f : M — [0,1] folytonos figgvény, hogy minden x € X esetén f(xr) = 0 és
minden y €Y esetén f(y) = 1.
2. Létezik U,V C M nyit halmaz, hogy X CU,Y CV ésUNV = 0.

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér és X, Y C M olyan zart halmazok, melyekre X NY = ()
teljestl.
1. A distx +disty : M — R fliggvény folytonos, tovdbbé ha valamilyen z € M pontra

(distx +disty )(z) =0
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teljesiilne, akkor abbol distx (2) = disty(z) = 0 kivetkezne, amibdl az 1.92 tétel alapjan z € X és
z € Y adodna; az X és Y halmaz zértsdga miatt ez azt jelentené, hogy z € XNY, vagyis az XNY # ()
diStX

ellentmondas adédna. Ezért distx + disty : M — RY folytonos fiiggvény. Legyen f = — .
dist x + disty

Ekkor egyszerti szamolassal adodik, hogy az f fiiggvény eleget tesz a feltételeknek.
2. Legyen f olyan fiiggvény melynek létezését bizonyitottuk az 1. pontban, tovabba legyen

5 (2] v ()

Az f fiiggvény folytonossidga és a folytonossag topologikus jellemzése miatt U és V' nyilt halmaz,
valamint a konstrukci6 folytdn nyilvanvals, hogy eleget tesz az X C U, Y C VésUNV =0
kovetelményeknek.

1.14. Metrikus tér teljessé tétele

1.94. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Létezik olyan (M’,d') teljes metrikus tér és j : M — M’ izometria, melyre Ranj = M’
teljesiil.
2. Ha (Mi,dy) és (Ma,ds) teljes metrikus tér, valamint j; : M — M, és jo : M — My olyan
izometria, melyre Ranj, = My és Ranjo = M, akkor létezik egyetlen olyan ¢ : My — M,
izometrikus homeomorfizus, melyre jo = @ o j1 teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér.
1. Legyen M az N — M Cauchy-sorozatok halmaza, azaz

M={a:N— M|Ve e R*IN e NVn,m e N: (N <n,m — d(an,am) <¢)}.

Megmutatjuk, hogy minden a,b € M esetén létezik a lim d(ay,b,) hatarérték. Valaszunk a,b € M
n—oo
tetszéleges elemet és tekintsiik az

n:N—-R n— d(an,by)

sorozatot, melyrdl elég megmutatni, hogy Cauchy-sorozat, hiszen a valés szamok halmazaban minden
Cauchy-sorozat konvergens. Legyen ¢ € R tetsz6leges. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden
m,n € N természetes szimra N < m,n esetén

d(an, am) < és d(by, by) <

| ™
| ™

Ha m,n € N és N < m,n, akkor
d(an,by) < d(an, am) + d(am, by) + d(bm, by),
aminek atrendezésébdl
d(an,bp) — d(am,by) < d(an, am) + d(bm, by) < e,
adodik, valamint az m és n betik cseréje utan
M0 = 1| = |d(an, bn) — d(am, by)| < d(an, am) + d(bm, bn) < €

kovetkezik, ami igazolja, hogy n valoban Cauchy-sorozat.
2. Definidljuk az ~ relaciét az M halmazon az aldbbi médon.

~— {(a,b) € Mx M| lim_d(ay,by) = o}
Vagyis a,b € M esetén a ~ b pontosan akkor teljesiil, ha

lim d(ay,by,) = 0.

n—oo
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A ~ relacio nyilvan reflexiv és szimmetrikus, a tranzitivitasa pedig a minden a,b,c € M elemre és a
minden n € N szédmra érvényes

0 < d(an,cn) < d(an,by) + d(bn,cn)

egyenl6tlenségbdl kovetkezik. Vagyis ~ ekvivalenciarelacio.
3. Most megmutatjuk, hogy ha a,b, c,d € M olyanok, hogy a ~ b és ¢ ~ d, akkor

lim d(an,c,) = lim d(b,,d,). (1.1)

n—oo n—oo
Ehhez legyen ¢ € R* tetszéleges paraméter. Mivel a ~ b és ¢ ~ d, ezért létezik olyan N € N kozos
kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szamra d(a,,b,) < % és d(cp,dy) < g teljesiil. Ekkor
minden n € N, N < n esetén az

d(an, cn) < d(an,by) + d(bn, dpn) + d(dy,, br)
egyenlGtlenség atrendezésébdl
d(an, cn) — d(byn,dy) < d(an,by) + d(dy, by)
adodik, amibdl a, b és c, d felcserélésével
|d(an, cn) — d(bp, dn)| < d(an,bn) +d(dn,by) < e

kovetkezik. Tehat lim |d(an,cn) — d(by,d,)| = 0, amibol méar adodik az (1.1) egyenlet.
n—00
. Legyen M’ = M/ ~. A 3. pont alapjan értelmezheté a d’ : M’ x M’ — R fiiggvény tgy, hogy
minden a/,b’ € M’ esetén valasszunk a € o/, b € b’ elemet és legyen d'(a’,b') = lim d(a,,b,). Vagy
n—oo

masképp

d:M x M — R (a', V) — sup{ lim d(a,,b,)|a € a’,be b’} ,

n—oo
ahol a sup miveletre azért van sziikség, hogy az egyetlen szamot tartalmazé halmazbol szamot ké-
pezzen. A d' fliggvényrdl egyszertien megmutathatod, hogy metrika, tehat (M’ d") metrikus tér.
5. Minden & € M esetén jelolje & a konstans x sorozatot (mely nyilvan Cauchy-sorozat), és legyen
' =&/ ~, valamint
jiM— M Tz

Minden z,y € M esetén 7 € 2’ és §j € o, ezért

d'(z',y") = lim d(Zn, gn) = lim d(z,y) = d(z,y),

n—oo

vagyis j izometria.
6. Legyen x € M’ tetszGleges pont és ¢ € RT tetszéleges paraméter. Legyen a € x tetszéleges
. €
Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n,m € N, N < n,m szamra d(an, ;) < 5
teljesiil. Legyen y a konstans ay; sorozat ekvivalenciaosztélya, azaz y = an;1/ ~. Ekkor nyilvin
. . . , € ,
y € Ranj. Mivel minden n € N, N < n esetén d(a,,an+1) < 3 ezért

<eE.

| ™

d'(z,y) = lim d(an,an1) <

Ez azt jelenti, hogy B.(z) NRanj # (), tehat Ranj = M’.
7. Most igazoljuk, hogy az (M’ ,d') metrikus tér teljes. Legyen z : N — M’ tetsz6leges Cauchy-

—1 ,
sorozat. Az el6z6 pont alapjan minden n € N esetén (Ran j) N B, (x,) # 0, ezért j (B"l1 (a:n)) +
CESY

17 (B @) #0

neN

(), amibsl
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1 ,
kovetkezik. Legyen a € I | J (Bdl (:cn)) Ekkor minden n € N szadmra a,, € M olyan elem,
n+1
neN

1
melyre d'(j(ay), Tn) < T teljesiil. Megmutatjuk, hogy a Cauchy-sorozat. Ehhez legyen ¢ € RT
n

1 €
tetszéleges paraméter. Legyen N; € N olyan, hogy minden n € N, N; < n esetén 1 < 3
n
€
valamint Ny € N olyan, hogy minden n,m € N, Ny < n,m esetén d'(z,,%m) < 3" Képezziik az

N = max {Ny, N} szamot. Ekkor minden n,m € N, N < n,m esetén

d(amam) = d/(j(an)vj(am)) < d/(j(an)wrn) + d'(;cn,xm) + d/($m7j(am)) <
< Loge boeie i,
n+1 3 m+1 3 3 3 7

vagyis a Cauchy-sorozat. Legyen z = a/ ~, vagyis z az a elem &ltal meghatéarozott ekvivalenciaosztaly,

tehéat 2 € M.

Megmutatjuk, hogy lim z,, = z teljesiil. Ehhez legyen ¢ € R™ tetszéleges paraméter. Mivel a
n—oo

Cauchy-sorozat, ezért 1étezik olyan N7 € N kiiszobindex, hogy minden N7 < n,m természetes szdmra
€

< —=.
n+1 2

d(ap, am) < % Legyen Ny € N olyan kiiszobindex, hogy minden n € N, Ny < n szamra
Tekintsiik az N = max { N1, N2} szamot. Ha n € N, N < n, akkor

@ (,2) < @ o))+ (Gan),2) < 5+ T d(an,am) < 5+ 5 =2

vagyis lim d'(z,,z) =0.
n—oo

8. Most legyen (M, d;), (Ms,ds) olyan teljes metrikus tér, melyekhez létezik olyan j; : M — My,
j2 : M — My izometria, melyre Ran j; = M7 és Ran jo = Ms. Legyen f : Ranj; — Mo, f = jo ojfl.
Ekkor f : My — Ms> strtin értelmezett izometria, ezért az 1.83 tétel alapjan 1étezik egyetlen folytonos
@ : My — M, kiterjesztése, mely szintén izometria. Mivel f o j; = jo, ezért ¢ o j; = jo. Megcserélve
az (My,71) és (Ma, jo) szerepét az adodik, hogy létezik olyan folytonos ¢’ : My — M izometria,
mely az f': Ranjy — My, f' = j; o j; ' kiterjesstése és melyre ¢ o jo = j; teljesiil. Ekkor

@oj1odyt = 2045 " = idran s
(90 o 80/)|Ranj2 = 1dM2 |Ranj2

miatt az egyenldség folytatdsanak az elve (1.66 tétel) alapjan ¢ o ¢’ = idyg,. Szerepcserével pedig
¢' o p = idy, adodik. Ez azt jelenti, hogy ¢ bijekcio, valamint ¢ =1 = ¢’ miatt ¢~ is folytonos.
Tehat olyan ¢ izometrikus homeomorfizmus, melyre jo = ¢ o j; teljesiil.

9. Az elgbbi jelolések mellett tegyiik fel, hogy o1, o : My — M olyan izometrikus homeomorfizmus,
melyre jo = @1 01 = 207 teljesiil. Ekkor <,01\Ranj1 = 2|Ran j;» aMibdl az egyenldség folytatasanak
az elve alapjan @1 = po kovetkezik.

1.95. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér. Minden (M’,d’) teljes metrikus teret és j : M — M’
izometriat, melyre Ran j = M’ teljesiil, az (M, d) metrikus tér teljes burkdnak nevezziik.

1.96. Tétel. Minden metrikus térnek létezik teljes burka és barmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

Bizonyitds. Az 1.94 tétel alapjan nyilvanvalo.

1.15. Osszefiiggs és ivszertien Ssszefiiggd halmazok

1.97. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.
— Az A halmaz osszefiiggd, ha nem létezik olyan U,V C M halmaz, melyre U # 0, V # (),
UNV=UNV =0 A=UUYV teljesiil.
— Az M metrikus tér dsszefiiggd, ha az M halmaz Osszefiiggs.
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— Az A halmaz fvszeriden dsszefiiggd, ha minden z,y € A esetén létezik olyan v : [0,1] — A
folytonos fiiggvény, melyre v(0) = x és y(1) = y teljesiil.
— Az M metrikus tér ivszeriden dsszefiiggd, ha az M halmaz {vszertien Gsszefiiggd.

1.98. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M.
1. Az A halmaz pontosan akkor ésszefiiggd, ha az (A,d|axa) altér dsszefiiggd.
2. Az A halmaz pontosan akkor fvszerden édsszefiiggd, ha az (A, d|ax a) altér ivszerden dsszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M.

1. Legyen d = d|sx és minden B C A esetén jeldlje B a B halmaz lezartjat az (M, d) metrikus
térben és B a B halmaz lezértjat az (A, d’') metrikus térben.

Legyen az A halmaz Osszefligg6 az (M, d) térben és indirekt modon tegyiik fel, hogy az (A, d’) tér
nem Osszefiiggs. Ekkor létezik olyan U,V C A halmaz, melyekre

U#0 V#£0) UNnV=UnNV=0 UUV=A

teljesiil. Ekkor az 1.22 tétel alapjan U = UN A és V = V N A, tovabba U C A, V C A miatt
UNA=U, ANV =V, vagyis

UnV=UnANV)=T0nANV=UNV =10
UNV=UnANV=UNANV)=UNV =0.

Ebbdl azt az ellentmondast kaptuk, hogy az A halmaz nem Osszefliggs az (M, d) térben, vagyis az
(A, d") tér osszefliggd.

Legyen az (A,d’) tér Osszefiiggs és tegyiik fel, hogy az A halmaz nem Osszefliggd az (M, d) térben.
Ekkor létezik olyan U,V C M halmaz, melyekre

U#0) V#0 UnV=UnNnV=0 UUV=A

teljesiil. Ekkor ismét az 1.22 tétel alapjan U=UNAés V=V NA, U CU és V CV vagyis

Unvcunv =40
Unvecunv =.

Ebbdl azt az ellentmondést kaptuk, hogy az (A, d’) tér nem Osszefiiggs, vagyis az A halmaz Osszefliggs
az (M,d) térben.

2. Legyen z,y € A két tetszbleges pont és legyen v : [0,1] — A olyan fiiggvény, melyre v(0) =
x és y(1) = y teljesiil. Csak azt kell meggondolni, hogy v pontosan akkor folytonos az (M, d)

tartalmazéasbol rogton adodik.
1.99. Tétel. Minden tvszeriien dsszefiiggd halmaz dsszefiliggd.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér és A C M ivszertien Osszefiiggs halmaz. Ha A = (), akkor
A osszefiiggs, ezért feltehetjiik, hogy A # (0. Tegyiik fel, hogy A nem osszefiiggs és legyen U,V C M
olyan, melyre U # (), VA0, UNV =UNV =0 és A =U UV teljesiil. Legyen x € U ésy € V
tetszoleges és legyen v : [0,1] — A egy olyan folytonos fiiggvény, melyre v(0) = z és (1) = y teljesiil.
Legyen

to =sup{t € [0,1]| Vz € [0,¢] : v(z) € U},

valamint legyen z = 7(to). Mivel z € A, ezért z € U vagy z € V teljesiil.
Tegyiik fel, hogy z € V. Ekkor z ¢ U, vagyis létezik olyan r € RY, hogy B,.(2)NU = (. A
~ fiiggvény to pontbeli folytonossiga miatt létezik olyan § € RT, hogy minden ¢t € Bs(ty) esetén

30
z € (0,9 — 3 szamra a y(x) € U tartalmazasnak kellenne teljesiilnie, ez viszont az © = tg — T

szamra biztosan nem teljesiil. -
Most tegyiik fel, hogy = € U. Ekkor z ¢ V, vagyis létezik olyan r € RT, hogy B.(2) NV = 0. A
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~ fiiggvény to pontbeli folytonossiga miatt létezik olyan § € R™, hogy minden ¢ € Bs(ty) esetén

minden z € |0,tg + 3 széamra is y(z) € U teljestil.

1.100. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Ekkor az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az M halmaz ésszefiiggd.
2. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U £0, V £0, UNV =0 és M =UUV.
3. Nem létezik olyan XY C M zdrt halmaz, melyre X #0,Y #0, XNY =0 és M = X UY.

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér.

1=2 Legyen M Osszefiiggs és tegyiik fel, hogy létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U # 0,
VD UNV =0és M =UUV teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor U NV = () teljesiil. Tegyiik
fel, hogy létezik x € U NV elem. Ekkor a V halmaz nyiltsaga miatt létezik olyan r € RT, hogy
B,(x) C V teljesiil. Mivel UNV = (), ezért B,.(x) NU = 0, ami ellentmond annak, hogy = € U.
Hasonloan igazolhato, hogy UNV = (). Vagyis azt az ellentmondést kaptuk, hogy M nem Osszefiiggs.
Tehét nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U # 0, V # 0, UNV =0 és M =U UV
teljesiil.

2=1 Ezt Ggy mutatjuk meg, hogy igazoljuk a -1 = —2 kovetkeztetést. Tehat legyen M nem Ossze-
fiiggé halmaz. Ekkor létezik olyan A, B C M halmaz, hogy A # (), B# 0, ANB =ANB =0 és
AU B = M teljestl.

Legyen U = M\ A és V = M \ B. Nyilvian U és V nyilt halmaz. Megmutatjuk, hogy UUV = M.
Ha nem igy lenne, akkor létezne olyan x € M elem, melyre x ¢ U és « ¢ V teljesiilne. Az U és V
definicidja alapjan ebbdl x € A és x € B kovetkezik.

Mivel x € M = AU B, ezért © € A vagy x € B.

Ha z € A, akkor € B miatt az x € AN B = § ellentmondas adodik.

Ha z € B, akkor z € A miatt az x € AN B = ) ellentmondas adodik.

Tehat U UV = M teljestil.

A U és V halmaz metszetére vonatkozo kovetelmény is teljesiil az aldbbiak szerint.

UNV=M\ANM\A)=M\(AUB)C M\ (AUB)=M\M =10
Mar csak azt kell igazolni, hogy U # 0 és V # (). Ha U = (), akkor A = M, amibél az
)=ANB=MNB=B=10

ellentmondas adodik, tehat U # (). Hasonléan megmutathato, hogy V # 0.
23 Az alabbi ekvivalens 1épések igazoljak az allitast.

AU,V C M nyilt halmaz, melyre U#£0, V4O, UNV=0 M=UUV &

{ (MA\U)#0, (M\V)#0, }®
(M\U)N(M\ V) =0, M= (M\U)U(M\V)

& 3X,Y C M zart halmaz, melyre X #0, Y #0, XNY =0, M=XUY

& JU,V C M nyilt halmaz, melyre

1.16. Osszefiiggs és ivszertien Osszefiiggd metrikus alterek

1.101. Tétel. (Metrikus altér dsszefiiggdsége.) Legyen (M, d) metrikus tér, A C M és d' = d|axa.
Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az A halmaz osszefiiggd az (M, d) térben.
2. Az (A, d") metrikus altér dsszefiiggd.
3. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre UNA#Q, VNA#AD, UNVNA=0 és
ACUUV.
4. Nem létezik olyan X,Y C M zdrt halmaz, melyre X NA# 0, YNA#0, XNYNA=0 és
ACXUY.



1.16 OSSZEFUGGO ES IVSZERUEN OSSZEFUGGO METRIKUS ALTEREK 31

Bizonyitds. Legyen (M, d) metrikus tér, A C M és d' = d|axa.

1.2, Az 1.98 tétel épp ezt az ekvivalencidt mondja ki.

2.=3. Igazoljuk a =3. = —2. kdvetkeztetést. Legyen U,V C M olyan nyilt halmaz, melyre UNA # 0,
VNA#£D, UNVNA=0é ACUUYV teljesiil. Ekkor az 1.21 tétel alapjan az U’ = U N A és
V' = V N A halmazok nyiltak az (A, d’) metrikus térben és ezen nyilt halmazokra U’ # 0, V' # 0,
UNV' =0és A=U"UV' teljesiil. Az 1.100 tétel alapjan ezért az (A,d’) tér nem Osszefiiggs.
3.=2. Igazoljuk a —2. = —3. kovetkeztetést. Ha (A, d') nem Osszefiiggs, akkor az 1.100 tétel alapjan
létezik olyan U’ V' C A nyilt halmaz az (A, d’) metrikus térben, melyre U’ £ 0, V' £ 0, U' NV’ =0
és A =U' UV’ teljesiil. Az 1.21 tétel alapjan ekkor létezik olyan U,V C M nyilt halmaz az (M, d)
metrikus térben, melyre U/ = UNAés V' =VNA Ekkor UNAZAQ, VNA#D, UNVNA=0és
ACUUV.

3.<4. A 2.=3. illetve a 3.=2. bizonyitasaban a nyilt szot kicserélve a zdrt széra kapjuk a bizonyitéast.

1.102. Tétel. Legyen (M,d) dsszefiiggd metrikus tér és A C M olyan halmaz, mely nyilt és zdrt.
Ekkor A =0 vagy A = M teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (M,d) Osszefiiggd metrikus tér és A C M olyan halmaz, mely nyilt és zart.
Tegyiik fel, hogy A # 0 és A # M. Legyen U = A és V = M\ A. Ebb6l azt az ellentmondast kapjuk,
hogy az M tér nem Osszefiiggs. Ugyanis ekkor U # (), V # 0, valamint U = U és V = V miatt
UNV =UNV =0 teljesiil, valamint U UV = M.

1.103. Tétel. Legyen (My,dy) és (M, ds) metrikus tér, valamint legyen A C My és f: A — My
folytonos fiigguény.

1. Ha A ésszefiiggd, akkor f(A) is dsszefiiggd.

2. Ha A ivszerden dsszefiiggd, akkor f(A) is fvszerden dsszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen (M, d;) és (M, ds) metrikus tér, valamint legyen A C My és f : A — My
folytonos fiiggvény.

1. Tegyiik fel, hogy A Osszefiiggs és B = f(A) nem Osszefliggs. Ekkor az 1.101 tétel alapjan létezik
olyan U’, V' C M, nyilt halmaz, melyre U'NB # 0, V'NB # 0, U'NV'NB = 0 és B C U'UV" teljesiil.
A folytonossag topologikus jellemzésérsl szolo 1.64 tétel alapjan ekkor létezik olyan U,V C M; nyilt

-1 —1

halmaz, melyre f(U')=UnNAés f(V)=VNA Ekkor UNA£D VNAALGUNVNA=)
és A C U UV teljesiil, vagyis az 1.101 tétel alapjan azt az ellentmondast kaptuk, hogy A nem
Osszefiiggd.
2. Tegyiik fel, hogy A ivszertien Osszefiiggs és legyen z',y’ € f(A) két tetszSleges pont. Ekkor
létezik olyan z,y € A, melyre f(x) = 2’ és f(y) = y'. Mivel A ivszertien Osszefiiggs, ezért létezik
olyan ~v : [0,1] — A folytonos fiiggvény, melyre v(0) = x és y(1) = y. Legyen 7 = f o~. Ekkor
~":[0,1] = f(A) olyan folytonos fiiggvény, melyre melyre v/(0) = 2’ és 7/(1) = ¢/ teljesiil.
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2. Normalt terek

2.1. Normalt terek topologiaja
2.1. Definicié. A V valés vagy komplex vektortéren értelmezett
II: V=R x|

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ra.

eVzxeV: |z|=0 < z=0

e Vx eV, VAeK: ||[Az| = |\ ||

o Vo,y €V lz 4yl <l + [lyll
Az (V,||-|l) part normdlt térnek nevezziik, ha V valés vagy komplex vektortér és ||-|| norma a V
vektortéren.

Magyarazat. Az allitasok teljesen preciz kimondésat néha megneheziti az egyetlen nullvektorbol
allo V.= {0} normalt tér specidlis esete. Ezért a tovabbiakban hallgatolagosan mindig feltessziik,
hogy nem az egyetlen pontbdl all6 normalt térrel foglalkozunk.

2.2. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér. Minden x,y € V esetén
Mzl =Nyl < flz = yll
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (V) ||-||) normalt tér és x,y € V tetsz6leges. A norma tulajdonsaga alapjan
el =z —w) +yll <z =yl +llyll = Nzl =yl < llz =yl
az x és y szerepét felcserélve és kihasznalva, hogy ||z — y|| = |ly — ||
Iyl = llzll < [l =yl

adodik. Vagyis
£ (=l = Mlyll) < flz =yl

amibdl kovetkezik a bizonyitando allitas.
2.3. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér. Ekkor a

dH'H :VxV >R (x,y) — H:E 7yH
leképezés metrika, igy (V,d).|) metrikus tér.

Magyarazat. Tehat minden normalt tér egyben metrikus tér is, igy értelmezhet§ rajta minden
olyan fogalom melyet metrikus téren értelmeztiink. Most a metrikus tereken bevezetett fogalmak
jellemzését adjuk meg a norma segitségével.

2.4. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Legyen x €V ésr € RY. Az x kézépponti v sugari nyilt gémb

Br(x) ={y e V] [l —yll <r}.

2. Az X CV halmaz nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € R, hogy B.(x) C X teljesiil.
3. Az X CV halmaz zdrt, ha V \ X nyilt.
4. Az X CV halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RY és x € V, hogy X C B,(x) teljesiil.

Bizonyitds. A normalt téren bevezetett metrika definicidja alapjan nyilvanvalo.



34 2 NORMALT TEREK

2.5. Tétel. Legyen n € NT ésp € [1,00[. A K" téren a

1
n P
A
LK S RE o o), 2 (z w)
k=1

n A
o : K* =Ry &+ [lz]l o = max{|z|[ k € {1,...,n}}

leképezések normak (melyet p-normdnak, illetve sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).

Bizonyitds. Egyediil a normakra vonatkozd haromszog-egyenlStlenség nem adodik rogtén a defini-
ciobol. Legyen z,y € K™ tetszoleges. Adott p € [1, 00[ esetén

1z +yll,, < llzll, + [lyll,

a Minkowski-egyenl6Stlenség kovetkezménye. Mivel az z, y vektor minden &k € {1,...,n} komponensére
|2k + yr| < |ok| + |yk| teljesiil, ezért

[+ yll oo = max {|zx + gkl | k€ {1,...,n}} < max{fex| +[ypl| k € {1,...,n}} <
<max{|zg| [ k€ {1,...,n}} + max{lyel| k€ {L,...,n}} = [zl + vl -

2.2. Sorok és sorozatok normalt terekben

2.6. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér, c € K, a,b: N =V és A\ : N = K konvergens sorozat.
1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).
3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lim a).
4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim a]|.

Bizonyitds. Legyen (V,|-]|) normalt tér, a,b: N — V és A : N — K konvergens sorozat az A = lima,
a B =1limb és a A = lim X hatéarértékekkel, valamint legyen € € RT tetszéleges szam.

€ €
1. A 5 szamhoz létezik olyan N,, N, € N kiiszobindex, melyre minden n > N, szamra ||a,, — A| < 3

és minden n > N, szamra ||b, — B|| < % Ekkor az N = max {N,, N} kiiszobindexre teljesiil az,
hogy minden n > N esetén
€

2:5.

3
I{an +bn) = (A + B)| < llan — All +[|bn = Bl < 5 +

2. A ¢ = 0 szamra nyilvan igaz az éllitas, ezért feltehets, hogy ¢ € K\{0}. Az a sorozat konvergenciija

miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |ja, — A|| < o Ekkor minden
c
n > N, szamra
€
e, = eAll = lel - lan = Al < Je| - 75 = .

3. Mivel a A sorozat korlatos ezért létezik olyan K € R™, hogy minden n € N szdmra |\,| < K.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Legyen N, € N olyan kiiszébindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A|| <

% és legyen N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N esetén |\, — A| < ﬁ Ekkor az

N = max {N,, Ny} kiiszobindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén

[Anan — AAl| = [[Anan — ApA 4+ A A = AA[| < [Ap] - [Jan — Al + [|A] - [An — A <
3

3
K -— 4+ Al - —— =
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e

Ha A = 0, akkor létezik olyan N € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |a,| < I

Ekkor .
[Anan — 0| < K - K=F

4. Ha N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N, esetén ||a, — A|| < ¢, akkor minden n > N,
Szamra
llanll = 1Al < llan — All <.

2.7. Definicié. A teljes normélt tereket Banach-tereknek nevezziik.
2.8. Definicié. (Sorok.) Legyen (V) ||-||) normalt tér és legyen a : N — V tetsz6leges sorozat.

n
— Azt a jol meghatarozott > a : N — V sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
n i=0

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornaek nevezziik és olykor a Z an

szimbolummal jel6ljiik.

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a »_ a sorozat konver-
(e ]

n—oo

n
gens. Ekkor a Z an 2 lim Zan jelolést hasznaljuk.
n=0 k=0

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a > ||a|| sor konvergens.

2.9. Tétel. (A konvergencia szikséges feltétele.) Legyen (V,||||) normdlt tér és a : N — V olyan
sorozat, melyre a Y a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér, a : N — V olyan sorozat, melyre a ) a sor konvergens.
oo n

Legyen A = Z an, és minden n € N esetén legyen a,, = Zak. Ekkor az n — au, és az n — ap41
n=0 k=0
sorozatok konvergensek és hatarértékiik A. Mivel minden n € N esetén

Ap4+1 = Opt1 — Oy,

ezért

nh_>rrgo Gpy1 = nl;rréo(anﬂ —ay)=A—-A=0.

Amibél lim a = 0 kovetkezik.

2.10. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és a : N — V olyan sorozat, melyre a > a sor abszolit
konvergens.

1. Ha V Banach-tér, akkor a _ a sor konvergens.
2. Ha a ) a sor konvergens, akkor

00 00
doar]| <> laxll.
k=0 k=0

Bizonyitds. 1. Legyen (V,|-||) Banach-tér, ¢ : N — V olyan sorozat, melyre a ) a sor abszolut

n
konvergens és legyen ¢ € R tetszoleges paraméter. Tovabb4 minden n € N esetén legyen «v,, = Z Q-
k=0

Mivel a > a sor abszolut konvergens, ezért létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes
o0

szamra Z |lak|| < e. Ekkor minden m,n > N természetes szamra m > n mellett

k=n

m m oo
lam—anl = 3 @l < X el < Y fanl <e.
k=n+1 k=n+1 k=n+1
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n
Vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat, ezért létezik A = lim «, vagyis létezik a lim Zak =
n—oo
k=0

oo
Z ap hatarérték.

k=0
2. Tegyiik fel, hogy a > a sor konvergens. Ekkor minden n € N esetén

n o0
<D lanll < lall,
k=0 k=0

amibdl az n — oo hataratmenettel adédik a bizonyitandé allités.

n

S

k=0

2.3. Normak ekvivalenciaja

2.11. Tétel. Legyen || és ||| norma a V vektortéren. Az aldbbi dllitisok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C'V nyilt halmaz nyilt a ||-||' norma szerint is.
2. Minden x € V ésr € Rt paraméterekhez létezik olyan R € RT, melyre Bl‘w,(x) C Bﬂ'H(;v).
3. Létezik olyan K € Rt szdm, hogy minden x € V vektorra ||z|| < K ||z||".

Bizonyitds. Legyen ||-||" és ||-|| norma a V' vektortéren.

1= 2 Minden z € V és r € RT esetén Bﬂ‘”(z) nyilt a |-|| norma szerint, ezért a ||-||" norma szerint
is nyilt. Mivel z belss pontja a Bl () halmaznak a |-|| norma szerint, ezért létezik olyan R € R,
melyre BIH?:HI(x) C Bﬂ’“(a:) teljestil.

2 = 3 Az x = 0 vektorhoz és az r = 1 szamhoz létezik olyan R € RT, melyre BL‘{'”/(O) C B‘ll'”(O).
Vagyis minden y € V vektor esetén ha ||ly|| < R, akkor |ly|| < 1. Legyen z € V tetszoleges vektor.

Ha z # 0, akkor Z = - 2 olyan vektor, melyre || Z||" = 5 < R, vagyis ||Z]| = 2] < 1,

2|l 2|2’

2 2
amibdl ||z|| < R | 2]|" adodik. Ha z = 0, akkor is teljesiil a ||z < R |zl egyenlétlenség. Vagyis a
2
K= = jeloléssel az adodik, hogy minden z € V esetén ||z|| < K |||

3 = 1 Legyen K € R olyan szam, hogy minden = € V vektorra ||z| < K ||z||" teljesiil és legyen
X CV a ||| norma szerint nyilt halmaz. Ha z € X, akkor létezik olyan r € RT, hogy Bﬂ"'(z) C X.
Megmutatjuk, hogy R = % esetén BL‘%” (z) C Bﬂ'u(z) teljestiil, vagyis z belsé pontja az X halmaznak

a ||-||' norma szerint is. Ha y € BLI%'”I(Z), akkor nyilvan [y — z|" < R és azt kell igazolni, hogy
ly — z|| < r teljesiil. Ez rogton adodik a

ly — z|| SK'IIy—z||’<K.R:K.%:T
egyenl6tlenségbdl.

2.12. Tétel. Legyen ||| és ||-|| norma a V vektortéren. A |-’ és ||| normdk pontosan akkor ekvi-
valensek, ha léteznek olyan Ky, Ko € RY paraméterek, hogy minden x € V vektorra ||z|| < K, ||z’ és
lz||" < Ky ||| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € RT paraméterek,
hogy minden x € V vektorra o ||z < ||z||" < B|=|-

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kovetkezménye.

2.4. Folytonos linearis leképezések

2.13. Tétel. Legyen (Vi,|-|l;) és (Va,|-|ly) normdlt tér, valamint A : Vi — Vs linedris leképezés.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
1. Az A leképezés folytonos.
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2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.
3. sup |Az|, < o0

=l <1
4. Az A leképezés egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (Vi,|-|l;) és (Va, ||-||,) normalt tér, valamint A : Vi — V5 linearis leképezés.

1 = 2 Ha A folytonos, akkor minden pontban folytonos.

2 = 3 Ha A folytonos a 0 pontban, akkor létezik olyan 6 € R™, hogy minden [z — 0||; < J esetén

|Az — AO||l, < 1. Mivel A lineéris, ezért A0 = 0. Ha = € V; olyan vektor, melyre ||z|; <1 teljesiil,

()

Al -z
2

akkor < 9, ezért

2
< 1, vagyis [|Az||, < 5 Tehat minden z € Vi, [z, <1
1

0
PR— x
2

2

2
esetén || Az||, < 5 ezért

2
sup |[|Az|ly, < < < oo.

ol <1 Y
3 = 4 Legyen K = sup |Az|,, valamint legyen z € V; és ¢ € R* tetsz6leges paraméterek.
”73H1§1
Megmutatjuk, hogy ha § = Ki— 1 és a z € V vektorra ||y — z||; < 0 teljesiil, akkor ||Ay — Az, < e.
Ez az aldbbiakbol kovetkezik y # z esetén.
lay = Acll, = VAt =l =y = =1y - |4 (L2 )| <=t Koo = 2 <
y— Az||, = y—2)l, = lly — 2| - — <lly—z||;, K<6-K=¢- €
2 2 Ty == 1 Kl

Ezek alapjén az A leképezés egyenletesen folytonos.
4 = 1 Minden egyenletesen folytonos leképezés folytonos.

Jel6lés. Legyen (V4,|-];) és (Va,||||,) normalt tér. A Vi — V5 folytonos linearis leképezések halma-
zéra a tovabbiakban a ¥ (V1, V3) jelolést fogjuk hasznalni.

2.14. Definicié. Adott (V,||]|) normalt tér esetén a folytonos linearis V' — K leképezéseket foly-
tonos linedris funkciondloknak, vagy roviden csak funkciondloknak nevezziik. Bevezetjiik még a

Ve Z(V,K) jelolest a funkciondlok halmazara. A V' teret a V' normdlt tér topologikus dudlisinak
nevezziik.

Magyarazat. A kovetkez§ éllitasokban Osszefoglaljuk az #(Vi, Vs) tér {6bb jellemzbit.
2.15. Tétel. Legyen (V1,|-||;) és (Va,||-|l5) normdlt tér. Az £ (Vi, Vo) tér vektortér, melyen a

- 2(Vi,V2) = Ry A= sup | Az,

llfl; <1
leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen (V1,|-|;) és (Va,|-||y) normalt tér, valamint legyen A, B € £(Vi,Vs) és X € K.
Mivel A és B folytonos, ezért a 2.13 tétel alapjan || A||, || B]] < oo. Ekkor

[A+ B[ = sup [[(A+ B)z|, = sup [Az+ Bz|l, < sup ([|Az|l,+ [Bzl,) <

lell, <1 el <1 el <1
< sup |[|Az[l, + sup |[[Bzlly = [[A| +[|B];
lefl, <1 lefl, <1

A= sup [[]AAz[ly = [A] sup [[Az[ly = |A]-[|A]

flzll, <1 llzll, <1

teljesiil, vagyis ||[A+ B, ||AA| < oo, ezért a 2.13 tétel alapjan A + B,AA € £(V1,Vs), vagyis
#£(V1,Va) vektortér. Tovabba a fenti egyenletek igazoljak az ||A + B|| < ||A|| + || Bl és a || M| =
IA] - |A]| egyenleteket.

Tegyiik fel, hogy valamely A € £(V1,Vs) elemre || 4| = 0 teljesiil. Ekkor minden z € V; vektorra
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lz]l; <1 esetén ||[Az|, = 0, vagyis Az = 0. Mivel minden = € V; \ {0} vektor esetén az 2’ = ﬁ
Zlly

Ax = 0, vagyis Az = 0. Ebb6l A = 0 kovetkezik. Tovabba

vektorra ||z']|; < 1, ezért Az’ = T
Zlly
I0]l = 0 nyilvanval6 médon teljestil.

Magyarazat. Kés¢bbi szamolasok és bizonyitasok soran szamtalanszor fogjuk hasznalni hivatkozéas
nélkiil az alabbi tételben foglalt egyenlGtlenséget.

2.16. Tétel. Legyen (V1,|-||;) és (Va,||||y) normdlt tér, valamint legyen A € £ (V1,Va) és x € V;.
Ekkor
[Az[ly < [IA[ - [l -

T

[E3in
Az'||, < ||A||, amibél atrendezéssel adodik a bizonyitandéd egyenlStlenség.
2 g g

Bizonyitds. Mivel minden z € V; \ {0} vektor esetén az z’ = vektorra [|2’||; < 1, ezért

2.17. Tétel. Legyen (Vi,|ll,), (Va, [lly) és (Va,[|-[|l3) mormdit tér, valamint legyen A € £(Vi,Va)
és B e #(Va,V3). Ekkor BA € ¥(V1,V3), tovdbbd

IBA| < ||BI| - [l All
teljesil, mely tulajdonsdagot a norma szubmultiplikativitdsanak nevezzik.

Bizonyitds. Legyen (Vi,|-]l;), (Va,||[l5) és (V3,]|-|l;) normalt tér, valamint legyen A € #(V4, Va) és
B € #(Va,V3). Mivel minden = € V; vektor esetén

[BAz||g < ||B| - [|Az]l, < | B - [|A] - [|2]]; .

ezért
|BA|| = sup |[BAz|3 < sup (|B]-[|A]l-[=|,) = [IB] - [IAl.

llzll, <1 llzll, <1

Mivel || BA| < o0, ezért BA folytonos linearis leképezés.
2.18. Tétel. Minden (V,|-||) normdlt tér, z € V és c € K\ {0} esetén az

M.: V=V T — cT,
L.:V—>V r—z+x

leképezés homeomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen (V,||||) normalt rér, z € V és ¢ € K\ {0}. Az M, : V = V, M.(z) = cx
leképezés linearis bijekcid, melyre

sup || Mez|| < | sup |[z[| = [c]
Izl <1 el <1

és hasonléan

sup [ M-rz| < |~

lzll <1
teljesiil, ezért a 2.13 tétel alapjan M, és M is folytonos.
Tekintsiik az L, : V — V, L,(x) = z + « leképezést, mely nyilvan bijekcio. Elég megmutatni, hogy
minden z € V esetén L, folytonos, ugyanis minden z € V elemre L1 = L_, teljesiil. Az L, leképezés
folytonos barmely xg € V' pontban, hiszen

Ve e RYVzr eV : le —xoll <e —  ||[L.(z) = Lo(z0)]| = ||l — zo|| < e

teljesiil.
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2.5. Folytonos linearis leképezések terének tulajdonsagai

2.19. Tétel. Ha (V1,|-||;) normdlt tér és (Va, ||-||,) Banach-tér, akkor (£ (V1,Va), ||-||) is Banach-tér.

Bizonyitds. Legyen (V1,|-]|;) normalt tér, (Va,|-||,) Banach-tér és a : N — £(V;,V,) Cauchy-
sorozat. Legyen z € V; és ¢ € RT tetszSleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n,m > N természetes szamra |a, — a.,|| < €, vagyis az

lan (@) — am(2)|| < 2]l - lan — am| <[] - &

egyenl6tlenség alapjan n +— a,(x) Cauchy-sorozat a V, teljes térben, ezért létezik a lim a,(x)
n—oo

hatarérték minden = € V; esetén. Ennek a segitségével definialjuk a

A: Vi =V, x+— lim a,(x)

n—oo
fliggvényt.
Megmutatjuk, hogy A linearis leképezés. Legyen z,y € V7 és A € K tetsz6leges. Ekkor az
Al +y) = lm an(z+y) = lm (an(2) + an(y)) = lm an (@) + lim an(y) = Az + Ay
A(Mx) = nhﬁngo an(Az) = nhﬁnéo (Aan(z)) = Anlingo an(z) =\ Az
egyenlGségek igazoljak A linearitasat.
Megmutatjuk, hogy A folytonos linearis leképezés. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért korlatos is, vagyis
letezik olyan K € RY, hogy minden n € N esetén ||a,| < K. Ekkor minden z € Vi, |lzf|; <1

vektorra
lanzlly < llanll; - (2] < K

egyenl&tlenség teljesiil, amibdl

[All = sup [[Az], = sup
el <1 el <1

lim an(z)H = sup lim |a,(x)|, < sup limsup |la,(z)], <
oo 2 el llz|l, <1 n—oo

< sup limsup ||a,]|| ||z]|; < limsup |ja,| < K
”z”lgl n—oo n—oQ

kovetkezik, ami a 2.13 tétel alapjan azt jelenti, hogy A folytonos lineéris leképezés. Vagyis A €

g(vla ‘/2)

Azt kell még igazolni, hogy lim a,, = A teljesil a #(V1,V2) normalt térben. Ennek igazolasihoz
n—oo

legyen ¢ € R™ tetszéleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy
. €
minden n,m > N természetes szamra ||a,, — | < 5 Ekkor a

g
sup |lanz — amxHQ < sup |lan — anl - ||$H1 < 5
l=ll, <1 Iz, <1

egyenl&tlenségen végrehajtva az n — oo hatardtmenetet

A = aml| <

DO ™

adodik. Igy minden m > N szamra ||A — a,,|| < € teljesiil, vagyis lim a, = A.
n— o0

2.20. Tétel. Legyen (Vi,|-|;) és (Va,|-|ly) normdit tér és legyen A : Vi — Vi, linedris leképezés.
Ha dim V) < oo, akkor A folytonos. Azaz minden véges dimenzids vektortéren értelmezett linedris
leképezés folytonos.

Bizonyitds. Legyen (V1,|-||;) és (Va, ||-||,) normalt tér, valamint tegyiik fel, hogy Vi véges dimenzios.
Legyen (e;);=1,....n gy béazisa a V; vektortérnek és a V4 téren tekintsiik a

n / n
> wire) =) el
i=1 1 a=1

n
I :Vvi—=R > wi-e
=1
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normét. Legyen tovabba (V%,||-||,) normalt tér és A : Vi — V; linearis leképezés. Definialjuk a
K = max {||Ae;||y| i € {1,...,n}} szamot. Ekkor minden = € V; esetén

n
E €T - Aei
i=1

[Az]l, =

n n
<D fwil - lAeilly < Y fail - K = K-l
i=1 =1

2

vagyis

|Al = sup |Azll, < sup (K -|[z[]}) = K < oo,
llz]l3 <1 llzll3 <1

ezért A folytonos a (V4,|-||]) téren. Mivel V; véges dimenzids, ezért a 2.28 tétel alapjan a |||, és a
|||} norméak ekvivalensek egymassal ezért A a (Vi, ||||,) téren is folytonos.

2.21. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Legyen (V,||-||,,) Banach-tér és legyen A € £(V,V). Ha

lA|l < 1, akkor a ZA” sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhatd, inverze folytonos linedris
n=0
leképezés és

d AT =(1-A)""
n=0
teljesiil, ahol 1 jeléli a V — V identitdsfiigguényt.

Bizonyitds. Legyen (V,|-||;;) Banach-tér és legyen A € £ (V,V) olyan, hogy ||A]| < 1. A nor-
ma szubmultiplikativitdsa miatt minden n € N esetén |[|A"| < ||A||". Ebbél lim [|A"|| = 0 ado-
n— o0

dik, melynek kovetkezménye, hogy lim A"™ = 0. Tovabba a ZA" sor abszolut konvergens, mert
n—oo

Z A" < Z |A||™ < oo, hiszen ||A]| < 1. A minden n € N esetén érvényes
n n

k=0 k=0
képletnél az n — oo hataratmenetet véve az eddigi megallapitasok alapjan

(1—A)-iA’“: (iA’“) (1-4)=1
k=0

k=0
o0
adodik, vagyis Z A* az 1 — A elem inverze.
k=0

2.22. Tétel. Legyen U és V' Banach-tér és legyen
G(LU V) E{ac 2(U V) Id € (V,U): ad =idy, da=idy}.

(Vagyis G(£(U,V)) jeloli a azon invertdlhatd linedris leképezések halmazdt, melyek inverze is foly-
tonos.) Ekkor

1. minden a € G(.Z(U,V)) elemre B|| 1 (a) CG(2(U,V));

—
2. a G(2(V,V)) halmaz nyilt;
8. azi:G(L(U,V)) = G(L(V,U)), i(a) =a"" leképezés folytonos.

Bizonyitds. Legyen U és V Banach-tér és legyen

G(2(U V) E{aec 2U V)| 3d € (V,U): ad =idy, d'a=idy}.
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1
1. Legyen a € G(£L(U,V)) és legyen b € BH o (a) tetszoleges elem. Ekkor ||a —b|| < T’ vagyis

la=b]- [la™"|| < 1. A norma szubmultiplikativitdsa miatt
idy =ba™"|| = |[(a = b)a|| < [la—b] - Ja || < 1,

ami a Carl Neumann-féle sorfejtés miatt azt jelenti, hogy az idy —(idy —ba~1) elem invertélhato és az
inverze is folytonos linedris leképezés, vagyis ba=t € G(Z(V,V)). Legyen b’ = a~'(ba=1)~!. Ekkor
b/ = 1 nyilvan teljesiil, valamint ha a

(ba™HH(ba™t) =1

egyenletet megszorozzuk jobbrél az a, balrél az a~! mennyiségekkel, akkor b'b = 1 adoédik. Tehat b’
a b inverze, vagyis b € G(.Z(U,V)).

2. Mivel a G(.#(U,V)) halmaz minden pontja bels pont, ezért nyilt halmaz.

3. Legyen a € G(Z(U,V)) és ¢ € R tetszbleges paraméter. Megmutatjuk, hogy létezik olyan
5 € R*, hogy minden z € #(U,V) elemre

la—z| <6 — weG(LWUV) A ot —a7| <e

1
teljesiil, ami azt jelenti, hogy az i leképezés folytonos az a pontban. Legyen §; = W és x €
a

Bs, (a). Ekkor az 1. pont alapjan x € G(£(U,V)). Tekintsiik a kovetkezd atalakitasokat.
(' —=aMH+a ) ((z—a)+a) =idy
(7 t—aNz-a)+@@t-aNat+ta(z—a)=0
(7' —aNa=—-aYz—0a)— (7' —a ') (z —a)
—a Mz —a)a = (@' —a Nz —a)a!
_ _ 12 _ _ _
lo™" = < a7 e = all + []27 = a™| - e = all - ]|

et~ a ) (0 =l 0 ) < fla -z —

[y e | Y PO Y
T 1|z —al-[lat 1-3

Itt az utolso lépésben felhasznaltuk az

1

|le—a||l<é — Jz—al- Ha*1H < 3

egyenlGtlenséget. Vagyis ha 0y = 2| : 1”2 és § = min {01, 62}, akkor minden x € Bs(a) elemre
o
a7 —a7M| <e

teljesiil.

Kiegészités. A fenti tételek és az azokhoz tartozd bizonyitasok sokkal altalanosabb keretek kozott
is érvényben maradnak.

2.23. Tétel. Legyen (V,||-||) Banach-tér. Ekkor az £(V,V) tér az operdtornormdval egységelemes
Banach-algebra.

Bizonyitds. A £(V,V) tér a 2.19 tétel miatt Banach-tér, melyen a norma a 2.17 tétel miatt szub-
multiplikativ.

2.24. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Legyen A egységelemes Banach-algebra, melynek jelélje 1 az
eqységelemét és legyen a € A. Ekkor
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o0
1. a Z a™ sor pontosan akkor konvergens, ha lim a" = 0 és létezik (1 —a)™! € A;
n—oo

n=0

o0
2. ha a Z a™ sor konvergens, akkor

n=0
Za” =(1—-a)t.
n=0

Bizonyitds. A 2.21 Carl Neumann-tételnél leirt bizonyitas, valtoztatas nélkiil, ilyen keretek kozott
is érvényes.

2.25. Tétel. Legyen A egységelemes Banach-algebra és legyen a € A. Ha ||al| < 1, akkor az 1 —a
elem invertdlhato.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel kdzvetlen kovetkezménye.

2.26. Tétel. Legyen A egységelemes Banach-algebra és jelolje G(A) az A invertdlhatd elemeinek a
halmazdt. Ekkor

1. minden a € G(A) elemre BH o (a) C (A);

2. a G(A) nydt halmaz;

8. azi:G(A) = G(A), i(a) = a=! leképezés folytonos.

Bizonyitds. A 2.22 tételnél leirt bizonyitas ebben az esetben is érvényes valtoztatas nélkiil.

2.6. Véges dimenziés normalt terek

2.27. Tétel. Legyen (V,||-||) véges dimenzids normdlt tér a K szamtest felett és legyen (ex)r=1,...n
ennek egy bazisa. Tekintsik a

n
p: K"—=V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezést.
1. A ¢ linedris homeomorfizmus a (V, ||-||) és a (K", ||-||) terek kizitt.
2. Az U CV halmaz pontosan akkor nyilt, ha a ¢~ 1(U) C K" halmaz nyilt.
3. Az U CV halmaz pontosan akkor korldtos, ha a cpfl(U) C K" halmaz korldtos.

Bizonyitds. Legyen (V,||-]|) véges dimenzi6s normalt tér és legyen (ex)g=1,..n ennek egy béazisa.
Ekkor a n
p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1
leképezés nyilvanvaléan lineéris bijekcio és az inverze is lineéris.

1. Mivel
/ n
" K" =Ry x> [lo(@)]]

norma a K" téren, ahol barmely két norma ekvivalens, ezért léteznek olyan a, 8 € R paraméterek,
hogy minden x € K™ esetén

lz]" = le@)l < aflll & 2l < Blal = Ble)l. (2.1)

Az els6 egyenlGtlenséghbdl

sup lp(2)] < a < oo
o <1
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adodik, vagyis ¢ folytonos. A méasodik egyenletbe minden y € V esetén az x = ¢~ !(y) elemet irva

o™ W)l < Byl

adédik, vagyis

sup [~ (y)]| < B <o
lyll<1

teljesiil, tehat ¢! is folytonos.

2. Legyen U C V. Ha U nyilt, akkor a ¢ leképezés folytonossaga miatt a o~ (U) C K" halmaz is nyilt.
Ha az U’ C K" halmaz nyilt, akkor a ¢! leképezés folytonossaga miatt a (¢ =) - (U") =) CK"
halmaz is nyilt. Ezt alkalmazva az U’ = ¢~ !(U) halmazra azt kapjuk, hogy ha ¢~1(U) C K" nyilt,
akkor U C V is nyilt.
3. Ha U C V korlatos halmaz, akkor létezik r € R, melyre U C B,.(0) teljesiil. Megmutatjuk, hogy
létezik olyan R € RT, melyre =1 (U) C Bg(0). Ha x € o~ 1(U), akkor |¢(z)|| < 7 és a (2.1) egyenlet
alapjan
2]l < Blle(x)ll < Br,

vagyis az R = (r jeloléssel élve x € Bg(0).
Ha az U C K" halmaz korlatos, akkor létezik 7 € R*, melyre U C B,.(0) teljesiil. Megmutatjuk, hogy
letezik olyan R € RT, melyre o(U) C Bg(0). Ha z € ¢(U), akkor ||<p*1(x)||oo < résa(2.1) egyenlet
alapjan

lzll = fle(e™ @) < e e (@)]|, < ar
vagyis az R = ar jeloléssel élve x € Bg(0).

2.28. Tétel. Minden V wvéges dimenzids vektortéren barmely két norma ekvivalens.

Bizonyitds. Legyen V véges dimenzios vektortér, valamint legyen ||-|| norma a V vektortéren. Le-
gyen tovabbé (e;)i=1,..n a V egy bazisa és tekintsiik a

n
p: K"—=V (al,...,an)+—>2akek
k=1

leképezést, mely a 2.27 tétel értelmében homeomorfizmus, a V' téren értelmezett normétoél fiiggetlendil.
Tegyiik fel, hogy U C V nyilt halmaz a ||-|| norma szerint. Mivel ¢ homeomorfizmus a (K", [|-|| ) és
a (V,]]-]]) terek kozdtt, ezért o1 (U) nyilt a K™ térben. Tovabba ¢ homeomorfizmus a (K™, ||-|| ) és
a (V||-]|') terek kozott is, ezért ¢ (o~1(U)) = U nyilt a (V,|-||") térben.

Ezutan a |||’ és a ||-|| norma felcserélésével kapjuk az allitast.

Magyarazat. Ezek utidn minden véges dimenziés V vektorteret olyan normalt térnek tekintiink,
ahol a nyilt halmazokat a normak indukaljak.

2.29. Tétel. Legyen V véges dimenzids vektortér és legyen ||-|| : V — RT tetszdleges norma. Ekkor
1. a 'V tér teljes;
2. a 'V egy részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zart.

Bizonyitds. Legyen V véges dimenzios vektortér, valamint legyen ||-|| norma a V' vektortéren. Le-
gyen tovabbé (e;)i=1,..n & V egy bazisa és tekintsiik a

n
p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezést, mely a 2.27 tétel értelmében homeomorfizmus.
1. A
/ n
K" =Ry x> [lp@)ll

leképezés norma a K” téren. A véges dimenzios K" téren ||-||" és ||-|| ekvivalens normék, ezért a 2.12
tétel alapjan létezik olyan o, 3 € RT szadm, hogy minden z € K" esetén

ozl < ol < Bllall’.
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teljesiil. Tehat minden z € V esetén a fenti egyenlGtlenséget alkalmazva az x = o~ 1(2) vektorra
allzll <l ()|, < Bzl
adodik. Legyen a : N — V' Cauchy-sorozat. Mivel minden n, m € N esetén
-1 -1 — |1
o™ an) =0 Ham) ||, = [le7 (@n = am)| o, < Bllan — anmll,

ezért az n — b, = ¢~ '(a,) sorozat Cauchy-sorozat a teljes (K™, ||-|| ) térben, tehét a (b, )nen sorozat
konvergens. Legyen A’ = lim b, és A = ¢(A’). A minden n € N szémra teljesiils
n—oo

1 1
|an — Al < . ||§0_1(an - A)Hoo = P lbn, — A/Hoo

egyenl6tlenség alapjan lim a, = A.
n—oo

2. Legyen K C V korldtos és zart halmaz. Ekkor a 2.27 tétel alapjan a ¢~ !(K) halmaz korlatos és
zart a (K", ||| ..) térben, vagyis a Heine-Borel-tétel alapjan ¢~ (K) kompakt. Azonban a ¢~ !(K)
kompakt halmaznak az f folytonos fiiggvény altali képe kompakt, ezért p(p~1(K)) = K kompakt
halmaz.

Ha K C V kompakt halmaz, akkor az 1.41 tétel alapjan korlatos, és zart.

2.30. Tétel. Minden normdlt tér minden véges dimenzids altere zdrt.

Bizonyitds. Legyen (V,|-]]) normalt tér és legyen L C V ennek véges dimenzios altere. Ekkor
(L, |||l ) véges dimenzi6s normélt tér, tehat az el6zs 2.29 tétel alapjan teljes.

2.7. Elpé terek

2.31. Definicié. Minden p € [1, oo paraméter mellett az

l%A{s:N%K’ Z|5n|p<oo}

n=0

halmazt, valamint p = co esetén az

sup |sp| < oo}
neN

halmazt K = R esetén valds- illetve K = C esetén komplex [P (ejtsd: elpé) térnek nevezziik.
2.32. Tétel. Minden p € [1,00] esetén lf, vektortér, a
1
[l : g — R s+ (an|p>
n=0

leképezés pedig norma az Iy téren. Tehdt minden p € [1,00[ valds szdmra (I, ||-||,) normalt-tér.

Bizonyitds. Legyen p € (1,00, =,y € lg és c € K. Megmutatjuk, hogy = +y € I és ||z +yll, <
Iz, + llyll,- A Minkowski-egyenlGtlenség alapjan minden N € N esetén

N N N
\ Z‘xn+yn|p <\ Z|xn|p+ \ Z|yn|p7
n=0 n=0 n=0

ezért

N N

p
N
p
Slentual” < {32zl + S lwl | < (lall, + lyll,)” < oo
n=0

n=0 n=0
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Tehét a Z |2 + yn|" sor konvergens, amibol 4y € Iy kivetkezik, tovabba ||z + yl|, < [lz[|, +[ly|,

n
is teljesiil. Minden ¢ € K és = € Ij esetén |lcx|, = |c| - ||lz[|,, nyilvanvalan teljesiil, ezért cz € I,
tehat % vektortér. A normara vonatkozo

[zll,=0 - x=0

kovetelmény szintén a definicié kdzvetlen kovetkezménye.

2.8. Osszefiiggs és ivszertien Osszefiiggs halmazok normalt terekben

2.33. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Ha xg,x1 €V, akkor a

Yzo,z1 - [O, 1] -V t— xo + t(.’El — .’Eo)

figguény folytonos.
2. Han € NT és zq,...,x, €V olyan, hogy minden k € {0,...,n — 1} esetén xj, # xp11, akkor
a
v [07 1] -V t— Lnt] + {nt} (x[nt]-‘rl - x[nt])
fiiggvény folytonos, tovibbd minden k € {0,...,n — 1} esetén minden t € [0,1] szamra
k+t
RET T (t) =7 <n>
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (V, ||-||) normalt tér.
1. Legyen xg, 1 € V olyan, hogy zy # x1 és legyen

Yzo,z1 [07 1] =V t— o +t((E1 — SCO).

Legyen to € [0,1] és € € R tetsz6leges. Ehhez definidljuk a 6 = paramétert. Ha ¢ € [0,1]

21 — 2ol
olyan, melyre |t — tg| < ¢ teljesiil, akkor
13
V0,1 (£) = Varoza (B0) || = [[(E = t0) (21 — @0)|| = |t — to| - [[21 — @o| < = - 21 — 20| = &.
21 — ol

Vagyis  folytonos a ty pontban és igy minden pontban is folytonos. Ha xg = x1, akkor a ~ fliggvény
nyilvan folytonos.
2. Legyen n € NT és xg,...,x, € V olyan, hogy minden k € {0,...,n — 1} esetén xp # w11 €8
tekintsiik a

v [07 1] =V t— Tnt] + {ﬂt} (z[nt]+l - JC[nt])

fiiggvényt. Legyen k € {0,...,n — 1} és t € [0, 1] tetszoleges. Ekkor
k+t
T\ ) T Tk +{k+ 1} @pra1 = Torn) = o+ U Tt — k) = Vap i (-

Ha k €{0,...,n— 1} és ¢ =1, akkor

k+1t
v (n> = Tlpr] +{F+ 1} (Traa)41 = Tirr1) = Tht1 = Yapapg (1)

Tehat minden k € {0,...,n — 1} és ¢ € [0, 1] szamra

k+t
Vﬁk»$k+1 (t) =7 <)

n
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teljesiil.
Megmutatjuk, hogy a ~y fiiggvény folytonos. Legyen to € [0,1] és € € RT tetsz6leges paraméter és

ehhez definidljuk a
1
0 = «min{s ’ ke {O,...,nl}}
n zk+1 — x|
szamot.

Ha ntg ¢ N, akkor legyen

0o = min{

k
to—nH ke{(),...,n—l}}

1
és legyen 6 = 3 min {41, 62}, valamint ky = [ntg] és ko = k1 + 1. Ekkor nyilvan kq, ke € {0,...,n}
Ha t € [0, 1] olyan, hogy |t — to| < d, akkor az

k k 0 0 k k
Lotg—to— = <ty— 2 <t<to+—=<to+|tg— —=|=—=
n n 2 2 n n
egyenlGtlenség alapjan
ki <nt< kz,
vagyis [nt] = [nto] = k1, tovabba az
nt = [nt] + {nt}
nty = [’I’Lto] + {nto}
egyenlségekbsl
{nt} — {nto} = n(t —to)
adodik. Ezért
||’7(t) - W(tO)H = Hx[nt] + {nt} (x[nt]-‘rl - w[nt]) = L[nto] — {nto} (m[nto]-‘rl - x[nto])H =
= [{nt} (xr, — k) — {nto} (zk, — z1,)| =
= [{nt} —{nto}| - lzr, — 2k, || =
= [n(t —to)| - [Ty — T, || =10+ [t = to] - lwk, — 2, || <
1 5
<n'61"|$k2izk1”§n'7 '”xkz*zle:{f?

n ||"I"1€2 — Tky ||

ami mutatja a «y fliggvény t; pontbeli folytonosségat.
1
Ha ntg € N, akkor legyen do = — és 0 = 3 -min {41, 02}, valamint k1 = ntg, k2 = k1 +1és ko = k1 — 1.
n
Ha ¢t € Jto,to + 0[N [0, 1], akkor

7 (t) = ()l = ||#pmey + {1t} (@41 — Tng) — Tinte) — {020} (Tlnte+1 — Tpto)) || =
= ||wk1 + {nt} (ku - xkl) - Tk, ” =
= {nt} - lzg, — 2l =
= n(t —to)| - lzk, — xp, || <
1 €

<n.7.7
n|lzk, — g, ||

’ ||mk2 - xkl” =¢.
Ha t € Jtg — d,t0[ N [0, 1], akkor az nt = [nt] + {nt} = k1 — 1 + {nt} egyenletbsl
1—{nt} =k —nt =ntyg—nt

adodik, amit alapjan

7 (t) = ()l = ||#pme + {1t} (@41 — Tne) — Tinte) — {020} (Tpnte+1 — Tpnto)) || =
= kao + {nt} (xkl - xko) — Tky ” =
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=1 —{nt}| llzr, — 2k, [l =
= [n(t —to)| - |2k, — 2k, || <
1 €

<n-—

- ||TR, — Tk, || =€
n kao _ :I;k:1|| || 0 l||

Tehat minden ¢ € |tg — d,to + J[ N[0, 1] esetén

() =y (to)ll <€

teljesiil, vagyis a ~ fiiggvény folytonos a ¢y pontban.
2.34. Tétel. Normdlt térben minden konvex halmaz ivszeriden dsszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér, A C V konvex halmaz és legyen z,y € A tetsz6leges két
pont. Ha x = y, akkor a v : [0,1] — V, v(t) = x fiiggvény nyilvan folytonos. Ha x # y, akkor az
el6z6 2.33 tétel alapjan a

~v:[0,1] = A t—az+tly—uz)

fliggvény folytonos és nyilvanvalé modon teljesiil ra v(0) = x és (1) = y, vagyis v Osszekoti az x és
az y pontot.

2.35. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. AV halmaz fvszerien dsszefiiggd.
2. AV halmaz dsszefiiggd.
3. Ha A CV olyan halmaz mely nyilt és zdrt, akkor A =0 vagy A =V teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (V,||||) normalt tér.

1. Mivel V konvex halmaz, ezért a 2.34 tétel alapjan ivszertien Osszefiiggd.
2. Mivel V ivszeriien Gsszefiiggs, ezért az 1.99 tétel alapjan Gsszefiiggs.

3. Az 1.102 tétel kovetkezménye.

2.36. Tétel. Legyen (V, |||) normdlt tér és A C 'V Gsszefiiggd nyilt halmaz. Ha B C A olyan nyilt
halmaz, melyre B # () és BN A = B teljesiil, akkor B = A.

Bizonyitds. Legyen (V,|[-]|) normalt tér és A C V Osszefiiggd nyilt halmaz. Legyen B C A olyan
nyilt halmaz, melyre B # () és BN A = B teljesiil. Tegyiik fel, hogy A\ B # (. Definialjuk az U = B
és V = A\ B halmazokat. Ekkor U #0, V #0), UUV = A és

TNV =Bn(A\B)=Bn(A\(BNA)=Bn(A\B)=0

teljesiil. Tegyiik fel, hogy UNV # 0, legyen z € UNV. Ekkor z € U = B miatt létezik olyan r € RT,
hogy B,(z) C B. Tovabba z € V = A\ B miatt létezik olyan z € A\ B, melyre |z — z|| < r teljesiil.
Ebben az esetben x € A, ¢ B, azonban x € B,(z) miatt z € B. Tehat téves volt az UNV # )
feltételezés, vagyis U NV = 0.

Ebbdl az az ellentmondas adodik, hogy az A halmaz nem Osszefliggs, vagyis az A\ B # () feltételezés
nem tarthato, igy A\ B =, amib6l B C A miatt B = A adodik.

2.37. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér és A C V nyilt halmaz. Ekkor az aldbbi kijelentések ekvi-
valensek.
1. Az A halmaz dsszefiiggd.
2. Minden x,y € A ponthoz létezik n € N és olyan zy,...,2, € A, hogy 20 = x, 2, = y €s
minden k € {0,...,n — 1} esetén [zx, zx11] C A.
3. Az A halmaz fvszeriien osszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen (V, ||-||) normalt tér és A C V nyilt halmaz.
1=2 Legyen ¢ € A egy rogzitett pont. Legyen

A{yeA’ 3n€N+73207-.~7Zn€A120:C’ Zn:y7 }

Vke{0,....n—1}: 2k # 2p+1, [k, 26+1) € A
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Megmutatjuk, hogy az A, halmaz nyilt. Ha x € A, akkor létezik olyan n € N, hogy
Jz0y.cy2n €A zg=¢, zn=u, Vk €{0,...,n—1}: 2zp # 2kt1, [2k, 2K11] € A.

Tovabba x € A, vagyis létezik olyan r € RT, hogy B,.(z) C A. Ha y € B,.(z) \ {z}, akkor [z,y] C
B.(x) C A, vagyis ha z,41 =y, akkor

20=20C Zn+1 =y, Yk €{0,...,n}: zk # zky1, |2k, 2k41] € A

teljesiil, vagyis y € A.. Tehat B,.(z) C A, is teljesiil, vagyis A. nyilt halmaz.
Most igazoljuk, hogy Ac N A = A.. Mivel A, C A. N A nyilvanvaléan teljesiil, ezért csak azt kell
igazolni, hogy A.N A C A.. Legyen x € A. N A. Ekkor 2 € A miatt létezik olyan r € R*, hogy

B,(z) C A teljesiil. Mivel 2 € A, ezért létezik olyan y € A, melyre ||z —y| < g teljesiil. Ekkor
y € By(x), vagyis [y, z] C B.(x) C A, valamint y € A, miatt létezik olyan n € N, hogy

20,y 2n €A 2z9=¢, 2z, =y, Yk €{0,....,n— 1} : 2k # 2k41, [2k, 2841] € A.
Ha z,+1 = =z, akkor
20=0¢, Zpy1 =2, Yk €{0,...,n}: 2 # zpp1, [2h,2041] €A

teljesil, vagyis x € A..

Ezek alapjan A. C A olyan nyilt részhalmaza az A Osszefiiggd halmaznak, melyre A. N A = A,
teljesiil, vagyis az el6zé 2.36 tétel alapjan A, = A.

Most legyen z,y € A két tetszbleges pont. Ekkor z,y € A., vagyis

Ine€NT3zg,...,2, €A zo=c, z, =2, V€ {0,...,n — 1} : 2 # 2k11, 2, 2601 €A
Im e NIy, ...,vm EA: vo=c, V=9, Yk €{0,...,m —1}: vp # Vpy1, [V, Vry1] € A

Legyen I = n+m és minden k € {0,...,1} esetén legyen

ur — 4 Ak ha k <n;
k Vg—n, ha k>n.

Ekkor
w=z, y=y, Vke{0,...,01 —1}: up # ups1, [ug,ups1] € A.

2=3 Legyen z,y € A két tetszéleges pont. Ehhez létezik n € Nt és olyan zg,...,2, € A, hogy
20 =1, 2z, =y és minden k € {0,...,n — 1} esetén zp # zk+1 €s [z, zp+1] C A. A 2.33 tétel alapjan
ekkor létezik olyan folytonos « : [0,1] — A gbrbe, melyre v(0) = x és y(1) = y teljestil.

3=1 Ha A ivszerten 0Osszefiiggs, akkor az 1.99 tétel alapjan Osszefiiggs.

2.9. Normalt terek szorzata

2.38. Tétel. Legyen n € NT, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vi, |-||,) normdlt tér, és legyen
n

peEloof. AV = H Vi halmazon értelmezzik a
k=1

Il :V —>Rar (1,...,2n) = max{|jzx], | k€ {1,...,n}}

1
n
||.||p:V—>R3' (T1,...,Tp) (ZkaHZ)
k=1

P
fiigguényeket. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A |||, figgvény norma.
2. Minden p € [1,00[ elemre a ||-||, figgvény norma.
3. Minden p € [1,00[ elemre a |||, és a |||, normdk ekvivalensek egymdssal.
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Bizonyitds. A bizonyitisa teljesen analog a 2.32 tétel bizonyitasaval.

2.39. Definici6é. Legyen n € NT, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vj, ||-||,) normalt tér és
legyen

I = HVk — R (1,...,2n) — max {||zg], | k€ {1,...,n}}.
k=1

n
A (H Vi, |||> normalt teret nevezziik a (Vi, |||y )k=1,....n normdlt terek szorzatdinak.
k=1

2.10. Normalt terek teljes burka

2.40. Tétel. Ha (V,|-||) normdlt tér, akkor létezik olyan (V',||-|') Banach-tér és j : V — V' linedris
izometria, melyre Ranj = V' teljestil.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér és V az N — V Cauchy-sorozatok halmaza, azaz
V={a: N> V|VecRTIN e NVn,m e N: (N <n,m — |lan —anl <e)}.

Megmutatjuk, hogy minden a € V esetén létezik a lim ||a,|| hatarérték. Valaszunk a € M tetszoleges
n—oo

elemet. Mivel minden m,n € N esetén
llanll = llamll] < llan — aml|

teljesiil, ezért az (||an||)nen sorozat Cauchy-sorozat, tehat konvergens. Definidljuk az ~ relaciot az V
halmazon az aldbbi modon.

~={(a,b) € Mx M| Tim ay]| = lim {16, }

A ~ relaci6 nyilvan ekvivalenciarelacio.
Legyen V! =V/ ~ és
I v — R (')~ sup lim |yl
aca’ M7
ahol a sup miveletre azért van sziikség, hogy az egyetlen szamot tartalmazé halmazbol szamot ké-
pezzen.
Ha aM,a® b p(2) € V olyan elemek, hogy aP ~ a® és b1 ~ b, akkor mivel minden n € N

esetén
o) = o ) <o =i+ ]

teljesiil, ezért a(® + bW ~ a® 4+ b2, Vagyis értelmezhets az Gsszeadas miivelet az ekvivalencia
osztalyokon is, melyet szintén a + szimbélummal fogunk jel6lni.
Tovabba, ha A € K és aV),a® € V olyan elemek, hogy a") ~ a® | akkor mivel minden n € N esetén

o =] < bt -]

teljesiil, ezért Aa() ~ Xa(®. Vagyis értelmezheté a szammal valé szorzas miivelet az ekvivalencia
osztalyokon, melyet szintén nem frunk ki. Ezek alapjan egyszerien megmutathato, hogy (V. |-|")
normalt tér.
Minden =z € V esetén jelolje & a konstans z sorozatot (mely nyilvan Cauchy-sorozat), és legyen
a2’ =&/ ~, valamint

jV =V x>
Ekkor j linearis izometria. A Ranj = V' egyenlGség és a (V,]-]|") normalt tér teljessége a metrikus
tér teljes burkanak konstrukciojabol (1.94 tétel) adodik.

2.41. Definicié. Legyen (V,|-||) normalt tér. Minden (V', |-|) Banach-teret és j : V — V' linedris
izometriat, melyre Ranj = V' teljesiil, az (V,||-||) normdlt tér teljes burkdinak nevezzik.
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2.42. Tétel. Legyen (U, |-||) normdit tér, (V,|||,,) Banach-tér, X C U siri linedris altér és A :
X — V linedris leképezés, mely folytonos az (X, ||| |x) normdlt téren. Ekkor létezik egyetlen olyan
A U = V folytonos linedris leképezés, mely az A kiterjesztése, vagyis A'lpoma = A, valamint
A"l = [IAll-

Bizonyitds. Legyen (U, ||-||) normalt tér, (V,|-||,,) Banach-tér, X C U stirti linearis altér és A :
X — V lineéris leképezés, mely folytonos az (X, ||| |x) normélt téren.

1. Ha A}, A, : U — V olyan folytonos fiiggvény, melyre A}|x = Aj|x teljesiil, akkor az egyenlség
folytatasanak az elve alapjan (1.66 tétel) A7 = A,. Tehat, ha létezik folytonos kiterjesztése az A
operatornak, akkor az egyértelm.

2. Legyen z € X tetszbleges pont. Ekkor létezik olyan a : N — X sorozat, melyre lima = x
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor az (Aay, )nen sorozat konvergens. Ehhez legyen € € R tetszéleges
paraméter. Mivel A egyenletesen folytonos, ezért létezik olyan 6 € RT, hogy minden yy, y» € X pontra
llyr — y2|| < 0 esetén ||Ayr — Ays|ly, < € teljesiil. Mivel az a sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat
is, tehat létezik olyan N € N kiisz6bindex, hogy minden N < n,m természetes szamra ||a, — an| < 0.
Ekkor viszont minden N < n, m természetes szamra ||Aa, — Aap|,, <e. Mivel a (V. [-||\,) tér teljes,
ezért az (Aa,)nen Cauchy-sorozat konvergens.

3. Legyen = € X tetsz6leges pont és a,b : N — X olyan sorozat, melyre lima = limb = 2 teljesiil.
Fésiiljiik 6ssze az a és b sorozatot az alabbi médon.

az, han paros;

c:N—=X nr—>{ b%’ ha n péaratlan.

Ekkor nyilvan lim ¢ = z, tovabba az el6z6 pont miatt létezik a lim Ac, hatarérték. Mivel (Aa,)nen
n—oo

s (Aby,)nen részsorozata az (Acy,)nen sorozatnak, ezért

lim Ac¢, = lim Ab,, = lim Aa,.

n— oo n—oo n—oo

4. Ezek utan definidlhatjuk tgy az A’ fiiggvényt, hogy minden x € X esetén vegyiink egy olyan
a : N — X sorozatot, melyre lima = z teljesiil és legyen A’z = lim Aa,. Vagy masképp leirva
n—oo

A/:{(:c,y)GYXV\ Ja:N— X: lima=z A y= lim Aan}.

n—oo

Ekkor nyilvan A C A’. Legyen A € K, z,y € X, valamint a,b : N — X olyan sorozat, melyre
lima =z és limb = y teljesiil. Ekkor az

Az +y) = Jim (A(ay, +b,)) = lim (Aa,) + lim (Ab,) = Az + Ay

n— oo n—oo

A'(A\x) = lim A()\an) = hm Aa, = \A'z

n—oo

egyenletek alapjan A’ linearis.

5. Legyen © € X, |lz| < 1 tetszéleges vektor és ¢ € RT tetszéleges paraméter. Legyen a : N — X
olyan sorozat, melyre lima = z teljesiil. Ekkor létezik olyan N; € N, hogy minden n € N, N; < n
esetén ||a, — ZEH < g, vagyis |lan|| < ||z|| + & < 1+e. Valamit A’z = hm Aa,, miatt létezik olyan

Ny € N, hogy minden n € N, Ny < n esetén ||A'x — Aa,|| < ¢, vagyis ||A’x|| < ||Aan||+e. HaneN
olyan, hogy max {Ny, No} < n, akkor

[A'z]| < [[Aan] +& < Al - [lan|l + & < (1 +€) A + ¢
adodik. Mivel ez minden pozitiv & paraméterre teljesiil, ezért [|A'z| < ||A||, amibdl pedig

1A% = sup. [Az| < || Al

)<
kovetkezik. A nyilvanvald

14l = sup ||Az]| = sup [|A’z|| < sup [A ]| = [|A"]

H I|<1 H II<1 H ||<1

egyenlGtlenség miatt || Al = || A7
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2.43. Tétel. Legyen (U, |-||) normdlt tér, melynek teljes burka (U’,j). Minden (V,|-||,,) Banach-
térhez és A : U — V folytonos linedris leképezéshez létezik egyetlen olyan A’ : U' — V folytonos
linedris leképezés, melyre A' o j = A teljesiil, tovibbd ||A’|| = || A]|.

Bizonyitds. Legyen (U, |-||) normalt tér, melynek teljes burka (U’,j), (V,||-||,,) Banach-tér és A :
U — V folytonos linearis leképezés. Vezessiik be az X = Ran j jelolést. Ekkor X siird lineéris altér
az U’ Banach-térben. Legyen A: X — V, Az = A(j7!(x)). Az A leképezés nyilvan linearis, tovabba

z€X zeX
llzll<1 flzll<1 lyll<1

Al — « A — q —1 — q —
4] = suw [ Az], = swp 4G )], = sup vl = a].

A 2.42 tétel alapjan létezik egyetlen olyan A’ : U’ — V folytonos linearis leképezés, mely az A
kiterjesztése és amelyre ||A'|| = HAH = || A]| teljesiil. Tovabba, minden y € U esetén

(A0 j)(x) = A'(j(x) = A(j(x)) = A(j ' (j(2))) = Az,
vagyis A" o j = A.

2.44. Tétel. Legyen (V, ||-||) normadlt tér, melynek (V1,|-|l;) és (Va,|-|l5) a teljes burka. Ekkor létezik
egyetlen olyan A : Vi — Vs linedris izometrikus homeomorfizus, melyre jo = A o j; teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (V,|-||) normalt tér, melynek (Vi,|-||;) és (Va,||]|,) a teljes burka.

Legyen f : Ranj; — Vo, f = jo ojl_l. Ekkor f : V3 — V5 siriin értelmezett linearis izometria,
ezért a 2.43 tétel alapjan létezik egyetlen folytonos linearis A : V; — V5 kiterjesztése, mely szintén
izometria. Mivel f o j; = ja, ezért Ao j; = jo. Megcserélve a (V7,51) és (Va, ja) szerepét az adodik,
hogy létezik olyan folytonos linearis A’ : Vo — V; izometria, mely az f’ : Ranjy — Vi, A’ = j; 045"
kiterjesztése és melyre A’ o jo = j1 teljesiil. Ekkor

Aojiojyt =jaojy ! =idranjs
(A o A/)|Ranj2 = idVg |Ranj2

miatt az egyenlség folytatasanak az elve (1.66 tétel) alapjan A o A" = idy,. Szerepcserével pedig
A’ o A =idy, adodik. Ez azt jelenti, hogy A izometrikus bijekcio, tehat A~1 is folytonos. Vagyis A
izometrikus homeomorfizmus, melyre jo = A o j; teljesiil.

Az e6bbi jelolések mellett tegyiik fel, hogy A1, A : Vi — V5 olyan folytonos linearis leképezések, me-
lyekre jo = Ay 0j1 = Agoj; teljesiil. Ekkor Aj|ranj; = A2|Ran j,, amibdl az egyenlSség folytatasanak
az elve alapjan A; = As kovetkezik.

2.45. Tétel. Minden normadalt térnek létezik teljes burka és bdrmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

Bizonyitds. A 2.40 és a 2.44 tétel alapjan nyilvanvalo.
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3. Hilbert-terek

3.1. Skalaris szorzassal ellatott terek

3.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a
<'7'>:VXV_>K (m,y)'—><:v7y>

leképezés skaldris szorzds, ha
Ve eV: (z,z) € R};
VeeV: (x,2) =0 < x=0;
Ve,y,z€V: (x+y,2) =
Ve,y e VVA € K: (Ax,y)
Ve,y e Vi (x,y) = (y,x).
Azt mondjuk, hogy V' skaldrszorzatos vektortér, ha a V vektortéren adott egy skalaris szorzas.

I
>0

3.2. Tétel. Legyen V skaldrszorzatos vektortér K felett. Ekkor minden x,y,z € V vektorra és A € K
skaldrra

(Ty+2)=(w,y +(x,2)  (3,M) =,y

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett, x,y,z € V és A € K. Ekkor

(T, y+2)=(y+2m) = (y,r)+ (2,7) = (x,y) + (v, 2)
(,y) = My, 2) = Ay, ) = Az, y) .

3.3. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.)  Legyen V' skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V wvektorra

2
[z, 9)|” < (z,2) - (y,9)

teljestil.

Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett és legyen x,y € V. Ha x = y = 0, akkor

nyilvan teljesiil az egyenlGtlenség, ezért tegyiik fel, hogy y # 0. Tekintsiik minden ¢ € K esetén a

z = x — ty vektort. Ekkor a skalaris szorzas alaptulajdonsiga miatt

0< (2,2) = (z — ty,x — ty) = (z, ) — T {y,2) — t {x,) + t|” (v,9) -

Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe a t = EZ Z; értéket
(z,y) (y, ) (y, =) (z,y)
OS z,Tr)— Yy, x) — z,y + Y,Y9) =
G T ) Y e Y
1

2
= 7\ z,T)\Y,Yy) — T, Y )
gy (20 o) = 1.0
adodik.

3.4. Tétel. Legyen V wvektortér és (-,-) skaldris szorzds a V wvektortéren. Ekkor

Ho||:V%]Rar x =/ (x,z)

norma.
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Bizonyitds. A skalaris szorzas definici6ja alapjan minden x € V vektorra és ¢ € K szamra

leall = Vlew,ca) = VE et = |2 (o) = | (7)) = Vol ol = I - e

teljesiil.

Ha z = 0, akkor ||z|| = v/0 = 0. Ha valamilyen x € V vektorra ||z| = 0, akkor (z,z) = 0, vagyis
z=0.

Legyen z,y € V tetszileges. Azt kell igazolni, hogy

Vig+y,z+y) < Vi) + V()

teljesiil. Mivel a bizonyitandé egyenlétlenség minden tagja pozitiv, ezért elég az egyenlStlenség négy-
zetét igazolni, vagyis, hogy

(x+y,z+y) <(z,x)+ Yy +2 =]yl
(2, y) + (y, ) <2 [l - [lyll
Re (z,y) < [zl - |yl

teljesiil. Ez viszont rogton adodik a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenségbdl és a komplex
szémokra vonatkozoé Re (z,y) < |{(z,y)| egyenlStlenségbdl.

3.5. Tétel. (Parallelogramma-egyenldség.) Ha V skaldrszorzatos vektortér, akkor minden x,y € V
vektorra
2 2 2 2
lz+yllI” + llz —ylI” =2|z]" + 2|yl

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér és x,y € V. Ekkor

lz+yl> +llz -y’ = (@ +y2+y) + (@ —yz—y) =
= (z,2) + (z,y) + (¥, 2) + (y,9) + (z,2) — (2,9) — (Y, 2) + (y,y) =
=2||z)” + 2yl

3.6. Definicié. Legyen V vektortér és (-, -) skalaris szorzas a V téren.
— Ekkor a (V, (-, -)) part prehilbert-térnek nevezzik.
— A (V,(-,-)) part Hilbert-térnek nevezziik, ha a skalaris szorzasbodl szarmaztatott normara nézve
teljes normélt tér.

Jelolés. A (pre-) Hilbert-tereket a tovabbiakban csak az alaphalmaz szimbolumaval jelljik és a
térhez tartozd skaléaris szorzast csak akkor irjuk ki, ha annak elhagyasa félrevezets lenne. Tovabba
adott JZ Hilbert-tér esetén a L(H°, ) térre a L (H) vagy a B(H) jelolest fogjuk hasznalni.

3.7. Definicié. Legyen .77 Hilbert-tér, I nem iires halmaz és minden ¢ € I esetén legyen 0 # ¢; € 7.
Azt mondjuk, hogy az (e;);er vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden i, j € I elemre, ha i # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € T elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonalis rendszer;

— teljes rendszer, ha

Vxe%((%e]:(ei,x>:0)%x20)

teljesiil;
— Schauder-bdzis, ha teljes linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.

3.8. Tétel. Legyen J¢ Hilbert-tér és z € I tetszileges vektor. Ekkor a

(,2):H# =K x = {(x,z)
(z,") :H# =K x> (z,1)

leképezések folytonosak.
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Bizonyitds. Legyen s Hilbert-tér és z € S tetszbleges vektor. Mivel a (z,-) leképezés a skalaris
szorzés definicioja alapjan linearis és a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenség alapjan

Iz, )l = sup [(z2)] < sup, [l - flz[l < {lz[] < o0,

llzll< llzll<

ezért a linearis leképezések folytonossagara vonatkozo 2.13 tétel alapjan (z, ) folytonos linearis leké-
pezés.

Mivel a konjugalas mivelete folytonos és (-, z) = (z, ), ezért (-, z) két folytonos leképezés kompozici-
oja, igy folytonos.

3.9. Tétel. Legyen (e,)nen teljes ortonormdlt rendszer a ¢ Hilbert-térben. Ekkor az aldbbiak tel-
jestilnek.

1. (Bessel-egyenldtlenség.) Minden x € 7 vektorra és J C N halmazra

> e @) < =]

neJ

x = Z (en,x) ep.

neN

2. Minden x € 5 vektorra

3. (Parseval-egyenléség.) Minden x € S vektorra
2 2
1* =" l{en, 2)|*
neN

Bizonyitds. Legyen (e, )nen teljes ortonormalt rendszer a 2 Hilbert-térben és legyen @ € 2 tet-
sz6leges vektor.
1. Mivel minden NV € N esetén

N

x—Z(en,x> en

n=0

2 N N
0< <x—z €, L) €5, T Z €j,T > =
7=0

(2

N

N N
= ”xHZ - Z (e, x) (e @ Z (ej, ) (w,e;) Z (es, ) (ej,x) (e, e5) =

=0 Jj=

N

N
=lzl* =2 I{ei, )] +Z civa) (eiy @) = ||z =Y Hei )

1=0 1=0 1=0

teljesiil, ezért minden N € N esetén

N
> lew o) < [l=)®
n=0

Tehéat
> lew o) <l
neN

is teljesiil, valamint ha az Osszegzés csak egy J C N halmazra végezziik el, azzal csak csokkenteni
tudjuk a bal oldalon &ll6 kifejezés értékét, vagyis minden J C N esetén

> len ) < )

neJ

n

2. Minden n € N esetén legyen a,, = Z (er, x) ex. Minden m,n € N, m > n szdmra

k=0
m 2 m m
2
lotm — an|l” = Z ks T :< Z (e, x) e, Z (ej,x) ej> = (3.1)
k=n+ 1=n—+1 j=n+1
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m m

2

= Y lenmlepa)lene) =Y, Hewal.
1,j=n+1 i=n+1

Az 1. pont alapjan Z |<en,gc>|2 < 00, tehat minden ¢ € R szdmhoz létezik olyan N € N, hogy

neN

minden n € N, n > N szamra
oo

> len 2)? < &

k=n

teljesiil, vagyis a (3.1) egyenl6tlenség alapjan minden n,m € N szdmra N < n,m esetén
ot — anll < e

teljesil, vagyis az n — «, sorozat Cauchy-sorozat, ezért konvergens is, vagyis létezik a Hilbert-térben

az= en,T) e, vektor.
> (ens )

neN
Legyen k € N tetszéleges. A skalaris szorzas folytonossaga miatt

N
<ek,x — Z (en, ) en> = (eg,x) — <ek,1\}i_r>nooz (en, ) €n> =

neN n=0

—00 —00
n=0

N N
= (e, x) — Nlim <ek, Z (en,x) en> = (ex,x) — Nlim Z (en,x) (ex,en) =

n=0

= (ex,z) — {eg,x) =0

teljesiil. Mivel az (e, )nen vektorrendszer teljes, ezért

x — Z (en, ) e, = 0.
neN
3. A 2. pontban bizonyitott egyenlGséget skalarisan szorozva az = vektorral

(x,x) = <x, Z (én,x) en>

neN

lz]* =D (e @) (z,e0) = Y I{en, )

neN neN
adodik.

Kiegészités. Az alabbi tétel segitségével konnyen eldonthetd, hogy egy normalt tér norméja skalaris
szorzasbol szarmazik-e vagy sem.

3.10. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Pontosan akkor létezik a V wvektortéren olyan skaldris
szorzds mely V' normdjdt generdlja, ha minden x,y € V vektorra

2 2 2 2
2+ yll” + [z —ylI” = 2= + 2|y

teljesiil.

3.2. Vektor ortogonilis projekci6ja zart altérre

3.11. Tétel. Legyen 5 Hilbert-tér, W C I nem iires, konvez, zdrt halmaz és x € 5. Ekkor létezik
egyetlen olyan y € W, melyre

distwy (z) = inf |12 = o = |z — y]

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen 5 Hilbert-tér, W C J# nem iires, konvex, zart halmaz és x € 5. Vezessiik
be a d = disty (z) jelolést. Minden n € N esetén létezik olyan w,, € W vektor, melyre

1
— <d I
o — ol <d+ —
teljestil. Mivel minden n € N esetén d < ||w,, — z|| ezért lim ||w, — z| = d teljesiil. Legyen ¢ € R
n—oo

tetszGleges paraméter. Ekkor a lim ||w, — z||> = d* hatarérték miatt létezik olyan N € N, hogy
n— oo

. 5
minden n € N, N < n természetes szamra ||w, —:r||2 < &+ T Ha n,m € N olyanok, hogy

N < n,m, akkor W konvexitasa miatt wn—’—% € W és parallelogramma-egyenl&ség szerint
lwn = winll* = | (wn = 2) = (W = 2)|* = 2 |[wn = @l|* + 2 wm = 2] = [|(wn — @) + (wi = 2)|* =
2
= 2w — 2?2 g — 2? — 4| I gl <

<2 fwp — ) + 2 lwm — || — 4d2 = 2 (Hwn P d2) +2 (||wn - d2) <e.

Tehét a (wp)nen sorozat Cauchy-sorozat. Mivel S teljes, ezért létezik a lim w, = y hatarérték,
n—oo

valamint W zartsaga miatt y € W. Erre az y vektorra

[z =yl = lim |z —wp| =d
n—oo
teljestl.
Az y vektor egyértelmiiségének a bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy léteznek olyan yy,y. € W, melyekre
|z — y1]| = ||z — y2|]| = d. Ekkor a parallelogramma-egyenlség szerint

2 2 2 2 2
lyr = wall” = l(n1 = 2) = (w2 = D)I” = 2[ly1 — =[] + 2[ly2 — 2" = [[(41 — 2) + (g2 — )" <

Y1 + Y2 2
2 2
=2 g1 — )+ 2|lyp — 2[* — 4 —x‘ <

2

< 2d% 4+ 2d? — 4d* = 0,
tehat |ly1 — y2|| = 0 miatt y1 = yo.

3.12. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér.
— Az x,y € V vektorok ortogondlisak vagy merdlegesek egymdsra, ha (z,y) = 0.
— Az x € V vektor ortogondlis vagy merdleges a W C V' halmazra, ha minden y € W esetén

(x,y) =0.
— Az L,W CV halmazok ortogondlisak, ha minden x € L és y € W esetén (x,y) = 0.

3.13. Tétel. Legyen 5 Hilbert-tér, W C J¢ zart linedris altér és x € 5. Legyen xyw € W az az
egyértelmiien meghatdrozott vektor, melyre ianV |z —z|| = ||lo —xwl. Ekkor xw az egyetlen olyan
ze

vektora a W linedris altérnek, melyre x — xyw ortogondlis a W altérre.

Bizonyitds. Legyen 5 Hilbert-tér, W C J2 zart lineéris altér, z € S és xy € W az az egyértel-
miien meghatarozott vektor, melyre ianV |z —z|| = ||l* — 2w||- Legyen z € W tetszsleges vektor és
zE

t € K paraméter. Mivel W lineéris altér, ezért xy + tz € W. Ebben az esetben viszont
lz — aw|* < llz — 2w — t2[|* = |2 — 2w ||* + |7 |2]* = 2Re (¢ (z — 2w, 2))

alapjan
0 < [t ||z]|> = 2Re (t (z — 2w, 2)) .

Tehét minden A € R esetén a t = X vélasztassal élve 0 < A2 z||* — 2ARe ((z — zw, 2)), amibél
Re ({(x — zw, 2)) = 0 kovetkezik. Tovabba minden A € R esetén a ¢t = i\ valasztassal élve 0 <
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A2|z)° +2t Im ((z — xw, 2)), amib6l Im ((z — 2w, 2)) = 0 kdvetkezik. Vagyis (x — zw, z) = 0 teljesiil
minden z € W vektorra, tehat x — xy ortogondlis a W altérre.

Tegyiik fel, hogy y € W olyan vektor, hogy = —y ortogonalis a W altérre, tehat minden z € W esetén
(z,x —y) = 0. Mivel zy —y € W, ezért (xw — y,z —y) = 0, amibdl pedig

lew -yl = (ew -y, 2w —y) = (aw —y, (zw —2) + (2 —y)) =

kovetkezik, tehdt y = xyy .
3.14. Definicié. Legyen 52 Hilbert-tér, W C JZ zart linearis altér és © € J7. Legyen xzy € W az

az egyértelmtien meghatarozott vektor, melyre inlg/ Iz — z|| = ||z — zw||. Ekkor az xw vektort az x
zE

vektor W altérre valo ortogondlis vetiiletének vagy projekcidjanak nevezziik.

3.3. Zart altér ortogonalis kiegészits altere
3.15. Definicié. Legyen .7 Hilbert-tér és L C S nem iires halmaz. Ekkor a

Y2 (e |Veel: (2 =0)
halmazt L ortogondlisinak nevezziik.

3.16. Tétel. Legyen 5¢ Hilbert-tér.
1. Minden nem iires L C € esetén L zdrt linedris altér.
2. Minden nem tires L C K C J esetén K+ C L+,
3. Minden nem iires L C 7 esetén L C L1+,

Bizonyitds. Legyen s Hilbert-tér.
1. Tegyiik fel, hogy L C 2 nem iires halmaz. Ekkor minden =,y € L' és A € K esetén mivel minden
z € L vektorra

(x+y,2z) =(z,2) + (y,2) =0 Az, z) = X{x,z) =0

teljesiil, ezért = + y, Az € L. Tehat L' linearis altér. Az L' zartsaganak igazolasahoz legyen

a: N — L' tetszoleges konvergens sorozat a ¢ = lim a, hatarértékkel. Tetszéleges z € L esetén a
n—oo

skalaris szorzas folytonossaga (3.8 tétel) miatt

(z,¢) = <z, lim an> = lim (z,a,) = lim 0=0,
n—00 n—00 n—00

vagyis ¢ € L*. Mivel minden L halmazban haladé konvergens sorozat hatarértéke a halmazban
van, ezért L' zart halmaz.

2. Tegyiik fel, hogy L C K C % nem iires halmazok és x € K+. Ekkor minden z € K esetén
(r,z) = 0. Mivel L C K, ezért minden z € L esetén is (z, z) = 0, vagyis x € L*.

3. Legyen L C % nem iires halmaz és * € L. Ekkor minden 2z € L+ esetén (z,2) = 0, vagyis
re Lt

3.17. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és W C S zdrt linedris altér. Ekkor W és W zdirt ortogondlis
kiegészitd alterek, vagyis W N WL = {0} és W + W+ = I teljesiil.

Bizonyitds. Legyen 2 Hilbert-tér és W C # zart linedris altér. Ha z € WNW, akkor (z,2) = 0,
vagyis z = 0. Legyen = € J tetszbleges vektor. Ekkor xy € W és  — xy € W, tehat az

z=zw + (z —aw)
egyenlGség miatt W + Wt = 7.

3.18. Tétel. Ha 57 Hilbert-tér és W C I zdrt linedris altér, akkor W = wtL,
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Bizonyitds. Legyen s Hilbert-tér és W C J# zart linearis altér. A 3.17 tételt alkalmazva a W+
zart altérre W+ + W+ = # adodik, ugyanakkor W + WL = J# és nyilvan W C WL, Ezek
alapjan W = W+, ugyanis ha 0 # x € WL, akkor z ¢ W+, tehat W + W+ = 2 miatt z € W.

3.19. Tétel. Ha s¢ Hilbert-tér és L C 3¢ linedris altér, akkor L = L.

Bizonyitds. Legyen . Hilbert-tér és L C J linearis altér. Mivel L C L, ezért a 3.16 tétel alapjan
i C L+, amibdl viszont L+ C I adodik. A 3.18 tételt alkalmazva az L linearis altérre azt
kapjuk, hogy T = L. Ezek alapjan L' C T. Az T C L' tartalmazas pedig a 3.16 tétel alapjan
nyilvanvalo.

3.4. Ortogonélis projekciok
3.20. Tétel. Ha 57 Hilbert-tér, W C I zdrt linedris altér, tekintsik a
P — T Ty

leképezést.
1. A P leképezés linedris.
2. A P leképezésre RanP =W és Ker P = W+.
3. P2=P
4. Ha W # {0}, akkor ||P| = 1.

Bizonyitds. Ha 5 Hilbert-tér, W C 52 zart linearis altér és P : 3¢ — 7, Px = zyy.
1. Legyen z,y € S tetsz6leges vektor és A € K skalar. A 3.13 tétel alapjan ekkor minden z € W
esetén (r — Px,z) = (y — Py, z) = 0. Tehat minden z € W esetén

(xt+y— (Px+ Py),z) =0 és (A — APz,2) =0

amibol megint a 3.13 tétel alapjan P(x + y) = Px + Py és P(Ax) = APz adodik.

2. A P leképezés definicioja alapjan Ran P C W és ugyancsak a definicié alapjan minden z € W
vektorra Pz = x teljesiil, tehat W C Ran P. Ha = € Ker P, akkor Px = 0, a 3.13 tétel alapjan pedig
ekkor x — Pr = x merdleges a W altérre, tehat 2 € W+. Ha z € W+, akkor 2 — Pz is merdleges a
W altérre, ami Px = 0 mellett kdvetkezik be, tehat x € Ker P.

3. Minden = € /7 esetén Px € W és minden z € W esetén definicié szerint Pz = z, ezért P?z =
P(Pz) = Px.

4. Mivel W # {0}, ezért létezik olyan z € W, hogy ||z|| = 1 és ekkor az operatornomara

IP|| = sup [[Pzl| = [Pzl = ||zl = 1
llzll<1

teljestil, vagyis 1 < || P||.

3.5. Riesz-féle reprezentacids tétel

3.21. Tétel. (Riesz-féle reprezentdcids tétel.) Ha S Hilbert-tér és ¢ € ', azaz ¢ : H — K

folytonos linedris leképezés, akkor létezik egyetlen olyan z € F vektor, hogy minden x € J esetén
p(r) = (z,2)

teljestil.

Bizonyitds. Legyen 5 Hilbert-tér és ¢ : 5 — K folytonos linearis leképezés. Ha ¢ = 0, akkor
z = 0 olyan vektor, melyre

Vo € I o(z) = (z,z).

A tovabbiakban tegytiik fel, hogy ¢ # 0. Ekkor létezik olyan y € 52, melyre ¢(y) #0. A W = Ker g
linearis altér zart ¢ folytonossiga miatt, igy erre az altérre lehet ortogondlisan vetiteni. Legyen P a
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W altérre valo ortogonélis vetités operatora és tekintsiik az y' = y — Py vektort, melyrél a 3.13 tétel
alapjan tudjuk, hogy ortogonalis a W altérre, azaz y' € W+,
Ekkor y' # 0, hiszen

0# ¢(y) = p(Py) +¢(y) = o(y).
Ekkor barmely x € 57 vektor esetén
ey )z — p(z)y’ € Kerp =W

amibél y' € W+ miatt
(W', e(y)r —p(z)y’) =0
adédik. Vagyis minden x € S esetén

2 Yy’
W o)) =, e@)y) = o) 2)=p@ VI = <r;,”3y’,w> = ().
ey) . ) _ o
I /||2y vektorra minden x € J# esetén p(x) = (z,z) teljesil.
Y

A z vektor egyértelmtiségét ugy igazoljuk, hogy tegyiik fel létezik olyan zi,zo € S vektor, hogy
minden x € S esetén

Tehat a z =

p(x) = (21,2) = (2, 2).

Ebbdl az x = z1 — 29 vélasztassal (z1 — 22,21 — 2z2) = 0 adodik, vagyis z1 = zs.
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4. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

4.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

4.1. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, A C T, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N
esetén legyen f,, € F(T, M).
Ekkor az (f,)nen rendszert fiigguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

I {te () Dom f, | Elnli_{r;ofn(t)}%M ts lim f,(t) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nlgréo fn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom [ és ILm fola = fla
teljesiil; e
— pontonként konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az [ fiigguényhez, ha az egész T halmazon konvergal az f fliggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergl;
— egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha

Ve e RTAN e NVn e NVt € A: (N <n — d(fu(t), f(t)) <e)

teljesiil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fiiggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez, ha az egész T halmazon egyenletesen konvergal az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha létezik olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergél;

— lokalisan egyenletesen konvergens, ha a T halmazon adott egy dr metrika és minden ¢ € Dom f
pontnak van olyan kdrnyezete, ahol az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

4.2. Definicié. Legyen T nem ires halmaz, (V,||-||) normalt tér, valamint minden n € N esetén
legyen f, € F(T,V).
— Az (fn)nen fligguénysorozathoz rendelt fiigguénysort a

S NS FTV) ke [t fi)

képlettel definialjuk.
A Z fn fliggvénysor pontonkénti Gsszegfiiggvénye

n

an:{te ﬂDomfn|Ean(t)}—>V ter > falt) .

neN neN neN neN
— Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

A C Dom Z fn és minden ¢ € A esetén Z I fn(®)] < oo teljesiil.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a an fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a T halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.
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Megjegyzés. Legyen T nem iires halmaz, (V) ||-||) normélt tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T,V). Definidljuk minden n € N szdmra a

gn: T =V tHij(t)

figgvényt. Ekkor a Z I fiiggvénysor pontonkénti sszegfiiggvénye megegyezik a (g )nen fliggvény-

sorozat pontonkénti hatarfiiggvényével. A definici6 szerint az (f,,)nen fliggvénysorozathoz rendelt
fiiggvénysor éppen a (gn)nen fliggvénysorozat. Igy beszélhetiink a Z fn fiiggvénysor egyenletes

n

konvergencidjarol. Tehét a Z fn fliggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens az A C T
halmazon, ha létezik olyan F € F(T,V) fiiggvény, hogy

VeeRTAN eNVReNVt€ A: (N <n = |F(t)=)_ fi(t)|[<e
§=0

teljestl.

O

4.3. Tétel. Legyen T nem dres halmaz, (M,d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan fiiggvénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(T, M) figgvényhez. Ekkor
az (fn)nen fliggvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € T: (N <n,m — d(fn(t), frm(t)) <€)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen T nem tires halmaz, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan fiiggvénysorozat, mely pontonként konvergal az f € F(T, M) fiiggvényhez.

Tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen € € R tetsz6leges
paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt 1étezik olyan NV € N, hogy minden N < n € N szamra

VteT: d(fa(t), f(t)) <

N ™

Ekkor minden N < n,m € N szamra

VEET : d(falt), fm(t) < d(fa(t), (1) + (D), fm(8) < 5+ 5 =2

teljesiil, ami bizonyitja az egyik irdnyu kovetkeztetést.
Most tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozatra

Ve e RTAN e NVn,om e NVt € T : (N <n,m — d(fa(t), fm(t)) <e)

teljesiil és legyen ¢ € RT tetszleges paraméter. Ekkor a feltevés miatt létezik olyan N € N, hogy
minden N < n,m € N szamra
VteT: d(fu(t), fm(t) <e

teljesiil, amibél a d metrika folytonossaga miatt
VT Tim d(fu(t). fn(®) = d (falt), T fu(t)) = d(fa(t), F() < =
adodik.

4.4. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d") metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
C(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fiigg-
n—oo

vénysorozat egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,M’").
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Bizonyitds. Azt kell megmutatni, hogy az f fiiggvény minden x € M pontban folytonos. Legyen
13

x € M tetszbleges pont és ¢ € RT tetszdleges paraméter. Ekkor az 3 szdmhoz létezik olyan N € N

kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra

sup d'(fu(t), f(t)) <

teM

OJH")

Mivel az fyi1 fiiggvény folytonos az x pontban, ezért létezik olyan § € RT, hogy minden t € Bs(z)
pontra fy11(t) € Be (fn11(w)) teljesiil. Ekkor

teBs(x) = d(ft),f(2)) <d(f{), fn41(t) +d'(fn1 (D), v (@) + d (fnia (@), f(2)) <e,

vagyis az f fliggvény folytonos az x pontban.

4.5. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és (V, || normcilt tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € C(M,V). Tegyik fel, hogy létezik az [ = an osszegfiigguény, Dom f = M és a an

fiigguénysor egyenletesen konvergdl az f fuggvenyhez Ekkor fecum,v).

Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér és (V,||||) normalt tér, valamint minden n € N esetén

legyen f, € C(M,V). Minden n € N természetes szamra definidljuk a g, = Z fx fiiggvényt. Ekkor
k=0
a (gn)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 4.4 tételt adodik az &llitas.

4.2. Korlatos folytonos fiiggvények tere

4.6. Definicié. Legyen T nem iires halmaz, (M, d) metrikus tér és f : T — M tetsz6leges fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fligguény korldtos, ha Ran f C M korlatos halmaz. A T — M korlatos
fiiggvények halmazat jeldlje FP (T, M). Ha (T,dr) metrikus tér, akkor a T' — M folytonos korlatos
fiiggvények halmazat pedig jelolje CP (T, M).

4.7. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. A

H.”sup *

(CP(M,V) =R fesup |l f(t)]|
teM

leképezés norma az CP (M, V) vektortéren, igy (CP(M,V), ) mormdlt tér.

lsup

Bizonyitds. A |||, fiiggvény nyilvanval6 modon teljesiti a norma tulajdonsagait.

sup

4.8. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. Legyen (fn)nen a CP(M,V) halmaz-
ban haladé pontonként konvergens figgvénysorozat, melyre f = lim f, € C*(M,V) teljesiil. Ebben
n—oo

az esetben az (fn)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha az (fn)nen Sorozat
konvergens a (C*(M, V), |||l ,,) normdilt térben.

Bizonyitds. Legyen (fn)nen a CP(M, V) halmazban halad6 pontonként konvergens fiiggvénysoro-
zat, melyre f = li_}rn fn € CP(M,V) teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az (fn)nen filggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen ¢ € R tetszéleges
paraméter. Ekkor az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan N € N, hogy

VneNVzeM: (N<n — |fulz)— f(2)]| <e),

vagyis minden N < n természetes szamra

[ = fllsup = sup [Ifn(2) = f(2)[| < e
reM
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Tehét az (fy)nen sorozat konvergens a (CP(M, V), |-[|,,,) normélt térben.

Most tegyiik fel, hogy az (fn)nen sorozat konvergens a (CP(M, V), |-[|,,) normalt térben és legyen
€ € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor a létezik N € N, hogy minden N < n természetes szamra

Hﬂf_f”wp<:&
vagyis
VneNVzeM: (N<n = |[fu(z) = f(2)] <e),
tehat az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

4.9. Tétel. Legyen (V,|-||) Banach-tér, valamint (M,d) metrikus tér. Ekkor (C*(M,V), |[l4yp)
Banach-tér.

4.10. Tétel. Legyen T nem dires halmaz, (V,||-||) Banach-tér és (fn)nen az F(T,V) halmazban ha-
lado fiigguénysorozat. Ha a an fiigguénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként

n
konvergens is.

Bizonyitds. Legyen T halmaz, (V,||-||) Banach-tér és (f,)nen az F(T,V) halmazban halado fligg-
vénysorozat. Tegyiik fel, hogy a Z fn fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens. Ekkor minden

n

t € T esetén a Z fn(t) sor abszolut konvergens a V' Banach-térben, ezért konvergens is. Tehat a
n
fliggvénysor minden pontban konvergens.

4.11. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen T egy nem tres halmaz, (V, ||-||) Banach-tér és (fn)nen 0z
F(T,V) halmazban haladé figguénysorozat. Ha a an fligguénysorra
n

D_supl|fu(t)] < o

neN
teljesiil, akkor egyenletesen is konvergens.

Bizonyitds. Legyen T nem iires halmaz, (V,|-||) Banach-tér és (fn)nen az F(T,V) halmazban
haladé fiiggvénysorozat. Tegyiik fel, hogy a Z fn fliggvénysorra

n

D_sup [lfa(t)] < oo.

neN

Ekkor a Z fn fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens, tehat konvergens is. Legyen f = Z fn.

n n=0
Definialjuk az
a:N— Rf n — sup || fn(t)]]
teT
o0
sorozatot. Ekkor Z an, < oo. Legyen ¢ € R* tetszSleges paraméter. Ekkor létezik olyan N € N,
n=0
o0
hogy minden N < n € N szamra Z ay, < € teljeslil. Ekkor minden N < n természetes szamra és
k=n

t € T pontra

= < S IR0I< Y a<e

k=n+1 k=n+1

i fu(t)

k=n-+1

Hf(t) S A

k=0

teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy a Z fn fliggvénysor egyenletesen konvergens.

n
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4.3. Hatvanysorok

4.12. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen (V,||-]|) normalt tér, a : N — V tetszdleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt
az aldbbi médon.

o0 o0
P,: {33 e K ‘ Z anx” konvergens} -V - Z anx"

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyiitthatdji 0 kdozépponti hatvdinysornak nevezziik.
- Az a : N = V sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 < limsup v/||a,| < oo;
n—oo

1
limsup ¥/|[an|’
n—oo

R 2
a = 0, ha limsup V/|a,|| = oo;
n—roo
00, ha limsup ¥/||an| = 0.
n— oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

4.13. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen (V,|||) normdlt tér, a : N — V tetszéleges sorozat
ész e K.

1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.

2. Ha |x| > Ry, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens.

3. Har €10, R,], akkor

Z sup |lant"|| < 0.

neNtEBT(O)
4. Ha (V,||-|l) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bpr,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen
konvergens.

5. Ha (V,||-||) Banach-tér, akkor a P, hatvanysor a Bg,(0) halmazon folytonos figgvény.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér, a : N — V tetszéleges sorozat, tovabba legyen R, az a
sorozat altal meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara.
3. Legyen r € [0, R,[. Ekkor

oo oo oo oo
Yo sup lana™[ =) llanl - sup @[ =) fanl - sup fe* =D flanll-r" < oo,
n—o *€B-(0) n—0 z€B,(0) n—0 z€B,.(0) n—0

ahol az utolsé egyenlétlenségnél az elemi Cauchy-Hadamard-tételt hasznaltuk.
1. Haz € V és |z| < R,, akkor legyen r € ||z|, R,[ tetsz6leges paraméter. A 3. pont alapjan a
hatvanysor nomalisan konvergens a B, (0) halmazon, ezért ott abszolut konvergens is.

2. Legyen |z| > R, és tegyiik fel, hogy a Zanx" sor konvergens. Ekkor a 2.9 tétel alapjan

lim a,z" = 0 teljesiil. Tehat létezik olyan N € N, hogy minden N < k € N szamra Hakka <1,

n—oo
AZaZ .
k
Vlakll < —-
|z|
Vagyis
1 1
= = inf sup { &/ flaxlll k> n} < sup { {/Jaxl]| k= N +1} < o
a ne x

amibdl az |z| < R, ellentmondas adodik.

4. Legyen = € Bg, (0) tetsz6leges pont. Vélasszunk egy r € ||z|, R,[ paramétert. A 3. pont alapjan
a hatvanysorra a B, (0) halmazon alkalmazhato a 4.11 Weierstrass-tétel, tehat itt egyenletesen is
konvergens a hatvanysor. Vagyis az x pontnak a B,(0) halmaz olyan kdrnyezete ahol a hatvanysor
egyenletesen konvergens.

5. Mivel a fiiggvénysor barmely véges Osszege folytonos fiiggvény és a Bpg, (0) halmazon lokélisan
egyenletes a konvergencia, ezért a 4.4 tétel alapjan az Osszegfiiggvény is folytonos.
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4.4. Linearis leképezés fiiggvénye

4.14. Tétel. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelolje R, az a sorozat dltal meghatdrozott hat-
vdnysor konvergenciasugardt. Ekkor minden A € ¥ (V,V), elemre ||A|| < R, esetén a

jg:‘lnfin

sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelolje R, az a sorozat altal meghatarozott hat-
vanysor konvergenciasugarat. Legyen A € £ (V,V) olyan elem, melyre ||A]] < R,. Legyen n € N

tetszéleges. Ekkor
> llaed™ < 3 laxl - 141"
k=0 k=0

oo
A Z lag| - || A||I" sor konvergens a Cauchy-Hadamard-tétel miatt, hiszen a k ~ |ag| sorozat altal
k=0
meghatérozott hatvanysor konvergenciasugara is R,, tovabba az ||A|| szdmra |||A||| < R, teljesil. Ez
azt mutatja, hogy minden n € N szdmra

n ]
S JarA®| <> Jaxl - 14",
k=0 k=0

vagyis a Z an A" sor abszolut konvergens a #(V, V) Banach-térben, ezért konvergens is.

n

4.15. Definicié. Legyen V Banach-tér és legyen f : R — R olyan fiiggvény, melynek a 0 koriili
Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel, vagyis minden x € R esetén

(n)
f(m):: 2{: f 5O)xn

n

teljesiil. Ekkor minden A € #(V,V) elemre legyen

()
TOESEL !(0) A,

n

neN

Kiegészités. Az el6bbiek kicsit altaldanosabb keretek kozott is érvényben maradnak teljesen azonos
bizonyitas mellett.

4.16. Tétel. Legyen A egységelemes Banach-algebra, a : N — R és jeldlje R, az a sorozat dltal
meghatdrozott hatvdinysor konvergenciasugardt. Ekkor minden x € A elemre ||x|| < R, esetén a

E anpx"
n

sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen A egységelemes Banach-algebra, a : N — R és jelolje R, az a sorozat &ltal
meghatarozott hatvanysor konvergenciasugarat. Legyen x € A olyan elem, melyre ||z|| < R,. Legyen

n € N tetsz6leges. Ekkor
n n
D el < S lawl - ]
k=0 k=0

oo
A Z lak| - ||lz||* sor konvergens a Cauchy-Hadamard-tétel miatt, hiszen a k — |ay| sorozat altal
k=0
meghatéarozott hatvanysor konvergenciasugara is R,, tovabba a ||z|| szamra |||z||| < R, teljesiil. Ez
azt mutatja, hogy minden n € N szdmra

n (o)
D llawa < 3 lanl -l
k=0 k=0
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vagyis a E a, ™ sor abszolut konvergens az A Banach-térben, ezért konvergens is.
n

4.17. Definicié. Legyen A egységelemes Banach-algebra és legyen f : R — R olyan fliggvény, mely-
nek a 0 koriili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fiiggvénnyel, vagyis minden z € R

esetén )

n!
neN

teljestil. Ekkor minden a € A elemre legyen
AP0
f(a) = Z Ta .
neN

A fenti definicibban szerepls f : R — R valos fliggvény helyett lehet f : C — C komplex fiiggvényt is
tekinteni, melyekre csak azt a megkotést kell tenni, hogy legyen minden pontban komplex értelemben
differencialhat6 (holomorf).

%
4.18. Definicié. Legyen T tetsz6leges nem iires halmaz. A
. o ~_J 0, ha i#j;
6:TxT—{0,1} (z,])'—>(5w—{1’ ha i—j

fliggvény a Kronecker-féle delta-fiiggvény.

4.19. Tétel. Legyen n € NT, A:R"™ — R" linedris leképezés és f : R — R olyan fiiggvény, melynek
a 0 korili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fiigguénnyel.
1. Ha A diagonalizdlhato, azaz létezik olyan invertdlhato S mdtrix és diagondlis D mdtriz, melyre
A=S8DS™1, akkor f(A) = Sf(D)S™!, ahol

J(D11) 0 o .- 0
0  f(Ds) O 0
f(D)= ( . )
0 0 0 J(Dnn)

Vagyis, ha Dij = 51']‘)\1', akkor f(D)ij = 61]f()\z)
2. Ha az A mdtriz Jordan-felbontdsa egyetlen Jordan-blokkbdl dll, vagyis létezik olyan invertdl-
haté S mdtriz és J mdtriz, melyre A = SJS™!, ahol

A1 0 0 0
0 A 1 0 0
0 0 X 1 0
=10 0 0 A 01> (4.1)
0 0 0 0
akkor f(A) = Sf(J)S™1, ahol
iy FPO FrIN)
oo )
n—2
O R s
f(J) = f(n—S)()\)




68 4 FUGGVENYSOROZATOK, FUGGVENYSOROK

Vagyis
0, ha i>jwvagyj—1i>1; 0, ha 1> 7;
ha Ji;={ X\ ha i=7j; Kk i) = G=D(A
a ‘]J ) a Z__‘?’_ aKkkor f(‘]]) f i ( )7 h(l ZS]
1, ha j—i=1, (j —9)!

3. Ha A tetszbleges mdtriz, melynek Jordan-felbontdsa A = SPS™! alaki, ahol S invertdlhato
mdtriz és P blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtiojaban a (J;)i=1,... r Jordan-blokkok dllnak,
akkor f(A) = Sf(P)S~Y, ahol f(P) az a blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtldjiban az
(f(Ji))i=1,...x blokkok dllnak.

Bizonyitds. Legyen n € NT, A : R® — R" linearis leképezés és f : R — R olyan analitikus
fliggvény, melynek a 0 koriili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel. Ekkor

F™(0)

m!

az m— Qp = olyan sorozat, melyre minden = € R esetén

f(z) = Z amz™
m=0

teljesiil, tovabba az a sorozat altal meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara végtelen. A 4.14
tétel alapjan minden A € 2 (R™ R™) leképezésre az

fA) =D amA™
m=0

sor konvergens.
Mivel az f fliggvény mindenhol konvergens hatvanysorral van meghatarozva, ezért az f fliggvény
minden k € N esetén k-szor derivalhato és minden k € N és z € R szamra

o0 k—1 00
fB ()= am (H(m_ -)> Zmh = 3 am(mm!k)lxm_k
m=0 i=0 m—k .

teljesiil.
Legyen S invertalhaté matrix és legyen B = S™'AS. Ekkor A = SBS™! teljesiil, valamint minden

m € N esetén
ZakAk = ZakSBkS*l =S (Z akBk> St
k=0 k=0 k=0

Mivel a méatrixszal valo szorzas folytonos miivelet, ezért

St =t (s (Soest )51 < (i (st ) )57 -
k=0 k=0

k=0
=3 (i akBk> S~ =Sf(B)S™.

k=0

1. Ha B diagonalis matrix, akkor hatvanyaira teljes indukciéval egyszeriien igazolhat6, hogy minden
m € N kitevére és i,j € {1,...,n} indexre

m_ ) B, ha i=j;
Bij_{ 0, ha i#j

teljesiil, amibdél adoédik az allitas.
2-3. Tegyiik fel, hogy B olyan matrix, mely egyetlen Jordan-blokkbdl all, vagyis (4.1) alaka. Ekkor

teljes indukcioval igazolhato, hogy minden m € N kitevére és i,5 € {1,...,n} indexre
0, ha j—i<0;
B A ha j—i=0;
W) ()N ha 0<j—d <my

0, ha j—i>m
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teljesiil. Ekkor az f(B) matrix 4,5 € {1,...,n} elemeire
j <tiesetén f(B);; = 0;

j=iesetén f(B)ii= Y amA™ = f(N);
m=0

7 > 1 esetén

> MmNy~ LN ey L e
mzzoa"l@—i)” [t v P DR e s T v KA

teljesiil.

4.20. Definicié. Legyen n € NT és tekintsiink egy A : R® — R” lineéris leképezést, legyen Sp(A4) =
{A1,..., A} az A lineéris leképezés sajatértékeinek a halmaza és f : Sp(A4) — C fiiggvény. Ha létezik
olyan invertalhat6 S métrix és diagonélis D matrix, melyre A = SDS~!, akkor f(A) s f(D)S™1,
ahol

f(D11) 0 o .- 0

0  f(Dy) O - 0

o= | LT
0 0 0 f(Dnn)

Vagyis, ha D;; = 0;;\;, akkor f(D)i; = di;f(Ns)-

4.5. Approximacié Bernstein-polinommal

Magyarazat. A tovabbiakban a fliggvények kozelitésérdl szolo alaptételeket tekintjiik at.

4.21. Definicié. Legyen (V,||-||) normalt tér, a,b € R, a < b, f : [a,b] = V ésn € Nt. Az f
fiigguény n-edik Bernstein-polinomgjdnak nevezzik az

Bl RV tHWi(Z)f(aJrfL(b—a)) (t—a)k(b—t)"*

k=0

polinomot.

4.22. Tétel. (Approximdcié Bernstein-polinomokkal.) Legyen (V,|-||) normdlt tér, a,b € R, a < b
és f :]a,b] = V folytonos figgvény. Ekkor

lim ( sup || BL(t) ff(t)||) ~0.

N0 \te[a,b]

Bizonyitds. Legyen (V,|-||) normalt tér, a,b € R, a < b és f : [a,b] — V folytonos fiiggvény,
valamint legyen € € R tetsz6leges paraméter. Mivel [a, b] kompakt halmaz és f folytonos, ezért: f
korlatos, vagyis létezik olyan C' € R, hogy minden ¢ € [a, b] pontra ||f(¢)| < C; valamint a Heine-
tétel miatt f egyenletesen folytonos, vagyis a késébb rogzitends ¢/ € RT paraméterhez létezik olyan
§ € R*, hogy minden ¢,t € [a,b], [t —t'| < § esetén || f(t) — f(t')]] < & teljesiil. Legyen t € [a,b] és

n € N rogzitett. Ekkor
,;(Z) (7 (4 50-0) - 10) (Z‘Z)k (5—2)”*

In:{lce{o,...,nﬂ

|BS(t) - f(t)] = (4.2)

Tekintsiik az

a—l—k(b—a)—t‘ <5}
n

Jn{ke{o,...,nﬂ

a+k(ba)t‘ 25}
n
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halmazokat. Ekkor I, N J, =0 és I, U J, = {0,...,n}, vagyis a (4.2) egyenlet alapjan

bt =10l 5 ()1 (o fo-o) s (55)° (=2) ™+
< Z (o ho-0) -0l (Z2) (=) <
<2 ()= (=) G2 -5 0 () 6=
R () e () () ()
e (1 G2n) (=)

Ha k € J,, akkor definici6 szerint

a—i—k(b—a)—t’ >4,
n
(b—a)? t—a 2
Y=Y (r_ ) >1
02n? K b—a ') =
adodik. Ezért

506 6= =S n O0=) 62 6=)

—az " n 2 _
S(b(SQnQ)Z(k:) (k — nx) zk(lfx)n "
k=0

amibdl

t —
ahol z = b—a. Minden y, z € R esetén

n
e =Y (1)t
— \k
melynek y szerinti els6 és masodik derivaltjabol

ny(y+2)""" = i: (Z) feyh ok
n(n—1)y*(y+2)""% = zn: <Z)k(k — 1)yknk

adodik. Ha z =1 — y, akkor ezekbdl

kovetkezik, vagyis
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Figyelembe véve, hogy |z|,|1 — 2| <1

2C (b — a)?
f
1B - fo) <&+ 25
4C(b — a)?
adodik. Vagyis ha &’ = % és N € N tetszbleges természetes szadm, melyre N > % teljestil,

akkor minden n > N és t € [a, b] esetén

[BL(t) — F @) <

ezért

sup | BL(t) — F(1)] < =
t€la,b]

4.23. Tétel. Legyen a,b € R, a <b. A (C([a,b],R),|[ls,,) térben a polinomok sird halmazt alkot-
nak.

Bizonyitds. Az el6z6, 4.22 tétel kovetkezménye.

4.6. Stone-féle stirtiségi tétel

4.24. Definicié. Legyen T tetszsleges, nem iires halmaz és A C F(T, K).
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz szétvdlaszté T felett, vagy roviden szétvdlasztd, ha minden
x,y € T elemre x # y esetén van olyan f € A, melyre f(x) # f(y) teljesiil.
— Azt mondjuk, hogy az A halmaz linedris figgvényhdld, ha lineéris altere az F(T,K) térnek,
valamint minden f € A esetén |f| € A.

4.25. Tétel. Legyen T halmaz és A C F(T,K) fiiggvényhdlé. Ekkor minden n € N szdmra, ha
fi,---, fn € A, akkor

sup{fi,.--, fu},nf{fi,..., fn} €A

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen T halmaz és A C F(T,K) linearis fiiggvényhalo, valamint legyen f,g € A.
Mivel minden z,y € R esetén

Tty  |lr—y . r+y |r—y
sup(z, y) = —5— +| 5 | inf(z,y) = — Syl 5 |
teljesiil, ezért
f+g  If—g . ftg |f—-g
ST e e N R

vagyis sup(f, g),inf(f, g) € A. Ebbdl kovetkezik, hogy véges sok A halmazban 1évé fiiggvény infimuma
és szuprémuma, is eleme az A halmaznak.

4.26. Tétel. (Stone-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,R) olyan li-
nedris fligguényhdld, amely szétvdlaszté és tartalmazza a konstans figgvényeket. FEkkor A sirid a
(C(M? R)? H.”sup) térben'
Bizonyitds. Legyen (M, d) kompakt metrikus tér.

1. Legyen A C C(M,R) olyan szétvalaszto fliggvényhalo, amely tartalmazza a konstans fiiggvényeket.
Legyen tovabba f € C(M,R) és ¢ € RT tetsz6leges. Megmutatjuk, hogy létezik u € A, melyre
If— U||Su]D < ¢ teljesiil. Legyen x,y € M tetsz6leges, ha x # y, akkor létezik olyan h, , € A, melyre
ha y(x) # hyy(y), ekkor legyen ug ,, : M — R

hey(t) -
ta () = ) Ty @)

(f(y) = f(2) + f(2);
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ha x =y, akkor legyen ug, : M —+ R
Uz y(t) = f(2).

Mivel A linearis altér, ezért minden x,y € M esetén u, , € A, valamint u, ,(x) = f(x) és uy 4 (y) =
f(y). Minden z,y € M esetén legyen

Upy ={t € M| ugy(t) > f(t) —e}.

-1
Ekkor U,,, € M nyilt halmaz, hiszen az U, ,, = (uz,y — f)(]—¢, 00[) azonossag miatt U, , nyilt halmaz

folytonos fiiggvény altali 6sképe. Az U, , konstrukcidja folytan

M= | Usy,
yeM

amib6l M kompaktsaga miatt kovetkezik, hogy létezik véges sok yi, ..., y,, melyre

Minden z € M esetén legyen ug, : M — R

ie{l,...,n}}.

Mivel A linearis fiiggvényhalo, ezért a 4.25 tétel alapjan u, € A, valamint minden ¢t € M pont esetén
ug(t) > f(t) —e. Most minden x € M esetén legyen

Uy = SUp {Ug 4,

Uy, ={t € M| u,(t) < f(t) +¢}.

Ekkor U, C M nyilt halmaz, hiszen az U, = (uzy — f)(]—00,¢[) azonossag miatt U, nyilt halmaz
folytonos fiiggvény altali 6sképe. Az U, konstrukcioja folytan

M= | U,

zeM
amibdl M kompaktsaga miatt kovetkezik, hogy létezik véges sok x1, ..., x,,, melyre
m
M:U@r
i=1

Ekkor legyen v : M — R
u=1inf {u,,| i€ {1,...,m}}.

Mivel A lineéris fliggvényhalo ezért a 4.25 tétel alapjan v € A, valamint minden ¢t € M esetén
ft) —e <u(t) < f(t) +e.

Tehat ||f — u,,, <&, ezért A= C(M,R).

sup

20 sp 2

4.7. Stone—Weierstrass-féle stiriiségi tétel

4.27. Tétel. (Stone-Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus-tér és A C C(M,R) olyan
algebra, amely szétvdlasztd és tartalmazza a konstans figguényeket. Ekkor A sird a (C(M,R),[|-[|,,)
térben.

Bizonyitds. Legyen (M, d) kompakt metrikus tér.
1. Legyen A C C(M,R) olyan algebra, amely szétvélaszto és tartalmazza a konstans fiiggvényeket.
Megmutatjuk, hogy A olyan szétvalaszt6 linedris fiiggvényhdlo, mely tartalmazza a konstans fligg-

vényeket, ekkor ugyanis a Stone-tétel miatt A = C(M,R) teljesiil. Az nyilvanval6, hogy A linearis
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altér, szétvalaszto és tartalmazza a konstans fiiggvényeket, egyediil az szorul igazolasra, hogy minden
f € Aesetén |f| € A.

Elgszor megmutatjuk, hogy minden f € A esetén |f| € A. Ehhez legyen f € A és ¢ € R tetszéleges.
Mivel f kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény, ezért az értékkészlete is kompakt halmaz,
vagyis létezik olyan ¢ € RT, hogy Ran f C [~¢,c]. A /: [0,¢%] — [0, ] fiiggvény kompakt halmazon
értelmezett folytonos fiiggvény, ezért létezik olyan p : R — R polinom, melyre

sup |p(z) — Vx| <e.

z€[0,c?]
Ekkor
sup ||f(t)| — (po f2)(1)| < sup [yl —p(y?)] = sup [V —p(a)] <e.
teM y€E[—c,c] z€[0,c¢?]

Mivel A algebra, ezért f = po f2 € A olyan elem, melyre H\f| — fH < g, vagyis | f| € A.
sup

Most megmutatjuk, hogy minden f € A esetén |f| € A. Ehhez legyen f € A és e € R tetszbleges.
Létezik olyan f4 € A, melyre ||f — fall,,, < ¢&. Ekkor |fa| € A, valamint

sup

1= 1falllswp < 1 = Fallwp <€
miatt \f|€j:Z.

4.28. Tétel. (Stone-Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,C)
olyan algebra, mely szétvdlaszté és tartalmazza a konstans figgvényeket, valamint minden f € A
elemre f € A. Ekkor A siri a (C(M,C), [||l,,,) térben.

Bizonyitds. Legyen (M, d) kompakt metrikus tér.
1. Legyen A C C(M,C) olyan algebra, mely szétvélaszto, tartalmazza a konstans fliggvényeket és
zart a konjugalasra nézve. Megmutatjuk, hogy

A" ={Reou| u € A}

olyan fiiggvényalgebra, mely szétvalaszto, tartalmazza a konstans fiiggvényeket és melyre melyre
A’ C A teljesiil. Mivel A zart a konjugalasra, ezért ha a € A’ és u € A olyan, hogy a = Reu, akkor
az
uU+u
2
egyenlet alapjan a € A. Vagyis A’ C A. Ha ay,as € A, akkor létezik olyan ui,us € A, melyre
a1 = Reouy és as = Reouy teljesiil. Mivel A algebra és zart a konjugalasra, ezért az

a =

urtup uz +up
2 2

ajaz = Re(up) - Re(ug) =
ur t Ul ug Uz

2 2
+ + .. ., )
Az u = it + U2 T U2 elemre u € A és a; + ax = Reou teljesiil, tehat a; + as € A’. Hasonlb6an

egyenlet alapjan az u = elemre v € A és ajas = Reou teljesiil, tehat ajas € A’

igazolhato, hogy minden A € R esetén Aa; € A’. Tehat A’ olyan fliggvényalgebra, mely tartalmazza
a konstans fiiggvényeket. Ha x,y € M olyan, hogy = # y, akkor létezik olyan v € A, melyre
u(z) # u(y). Ha Re(u(x)) # Re(u(y)), akkor az a = Re(u) € A’ olyan elem, melyre a(z) # a(y);
valamint, ha Im(u(x)) # Im(u(y)), akkor az a = Re(i-u) € A’ olyan elem, melyre a(z) # a(y), tehat
A’ szétvalaszto. B

f+7

2
/ fiiggvényekre f = f1+i fo és f1, fa € C(M,R) teljesiil. Ezért a 4.27 Stone-Weierstrass-

2. Legyen f € C(M, C) tetszbleges elem és legyen € € R tetsz6leges paraméter. Ekkor az f; =
2i

tétel értelmében létezik olyan g1,go € A’ C A fiiggvény, melyre ||f1 — g1/ < g és ||f2 — 92| < %

és fo =

teljesiil. Legyen g = g1 +ig2. Ekkor g € A, valamint

Hf _g”sup = ||(f1 _gl) +1(f2 - gQ)”sup < ”fl - gl||sup + ||f2 _92||sup <e

teljesiil.
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Magyarazat. Az elgbbi tételbdl kovetkezik az alabbi.

4.29. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz. Ekkor a C(K,R) halmazban a polinomok si@rd rész-
halmazt alkotnak.

Kiegészités. Természetes kérdés, hogy az identitasfiiggvénynek mely hatvanyai feszitenek ki sird
alteret a C([0,1],R) térben. Erre ad valaszt az alabbi tétel.

4.30. Tétel. (Miintz—Szdsz-tétel.) Legyen A : N — R olyan szigorian monoton névekedd sorozat,

melyre Ao = 0. A C([0,1],R) térben tekintsik a A = Span {id[);)’cl] | k € N} alteret. Ekkor az aldbbi

ekvivalencia teljesiil.

A=C(0,1],R) <« Z)\i:oo
n=1""

A {idf\ok_l] | ke N } altalanositott polinomokhoz tartozd Bernstein-féle polinomot Gelfond adta meg.

4.31. Definici6é. Legyen A : N — R olyan szigortan monoton névekedd sorozat, melyre Ay = 0,
valamint legyen f : [0,1] — K és n € NT. Az f fiiggvény \ sorozathoz asszocidlt n-edik Bernstein-
polinomjdnak nevezziik az

By iR 5K 2 Y f(0k)gni(z)
k=0

altaldnositott polinomot, ahol

n .
H <1—§) 1, ha 0<k<mny

1, ha k=n,

Tin,k =

valamint

QMW:ka<HAJZ‘wHMiM

4.32. Tétel. (Hirschmann—Widder—Gelfond-tétel.) Legyen A : N — R olyan szigorian monoton

1
novekedd sorozat, melyre Ao = 0, lim A\, = oo és E o= oo tovdbbd legyen f € C([0,1],R).
n—oo

n=1""

lim ( sup |BM (z) f(x)D —0.

n=00 \el0,1]

Ekkor
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5. Differencialszamitas

5.1. Differencidlhat6sag

Jelolés. A jelen fejezetben kovetjilk azt a matematika irodalomban elterjedt konvenciét, hogy nor-
malt térre pusztan az alaphalmaz kifrasaval hivatkozunk és a normét nem emlitjiik amennyiben ez
nem okoz félreértést. Tovabba U, V normalt terek és A : U — V folytonos linearis leképezés esetén
||A|| az operatornormat jelenti, vagyis

1Al = sup [lAz].

H H<1

Valamint a jelen fejezetben csak R feletti normélt terekkel foglalkozunk.

5.1. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy
u,v € L(U, V), melyre

o f@) = f@) —u—a) _ . f(@) = f(a) ~v(z —a)

z—a [l —af z—a [ —af

=0

teljestl. Ekkor u =wv.

Bizonyitds. Legyen U és V normélt tér, f : U — V fliggvény, a € Int Dom f és legyen u,v €
£(U, V) olyan, melyre

p @ = f@ —u@—a) _ . f(@) = f(a) —v(e — a)
T—a ||:)j—aH " z—a ||:1:—a||

Tegyiik fel, hogy A = v — v # 0. Ekkor létezik olyan 0 # e € U vektor, hogy Ae # 0. Legyen
_ 14|

llell

=0.

€ RT. A fenti két hatarérték kiilonbségeként

lim Az —a)

ea |z —af

=0

adodik, a hatarérték definicidja alapjan pedig létezik olyan § € RT, hogy minden = € Bs(a) vektorra

=il <

2 —all

Azz=a+ 5 ” i - e € E vektorra x € Bs(a) teljesiil, azonban a fenti egyenl6tlenségbdl az
Az —a) Ae

[z —af

5.2. Definicié. Legyen U és V normalt tér, f: U — V fliggvény és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhatd, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € #(U, V), melyre

ellentmondés adoédik.

i £0) = f@ = A —a)

z—a [ —af

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:U — V fuggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiigguényének nevezzik a

Df = {(C%A) € (Dom f) x #(U,V) | lim f(@) = fla) = Az —a) _ 0}

v—a [ = all

fliggvényt.
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— Az f differencidlhaté, ha Dom f = DomDf.
— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhat6 és D f folytonos. Az A C U nyilt halmazon
értelmezett, V értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C1(A4,V) jeldli.

5.3. Tétel. (A differencidlhatdsdg jellemzése.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény,
valamint a € Int Dom f. Az A € ¥ (U, V) leképezés pontosan akkor az f figguény a pontbeli derivdltja,
ha

Ve e RYIS € Rz € U : (||a: —all <8 = ||If(@) - fla) — Az —a)|| < e |z — a||)

teljesiil.

5.4. Tétel. Legyen f: R — R fiiggvény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
i @) = (@)

gl
lim ———"— = f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linedris leképezés, melyre

i 1@ = £(@) = (DN(@) ~ a)

T—a ‘x —a‘

=0
teljesil. Tovabbad ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

Bizonyitds. Legyen f: R — R fiiggvény és a € Int Dom f.
Ha f differencialhat6é az a pontban és létezik a

i @) = (@)

T—a T —a

= f'(a)
hatarérték, akkor legyen A olyan R — R lineéris leképezés, melyre minden = € R esetén
Az = f'(a)z
teljesiil. Ekkor
f(x) = f(a) — A(z — a)

o=ty (1150 ) < gy LSO =L 0a =)y S0 f)= o)
tehét
0= tim [f@ = f@=A@=a)| | 1f@) = fla) = Alw —a)
T—a r—a T—a |1. _ CL| )
vagyis
i L@ @) —A@=a) _,

T—a |x — a|

Tegyiik fel, hogy létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linearis leképezés, melyre
_ —_ (D _

L @) (@)~ (D)@~ a)

T—a ‘x —a‘

=0

teljesiil és legyen ¢ = ((Df)(a))(1). Ekkor

f(@) = fa) = ((Df)(a))(x — a) f(x) = fla) = c(x —a)

0 = lim = lim ,
z—a |177£L| T—a |.T*(I‘
vagyis
0= i [JE @ )| @)~ f) e )| |0 1@
Ta |$ - a| T—a Tr—a T—a T —a
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ezért

o (LI,

T—a Tr—a
tehat létezik a
f(@) = f(a)

lim ————= =¢
r—a Tr—aQa

hatéarértek és ¢ = f/(a).

5.5. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V figgvény, valamint a € IntDom f. Ha f
differencidlhaté az a pontban, akkor f folytonos az a pontban.

Bizonyitds. Legyen U és V normalt tér, f : U — V fiiggvény, valamint a € Int Dom f. A diffe-
rencidlhatosag jellemzésérsl szolo 5.3 tétel alapjan ekkor létezik olyan 6 € R™, hogy minden z € U
vektorra a ||z — al| < ¢ esetben

1f(z) = f(a) = (Df)(a)(z = a)|| <[l — al

teljesiil, aminek az atrendezésébsl

1 () = fla)ll < llz —all - L+ [(DS)(a)])
adodik. Ezért li_r>n If(x) — f(a)]| = 0, vagyis lim f(z) = f(a), amib6l kovetkezik az f fiiggvény a
€T a r—a
pontbeli folytonossaga.

5.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

5.6. Tétel. Legyen U és V normadlt tér, f,g : U — V, ¢ : U — R fiiggvény, tovdbbd a tetszdleges
belsd pontja a (Dom f N Dom g N Dom @) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban.
Ekkor

1. f+ g differencidlhatd az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden ¢ € R esetén cf differencidlhatdé az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);

3. of differencidlhato az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (De)(a) + ¢(a)(Df)(a);

4. ha o(a) # 0, akkor / differencidlhatd az a pontban és
2

(D (f)) () = 2O — f@Dg)a)

@ ¢*(a)

Bizonyitds. Legyen U és V normélt tér, f,g : U — V, ¢ : U — R tetszSleges fiiggvény és a €
Int (Dom f N Dom g N Dom ¢) olyan, hogy f, ¢ és ¢ differencidlhaté az a pontban. Legyen tovabba
F = (Df)(a), G=(Dg)(a) és ® = (Dy)(a). Mivel a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢), ezért vehetiink
egy olyan r € R paramétert, melyre B,.(a) C a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢) teljesiil. Ekkor

p J@ —J@ - Fla—a) . g@)—g(@)~Glz—a) _,

z—a |z — all z—a Iz —a
i P& —¢l@) @z —a) _
va I = all '
1. Az
i T 9@) — (F+9)(a) - (F+G)(x—a) _
T—a Hx_aH
= lim f(@) = fla) = Flw — a) + lim 9(x) —g(a) - G(z —a) =0
T—a H:L’ — a” T—a ||£C _ a”

egyenl6ség igazolja, hogy f + g is differencialhaté az a pontban és (D(f + g))(a) = F + G.
2. Az
LN~ (eh)@) ~ (F) —a) f(&) = ()~ Flz ~a)

=c- lim =0
z—a |z — all z—a |z — all
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egyenl6ség igazolja, hogy cf is differencialhat6 az a pontban és (D(cf))(a) = cF.
3. A minden = € B,(a) vektorra teljesiils

I(of) () - w)() F(@)®(@—a) - pa)F(z - a)| =
= [ (¢@) = ¢(@) = 2@ — ) £(2) + w(0) (f(2) = f(@) = Fl@ = a)) + (f(z) = f@))O(x ~ a)| <
|

< [le(z) = w(a ) (z —a)l|l - [F@) + le(a)] - [[f(2) = fla) = F(z = a)| +
+ /@) = fla)ll - [[ff - |z — af

egyenl6tlenség felhasznalaséaval

@A)~ (eF)@) ~ @)@~ a)  pla)Fx—a) | _
M o —al :
S e e I i e e R

+ lim [[f(2) - f(a)l] - @] =
=0-[[f(@l + l(a)[ -0+ 0- [ @] =0

adodik, amibdl

L (#0)(@) = (@) — @)@ = a) - p(a)F(z )

=0
a—a [l —af

kivetkezik, vagyis a of fliggvény is differencialhat6 az a pontban és D(¢f) = f(a)® + ¢(a)F.

4. Tegyiik fel, hogy ¢(a) # 0. Mivel a ¢ fiiggvény differencidlhaté az a pontban, ezért ott folytonos
is. A folytonossag miatt azonban létezik olyan § € |0, r[ paraméter, hogy minden x € Bjs(a) esetén

p(x) # 0.
() --zm®

El6szor megmutatjuk, hogy
teljesiil. A minden z € Bjs(a) vektorra teljestls

H@(lx) - (1 ) <p21(a) (=) = |¢(a)|%|¢(l‘) p(a) = p(z) + iggé(:ﬂ —a)|| =
= m p(x) — pla) - zgz;fb(x —a)| =
— T ¢ - @ - e -+ (1- £ ) e -0 <
< sy (190~ ol ~ 0~ + 1 22 oy
egyenltlenség felhasznalasaval
-~ <p(1:c) B <p(1a|)| + ¢2||1(a)‘1>(x —a) _
< i e (e - S5 ) =
- G (0 \1— 2ol ) —o
adodik, amibgl ) 1 1
Jim 2&) o wQ(a)q)(x Y -0

e Jo—al
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1
kovetkezik, vagyis az — fiiggvény is differencidlhat6 az a pontban és (D ()) (a) = — )
¥

teljesiil.
A 3. pont alapjan ekkor

o(H)0 (oL ) =0 (o(2)0+ b -
_ @, 1 ¢@F —f@
@*(a)  ¢(a) ©*(a)

teljesil.
5.7. Tétel. Legyen U és V normdlt tér és legyen A C U nyilt halmaz. Ekkor C1(A,V) vektortér.
Bizonyitds. Az el6z6 éllitast kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

5.8. Tétel. (Kozvetett fiigguvény derivildsi szabdlya, lincszabdly.) Legyen U, V és W normdlt tér,
g: U=V, f: V=W ésaelIntDom fog. Ha g differencidlhatd az a pontban és f differencidlhato
a g(a) pontban, akkor f o g differencidlhaté az a pontban és

(D(f e 9))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

Bizonyitds. Legyen U, V és W normélt tér, g : U — V, f: V. — W, a € Int Dom f o g olyan,
hogy ¢ differencidlhaté az a pontban és f differencialhato a g(a) pontban. Mivel az f fiiggvény
differencidlhaté a g(a) pontban, ezért g(a) € Int Dom f, tehét

Ve, € RT35, e RTYy € V-
ly —ga)l <d1 — [[f(y) = f(g(a)) = (Df)(9(a))(y — g(a))l| <e1-|ly —gla)] -

Mivel a g fiiggvény differencialhato az a pontan, ezért a € Int Dom g, tehat

Veq € R+E|52 eRWz eU:
|z —al <b2 — [lg(z) —g(a) — (Dg)(a)(z —a)|| < ez [z —a.

Tovabba a g fiiggvény folytonos is az a pontban, ezért
Ve € RT393 e RTVz € U : |z —al <d3 — |lg(z) —g(a)] < es.

Legyen &1 € RT rogzitett paraméter. Ekkor a e szdmhoz tartoz6 §; paramétert valasztva €3 para-
méternek kapjuk, hogy létezik olyan d3 € R™, hogy minden z € U esetén

[z —all <05 — [f(9(x)) — f(g(a)) = (Df)(g9(a))(9(x) — g(a))|| < e1-lg(z) — gla)l.

Az g1 szdmot valasztva e, paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan d, € R, hogy minden z € U
esetén
[z —al <d2 — llg(x) —g(a) — (Dg)(a)(z —a)|| < &1 [lx —al|.

Legyen ¢’ = min {42, d3}. Ekkor az eddigieket 6sszegezve mondhatjuk, hogy minden 2 € U vektorra,
ha ||z — a|| < ¢’, akkor

1/ (g(x)) = f(g(a)) = (Df)(g(a))(g(x) — g(a))]| < er-llg(x) — g(a)]l
lg(z) = g(a) — (Dg)(a)(z —a)[| < er - [|lz — all

teljesiil, valamint az utolsé egyenlStlenség alapjan ha ||x — al| < &', akkor

lg(x) = g(a)l| <e1- [z —al + [[(Dg)(a)]l - [« —all.
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Ezek alapjan, ha ||z — a]| < ¢’, akkor

+ 1) (g(a)ll-
<eillg(e) — g(@)ll + [(Df)(g(a) e llz - all <
<ei (e |lz —al + [(Dg) (@)l [l — all) + [(Df)(g(a)) €1 |2 — all =
= e1 (g1 + [(Dg) (@)l + |(DF)(g(a)]]) = = all

Vagyis barmely € € Rt szamhoz létezik olyan ¢; € RT, melyre

e1 (&1 +|(Dg) (@)l + [(DF)(g(a)]]) < e

teljesiil, ehhez a & szamhoz pedig létezik olyan &’ € R*, hogy minden ||z — a|| < § esetén

1/ (g(2)) = f(g(a)) = ((Df)(g(a)) o (Dg)(a))(9(z) = g(a))[| < e- [z —all,
ezért a f o g fliggvény derivaltja az a pontban (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

5.3. Irdnymenti derivalt

5.9. Definici6. Legyen U vektortér és V normélt tér. Legyen tovabba f : U — V fiiggvény, a €
Dom f és e € U. Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek létezik az a pontban az e irdnyi derivdltja, ha

létezik a
i flate) = f(a)

tER t
t—0

hatarértek, amit a (D.f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e irdinyi (Gateauz-)
derivdltjanak neveziink.

5.10. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f diffe-
rencidlhato az a pontban, akkor minden e € U vektorra létezik az f fiigguény e irdnymenti deriviltja
az a pontban, tovibbd (D.f)(a) = ((Df)(a))(e) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen U és V normélt tér, f : U — V olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az
a € Int Dom f pontban, valamint legyen A = (Df)(a) és e € U tetsz6leges vektor. Az e = 0 esetben
nyilvan teljesiil az allitas, igy feltehets, hogy e # 0. A

i @t t0) = fa)

t—0 t

= Ae

egyenl6tlenség igazolasahoz valasszunk egy tetszSleges ¢ € RT paramétert. A fiiggvény a pontbeli

€
differencidlhatosdga alapjan az W szamhoz létezik olyan &’ € RT melyre
e

3

Vz € By(a) : [|f(z) = fla) = Alz —a)|| < el [ = all
6/
teljesiil. Ha 6 = el ést € R, |t| < 4, akkor a + te € By (a), vagyis
(&
€
1f(a+te) = fa) — Alte)|| < e [t llell = e [¢]-

Amibél lim ‘ = 0 kovetkezik.
t—0

H fla+te) = f(a) — tA(e)
t
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5.11. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, W C V zdrt linedris altér, a € U és f : U — W olyan
fiiggvény, mely differencidlhaté az a pontban. Ekkor Ran((Df)(a)) C W, vagyis a (Df)(a) derivdlt
U — W linedris leképezésnek is tekinthetd.

Bizonyitds. Legyen U, V normélt tér, W C V zart linearis altér, a € U és f : U — W olyan
fiiggvény, mely differencialhaté az a pontban és vezessiik be az A = (D f)(a) jelolést. Ha v € U, akkor

v o g S0 10) = f(0)
t—0 t
fla+to) = f(@)

; ew

egyenlGség és a minden ¢t € R\ {0} szamra a + tv € Dom f esetén teljesiils

tartalmazéas miatt lim flattv) - f(a)
-0 t

ewW=Ww.

5.4. Néhany speciilis fiiggvény derivaltja
5.12. Tétel. Legyen U normdlt tér, c € U és
L.:U—U T x—c
Ekkor L. minden pontban differencidlhatd és
DL.:U — (U, U) a— idy
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen U normalt tér és ¢ € U. Legyen a € U tetsz6leges pont. Mivel minden x € U
esetén
Lox—L.a=x—a
teljesiil, ezért
. Lix—Lea—idy(z —a)
lim
a—a | —all

amibol (DL.)(a) = id, kovetkezik.

:O,

5.13. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, valamint legyen A € ¥(U,V). Ekkor A minden pontban
differencidlhato és
DA:U — 2(U,V) a— A

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen U és V normalt tér, valamint legyen A € £ (U, V). Legyen a € U tetsz6leges
pont. Mivel az A linearitdsa miatt minden = € U esetén

Az — Aa— A(x —a) =0

teljestil, ezért
. Az — Aa— Az —a)
lim

a—a [ = all

amibgl (DA)(a) = A kovetkezik.

:07

5.14. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, a € U, n € N és legyen A € L(U™, V) szimmetrikus n-
linedris leképezés. A
p:U—=>V z— Alz,...,x),

fiigguény derivdltjira
Dp:U — 2(U,V) a— (z—nAz,a,...,a))

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen U, V normalt tér,a € U, n € Néslegyen A € £(U™, V) szimmetrikus n-lineéris
leképezés. Legyen
B:U—=V x = nA(z,a,...,a).

Megmutatjuk, hogy (Dp)(a) = B.
Az n szerinti teljes indukcioval egyszeriien igazolhatd, hogy minden x,y € U esetén

n

platy) =) (Z) A (2l =),

k=0

vagyis

o(z) — pla) = pla+ (2 —a)) — p(@) = 3 (1) 4 (1@ = .l 4) — pia) =

k=0
_ ; (Z)A (@ - 0¥, a=)

teljesiil. Ebbdl az ||x — a|| < 1 esetben

zn: (Z) A((@=a)¥,alH)

k=2

lo(x) = pla) = B(z — a)|| =

n
n k —k
<> (1) 1l = ol o <
k

=2

2 " (n k—2 n—k 2 =~ (n n—k
<llo = alfAIY (1) o = ol ol ™ < o = al? a1 3 () el =
k=2 k=0
= e~ alf* 4] (1 + lal)"
adodik. Vagyis ha 0 < ||z — a| < 1, akkor

H p(x) = pla) - B(z — a)

] < e — all [A] (1 + al)",

|z — all
amibél B
L P@) = ple) = Bz —a) _
o o —al
kovetkezik.

5.15. Tétel. Legyen V Banach-tér, A= £ (V,V), n € NT és legyen f: A — A, f(a) =a™. Ekkor

n—1
Df:A— £(AA) a— (b»—> Zakban—l—k>
k=0

teljestil.

Bizonyitds. Legyen V Banach-tér, A= £(V,V),n € Nt éslegyen f: A — A, f(a) = a™. Ekkor A
olyan Banach-tér, melyen a norma szubmultiplikativ. Legyen a € A tetszéleges pont és 7 € Z(A, A),

n—1
7(b) = Z a®ba"~'"*. A minden h € A\ {0}, ||h] <1 esetén érvényes
k=0
_ _ A 1 n—1
Hf(a—Fh) ||},Lf|(a) T( )H:Hh” (a—|—h)”—a”—2akha"71*k <
k=0

1 n n & ek n n . o
< o > () e < a3 () WF=2- ™ <
k=2 k=2
- n n— " n n— n
DY (k) el < 0l Y (k) al™™ = 14l - (1 + al)
k=2 k=0

becslésbdl kovetkezik, hogy (Df)(a) = 7.



5.4 NEHANY SPECIALIS FUGGVENY DERIVALTJA 83

5.16. Tétel. Legyen V' Banach-tér, A= £ (V,V) és

GA) ={ac 2(V,V) 3a™", a=t € 2(V,V)}.
Az inverzképzés i : G(A) — G(A), i(a) = a~" fiigguényére ekkor

Di:G(A) - £(A,4)  aw (b~ —a 'ba™t)
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen V Banach-tér, A = £(V,V) és

A)y={ae2(V,V)|3a"", a=l € 2(V,V)}.

Legyen a € G(A) tetszéleges pont, 7 € Z(A, A), 7(b) = —a"'ba™! és jelolje 1 az A egységelemét,
vagyis az idy leképezést. Ha 0 # h € A és ||| < ! akkor a —a~'h elemre alkalmazhatd a

2ot
Carl Neumann-féle sorfejtés, vagyis ebben az esetben érvényes a

i(a+h)—i(a) —7(h)|| _ 1 ST
Tl H e+ P —a™ +atha ] =
—L. -1 _ -1 —1 > _1 -1
= [(L+a™*h)™ —1+a'h)a H—\|h|| kz e fla7t| <
<ol Sl < I S (-
=] ¢ |h|| 2l
-1 —1(|% .
e <2 P

IRl 1= {la=t - IRl —
becslés, amibdl kovetkezik az allités.

Kiegészités. A utolso két tételt kicsit altalanosabb forméban is kimondhatjuk.

5.17. Tétel. Legyen A Banach-algebra, n € Nt és legyen f: A — A, f(a) = a™. Ekkor

n—1
Df:A— 2(AA) aw— (b = akba"1k>
k=0
teljesiil.

Bizonyitds. Az 5.15 tétel bizonyitasdban csak azt hasznaltuk fel, hogy A Banach-algebra, igy az ott
adott bizonyitas valtozatlan formaban érvényes erre az esetre is.

5.18. Tétel. Legyen A egységelemes Banach-algebra és legyen i : G(A) — G(A), i(a) = a='. Ekkor
Di:G(A) —» 2(AA) ar (b= —a"'ba™t).

Bizonyitds. Az 5.16 tétel bizonyitdsaban csak azt hasznaltuk fel, hogy A egységelemes Banach-
algebra, igy az ott adott bizonyitas valtozatlan formaban érvényes erre az esetre is.

O
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6. Komplex fiiggvénytan

6.1. Komplex differencidlhatosag

6.1. Definici6. Legyen f : C — C fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény komplex differencidlhato, vagy holomorf az a pontban ha

létezik a
GOEI0)
T—a T —a

hatarérték. Ekkor a lim M

T—a Tr—a
vagy derivdltjénak nevezziik és a tovabbiakban az f’(a) szimbolummal jeloljiik.

— Az f: C — C figgvény derivdltjdnak vagy derivdlt fiigguényének nevezziik az

komplex szamot az f fiigguény a pontbeli differencidljinak

f’z{(a,A)e(IntDomf)x(C 3 1im L@ =@, umf(x)_f(“):A}

r—a T — Qa r—a Tr —a

fliggvényt.

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény reguldris az a € C pontban, ha létezik olyan r € R™, melyre
B, (a) C Dom f’ teljesiil, vagyis, ha f C-differencidlhaté az a pont egy kornyezetében.

— Az f fliggvény holomorf vagy reguldris vagy C-differencidlhaté, ha Dom f = Dom f’.

— Azt mondjuk, hogy f egész fiiggvény, ha Dom f = C és f holomorf.

6.2. Tétel. Legyen f : C — C fiiggvény és a € Int Dom f. Tekintsik az f dltal meghatdrozott
uw:RZ >R (z,y) — Re f(z +1iy)
v:R2 R (z,y) =~ Im f(z +iy)
fiiggvényeket. Azaz minden x,y € R szamra x + iy € Dom f esetén
fle+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

teljesil. Ekkor az aldbbi allitdsok ekvivalensek.
1. Az f fiigguény holomorf az a pontban.
2. Létezik olyan A : C — C C-linedris leképezés, melyre

o J@) = (@) = A —a)

=0.
T—a |z — al

3. Az u és a v figguény differencidlhaté az a pontban, valamint

(Oru)(a) = (92v)(a)
(G2u)(a) = =(91v)(a)

teljesiil. Ezen utdbbi két egyenletet nevezziik Cauchy—Riemann-egyenleteknek.
Ha az | fiigguény holomorf az a pontban, akkor

f'(a) = AQ1) = (O1u)(a) +i(01v)(a).

Bizonyitds. A bizonyitas soran az allitas jeloléseit hasznaljuk.
1 = 2 Tegyiik fel, hogy f holomorf az a pontban, és legyen ¢ = f’(a). Tekintsiik az A : C — C,
Az = ¢z linearis leképezést. Ekkor a

f(z) = f(a)

lim ————~ =¢
r—a T —a

hatéarértékbsl

o | £@) = f@) ~ Alw — a)

T—a T —a
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kovetkezik, amibgl peidg
f(x) = fla) — Alz —a)

lim =0
T—a ‘x — a‘
ez viszont éppen a bizonyitando
_ — Alr —
o J@) = f@) —Aw—a) _

r—a ‘x —a‘

egynlGséget jelenti.

2 = 3 A 2. pontban tekintett A linearis leképezés értéke az 1 szdmon legyen p 4+ iq = Al, ahol
p,q € R, valamint az a pont algebrai alakban legyen a = a1 + ias (a1,a2 € R) A 2. pontban
feltételezett hatarérték szerint

w1, x2) +iv(z1, 2) — ular, az) —iv(ar, a2) = (p+ig)((x1 — a1) +iz2 — az))

lim = 07
(z1,22)—(a1,a2) \/(:1:1 — a1)2 + (172 — a2)2
aminek kiilon kiirva a valos és képzetes részét, az alabbi egyenletek adédnak.
lim u(21,2) —ular, az) — p(x1 — a1) + q(z2 — a2) —0
(w1,22)—(a1,a2) \/(331 —a1)? + (22 — ag)?
lim v(1,22) —v(a1,a2) —p(@2 —az) —gler —a1) _
(z1,22)—(a1,a2) \/(IEl — a1)2 + (1172 — a2)2
Az els egyenlet szerint az u fliggvény differencialhat6é az a pontban és
(Du)(a) = ((91u)(a) (dru)(a)) = (p —a),
a mésodik egyenlet szerint pedig a v fiiggvény differencidlhaté az a pontban és
(Dv)(a) = ((01v)(a) (91v)(a)) = (¢ p).
A deriviltakbol pedig leolvashatd, hogy ezekre teljesiilnek a Cauchy—Riemann-egyenletek.
3 = 1 A Cauchy-Riemann-egyenletek alapjan léteznek olyan a,b € R szamok, hogy
(Du)(a) = ((Q1u)(a) (d1u)(a)) = (p —q) & (Dv)(a) = ((B1v)(a) (Drv)(a)) = (a »)
teljesiil. Ezek alapjan
lim u(21,2) — ular, az) — p(r1 — a1) + q(z2 — a2) —0
(w1,22)—(a1,a2) \/(331 —a1)? + (2 — ag)?
lim v(1,22) —v(a1,a2) —p(@z —az) —gler —a1) _
(z1,22)—=(a1,a2) \/(Zl — a1)2 + (ZL’Q — CLQ)2
teljestil. Az elss egyenlethez hozzdadva a méasodik j-szeresét
lim (@1, 22) +iv(@1, 22) —ular, ap) —iv(ar,a2) — P +ig)((21 —ar) +ilz2 —az)) _
(w1,22)—(a1,a2) \/(itl —a1)? + (22 — ag)?

adodik, ami szerint

f(z)—fla) = (p+ig)(z —a)

lim =0.
T—a |x — a|

Ebbdl .
i [f@) = fla) = p+iglz—a)|
T—a ‘x — a‘

kovetkezik, ahol elhagyhatjuk a nevezgbdl az egyik abszolutérték jelet, vagyis

i [f@) = fl@) = ptigle—a)| _
r—a xr—a
Ez pedig éppen a
tim HE= e

bizonyitandé hatarérték létezését jelenti.
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6.3. Definicié. Legyen f : C — C olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € C pontban és
tegytiik fel, hogy f’(a) # 0. Ekkor az |f/(a)| szamot az f figguény a pontbeli nyijtdsi egyiitthatdjinak
nevezziik. Azt a jol meghatérozott ¢ € |—m, 7] szdmot pedig, melyre f'(a) = |f'(a)|e'? teljesiil az f
fiigguény a pontbeli forgatdsi egyiitthatdjinak nevezzik.

6.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

6.4. Tétel. Legyen f,g: C — C, a € Int Dom f N Int Dom g és legyen f és g differencidlhatd az a
pontban. Ekkor
1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
2. minden c € C esetén cf differencidlhato az a pontban és (cf )’(a) cf'(a);
f(a)

3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g

4. ha g(a) #0, akkor g differencidlhatd az a pontban és <£) (a) Jg(a) ~ f(a)g’(a)'

6.3. Hatvanysor differencidlhatésaga

6.5. Tétel. Legyen a : N — C olyan sorozat, hogy a P,(z) = Z anz" hatvdnysor konvergenciasuga-
n=0
rara R, > 0 teljesiiljon. Legyen

ad: N>R n— (n+ a1,

Ekkor a P,/ hatvinysor konvergenciasugara szintén R, a P, hatvdnysor holomorf a Bg, (0) halmazon,
és ezen a halmazon (P,) = P, teljesiil.

6.4. GoOrbe menti integral

6.6. Definicié. Gorbék f6bb tipusai.
— A v:[a,b] = C gorbe elemi, ha a,b € R, ~ folytonos, differencidlhaté az Ja, b[ halmazon, létezik
a, hni A(t) és a \ lilr)nof'y(t) hatarérték, valamint a
—a —b—

tilg}rowt)’ ha t=aq;

4:a,b) = C  tes y(E),  ha a<t<b

lim 4(¢), ha t=0.

t—b—0

fiiggvény folytonos. Minden v elemi gérbéhez definialjuk a még a
(t—a) lim 5(t)+(a), ha t<a
YiR=C  te (t), ha a <t <b;

(t—">b) lim 4(t)+~(b), ha t>0b.
t—b—0

fliggvényt. Az elemi gorbék halmazara a I'¢ jelolést hasznaljuk.

— A v : [a,b] — C gorbe szakaszonként Ct-osztdlyii folytonos girbe, ha a,b € R, ~ folytonos és
létezik olyan n € N és (t;)ie1,... n) Véges pontrendszer, melyre a to = a és t, 1 = b pontok hoz-
zavételével minden i € {0,...,n} esetén 7|y, ¢,,,] € I°. A szakaszonként C'-osztalyu folytonos
gorbék halmazara a IT" jeldlést hasznaljuk.

— A v €T gorbérdl az mondjuk, hogy zdrt, ha v(a) = v(b), ahol a = inf Dom ~y és b = sup Dom~.
A zart gorbék halmazat a I'g szimbélummal jel6ljiik, valamint hasznaljuk még a I'§ = 'y N I'®
jeloleést is.

i+1]



88 6 KOMPLEX FUGGVENYTAN

6.7. Definicié. Legyen f: C — C folytonos fiiggvény.
— Legyen 7 : [a,b] — C, v € I'¢, melyre Ran~y C Dom f teljesiil. Ekkor a

b
/ SO dt

mennyiséget az f fligguény v gorbe menti integrdljanak nevezzik és a / f, vagy a kicsit pon-
v

gyola, de természetes / F(y(@®)A(t) dt szimbolummal jelsljiik.

— Legyen v : [a,b] — C, v € I, melyre Rany C Dom f teljesiil és legyen n € N és (;)ic(1,....n}
olyan, hogy a tg = a és t,,41 = b pontok hozzéavételével minden i € {0,...,n} esetén fy|[ti7 S
I'®. Ekkor a

i= |r tit]

tivi]

mennyiséget az [ fiigguény v gérbe menti integriljanak nevezzik és szintén a / f vagy a
¥

/ fly t) dt szimbolummal jeloljiik. Tovabba a

n tiy1
Z/t "ﬂ[ti»tul](t)‘ dt
=0 "

mennyiséget a v gorbe hosszdnak nevezziik és az L(y) szimbolummal jeloljiik.

— Amennyiben a v gorbe zart, a vonalmenti integréilra még a f f szimbolumot is hasznéljuk.

6.8. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, vy € T és f : C — C olyan folytonos figgvény, melyre Ran~y C

Dom f. FEkkor ,
/ f= / FOP )7 (1) di

teljesiil.

6.9. Tétel. Legyen a,b € R, f :[a,b] — C folytonos fiiggvény. Ekkor

¥ S/ablfl-

Bizonyitds. Legyen a,b € R, f : [a,b] — C folytonos fliggvény és o € R olyan szam, melyre
b b
=1l

b b b b
fl= e_‘a/ f= / (cos(a) —isin(a)) - (u(t) +iv(t)) dt = / cos(a)u(t) + sin(a)v(t) dt <

b b
< / ValtZ T o2 dt = / £l

teljesiil, ahol az egyenlétlenségnél a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenséget hasznaltuk.

- el teljesiil. Legyen u = Re f és v = Im f. Ekkor

6.10. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, v €T és f,g: C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre Ran~y C
Dom f és Ran~y C Dom g teljesiil.
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1. /7(f+g)/7f+/vg

2.VAeC: Af)=A

cc: fop=rfs

3. Legyen ¢ : [a,b] — C, 6(t) =vy(b+a—1t), ekkor/f:—/f.
3 vy

L f‘SL(v) sup | (@)

zE€Ran v

Bizonyitds. Az els6 és a masodik tulajdonsag a Riemann-integrél linearitdsan mualik.
Ha v € I'®, akkor

/f /.f dt—/‘fa+b—ﬂ(a+b—tx dt =

=2 [ wiar=- [ 1
[1|- [ 1saepioiars

b
< / sup |f(@)] - H(O)dt=L() suwp |f()]

xERan vy rERan vy

és

t)dt| <

teljesiil. Ha v € T, akkor véges sok I'® beli részre osztva a v gorbét a fenti egyenletek igazoljdk az
allitas 3. és 4. pontjat.

Jelolés. Adott a,b € C szamok esetén jelolje [a,b] az a és b pontokat dsszekdtd szakaszt, vagyis
[a,0] ={a+t(b—a)eC|te][0,1]}.

6.11. Definicié. Legyen a,b € C és f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre [a,b] C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiiggvény v : [0,1] — C, v(¢t) = a + t(b — a) gbrbe menti integréljat a f[a b f
szimbo6lummal jeloljiik, tehét

i=0- a)/o Fla+t(b—a))dt.

6.12. Tétel. Legyen a,b € C € T és f : C — C olyan folytonos figgvény, melyre [a,b] C Dom f
teljesiil.

LAmf:_Amf

\<|b—a| sup ()

z€la,b

3. Minden c € [a,b] pontra / f= / f+ I
[a,b] la,c] [e,b]

Bizonyitds. Az 1. és a 2. pont a 6.10 tétel alapjan teljesiil. A 3. pont pedig Riemann-integralas
egyik alaptulajdonsaga.

6.13. Definici6. Legyen f, F': C — C fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a F' az f primitiv fiigguénye, ha
F differencialhato6 és F' C f teljesiil, valamint F' az f globdlis primitiv fiiggvénye, ha F’ = f teljesiil.

6.14. Tétel. Legyen 7 : [a,b] = C, v €T és f : C — C folytonos figguény. Ha F : C — C az f
primitiv fiigguénye és Rany C Dom F teljesiil, akkor

/ f = Fy(a)) — F(x(b)).
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Bizonyitds. Legyen ~ : [a,b] - C, vy € ' és f,F : C — C olyan folytonos fiiggvények, melyekre
F’' = f és Rany C Dom F teljesiil. Ekkor

b b b
/ J= / SO dt = / F/(7(t)7°(t) dt = / (For*) (1) dt = [F 01" = F(7(a))~F(+(b)).

Ha v € T, akkor véges sok I'® beli részre osztva a - gorbét a fenti egyenletet alkalmazva minden I'
beli részre kapjuk az allitast.

6.15. Tétel. Legyen v € I'y és f : C — C folytonos fiiggvény. Ha létezik olyan F : C — C primitiv
fiigguénye az f fligguénynek, melyre Ran~y C Dom F' teljesiil, akkor

ﬁf:o.

Bizonyitds. A 6.14 tétel kozvetlen kévetkezménye.

6.5. A Newton—Leibniz-tétel és a Goursat-lemma

Jelolés. Adott a, b, c € C szamok esetén jeldlje
A
T(a,b,¢) = {aa+ 8b+7c € Cll(e, 8,7) € 0.1 A a+B+7=1}
az a, b, ¢ csicspontit haromszoget.

Jelolés. Legyen a,b,c € C és f: C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre [a,b],[b, ], [¢,a] C Dom f
teljestil. Ekkor az a, b, ¢c haromszdg oldalain valé integralast a megfelel iranyitassal az alabbi mddon

fogjuk jelolni.
AN
[os2 g gef g
la,b,c] la,b] [b,c] [e,a]

6.16. Definicié. Az U C C halmazrél azt mondjuk, hogy csillaghalmaz, ha létezik olyan x € U pont,
melyre minden u € U esetén [z, u] C U teljesiil. Ekkor az x pontot csillagcentrumnak hivjuk.

6.17. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és U C Dom f nyilt
csillaghalmaz. Akkor és csak akkor létezik f-nek az U halmazon értelmezett primitiv fiiggvénye, ha
minden a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén / f = 0. Tovdbbd, ha teljesil ez a feltétel és

[a;bc]
c € U csillagcentruma az U halmaznak, akkor az

F:U—-C Z f

[c,2]
fiigguény primitiv fiiggvénye az f fiigguvénynek az U halmazon.

6.18. Tétel. (Goursat-lemma.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz
minden pontjaban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a,b,c € C pontra, T(a,b,c) C

Dom f esetén f=0.
[a,b,c]

6.19. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a € Int Dom f ponthoz létezik olyan r € R
és F : B.(a) — C figguény, melyre F' C [ teljesiil, azaz F a f primitiv figguény az a halmaz egy
kornyezetén.

6.20. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve, és legyen U C Dom f nyilt csillaghalmaz. Ekkor létezik az f
fiigvénynek az U halmazon értelmezett primitiv fliggvénye.
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6.6. Az indexfiiggvény

6.21. Tétel. Legyen n,m € Z, r € R, w € T és tekintsiik az f : C — C, f(2) = 2" fiiggvényt és a
v :[0,1] = C, y(t) = rwe*™i™ girbét. Ekkor

f= 0, ha n# —1,;
. ] 2rim, ha n=-1.

Bizonyitds. Legyen nym € Z, r e RT, w e T, f: C — C, f(z) = 2™ fiiggvény és v : [0,1] — C
pedig a y(t) = rwe?™i™ grbe. Ekkor a gérbementi integral definicioja alapjan

1 1
/f — / ™ eQ‘n’inmt rweQﬂimt 2rimdt = 27rim7“”+1w”+1/ eQﬂi(n+1)mt dt =
¥y 0 0
1
=21 imr" "t / cos((n + 1)mt) + isin((n + 1)mt) d t.
0
Amibdl adodik, hogy n # —1 esetén az integral nulla, n = —1 esetén pedig

/f:27rim.
vy

6.22. Definicié. A v € I gorbe indexfiigguényének nevezziik az alabbi fiiggvényt.

1 1
Ind, : C\Rany - C ZHQ?Ti/Vid(c—Z

6.23. Tétel. Legyen m € Z\ {0}, r € RT, w € T és tekintsik a v : [0,1] — C, v(t) = rwe?mim
gorbét. Ekkor minden z € C\ {z € C| |z| =1} esetén

[ 0, ha |z|>r
Ind, (z) = { m, ha |z| <r.
Bizonyitds. Legyen m € Z\ {0}, r e R*,we T és v:[0,1] — C a y(t) = rwe* 1™ girbe.
Ha z € C olyan, hogy |z| < r, akkor minden ¢ € [0, 1] esetén

miatt
n

e—27'r]mnt .

RO TN NN SN S
-2 ) 1-=% PR rw

Tovabba a fenti fiiggvénysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon, ugyanis az

n=0

oo 00 |Z| n
§ : sup . —2mimnt| _ § : () < 00
n=0 t€[0,1] rmw n=0 "

egyenlGtlenség a Weierstrass-tétel alapjan garantalja az egyenletes konvergenciat. Ekkor az 6sszegzés
és az integralas felcserélhetd, tehat

1 1 ’y(t) 1 L O n .
Ind - N7 qt= — 2 —2mimnt t =
nd, (2) 27ri/0 'y(t)—zd 27i Jo 7Tlmz:r”w”e d

[eS) 1 o
:mE 6727r1mntdt:m
PRI
n=0"0

n=0
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adodik.
Ha z € C olyan, hogy |z| > r, akkor minden ¢ € [0, 1] esetén
20|
E
miatt

’Y(t) __’Y(t) 1 y(t — r"w e2mim(nt1)t
Nt -z 2z 1_a® Z z” QWImZ Zn+l '

z

Tovabba a fenti fiiggvénysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon, ugyanis az

()

n=0

oo n+1,, n+1
r w 2w im(n+1)t
Zn+1

sup e

n—o t€[0,1]

egyenlGtlenség a Weierstrass-tétel alapjan garantalja az egyenletes konvergenciat. Ekkor az 6sszegzés
és az integralas felcserélhetd, tehat

1 1 ’t 1 1 0 n+1,, n+l )
Ind,(2) = /0 7(7() dtz—/0 —2ﬂim27r W g2mim(ntt gp —

27 t)—z 2mi Zntl
n=0

0o a1

rw\ntl —2mim(n+1)t _

= [ () dr=0
n=0

adodik.

6.24. Tétel. Legyen v € I'y. Ekkor az alabbiak teljesilnek.
1. RanInd, C Z
2. Az Ind, figgvény folytonos.
8. Ha valamely z € C szdmra Ran~y C By,|(0) teljesiil, akkor Ind,(z) = 0.

6.7. Cauchy integraltételei

6.25. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér, U C M és 749,71 : [0,1] — U zart folytonos gorbe. Azt
mondjuk, hogy a vy és v1 kontirhomotdpok az U C M halmazban, ha létezik olyan H : [0, 1]2 - U
folytonos fiiggvény, hogy minden ¢ € [0, 1] esetén H(0,t) = ~o(t) és H(1,t) = v1(¢), valamint minden
p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,1).

6.26. Definicié. Legyen (M, d) metrikus tér és U C M. Azt mondjuk, hogy az U C M halmaz
egyszeresen 0sszefiiggd, ha U ivszertien Osszefiiggd és minden U halmazban haladé zéart folytonos
gorbe kontirhomotop az U halmazban egy konstansfiiggvénnyel. Az (M, d) metrikus tér egyszeresen
dsszefiiggd, ha az M halmaz egyszeresen Osszefiliggs.

6.27. Tétel. (Cauchy intergdltétele.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre Dom f
nyilt halmaz és minden z € Dom f esetén van a z pontban értelmezett primitiv figgvénye az f
fiigguénynek. Ha ~vo,v1 € Ig olyan gorbék, melyek konturhomotopok a Dom f halmazban, akkor

[o=]r

6.28. Tétel. (Cauchy elsé integrdilformuldja.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, mely a
Dom f halmaz minden pontjdban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ha v € T'g és létezik olyan
U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, melyre Rany C U C Dom f teljesiil, akkor

fr-o
3
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6.29. Tétel. Legyen f: C — C olyan holomorf fiigguény, melyre a Dom f halmaz egyszeresen éGssze-
fiiggé. Ekkor minden v € T'g gorbére Ran~y C Dom f esetén

fro
|

6.30. Tétel. (Cauchy mdsodik integralformuldja.) Legyen f : C — C holomorf figgvény, U C Dom f
egyszeresen Gsszefliggd nyilt halmaz és v € Ty olyan gorbe, melyre Ran~y C U teljesiil. Ekkor minden
z € U\ Ran~y pontra

teljesiil.

f6) s (2) = 5 §

Jelslés. Adott a € C és 7 € RT esetén legyen

Yra:[0,1] = C  trsatre™it

Sp(a)={z€C| |z—a|=r1}.
6.31. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiigguény, a € C és r € R™ olyan paraméter, melyre
B,(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden z € B,(a) pontra

_ 1 f
1) = 53 }{ id—z

6.8. Cauchy transzformacié

6.32. Definici6. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és vy € I' olyan gbérbe, melyre Ran~y C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiiggvény v gorbe szerinti Cauchy-transzformadltja
1 f

C¢~r:C\Rany = C ZH% e

6.33. Tétel. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és v € T olyan gorbe, melyre Ran~y C Dom f
teljesiil.
1. A Cy, figguény C-analitikus.
2. Minden a € Dom Yy, esetén a Cy  fiiggvény a kézépponti Taylor-sordnak a konvergenciasu-
gara nem kisebb a dist(a, Ran~y) szdmndl.
3. Minden a € DomCYy,, esetén a Cy ., fligguvény a kézépponti Taylor-sora megegyezik a Cy
fiigguénnyel a Baii(q,Ran~)(a) halmazon.
4. Minden a € DomCy, ésn € N esetén

(n) o n! f
Cf,—y (CL) - 271—1/}/ (ld@ _a)n—i-l .
6.34. Tétel. Legyen f : C — C holomorf figgvény.

1. Az f figguény C-analitikus.
2. Minden a € Dom f esetén az f fligguény a kézépponti Taylor-sordnak a konvergenciasugara

nem kisebb a

Tq = SUp {r € RY|B.(a) C Domf}
szamndl.

3. Minden a € Dom f esetén az f fiiggvény a kizépponti Taylor-sora megegyezik az f fligguénnyel
a By, (a) halmazon.
4. Minden a € Dom f, r € ]0,7,] és n € N esetén

" n! f
10 =g ) e
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6.9. Holomorf fiiggvény analitikussaganak elemi kévetkezményei

6.35. Tétel. (Megsziintethetd szingularitasok tétele.) Legyen a € C, r € RT és f : B.(a) \ {a} — C
holomorf fiiggvény. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

Létezik olyan f : B(a) = C folytonos fiigguény, mely f kiterjesztése.

Létezik a 1i£n f hatdrérték.

Létezik olyan p € 10,7, hogy az f (B,(a) \ {a}) halmaz korldtos.

lim £(2)(z — a) = 0

6.36. Tétel. Ha f : C — C holomorf fiigguény, akkor minden U C Dom f egyszeresen Gsszefiiggd
nyilt halmazhoz létezik az f fiigguénynek az U halmazon értelmezett primitiv fligguénye.

6.37. Tétel. (Morera tétele.) Legyen f : C — C nyilt halmazon értelmezett folytonos fiigguény.
Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek.

o Az f fiigguény holomorf.

o Minden U C Dom f egyszeresen 0sszefliggd nyilt halmazra és v € T'y gorbére Ran~y C U esetén

/f =0 teljesiil.
.
e Minden a,b,c € Dom f esetén, ha T'(a,b,c) C Dom f, akkor/ f=0.

[a,b,c]

6.10. Cauchy-egyenl&tlenség és Liouville tétele

6.38. Tétel. (Cauchy-egyenlétlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, valamint legyen a € C
és r € RT, melyre B,.(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden n € N és z € B,.(a) szdmra

< ! sup | ()]

re)| < 3 (1 )™ el

T
teljestil.

6.39. Tétel. (Cauchy-egyenlétlenség.) Legyen f : C — C holomorf figgvény, valamint legyen a € C
és r € R, melyre B,(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden n € N esetén

@< ™ s (5

r" €Sy (a)
teljesiil.

6.40. Tétel. (Liouville-tétel.) Legyen f : C — C mindenhol értelmezett holomorf figgvény. Ha
létezik olyan P : C — C n-ed foki polinom és R € RT, hogy minden z € C, |z| > R szimra
If(2)| < |P(2)| teljesiil, akkor f is legfeljebb n-ed foki polinom.

6.41. Tétel. (Liouville-tétel.) Ha f : C — C mindenhol értelmezett, korldtos holomorf fiigguény,
akkor f dllando.

6.42. Tétel. (Algebra alaptétele.) Legyen P : C — C legaldabb elséfoki polinom. Ekkor létezik a P
polinomnak zérushelye.

6.11. Holomorf fiiggvények gyokei

6.43. Tétel. Legyen f : C — C dsszefiiggd halmazon értelmezett, nem azonosan 0 holomorf fiiggvény
és Ny = {z € Dom f| f(z) =0}.
1. Az Ny halmaz minden pontja izoldlt pont.
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2. Minden a € Ny ponthoz egyértelmien létezik olyan n € N és olyan g : Dom f — C holomorf
fiiggvény, hogy g(a) # 0 és minden z € Dom f szamra f(z) = (z — a)"g(z) teljesil. Ezt azn
szamot nevezzik az a gyok multiplicitasanak.

3. Az Ny halmaz megszamldlhato.

Jelolés. Az f: C — C 06sszefiiggé halmazon értelmezett, nem azonosan 0 holomorf fiiggvény esetén
vezessiik be az
Ny ={z € Dom f| f(z) =0}

jelolést a zérushelyekre és minden a € Ny esetén az a gy6k multiplicitasat jelolje my(a).

6.44. Tétel. (Unicitds tétel.) Legyen U C C dsszefiiggd nyilt halmaz és f,g : U — C holomorf
fiigguény. Ha aT = {x € U| f(x) = g(x)} halmaznak van U halmazbeli torléddsi pontja, akkor T =U.

6.12. Laurent-sorfejtés

Jelblés. Ha a : Z — C olyan sorozat, melyre a E a_ és a E ay, sor is konvergens, akkor vezessiik
k k

oo oo o0
g ak:ao—i—Za_k—&—Zak
k=1 k=1

k=—o00

be a

jelolést.

6.45. Definicié. Haa € C, r € RT és R € |r, 00], akkor a
Crr(a)={z€C|r<|z—a| <R}

halmazt az a kézépponti r belsd és R kilsd sugari nyilt kérgyirinek nevezziik.

6.46. Tétel. (Laurent-tétel.) Legyen f : C — C holomorf figgvény, valamint a € C és r,R €
R* U {oc} olyan, hogy r < R és C, r(a) C Dom f. Ekkor egyértelmiien létezik olyan ¢ : Z — C
fiigguény, hogy minden ', R' € RY esetén, har <1’ < R' < R, akkor a

Z cn(ide —a)” és Z c—p(idc —a)™"

neN —neN+

figgvénysorok normdlisan konvergensek a C,/ p/(a) halmazon és minden z € C, g(a) esetén

f(z)= Z en(z—a)" .

=00
Tovabbd ha v € Ty olyan gérbe, melyre Ran~y C C, r(a) teljesil, akkor minden n € Z esetén

1 f

Ind n==— ] ————— .
nd, (a)c 271 /., (idec —a)"*7

6.47. Definici6. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan
p € RY, hogy C ,(a) C Dom f. Ekkor a Laurent-tétel alapjan egyértelmten léteznek olyan (cy)nez
egyiitthatok, hogy minden r, R € RT esetén, ha 0 < r < R < p, akkor a

Z cn(ide —a)” és Z c_pn(idc —a)™
neN —neNt
fiiggvénysorok normalisan konvergensek a C; r(a) halmazon és minden z € Cy ,(a) esetén

[e.9]

fz) = Z en(z—a)™ .

n=oo
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— Ekkor a
Co,pla) = C z ch(z—a)"
nez
fiiggvénysort az f fligguény a pontbeli Laurent-sorfejtésének nevezziik.
— Az f fiigguény reguldris része a Cy ,(a) halmazon

fr:Copla) = C Z ch(zfa)"

neN

és az f fiigguény forésze a Cy ,(a) halmazon

fp:Copla) = C z Z en(z —a)™.

neN

— Az f fiigguénynek az a pontban pélusa van, ha az {m € NT| c_,, # 0} halmaz véges, de nem
iires és az
rf(a) = max {m € N*| c_,, # 0}
szam a polus rendje.
— Az f fiiggvénynek az a pontban lényeges szingularitdsa van, ha az {m € NT| c_,, # 0} halmaz
végtelen.
— A c_y szémot az f figguény a pontbeli reziduumdnak nevezziik és a Resy(a) szimbolummal
jeloljiik.
6.48. Tétel. Legyenr € RT, a € C és f: B.(a) \ {a} — C olyan holomorf fiiggvény, melynek m-ed
rendd (m € N ) pélusa van az a pontban. Ekkor

Resy () = ot i (L2 (- )

(m—1)! z=a \ d2zm1

6.13. Reziduum-tétel, argumentum-elv és Rouché tétele

6.49. Definici6é. Az f : C — C holomorf fiiggvény meromorf, ha létezik olyan U C C egyszeresen
Osszefiiggd nyilt halmaz és olyan A C U diszkrét zart halmaz, hogy Dom f = Q\ A és az f fliggvénynek
a D halmaz minden pontjaban pélusa van.

6.50. Tétel. (Reziduum-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf fiigguény, hogy az A halmaz minden pontjiban pdlusa van az
f fiigguénynek. Ha v € Ty olyan gérbe, melyre Rany C U \ A teljesiil, akkor

/f = 27TiZInd7(a) Ress(a) .

a€A

6.51. Tétel. (Argumentum-elv.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf figgvény, hogy az A halmaz minden pontjiban pélusa van az
f fiiggvénynek. Ha v € Ty olyan gorbe, melyre Rany C U \ A teljestil, akkor

2711_1/7?/ = Z Ind, (a)my(a) — Z Ind, (a)rs(a) .

a€Ny a€ Py

6.52. Tétel. (Rouché-tétel.) Legyen U C C egyszeresen ésszefiiggd nyilt halmaz, f,g: U — C nem
azonosan nulla holomorf fiigguény és v € Ty gérbe a Ran~y C U tulajdonsdggal. Ha minden z € Ran~y
esetén |g(z)| < |f(2)| teljesiil, akkor

Z Ind, (a)m¢(a) = Z Ind, (a)msyq(a) .

a€Ny a€Njsig
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6.14. Nyilt leképezés tétele, lokalis maximum elve és a Schwarz-lemma

6.53. Tétel. (Nyilt leképezés tétele.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és f : U — C
nem konstans holomorf figgvény. Ekkor az f(U) halmaz is egyszeresen dsszefiiggd és nyilt.

6.54. Tétel. (Lokdlis maximum elve.) Legyen U C C nyilt halmaz és f : U — C nem dllando
holomorf fiiggvény. Ekkor minden a € U esetén, az |f| figguénynek nincs lokdlis mazimuma az a
pontban.

6.55. Tétel. (Lokdlis minimum elve.) Legyen U C C ésszefiiggd nyilt halmaz és f : U — C\ {0} nem
d@llandé holomorf figgvény. Ekkor minden a € U esetén az |f| figgvénynek nincs lokdlis minimuma
az a pontban.

6.56. Tétel. Legyen U C C korldtos nyilt halmaz és f : U — C olyan folytonos figguény, mely
holomorf az U halmazon. Ekkor

itelg\f(x)l = max |f(z)],
ahol FrU = U\ U, az U halmaz hatdra.

6.57. Tétel. (Schwarz-lemma.) Legyen a € C, r € RY, f : B.(a) — C holomorf fiigguény, és
C € R™ olyan, hogy minden z € B,.(a) esetén |f(z) — f(a)| < C. Ekkor minden z € B,(a) pontra

2 — al

r

[f(z) = fla)| <C

teljesiil, valamint |f'(a)| <

2Q

6.15. Casorati—Welerstrass-tétel és a Hurwitz-tétel

6.58. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiigguény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan p € RT,

hogy B,(a) \ {a} C Dom f. Legyen r(a) = sup {7’ € R*| B.(a) \ {a} € Dom f} és az [ fiigguény a
pont korili Laurent-sorfejtése f(z) = Z cn(z —a)™.
— '
1. Ekkor minden r €]0,r(a)| és n € Z esetén |c,| < —n sup |f(2)].
z€Sy(a)
2. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van requldris kiterjesztése az a pontban, ha létezik olyan
r €10,r(a)[, melyre az f(By(a) \ {a}) halmaz korldtos.

3. Az f fiigguénynek pontosan akkor van m-ed rendid pélusa az a pontban, ha létezik olyan r €

10,7(a)] és C1,Cs € RT, melyre minden z € B,.(a) \ {a} esetén = < |f(2)] < G

1
|z — al |z —al™"
4. Az f fiigguénynek pontosan akkor van lényeges szingularitdsa az a pontban, ha minden k € R

C
paraméterhez létezik olyan Cy € RY, melyre minden r € ]0,7(a)| esetén —: < sup |f(2)]
r z€Sr(a)

6.59. Tétel. (Casorati-Weierstrass-tétel.) Legyen r € RY, a € C és f : B.(a) \ {a} — C olyan
holomorf fiigguény, melynek lényeges szingularitdisa van az a pontban. Ekkor minden p € ]0,7[ esetén

f(Bpla)\{a}) = C.

6.60. Tétel. (Holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen sorozatdinak hatdrértéke.) Legyen U C C

nyilt halmaz €s (fn)nen olyan sorozat, hogy minden n € N esetén f,, : U — C holomorf figgvény. Ha

az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az U halmazon, akkor az f = lim f,
n— oo

hatdrfiigguény szintén holomorf; minden k € N esetén a (fy(Lk))neN fiiggvénysorozat lokdlisan egyenle-

tesen konvergens az U halmazon és f(k) = lim f,(lk).
n—oo
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6.61. Tétel. (Hurwitz-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és (fn)nen az U
halmazon értelmezett komplex értéki holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen konvergens sorozata
az [ : U — C nem azonosan nulla hatdrfiggvénnyel. Ekkor eqy z € U elem pontosan akkor gydke az
f fiiggvénynek, ha minden e € RY esetén létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szdmra az
fn fligguénynek van gyoke a B:(z) halmazban.

6.16. Par valos integral kiszamitasa reziduum tétellel

6.62. Tétel. Legyen p,q : C — C olyan valds egyiitthatds polinom, hogy a q polinomnak nincs valds
gyoke és degq > 2 + degp. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

aeC: q(a)=0,

[ o) . 7’ pa) | < p(2) )
Va € 10,27 :/ ——=cos(az) dz +1i sin(ax) dz =27i Res | z+— —=¢€e'* q
0.2r: |Gy cos(o) () D) 2 «(2)
-0 - Im a>0
Va € ]-1 1[:/Ma:oY dz = i - exp (—iﬂ> Z Res (z»—>p(z)z“ a)
’ ; Q(x) cos % 2 a€C: q(a)=0, q(z) ’

Im a>0

6.17. A Cauchy-integralformula és a reziduum-tétel néhany kévetkezménye

6.63. Tétel. Ha D C C diszkrét zdrt halmaz és f,g: C\ D — C olyan holomorf figuény, hogy
1. az f — g figgvénynek a D halmaz minden pontjaban létezik hatdrértéke;

2. sup |f(2) —g(z)| < oo;

z€C\D
3. inf — =0
Lanf 11 (z) = 9(2)[ =0,
akkor f = g.
6.64. Tétel.
' ' sin®(rz) 4~ (2 +k)?
2 & 1

2. VZGC\<Z+;>: mgm:;

1
3. Vze€C\Z: ctg(ﬁz)z—z+f
™

1 22 & 1
4. VZEC\(Z—I—Q): tg(mz) = 2227
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