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1. Metrikus terek

1.1. Tétel. Tetszdleges M mnem 1ires halmaz esetén

1 ha x#vy,

d:MxM—=R (x,y)e{o ha 1=y

metrika, tehdt minden nem tres halmazon létezik egy kitintetett metrika.

1.2. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, v € M és r € RT. Ekkor minden y € B,(x) pontra és
p €10,r —d(z,y)[ szdmra
Bp(y) - Br(z)

teljesiil.
1.3. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldatos.

1.4. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Minden x € M pont és r € RT szdm esetén B,.(z) korldtos,
nyilt halmaz.

1.5. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az ires halmaz és M nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

1.6. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Az idires halmaz és M zart.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zdrt.

1.7. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és Z,U C M. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor
Z\U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

1.8. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszdleges X C M halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;
4. X az a legszitkebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

1.9. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Tetszdleges X C M halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

1.10. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Az X C M halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torlodasi pontjdt tartalmazza.

1.11. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M. Ekkor
ImtX =M\ M\ X,
X =M\ Int(M\ X).
1.12. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Ekkor (A,d|axa) is metrikus tér.

1.13. Tétel. (Nyilt és zdrt halmazok metrikus altérben.) Legyen (M,d) metrikus tér, AC M, BC A
és d' =d|axa. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A B halmaz pontosan akkor nyilt az (A,d') metrikus altérben, ha létezik olyan U C M nyilt
halmaz, melyre B = ANU teljesiil.
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2. A B halmaz pontosan akkor zdrt az (A,d') metrikus altérben, ha létezik olyan Z C M zdrt
halmaz, melyre B = AN Z teljesiil.

1.14. Tétel. (Halmaz lezdrtja metrikus altérben.) Legyen (M,d) metrikus tér, A C M, d' = d|laxa
és minden B C A esetén jelélje B a B halmaz lezdrtjit az (M,d) metrikus térben és B a B halmaz
lezdrtjat az (A,d') metrikus térben. Ekkor minden B C A halmazra

B=BnA

teljestil.

1.15. Tétel. Legyen n € NT és p € [1,00].
1. A

n »
AN
dp : K" x K" 5 RY (2,y) = dy(a,y) = (Z |2k — yk|p>
k=1

deo ' K" x K" = R (z,y) — doo(z,y) émax{|:ck — k|| ke {l,...,n}}

leképezés metrika.
2. Minden p € [1,00[ esetén a d, és a do metrikdk ekvivalensek.

1.16. Tétel. Metrikus térben haladd konvergens sorozat hatdrértéke egyértelma.
1.17. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

1.18. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

1.19. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, AC M ésx € M.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = .
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

1.20. Tétel. Legyenn € N, p € [1,00[U {00}, és a: N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (K",d,) térben, ha minden i € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indexre

pr; (lima) = lim(pr; oa)
teljesiil.
1.21. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.
1.22. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
1.23. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

1.24. Tétel. Legyen (M,d) teljes metrikus tér és X C M zdrt halmaz. Ekkor az (X, d|x xx) metrikus
altér s teljes.

1.25. Tétel. Metrikus térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

1.26. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X C M kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. Az Y C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.



1.27. Tétel. (Cantor-féle kiézisrész-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és (K;)ier az M kompakt,
nem tres halmazainak olyan rendszere, hogy minden v,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
Ky C K; N K teljesil. Ekkor

ﬂKﬁé@.

el

1.28. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor relativ kompakt,
ha A kompakt halmaz.

1.29. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M kompakt halmaz. FEkkor minden a : N — K
sorozatnak van olyan konvergens részsorozata, amelynek hatdrértéke eleme a K halmaznak.

1.30. Tétel. (Lebesgue-lemma.) Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden
K halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, amelynek a hatarértéke eleme
a K halmaznak. Ekkor a K halmaz barmely (U;);er nyilt befedéséhez létezik olyan r € RT szdm, hogy
minden x € K ponthoz van olyan i € I, amelyre B,.(x) C U; teljesiil.

1.31. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és K C M olyan halmaz, hogy minden benne halads soro-
zatnak létezik konvergens részsorozata, amelynek a hatdrértéke eleme a K halmaznak. Ekkor minden

r € RT szdmhoz létezik olyan H C K véges halmaz, amelyre K C U B, (z) teljesiil.
zc€H

1.32. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz
pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado sorozatnak létezik olyan konvergens részso-
rozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

1.33. Tétel. Metrikus térben minden kompakt halmaz teljes.

1.34. Tétel. Egy metrikus tér pontosan akkor szepardbilis, ha létezik benne megszamldlhato strd
halmaz.

1.35. Tétel. Legyen n € Nt ésp € [1,00[. Az (R™,d)) és az (R",dw,) terek szepardbilisek.

1.36. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’ fiigguény, az a € M pont az f
fligguény értelmezési tartomdnydnak torléddsi pontja és legyen A, B € M’ az f fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

1.37. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f : M — M’ fiigg-
vény és a z € M pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor létezik,

ha minden olyan a : N — Dom f \ {z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a
hatarérték.

1.38. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.) Legyen (M,d) és (M',d') metrikus tér, f : M — M’ és
z € Dom f. A f fiigguény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

1.39. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, f : M — M’', és az a € Dom f pont a Dom f
halmaz torloddsi pontja. Az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és
a

lignf = f(a).

1.40. Tétel. Legyen (Mi,d1), (Ma,ds) metrikus tér, o : My — Ms folytonos figguény és x,y € M,
tetszdleges pont. Legyen a,b: N — My olyan sorozat, melyre lima = x és limb = y teljesiil. Ekkor

da(p(x), p(y)) = lim da(p(an), ¢ (bn))-
1.41. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér, valamint a,b: N — M konvergens sorozat. Ekkor
lim d(an,b,) = d(lima, limb)
n—oo

teljesiil.
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1.42. Tétel. (Figguénykompozicid hatdrértéke.) Legyen (M, dy), (Ma,ds) és (Ms,ds) metrikus tér,
valamint f : My — Ms, g: Ms — Ms, a € My, b € My és ¢ € M3 olyan, melyre lignf =0, lilgng =c
és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a

1. b¢ Domy;

2. be Domg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesil, akkor li(ILn(g of)=c

1.43. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.)  Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér,
valamint f : My — Ms. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

-1
2. Minden A C My nyilt halmazra létezik olyan U C My nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C Ms zdrt halmazra létezik olyan Z C My zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.

1.44. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, va-
lamint f : M1 — Ms. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C My nyilt halmazra f (A) nyilt.
-1
3. Minden A C My zdrt halmazra f (A) zdrt.
1.45. Tétel. (Egyenldség folytatdsdnak az elve.) Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint

fyg : My — My folytonos figgvény. Ha valamilyen U C M, halmazon f|ly = g|u teljesil, akkor
flz = glg is teljesiil.

1.46. Tétel. Metrikus terek kozdtt hato folytonos fiigguények kompozicidja folytonos fligguény.

1.47. Tétel. Legyen (My,d1), (Ms,ds) metrikus tér és f : My — My bijekcid. Az f figguény
pontosan akkor nyilt, ha f~' folytonos.

1.48. Tétel. Legyen (Mi,dy) és (Ma,d2) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — Mo
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

1.49. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) metrikus tér, K C M kompakt halmaz és f : K — R
folytonos fiiggvény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) =inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

1.50. Tétel. Legyen (My,dy) és (Ms,ds) metrikus tér, K C My kompakt halmaz és f : K — Mo
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~1 figguény is folytonos.

1.51. Tétel. Ha (M;,d,) kompakt metrikus tér, és (Ma,ds) metrikus tér, akkor minden f : My —
Ms folytonos bijekcié homeomorfizmus.

1.52. Tétel. Metrikus terek kozott hatd egyenletesen folytonos fiigguény folytonos.

1.53. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (Mi,dq) és (Ma,ds) metrikus tér, K C M; kompakt halmaz és
[ K — M, folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

1.54. Tétel. (Egyenletesen folytonos figguény kiterjesztése.) Tegyiik fel, hogy (M, dy) metrikus tér,
(My,ds) teljes metrikus tér és f : My — My egyenletesen folytonos figgvény. Ekkor létezik egyetlen
olyan folytonos g : Dom f — M, fligguény, mely az f fiigguény kiterjesztése, azaz f C g, valamint a
g fiigguény is egyenletesen folytonos.

1.55. Tétel. (Egyenletesen folytonos figgvény kiterjesztése.) Legyen (M, dy) tetszdleges metrikus
tér, (Ms,ds) pedig teljes metrikus tér és f : My — My sdridn értelmezett, egyenletesen folytonos fiigg-
vény. Ekkor létezik egyetlen olyan folytonos g : My — M, fiigguény, mely az [ fliggvény kiterjesztése,
azaz [ C g, valamint a g fligguény is egyenletesen folytonos.



1.56. Tétel. Minden izometria egyenletesen folytonos.

1.57. Tétel. (Izometria kiterjesztése.) Legyen (M, dy) metrikus tér, (Ms, ds) teljes metrikus tér és
[ My — M sidrin értelmezett izometria. Ekkor az f fligguény folytonos g : My, — My kiterjesztése
18 1zometria.

1.58. Tétel. Minden Lipschitz-folytonos fligguény egyenletesen folytonos.

1.59. Tétel. Ha (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, akkor az f : My — My figgvények tulajdonsdgai
kézott az aldbbi reldcio teljesiil.

kontrakcio = Lipschitz-folytonos = egyenletesen folytonos = folytonos

1.60. Tétel. (Banach-féle fizponttétel.) Legyen (M, d) teljes metrikus tér és f : M — M kontrakcid.
Ekkor létezik egyetlen olyan y € M pont melyre f(y) =y teljesil.

1.61. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M. Az A halmaz pontosan akkor korldtos, ha
diam(A) < co.

1.62. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M nem dres halmaz. Ekkor
1. minden z,y € M esetén
|dist 4 (z) — dista(y)| < d(z,y)

teljesiil;
2. a dist 4 fiigguény egyenletesen folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.

1.63. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és X, Y C M olyan zdrt halmazok, melyekre X N Y =
teljesiil.
1. Létezik olyan f : M — [0,1] folytonos figgvény, hogy minden x € X esetén f(x) = 0 és
minden y €Y esetén f(y) = 1.
2. Létezik U,V C M nyilt halmaz, hogy X CU,Y CV ésUNV = 0.

1.64. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér.
1. Létezik olyan (M’,d') teljes metrikus tér és j : M — M’ izometria, melyre Ranj = M’
teljesiil.
2. Ha (My,dy) és (Ma,ds) teljes metrikus tér, valamint j; : M — My és jo : M — My olyan
1zometria, melyre Ranj, = M, és Ranjo = My, akkor létezik egyetlen olyan ¢ : My — M,
izometrikus homeomorfizus, melyre jo = ¢ o j; teljesiil.

1.65. Tétel. Minden metrikus térnek létezik teljes burka és barmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

1.66. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és A C M.
1. Az A halmaz pontosan akkor dsszefiiggd, ha az (A,d|axa) altér dsszefiiggd.
2. Az A halmaz pontosan akkor ivszerden dsszefiiggd, ha az (A, d|axa) altér tvszerden dsszefiggd.

1.67. Tétel. Minden fvszeriien dsszefiiggd halmaz dsszefiliggd.

1.68. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér. Ekkor az aldbbi kijelentések ekvivalensek.
1. Az M halmaz ésszefiiggd.
2. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre U <0, V 40, UNV =0 ésM =UUV.
3. Nem létezik olyan X,Y C M zdrt halmaz, melyre X #0,Y #0, XNY =0 és M = X UY.

1.69. Tétel. (Metrikus altér dsszefiiggdsége.) Legyen (M, d) metrikus tér, A C M és d' = d|axa.
Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek.

1. Az A halmaz dsszefiiggd az (M, d) térben.

2. Az (A,d") metrikus altér dsszefiiggd.
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3. Nem létezik olyan U,V C M nyilt halmaz, melyre UNA# 0, VNA#AD, UNVNA=0 és
ACUUYV.

4. Nem létezik olyan XY C M zdrt halmaz, melyre X NA £ D, YNA#D, XNYNA=0 és
ACXUY.

1.70. Tétel. Legyen (M,d) dsszefiiggd metrikus tér és A C M olyan halmaz, mely nyilt és zdrt.
Ekkor A =0 vagy A = M teljesiil.

1.71. Tétel. Legyen (My,dy) és (Ma,ds) metrikus tér, valamint legyen A C My és f : A — My
folytonos fiigguény.

1. Ha A ésszefiiggd, akkor f(A) is dsszefiiggd.

2. Ha A ivszerden dsszefiiggd, akkor f(A) is fvszerden dsszefiiggd.

2. Normalt terek
2.1. Tétel. Legyen (V,||||) normdlt tér. Minden x,y € V esetén
)l = Iyl < llz =yl
teljesiil.
2.2. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér. Ekkor a
dj:VxV =R (z,y) |z -yl
leképezés metrika, igy (V,d).|) metrikus tér.

2.3. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Legyen x €V ésr € RY. Az x kézépponti v sugard nyilt gémb

Br(z) ={y e V] [l —yll <r}.

2. Az X CV halmaz nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € R, hogy B.(z) C X teljesiil.
3. Az X CV halmaz zdrt, ha V \ X nyilt.
4. Az X CV halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RY és x € V, hogy X C B,(x) teljesiil.

2.4. Tétel. Legyen n € NT ésp € [1,00[. A K" téren a

1
n P
A
I, K" =Ry z— 2], = (Z Iwklp)
k=1

n JAN
I - K %RS‘ = [|z]| = max{|zi| | k€ {1,...,n}}

leképezések normak (melyet p-normdnak, illetve sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).

2.5. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér, c € K, a,b: N =V és A : N — K konvergens sorozat.
1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).
3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lim a).
4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim a]|.

2.6. Tétel. (A konvergencia szikséges feltétele.) Legyen (V,|-||) normdlt tér és a : N — V olyan
sorozat, melyre a _ a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

2.7. Tétel. Legyen (V,|||) normdlt tér és a : N — V olyan sorozat, melyre a > a sor abszolit
konvergens.



1. Ha V Banach-tér, akkor a _ a sor konvergens.
2. Ha a ) a sor konvergens, akkor

oo oo
D k]| <D llaxll-
k=0 k=0
2.8. Tétel. Legyen || és ||| norma a V vektortéren. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C'V nyilt halmaz nyilt a ||-||' norma szerint is.

2. Minden x € V és r € RT paraméterekhez létezik olyan R € RT, melyre B}H%'H/(a:) C BJJ'H(Q:).
3. Létezik olyan K € RT szdm, hogy minden x € V vektorra ||z|| < K ||z|".

2.9. Tétel. Legyen ||-||" és ||-|| norma a V vektortéren. A |-||" és ||-| normdk pontosan akkor ekviva-
lensek, ha léteznek olyan Ky, Ky € RT paraméterek, hogy minden x € V vektorra ||z|| < K ||z||" és
lz||" < Ky ||| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € RT paraméterek,
hogy minden x € V vektorra o ||z < ||z||" < B|z|-

2.10. Tétel. Legyen (Vi,|-|l;) és (Va,|-|ly) normdlt tér, valamint A : Vi — Vs linedris leképezés.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

1. Az A leképezés folytonos.

2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.

3. sup |lAz|, < oo
llzll; <1

4. Az A leképezés egyenletesen folytonos.
2.11. Tétel. Legyen (V1,|-||;) és (Va,||-||ly) normdlt tér. Az £ (Vi,Va) tér vektortér, melyen a
[l:.2(V1,V2) = Ry A sup Azl

llzll, <1
leképezés norma.

2.12. Tétel. Legyen (V1,|-||;) és (Va,||||y) normdlt tér, valamint legyen A € £ (V1,Va) és x € V;.
Ekkor
[Az[ly < [[A[ - [l -

2.13. Tétel. Legyen (V1,|-[l,), (Va,|-Il5) €s (Va,||-|l3) normdlt tér, valamint legyen A € £ (V1, V)
és B € #(Va,V3). Ekkor BA € ¥(V1,V3), tovdbbd

IBA[| < [|B] - || Al
teljesil, mely tulajdonsagot a norma szubmultiplikativitdsanak nevezzik.
2.14. Tétel. Minden (V,||-||) normdlt tér, z € V és c € K\ {0} esetén az
M.:V =V T cx,
L,:V->V T z+T
leképezés homeomorfizmus.

2.15. Tétel. Ha (V4,|-||;) normdlt tér és (Va, |-||,) Banach-tér, akkor (£ (V1,Va), ||-||) is Banach-tér.

2.16. Tétel. Legyen (Vi,|-|;) és (Va,|-|ly) normdit tér és legyen A : Vi — Vi linedris leképezés.
Ha dimVy < oo, akkor A folytonos. Azaz minden véges dimenzids vektortéren értelmezett linedris
leképezés folytonos.

2.17. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Legyen (V,||-||,,) Banach-tér és legyen A € £ (V,V). Ha
Al < 1, akkor a ZA" sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhatd, inverze folytonos linedris

n=0
leképezés és

f: A = (1— A)?
n=0

teljesiil, ahol 1 jeléli a V — V identitdsfiigguényt.
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2.18. Tétel. Legyen U és V Banach-tér és legyen

G(z(U,V)) 2 {ae (U, V)| 3d' € (V,U): ad =idy, d'a=idy}.

(Vagyis G(Z(U,V)) jeloli a azon invertdlhato linedris leképezések halmazat, melyek inverze is foly-
tonos.) Ekkor
1. minden a € G(L(U,V)) elemre B” — (a) CG(2(U,V));

2. a G(£(V,V)) halmaz nyilt;
8 azi:G(LUV)) = GLV,U)),i(a) =a! leképezés folytonos.

2.19. Tétel. Legyen (V,||-||) véges dimenzids normdlt tér a K szdmtest felett és legyen (ex)r=1,...n
ennek eqy bazisa. Tekintsik a

p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezést.
1. A ¢ linedris homeomorfizmus a (V, ||-||) és a (K", ||-||,) terek kozitt.
2. Az U CV halmaz pontosan akkor nyilt, ha a =1 (U) C K" halmaz nyilt.
3. Az U CV halmaz pontosan akkor korldtos, ha a <p_1(U) C K™ halmaz korldtos.

2.20. Tétel. Minden V véges dimenzids vektortéren birmely két norma ekvivalens.

2.21. Tétel. Legyen V véges dimenzids vektortér és legyen ||-|| : V — RY tetszdleges norma. Ekkor
1. a 'V tér teljes;
2. a'V egy részhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zart.

2.22. Tétel. Minden normdlt tér minden véges dimenzids altere zdrt.
2.23. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén Iy vektortér, a

[, : & =R 5 (an|p>

n=0

S

leképezés pedig norma az Iy téren. Tehdt minden p € (1,00 valds szdmra (I, ||-||,,) normalt-tér.

2.24. Tétel. Legyen (V, ||-||) normdlt tér.
1. Ha xg,x1 €V, akkor a

Vro,zr t 10,1] =V t— xg+t(xy —x0)

figguény folytonos.
2. Han € NT és zq,...,x, €V olyan, hogy minden k € {0,...,n — 1} esetén xj, # xp11, akkor
a
v [0, ].] -V t— Tnt)] + {nt} (x[nt]+1 — x[nt])
fiigguény folytonos, tovibbd minden k € {0,...,n — 1} esetén minden t € [0,1] szdmra
k+t
T T (t) =7 <n>
teljesiil.

2.25. Tétel. Normdlt térben minden konvex halmaz ivszerden dsszefiiggd.

2.26. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. AV halmaz ivszerden dsszefiliggd.
2. AV halmaz dsszefiiggd.



3. Ha A CV olyan halmaz mely nyilt és zdrt, akkor A =0 vagy A =V teljesiil.

2.27. Tétel. Legyen (V, | ||) normdlt tér és A C 'V Gsszefiiggs nyilt halmaz. Ha B C A olyan nyilt
halmaz, melyre B # () és BN A = B teljesiil, akkor B = A.

2.28. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér és A CV nyilt halmaz. Ekkor az aldbbi kijelentések ekvi-
valensek.
1. Az A halmaz dsszefiiggd.
2. Minden x,y € A ponthoz létezik n € Nt és olyan 2¢,...,2, € A, hogy z0 = ¥, z, = y €s
minden k € {0,...,n — 1} esetén [zx, zk41] C A.
3. Az A halmaz ivszeriien osszefiiggd.

2.29. Tétel. Legyen n € NT, minden k € {1,...,n} esetén legyen (Vi, |-||,) normdlt tér, és legyen

pE[lyoof. AV = H Vi halmazon értelmezzik a
k=1

Il - V —>Rar (1,...,2n) = max {[|zx]|, | k€ {1,...,n}}

1
n P
||.||p:V—>R3' (T1,.. ., Tp) — (ZkaHZ)
k=1

fiigguényeket. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. A |||, figgvény norma.
2. Minden p € [1,00| elemre a |||, fiigguény norma.
8. Minden p € [1,00[ elemre a |||, és a |||, normdk ekvivalensek egymdssal.

2.30. Tétel. Ha (V,|-||) normdlt tér, akkor létezik olyan (V',|-||') Banach-tér ésj:V — V' linedris
izometria, melyre Ranj = V' teljestil.

2.31. Tétel. Legyen (U, |-||) normdit tér, (V,|||,,) Banach-tér, X C U sirid linedris altér és A :
X — V linedris leképezés, mely folytonos az (X, ||| |x) normdlt téren. Ekkor létezik egyetlen olyan
A" U — V folytonos linedris leképezés, mely az A kiterjesztése, vagyis A'lpoma = A, valamint

[AY]] = [l A]-

2.32. Tétel. Legyen (U, |-||) normdlt tér, melynek teljes burka (U’,j). Minden (V,|-||,,) Banach-
térhez és A : U — V folytonos linedris leképezéshez létezik egyetlen olyan A’ : U’ — V folytonos
linedris leképezés, melyre A' o j = A teljesiil, tovdbbd ||A’|| = || A|l.

2.33. Tétel. Legyen (V, ||-||) normadlt tér, melynek (V1,|-|l,) és (Va,|-|l5) a teljes burka. Ekkor létezik
egyetlen olyan A : Vi — V4 linedris izometrikus homeomorfizus, melyre jo = A o ji teljesiil.

2.34. Tétel. Minden normadlt térnek létezik teljes burka és barmely két teljes burok izometrikusan
homeomorf.

3. Hilbert-terek

3.1. Tétel. Legyen V skaldrszorzatos vektortér K felett. Ekkor minden x,y,z € V vektorra és A € K
skaldrra

(a:,y+z>=<x,y>+<x,z> <Z‘,>\y>:)\<$,y>

teljesiil.

3.2. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.)  Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V vektorra

[z, )]* < (z,2) (y,9)

teljesiil.
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3.3. Tétel. Legyen V wvektortér és (-,-) skaldris szorzds a V vektortéren. Ekkor
I : V — R x =/ (x,T)
norma.

3.4. Tétel. (Parallelogramma-egyenldség.) Ha V' skaldrszorzatos vektortér, akkor minden x,y € V
vektorra
2 2 2 2
lz +ylI” + [lz — ylI” = 2|z + 2 |y

teljesiil.
3.5. Tétel. Legyen 5¢ Hilbert-tér és z € € tetszidleges vektor. Ekkor a

(,2) o - K x> (x,z)
(z,-) . - K x> (z,1)

leképezések folytonosak.

3.6. Tétel. Legyen (e,)nen teljes ortonormdlt rendszer a S Hilbert-térben. Ekkor az aldbbiak tel-
jestilnek.
1. (Bessel-egyenldtlenség.) Minden x € H vektorra és J C N halmazra

> len,o)* <l

neJ

x = Z (en, ) en.

neN

2. Minden x € 7 vektorra

3. (Parseval-egyenléség.) Minden x € J vektorra

lzl* =D en, ).

neN

3.7. Tétel. Legyen S Hilbert-tér, W C € nem iires, konvez, zdrt halmaz és x € . Ekkor létezik
egyetlen olyan y € W, melyre

distwy (2) = inf |2 = o = 2 — y]

teljesiil.

3.8. Tétel. Legyen 5 Hilbert-tér, W C J zdrt linedris altér és x € 5. Legyen zw € W az az
egyértelmiien meghatdrozott vektor, melyre in‘fv |z —z|| = ||z —xwl. Ekkor xw az egyetlen olyan
ze

vektora a W linedris altérnek, melyre x — xyw ortogondlis a W altérre.

3.9. Tétel. Legyen ¢ Hilbert-tér.
1. Minden nem iires L C € esetén L zdrt linedris altér.
2. Minden nem tires L C K C J esetén K+ C L+,
3. Minden nem iires L C # esetén L C L+,

3.10. Tétel. Legyen S Hilbert-tér és W C € zdrt linedris altér. Ekkor W és W zdirt ortogondlis
kiegészitd alterek, vagyis W N WL = {0} és W + W = 22 teljesiil.

3.11. Tétel. Ha ¢ Hilbert-tér és W C S zdrt linedris altér, akkor W = WL+,

3.12. Tétel. Ha s¢ Hilbert-tér és L C 3¢ linedris altér, akkor L = L+t
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3.13. Tétel. Ha 5 Hilbert-tér, W C J zart linedris altér, tekintsik a
P — T Ty

leképezést.
1. A P leképezés linedris.
2. A P leképezésre Ran P =W és Ker P = W+,
3. P?=P
4. Ha W # {0}, akkor ||P| = 1.

3.14. Tétel. (Riesz-féle reprezentdcids tétel.) Ha s Hilbert-tér és ¢ € ', azaz ¢ : H — K
folytonos linedris leképezés, akkor létezik egyetlen olyan z € F& vektor, hogy minden x € J esetén

p(x) = (z,2)

teljesiil.

4. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

4.1. Tétel. Legyen T nem ires halmaz, (M,d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan figgvénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(T, M) figgvényhez. Ekkor
az (fn)nen fiigguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RYAN e NVn,om e NVt € T : (N <n,m — d(fn(t), fm(t)) < &)
teljestil.

4.2. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d") metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
C(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fiigg-
n—oo

vénysorozat egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,M’").

4.3. Tétel. Legyen (M,d) metrikus tér és (V,|-||) normdlt tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € C(M,V). Tegyiik fel, hogy létezik az [ = an osszegfiigguény, Dom f = M és a an

n=0
fiiggvénysor egyenletesen konvergdl az f figguényhez. Ekkor f € C(M,V).

4.4. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és (M, d) metrikus tér. A

- llsup :

C*(M,V) =R frrsup | f(1)]|
teM

leképezés norma az CP(M, V') vektortéren, igy (C*(M, V), |||.,,) normdlt tér.

4.5. Tétel. Legyen (V, ||-||) normdlt tér és (M, d) metrikus tér. Legyen (fn)nen a CP(M,V) halmaz-

ban haladé pontonként konvergens fiigguénysorozat, melyre f = lim f, € C*(M,V) teljesiil. Ebben
n—oo

az esetben az (fr)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha az (fn)nen sorozat

konvergens a (C*(M, V), |||l,,,) normalt térben.

4.6. Tétel. Legyen (V,||-||) Banach-tér, valamint (M,d) metrikus tér. Ekkor (CP(M,V), |[|4yp)
Banach-tér.

4.7. Tétel. Legyen T nem dres halmaz, (V,|-||) Banach-tér és (fn)neny az F(T,V) halmazban ha-
lado fiiggvénysorozat. Ha a an fiigguénysor pontonként abszolit konvergens, akkor pontonként

konvergens is.
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4.8. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen T egy nem dres halmaz, (V,||-||) Banach-tér és (fn)nen a2z
F(T,V) halmazban haladé figguénysorozat. Ha a an fligguénysorra

n

nggIlfn(t)II < o0

neN
teljesiil, akkor egyenletesen is konvergens.

4.9. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen (V,|||) normdlt tér, a : N — V tetszileges sorozat
ésx e K.

1. Ha |z| < R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.

2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens.

3. Har €0, Ry, akkor

Z sup |lant"|| < oo.
nen t€B-(0)

4. Ha (V,|||) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bgr,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen
konvergens.
5. Ha (V,||-||) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon folytonos figgvény.

4.10. Tétel. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelolje R, az a sorozat dltal meghatdrozott hat-
vdnysor konvergenciasugardt. Ekkor minden A € £ (V,V), elemre ||A|| < R, esetén a

Z a, A"

sor konvergens.

4.11. Tétel. Legyen n € NT, A: R"™ — R" linedris leképezés és f : R — R olyan fiiggvény, melynek
a 0 korili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fligguénnyel.
1. Ha A diagonalizdlhatd, azaz létezik olyan invertdlhato S mdtrix és diagondlis D mdtriz, melyre

A= SDS™1, akkor f(A) = Sf(D)S™1, ahol

J(D11) 0 0 - 0
0 Do) 0 .- 0
f(D) = : f(: ) Do :

Vagyis, ha Dij = 0i5\i, akkor f(D)i; = 65 f(N).
2. Ha az A mdtriz Jordan-felbontdsa egyetlen Jordan-blokkbdl all, vagyis létezik olyan invertdl-
haté S mdtriz és J mdtriz, melyre A = SJS™!, ahol

A1 0 0 0
0 A 1 0 0
0 0 X 1 0
J=10 0 0 A 0] (4.1)
0 0 0 0 A
akkor f(A) = Sf(J)S™1, ahol
/ AR AR
O R s
f(J) = (n—3)
00 fN ! e ;)A,)
0 0 0 O



13

Vagyis
0, ha i>jwvagyj—1i>1; 0, ha 1> 7;
ha Jij=<{ X\ ha i=j; akkor f(Ji;) =4 fUTI(N) ha i< i
P — —, ha 1<
1, ha j—i=1, (=)

3. Ha A tetszbleges mdtriz, melynek Jordan-felbontisa A = SPS™! alaki, ahol S invertdlhato
mdtriz és P blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtléjaban a (J;)i=1,. r Jordan-blokkok dllnak,
akkor f(A) = Sf(P)S™Y, ahol f(P) az a blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtldjiban az
(f(Ji))i=1,...x blokkok dllnak.

4.12. Tétel. (Approximdcié Bernstein-polinomokkal.) Legyen (V,|-||) normdlt tér, a,b € R, a < b
és f :]a,b] = V folytonos figgvény. Ekkor

lim ( sup ||BL(t) - f(t)H) —0.

=0 \te[a,b]

4.13. Tétel. Legyen a,b € R, a <b. A (C([a,b],R)
nak.

+"llsup) térben a polinomok sirid halmazt alkot-

4.14. Tétel. Legyen T halmaz és A C F(T,K) figguényhdls. Ekkor minden n € NT szdmra, ha
fi,---s fn € A, akkor

sup{fi,..., fu},inf{fi,..., fn} €A

teljesiil.

4.15. Tétel. (Stone-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,R) olyan li-
nedris fliigguényhdld, amely szétvilaszto és tartalmazza a konstans figguényeket. Ekkor A siri a
(C(M,R) térben.

o lsup)

4.16. Tétel. (Stone-Weierstrass-tétel.) Legyen (M,d) kompakt metrikus-tér és A C C(M,R) olyan
algebra, amely szétvdlaszto és tartalmazza a konstans figgvényeket. Ekkor A siri a (C(M,R), |||l.,,)
térben.

4.17. Tétel. (Stone-Weierstrass-tétel.) Legyen (M, d) kompakt metrikus tér és legyen A C C(M,C)
olyan algebra, mely szétvdlasztd és tartalmazza a konstans figgvényeket, valamint minden f € A
elemre f € A. Ekkor A sird a (C(M,C) ) térben.

[ llsup

4.18. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz. Ekkor a C(K,R) halmazban a polinomok sirid rész-
halmazt alkotnak.

5. Differencialszamitas

5.1. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiiggvény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy
u,v € £ (U, V), melyre

o F@) = f@) —uw—a) L f(@) = f0) = v(w—a) _

z—a [l —af —a [ = af

teljesil. Ekkor u = v.

5.2. Tétel. (A differencidlhatésdg jellemzése.) Legyen U és V normdlt tér, f : U — V fiigguény,
valamint a € Int Dom f. Az A € £ (U, V) leképezés pontosan akkor az f fiigguény a pontbeli deriviltja,
ha

Ve eRTISeRTVz €U : (”1‘ —a]| <0 = ||f(x) = fla) — Az —a)|| <e-||z— a||)

teljesiil.
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5.3. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
L f) ~ f(e)

T—a r—a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R = R folytonos linedris leképezés, melyre
L @)~ fl@) ~ (D)) )

T—a ‘x —a‘

=0

teljesil. Tovabba ekkor

(Df)(a)(1) = f'(a).

5.4. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f : U — V figgvény, valamint a € IntDom f. Ha f
differencidlhaté az a pontban, akkor f folytonos az a pontban.

5.5. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, f,g : U — V, ¢ : U — R fiigguény, tovdbbd a tetszdleges
belsd pontja a (Dom f N Dom g N Dom ¢) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban.
Ekkor

~

f + g differencidlhato az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);
2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);
3. ¢f differencidlhato az a pontban és (D(¢f))(a) = f(a) - (Dy)(a)+ ¢(a)(Df)(a);
4

. ha o(a) £ 0, akkor é differencidlhaté az a pontban és
f p(a)(Df)(a) — f(a)(Dy)(a
(0(2)) 0 - £ACOE D)
@ p*(a)
5.6. Tétel. Legyen U és V normdlt tér és legyen A C U nyilt halmaz. Ekkor C*(A,V) vektortér.

5.7. Tétel. (Kozvetett fiigguvény derivdldsi szabdlya, lincszabdly.) Legyen U, V és W normdlt tér,
g:U—=V,f: V=W ésaeclIntDom fog. Ha g differencidlhatd az a pontban és f differencidlhato
a g(a) pontban, akkor f o g differencidlhatsé az a pontban és

(D(f o g))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

5.8. Tétel. Legyen U és V normadlt tér, f : U — V fiiggvény, valamint a € Int Dom f. Ha f diffe-
rencidlhato az a pontban, akkor minden e € U vektorra létezik az f fiigguény e irdnymenti deriviltja
az a pontban, tovibbd (D.f)(a) = ((Df)(a))(e) teljesiil.

5.9. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, W C V zdrt linedris altér, a € U és f : U — W olyan
fiiggvény, mely differencidlhaté az a pontban. Ekkor Ran((Df)(a)) C W, vagyis a (Df)(a) derivdlt
U — W linedris leképezésnek is tekinthetd.

5.10. Tétel. Legyen U mormdlt tér, c € U és
L.:U—=U T x—c
Ekkor L. minden pontban differencidlhatd és
DL.:U — #(U,U) a— idy
teljesiil.
5.11. Tétel. Legyen U és V normdlt tér, valamint legyen A € ¥(U,V). Ekkor A minden pontban

differencidlhato és
DA:U — 2(U,V) a— A

teljesiil.
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5.12. Tétel. Legyen U, V normdlt tér, a € U, n € N és legyen A € L(U™, V) szimmetrikus n-
linedris leképezés. A
p:U—=V x> Ax,...,x),

fiigguény derivdltjira
Dp:U — £(U,V) a— (x—=nA(z,a,...,a))
teljesiil.
5.13. Tétel. Legyen V Banach-tér, A= £ (V,V), n € NT és legyen f: A — A, f(a) =a™. Ekkor
n—1
Df:A— 2(AA) aw (b > Z akba"_l_k>
k=0
teljesiil.
5.14. Tétel. Legyen V Banach-tér, A= ¥ (V,V) és
GA) ={ae2(V,V)|Ja", at e 2(V,V)}.
Az inverzképzés i : G(A) — G(A), i(a) = a™! fiigguényére ekkor
Di: G(A) — Z(A,A) ar (b= —a"'ba™t)

teljesiil.

6. Komplex fiiggvénytan
6.1. Tétel. Legyen f : C — C fiigguény és a € Int Dom f. Tekintsik az f dltal meghatdrozott
vw:R2 R (z,y) = Re f(xz +1iy)
v:R* >R (z,9)—Imf(z+iy)
fiiggvényeket. Azaz minden x,y € R szamra x + iy € Dom f esetén
[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

teljesil. Ekkor az aldabbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Az [ fiiggvény holomorf az a pontban.
2. Létezik olyan A : C — C C-linedris leképezés, melyre

o 1) = fla) = A —a)

z—a |Qj — a,|

=0.

3. Az u és a v figguény differencidlhato az a pontban, valamint

(Oru)(a) = (92v)(a)
(Gau)(a) = —(91v)(a)

teljesiil. Ezen utobbi két egyenletet nevezzik Cauchy—Riemann-egyenleteknek.
Ha az f fiigguény holomorf az a pontban, akkor

f'(a) = A(1) = (0ru)(a) +i(O1v)(a).

6.2. Tétel. Legyen f,g : C — C, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhats az a
pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhato az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
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2. minden c € C esetén cf differencidlhato az a pontban és (cf) (a) = cf'(a);
3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
)

/ /
4. ha g(a) # 0, akkor / differencidlhato az a pontban és <f> (a) = f'(a)g(a
g g

9%(a)
oo
6.3. Tétel. Legyen a : N — C olyan sorozat, hogy a P,(z) = Z a, 2" hatvdnysor konvergenciasuga-
n=0

rara R, > 0 teljesiiljon. Legyen
d: N>R n— (n+1Dapt1,

Ekkor a P,/ hatvdnysor konvergenciasugara szintén R, a P, hatvdnysor holomorf a Br,(0) halmazon,
és ezen a halmazon (P,) = P, teljesiil.

6.4. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, v € I'® és f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre Ran~y C
Dom f. Ekkor

b
/f:/fh%WMﬂM
teljesiil.

6.5. Tétel. Legyen a,b € R, f :[a,b] = C folytonos figgvény. Ekkor

LQ‘<Lﬂﬂ.

6.6. Tétel. Legyen vy : [a,b] = C, v €T és f,g: C — C olyan folytonos figgvény, melyre Ran~y C
Dom f és Ran+y C Dom g teljesiil.

Z'A“+”:Af+Lg

2.VieC: Af) =)\
L(ﬁ /1
3. Legyen ¢ : [a,b] —» C, §(t) =v(b+a —1t), ekkor/f:—/f,

g v

4.

Lﬂng>mmﬂm

xERan vy

6.7. Tétel. Legyen a,b € C € T és f : C — C olyan folytonos figgvény, melyre [a,b] C Dom f
teljesiil.

! /[a,b] f=- /[bm I

/f‘sw—a|am|fu>
;

z€la,b]

2.

3. Minden c € [a,b] pontra / f= / f+ I
[a,b] la,c] [e,b]

6.8. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, v € T és f : C — C folytonos fiigguény. Ha F : C - C az f
primitiv fiigguénye és Rany C Dom F teljesiil, akkor

/f:Fww»*FW@)

6.9. Tétel. Legyen v € Ty és f : C — C folytonos fliggvény. Ha létezik olyan F : C — C primitiv
fiigguénye az f fligguénynek, melyre Ran~y C Dom F' teljesiil, akkor

]{fo.
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6.10. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és U C Dom f nyilt
csillaghalmaz. Akkor és csak akkor létezik f-nek az U halmazon értelmezett primitiv fiiggvénye, ha
minden a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén f = 0. Tovdbbd, ha teljesil ez a feltétel és

la,b,c]
c € U csillagcentruma az U halmaznak, akkor az

F:U—-C Z f

[c,2]
fiiggvény primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek az U halmazon.

6.11. Tétel. (Goursat-lemma.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz
minden pontjaban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a,b,c € C pontra, T(a,b,c) C

Dom f esetén f=0.
[a,b,c]

6.12. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a € Int Dom f ponthoz létezik olyan r € R
és F : B.(a) — C fiigguény, melyre F' C [ teljesiil, azaz F a f primitiv figguény az a halmaz egy
kornyezetén.

6.13. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz minden pontjiban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve, és legyen U C Dom f nyilt csillaghalmaz. Ekkor létezik az f
fiiguénynek az U halmazon értelmezett primitiv fliggvénye.

6.14. Tétel. Legyen n,m € Z, r € R, w € T és tekintsiik az f : C — C, f(z) = 2" fiiggvényt és a
v :[0,1] = C, y(t) = rwe*™i™ girbét. Ekkor

fe= 0, ha n # —1;
. ) 2rim, ha n=-1.

6.15. Tétel. Legyen m € Z\ {0}, r € RY, w € T és tekintsiik a v : [0,1] — C, y(t) = rwe?>Timt
gorbét. Ekkor minden z € C\ {z € C| |z| =71} esetén

| 0, ha |z|>r;
Ind,(2) = { m, ha |z] <.

6.16. Tétel. Legyen v € I'g. Ekkor az aldbbiak teljestilnek.
1. RanInd, C Z
2. Az Ind, figguény folytonos.
3. Ha valamely z € C szamra Ran~y C By,|(0) teljesiil, akkor Ind,(z) = 0.

6.17. Tétel. (Cauchy intergdltétele.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre Dom f
nyilt halmaz és minden z € Dom f esetén van a z pontban értelmezett primitiv figgvénye az f
fiigguénynek. Ha ~yo,v1 € T'g olyan gorbék, melyek konturhomotopok a Dom f halmazban, akkor

/vof mf'

6.18. Tétel. (Cauchy elsé integrdilformuldja.) Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, mely a
Dom f halmaz minden pontjadban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ha v € T'g és létezik olyan
U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, melyre Rany C U C Dom f teljesiil, akkor

fr-o
3
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6.19. Tétel. Legyen f: C — C olyan holomorf fiigguény, melyre a Dom f halmaz egyszeresen éGssze-
fiiggé. Ekkor minden v € T'g gorbére Ran~y C Dom f esetén

=
|

teljesiil.

6.20. Tétel. (Cauchy mdsodik integralformuldja.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, U C Dom f
eqyszeresen Gsszefliggd nyilt halmaz és v € Ty olyan gérbe, melyre Ran~y C U teljesil. Ekkor minden
z € U\ Ran~y pontra

1 f

~omi L id—z

f(2)Ind,(2)

6.21. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, a € C és r € RT olyan paraméter, melyre
B, (a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden z € B,.(a) pontra

_ 1 f
f(z)%ljg id—z

ra

6.22. Tétel. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és v € T olyan gorbe, melyre Ranvy C Dom f
teljesiil.
1. A Cy figguény C-analitikus.
2. Minden a € Dom CYy ., esetén a C;  fiigguény a kézépponti Taylor-sordnak a konvergenciasu-
gara nem kisebb a dist(a, Ran~y) szdmndl.
3. Minden a € DomCYy ,, esetén a Cy, figgvény a kizépponti Taylor-sora megegyezik a Cy -,
fiigguénnyel a Bais(a,Ran~)(a) halmazon.
4. Minden a € DomCy , ésn € N esetén

Y N S
Cf,’Y(a) - 27Ti/y (ldc _a)nJrl .

6.23. Tétel. Legyen f : C — C holomorf figgvény.
1. Az f figguény C-analitikus.
2. Minden a € Dom f esetén az f fiigguény a kézépponti Taylor-sordnak a konvergenciasugara
nem kisebb a

Tq = SUP {r € RY|B.(a) C Domf}

szamndl.

3. Minden a € Dom f esetén az f fiiggvény a kézépponti Taylor-sora megegyezik az f fligguénnyel
a By, (a) halmazon.

4. Minden a € Dom f, r € ]0,r,] ésn € N esetén

n! f
W= [ I
I =50 L (idc —a)™+1

6.24. Tétel. (Megsziintetheld szingularitdsok tétele.) Legyen a € C, r € RT és f: B.(a) \ {a} — C
holomorf fiiggvény. Ekkor az aldbbi dllitdisok ekvivalensek.

o Létezik olyan f : B.(a) — C folytonos fiiggvény, mely f kiterjesztése.

o Létezik a lignf hatdrérték.

o Létezik olyan p € ]0,7(, hogy az f (B,(a)\ {a}) halmaz korldtos.
o liin f(z)(z—a)=0

6.25. Tétel. Ha f : C — C holomorf fiigguény, akkor minden U C Dom f egyszeresen Gsszefiiggd
nyilt halmazhoz létezik az f fiiggvénynek az U halmazon értelmezett primitiv fligguénye.
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6.26. Tétel. (Morera tétele.) Legyen f : C — C nyilt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény.
Ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek.

o Az f fiigguény holomorf.

o Minden U C Dom f egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmazra és v € Ty gorbére Rany C U esetén

/f =0 teljesiil.
.

e Minden a,b,c € Dom f esetén, ha T(a,b,c) C Dom f, akkor/ f=0.
[a,b,c]

6.27. Tétel. (Cauchy-egyenlétlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, valamint legyen a € C
és r € RT, melyre B.(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden n € N és z € B,.(a) szdmra

n! 1
)| < B sup ()]
r (1 _ |z—a\> z€S,(a)

T
teljesiil.

6.28. Tétel. (Cauchy-egyenlétlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, valamint legyen a € C
és r € RT, melyre B.(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden n € N esetén

@< 2 s (5

r" €Sy (a)
teljesiil.

6.29. Tétel. (Liouville-tétel.) Legyen f : C — C mindenhol értelmezett holomorf figgvény. Ha
létezik olyan P : C — C n-ed foku polinom és R € R, hogy minden z € C, |z| > R szdmra
|f(2)| < |P(2)| teljesiil, akkor f is legfeljebb n-ed foki polinom.

6.30. Tétel. (Liouville-tétel.) Ha f : C — C mindenhol értelmezett, korldtos holomorf fiigguény,
akkor f dllando.

6.31. Tétel. (Algebra alaptétele.) Legyen P : C — C legaldbb elséfoki polinom. Ekkor létezik a P
polinomnak zérushelye.

6.32. Tétel. Legyen f : C — C dsszefiiggd halmazon értelmezett, nem azonosan 0 holomorf fiiggvény
és Ny = {z € Dom f| f(z) =0}.

1. Az Ny halmaz minden pontja izoldlt pont.

2. Minden a € Ny ponthoz egyértelmien létezik olyan n € N és olyan g : Dom f — C holomorf
fiigguény, hogy g(a) # 0 és minden z € Dom f szdmra f(z) = (z — a)"g(z) teljesil. Ezt az n
szamot nevezzik az a gyok multiplicitdsanak.

3. Az Ny halmaz megszamlalhato.

6.33. Tétel. (Unicitds tétel.) Legyen U C C dsszefiiggd nyilt halmaz és f,g : U — C holomorf
fiigguény. Ha aT = {x € U| f(x) = g(x)} halmaznak van U halmazbeli torléddsi pontja, akkor T =U.

6.34. Tétel. (Laurent-tétel.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, valamint a € C és r,R €
RT U {oo} olyan, hogy r < R és C,. gr(a) C Dom f. FEkkor egyértelmien létezik olyan ¢ : Z — C
fiigguény, hogy minden ', R’ € R esetén, har <1’ < R' < R, akkor a

Z cn(ide —a)” és Z c—p(idc —a)™"
neN —neNt
fligguénysorok normdlisan konvergensek a C, p/(a) halmazon és minden z € C, g(a) esetén

o0

f(z) = Z en(z—a)” .

n=00
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Tovdbbd ha v € Ty olyan gérbe, melyre Ranvy C C, g(a) teljesil, akkor minden n € Z esetén
1 f

Ind.y(a)cn = % : 7(@@ —a)”+1 .

6.35. Tétel. Legyenr € RT, a € C és f: B.(a) \ {a} — C olyan holomorf fiiggvény, melynek m-ed
rendd (m € NT) pélusa van az a pontban. Ekkor

1 ] dmfl m
Resy(a) = m D) ;gr; (dzm—l ((z—a) f(z))) .
6.36. Tétel. (Reziduum-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf fiigguény, hogy az A halmaz minden pontjiban pdlusa van az
f fiigguénynek. Ha v € Ty olyan gérbe, melyre Rany C U \ A teljesiil, akkor

/f = 27TiZInd7(a) Ress(a) .

a€A

6.37. Tétel. (Argumentum-elv.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf figgvény, hogy az A halmaz minden pontjiban pdlusa van az
f fiiggvénynek. Ha v € Ty olyan gorbe, melyre Rany C U \ A teljestil, akkor
1 i
— | == Z Ind, (a)ms(a) — Z Ind, (a)rs(a) .

271 B
Ly f a€ENy a€ Py

6.38. Tétel. (Rouché-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, f,g : U — C nem
azonosan nulla holomorf fiigguény és v € Ty gérbe a Ran~y C U tulajdonsdggal. Ha minden z € Ran~y
esetén |g(z)| < |f(2)| teljesiil, akkor

Z Ind, (a)my(a) = Z Indy (a)myig(a) .

a€Ny a€Njig

6.39. Tétel. (Nyilt leképezés tétele.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és f : U — C
nem konstans holomorf figgvény. Ekkor az f(U) halmaz is egyszeresen dsszefiiggd és nyilt.

6.40. Tétel. (Lokdlis maximum elve.) Legyen U C C nyilt halmaz és f : U — C nem dllando
holomorf fiiggvény. Ekkor minden a € U esetén, az |f| figguénynek nincs lokdlis mazimuma az a
pontban.

6.41. Tétel. (Lokdlis minimum elve.) Legyen U C C ésszefiiggd nydlt halmaz és f : U — C\{0} nem
dllandé holomorf fiiggvény. Ekkor minden a € U esetén az |f| figgvénynek nincs lokdlis minimuma
az a pontban.

6.42. Tétel. Legyen U C C korldtos nyilt halmaz és f : U — C olyan folytonos figguény, mely
holomorf az U halmazon. Ekkor

Zlelg |f(z)| = Jnax |f(z)],

ahol Fr U = U\ U, az U halmaz hatdra.

6.43. Tétel. (Schwarz-lemma.) Legyen a € C, r € RY, f : B.(a) — C holomorf fiigguény, és
C € R* olyan, hogy minden z € B,(a) esetén |f(z) — f(a)| < C. Ekkor minden = € B,.(a) pontra

2 — al

r

[f(z) = fla)| <C

teljesiil, valamint |f'(a)| <

2Q
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6.44. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan p € RT,
hogy B,(a) \ {a} C Dom f. Legyen r(a) = sup {7‘ € R"| B.(a) \ {a} € Dom f} és az [ fiigguény a
pont korili Laurent-sorfejtése f(z) = Z en(z —a)™.
n=-—oo
1
1. Ekkor minden r € 10,7(a)[ és n € Z esetén |c,| < — - sup |f(2)].
rn z€Sy(a)
2. Az f fiigguvénynek pontosan akkor van requldris kiterjesztése az a pontban, ha létezik olyan
r €10,7r(a)[, melyre az f(By(a) \ {a}) halmaz korldtos.
3. Az f fiigguénynek pontosan akkor van m-ed rendid pélusa az a pontban, ha létezik olyan r €

10,7(a)| és C1,Cy € RT, melyre minden z € B,.(a) \ {a} esetén Cl|m <|f(z)] < P Cs o™
z—a
4. Az f fiigguénynek pontosan akkor van lényeges szingularitdsa az a pontban, ha minden k € RT

C
paraméterhez létezik olyan Cy € RY, melyre minden r € ]0,r(a)| esetén —: < sup |f(2)].
r z€Sr(a)

6.45. Tétel. (Casorati-Weierstrass-tétel.) Legyen r € RY, a € C és f : B.(a) \ {a} — C olyan
holomorf figguény, melynek lényeges szingularitdisa van az a pontban. Ekkor minden p € ]0,7[ esetén

f(Bpla)\{a}) =C

6.46. Tétel. (Holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen sorozatdnak hatdrértéke.) Legyen U C C

nyilt halmaz és (fn)nen olyan sorozat, hogy minden n € N esetén f,, : U — C holomorf figgvény. Ha

az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergens az U halmazon, akkor az f = lim f,
n—oo

hatdrfiigguény szintén holomorf; minden k € N esetén a (fy(,k))neN fiiggvénysorozat lokdlisan egyenle-

tesen konvergens az U halmazon és f*) = lim f(k)
n—oo

6.47. Tétel. (Hurwitz-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz és (fn)nen az U
halmazon értelmezett komplex értékid holomorf fiigguények lokdlisan egyenletesen konvergens sorozata
az [ : U — C nem azonosan nulla hatdrfiggvénnyel. Ekkor eqy z € U elem pontosan akkor gydke az
f fiigguénynek, ha minden € € RY esetén létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szdmra az
fn fligguénynek van gyéke a B.(z) halmazban.

6.48. Tétel. Legyen p,q : C — C olyan valds egyiitthatds polinom, hogy a q polinomnak nincs valds
gyoke és degq > 2 + degp. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

42&; d$=2ﬂ'ia€€ll§(%o Res(zegzzi )

Vo €10, 2n] : / Mcos(al‘) dx+175<;j)sin(ax) dzr =2mi Z Res (z,_> (Z) )

a(@) (@) D ) ¢
— —o0 Ima>0
Vae]—l,l[:/]&x“ dz = W:m -exp(fiB> Z Res(z»—>(z)z >
/ q(z) cos 75* 2/ = (2)
Ima>0

6.49. Tétel. Ha D C C diszkrét zdrt halmaz és f,g: C\ D — C olyan holomorf figuény, hogy
1. az f — g fiigguénynek a D halmaz minden pontjiban létezik hatdrértéke;

2. sup |f(2) —g(2)| < oo;
z€C\D

. f - =
5. inf, [7() - 9(a)] =0,
akkor f =g.
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6.50. Tétel.

Vze C\Z:

VzeC\<Z+;>:

Vze C\Z:

VzeC\<Z+;>:
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