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1. Halmazelméleti alapok

1.1. Logikai alapok

Magyarazat. A mai modern matematika nagy része, tobbek kozott az analizis is, felépithets a
halmazelméletbsl. Nem célunk a halmazelmélet axiomaibdl teljesen részletesen felépiteni az analizist,
de az axiémaktol a definiciokig, tételekig vezets utat szeretnénk vilagossé tenni.

Magyarazat. A halmazelméletet megel6z6 elméleteket, mint példaul a logikat vagy a formalis nyel-
vek elméletét egyaltalan nem emlitjiik, minddssze a jeldlések egységesitése végett tesziink néhany
megjegyzést veliik kapcsolatban.

Jelblés. A halmazelméletben definidlatlan alapfogalomként szerepel a halmaz és a halmaz elemének
lenni kifejezés. Tehat barmely A és B halmaz esetén értelmes az a kijelentés, hogy A eleme a B
halmaznak. Az ,,A eleme a B halmaznak” kijelentést az A € B szimbélummal jeloljiik.

Magyarazat. A halmazelmélet axiomainak az attekintéséhez sziikséges az alapvets logikai jelek is-
merete.

Jelolés. A viltozdjelekre tetszileges betiit, illetve jelet fogunk hasznalni a tovabbiakban. Adott p és
q allitas esetén az alabbi alapvetd logikai kapcsolokat értelmezziik:
-p:  p tagaddsa, negdcioja;

pVq pwvagy q;
3: létezik szimbolum.

1.1. Definicié. A halmazelmélet keretein beliil formuldnak nevezziik a karaktersorozatok azon leg-
sziikebb F¢ csaladjanak elemeit, melyre teljesiil, hogy

e minden x; és x; valtozdjel esetén az x; € x; karaktersorozat F eleme;

e minden x; és x; valtozdjel esetén az x; = x; karaktersorozat Fe eleme;

e minden p,q € F¢ és x; valtozojel esetén

=(p), (p) vV (q), Fzi(p) € Fe

teljestl.

1.2. Definicié. A logikai jelek felhasznélasaval a kovetkezs logikai miiveleteket definialjuk. Legyen
p, q formula és x; valtozdjel.

= (P) A () p és g, ha =((=(p)) V (=(2)));

— (p) = (q): p-bél q kévetkezik, ha (—(p)) V
- (p) < (q): p és q ekvivalensek, ha ((p) —
— Va(p): minden x esetén p teljesiil, ha —(3z(—(p))).

Magyarazat. Minden p, g € formula és x; valtozdjel esetén

(p) A (), (p) # (9), (p) = (@), (p) <> (@), Vi(p)

is formula. Amennyiben a formuldkon beliil a zardjelezés az értelmezést nem befolyasold6 modon
elhagyhato, akkor az attekinthetGség kedvéeért elhagyjuk.

Jelolés. A tovabbiakban x ¢ y jeloli a —(x € y) formulat, valamint z # y a =(x = y) formulat.

1.3. Definici6. Egy adott formula lehet igaz (i), vagy hamis (h). Adott p és g formula igaz vagy
hamis formula esetén az alabbi igazsdgtdbldzaban foglaljuk 6ssze —p és p V q igaz vagy hamis voltat.

pPlg|p|pPVg
i|i| h T
t|h| h }
h|h| 4 h
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Magyarazat. A halmazelmélet axiomai megmondjak, hogy mely formulak biztosan igazak. Ezekbdl
az alap formulakbol (axiomakbol) vezetiink le késébb tovabbi formulakat (tételeket).

Magyarazat. Ezek alapjan levezethets a tobbi logikai miivelet igazsagtablaja.

1.4. Tétel. Legyen p és q formula. Ekkor a bevezetett logikai miveletek igazsdgtdabldja az aldbbi.

Plg|PNg|pP—=q|Pg
1 1 1 1 1
i|lh| h h h
hii h i h
hlh| h i i

Bizonyitds. A definiciébol elemi szamolassal adodik.

1.5. Definicié. A p és g formulakat ekvivalensnek neveziink, ha igazsagtartalmuk azonos, azaz, ha
p ¢ q igaz, ennek jele p = q.

1.6. Tétel. A p,q ésr formuldira

Il
—

“(p)=p ~(pAg)=(p)V(mg) —(pVae) =(-p)A(nq)

PAP=DP DPAG=qAp pA(@AT)=(PAg) AT

pVp=p pVqg=qVp pV(gVvr)=(VaVr
p—=>q=(=q) = (=p) pV(gAT)=(VgA(PVT)
pA(gVr)=(@Aq)V(pAT)

teljesiil.

Bizonyitds. ApA(gVr)=(pAq)V (pAr) azonossiagot az alabbi igazsagtabla bizonyitja.

plalr|pAg|pAr | (pAgV(pAT) | pA(gVT)
1 7 1 1 7 1 1
hlilil| n h h h
i|lhli| n i i i
h|h|1 h h h h
ililh| h i i
hlilh| n h h h
i|h|h| n h h h
hih|h| n h h h

A t6bbi azonossag is hasonlé médon szdrmaztathat6 igazsagtablazatokbol.

1.2. Elemi halmazmiiveletek

1.7. Definicié. Adott A, B halmaz esetén A U B jeloli azt a halmazt, melyre
Yo (we AUB < (ve A V veEB))
teljesil, valamint A és B unidjdnak nevezziik.
1.8. Definicié. Adott A, B halmaz esetén A N B jeldli azt a halmazt, melyre
Yo wWe ANB < (veA A veB))
teljesiil, valamint A és B metszetének nevezziik.
1.9. Definicié. Adott A halmaz esetén P(A) halmaz jeloli azt a halmazt, melyre
Yo (veP(A) < vCA)

teljesil, valamint az A hatvdnyhalmazdnaek nevezziik.
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1.10. Definicié. Adott A, B halmaz esetén az {& € A| © ¢ B} halmazt A és B kilonbségének
nevezzik, ennek jele A\ B.

1.11. Tétel. Minden A, B,C halmazra az alabbiak teljesiilnek.

Anh=0 AnA=A AnB=BNA An(BNC)=(AnB)nC
AUp=A AUA=A AUB=BUA AUBUC)=(AUB)UC

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) A\(BNC)=(A\B)U(A\0)

Bizonyitds. A tételben szerepld allitasok elemi szamolassal visszavezethetSk az 1.6 tételben szerepld
logikai Osszefiiggésekre.

1.12. Tétel. (Cantor-tétel.) Nem létezik olyan halmaz, mely minden halmazt tartalmaz.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen z az a halmaz, mely minden halmazt tartalmaz és legyen y 2 {z €
x| z ¢ z}. Ekkor mind y € y, mind y ¢ y ellentmondashoz vezet.

1.3. Relacidk
1.13. Definicié. Adott x,y halmazok esetén az

A
(z,y) = {{z}, {z, y}}
halmazt rendezett pdrnak nevezzik.
1.14. Tétel. Minden xz,y,a,b halmazra (xz,y) = (a,b) < (x = a Ay = b) teljesiil.

Bizonyitds. Ha x = a és y = b, akkor nyilvan (x,y) = (a,b). Tegyiik fel, hogy (z,y) = (a,b), vagyis
{{z},{z,y}} = {{a}, {a,b}} teljesiil. Ekkor {z},{z,y} € {{a}, {a,b}}.
— Ha {a} = {a} és {z,y} = {a}, akkor z = y = a, valamint a = b, tehat ekkor x = a és y = b.
— Ha {z} = {a} és {z,y} = {a,b}, akkor z = a, valamint {a,y} = {a, b} miatt y = b, vagy y = a,
ami ugyancsak azt jelenti, hogy x = a és y = b.
— Ha {z} = {a,b}, akkor z =a =b és y = b, tehdt x = a és y = b.

1.15. Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatdnak nevezzik az
Ax B2 {(a,b) e P(P(AUB)) |a€ A, be B}
halmazt.

1.16. Definici6é. Adott X,Y halmazok esetén a Descartes-szorzatuk tetszéleges részhalmazat reld-
cionak nevezzik, azaz R relacio, ha RC X xY. Az R C X x Y relacio
— értelmezési tartomdnya

DomRé{xeX| JyeY : (x,y) € R};

— értékkészlete
Ran R 2 {yeY| Iz e X: (x,y) € R}

— inverze
-1

R Z{(y,z) €Y x X| (x.y) € R};
— altali képe a H C X halmaznak

RH)2{yeY|Iwe H: (x,y) € R};
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— megszoritasa vagy leszikitése a H C X halmazra
A
R|H = RQ(H X Y)
Az Ri C X XY és Ry CY x Z relacio kompozicidja

RooRi 2 {(z,2) € X xZ| eV (x,y) € RiA(y,2) € Ro).

Magyarazat. Nyilvan minden R C X X Y relaciéra minden H C X esetén
R(H)=RanR|gy
teljesiil.
1.17. Definicié. Tetszbleges X halmaz esetén
idy £ {(z,2) € X x X|z € X}

jeloli az identitdsreldciot.

1.4. Fiiggvények
1.18. Definicié. Az R C X x Y relacié figgvény, ha

Vavyvy'(((z,y) € RA(z,y) € R) — y =)
teljestl.

Jelolés. Az f C X x Y fliggvényre a tovabbiakban az f : X — Y jelolést hasznaljuk. Az f: X - Y
fliggvény értelmezési tartomanya Dom f C X és értékkészlete Ran f C Y. Az f fiiggvényt, mint
hozzérendelési szabalyt gyakran az

f: X->Y zw— f(o)
alakban irjuk fel. A H C X esetén a fiiggvény lesztikitése
fla :H=>Y x— f(x).

Abban az esetben, amikor az f : X — Y fiiggvényre Dom f = X teljesiil az f : X — Y jelolést fogjuk
hasznélni. Tehét az f : X — Y jelentése az, hogy f fliggvény és Dom f = X.

Jelolés. A mindenhol értelmezett fiiggvények halmazéra bevezetjiik az
F(X,Y)={f C X xY |f figgvény, Dom f = X}

jelolést, valamint megemlitjiik, hogy szokisos még az Y X jelolés is erre a fiiggvényhalmazra, de
egészen kivételes esetektsl eltekintve ezt nem hasznaljuk.

1.19. Definicié. Az f: X — Y fiiggvény
— injektiv, ha Ve, 2’ € X : (f(z) = f(&') = z =2');
— sziirjektiv, ha Ran f =Y
— bigektiv, ha Dom f = X, injektiv és sziirjektiv.

-1
1.20. Tétel. Ha [ fiiggvény, akkor f pontosan akkor fiigguény, ha [ injektiv.
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Bizonyitds. Legyen f: X — Y fiiggvény. Az f fiiggvény injektivitasa azt jelenti, hogy
Ve, e XVyeY: ((z,y) € fA(2,y) € f)—x=2

-1
Az f relacio fliggvényszertisége azt jelenti, hogy

Ve, o' e XVyeY: (y,2) € fA(y,2)e f)—ax=2a.

Vagyis a két kijelentés ekvivalens egymassal.

—1
1.21. Definicié. Ha f injektiv fiiggvény, akkor az f fliggvényt f~" jeloli és ez az f fiigguény inverze.
Amennyiben egy fliggvénynek létezik inverze, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény invertdlhato.

1.22. Tétel. Figgvények kompozicidja fligguény.
Bizonyitds. Legyen f: X - Y és g : Y — Z, valamint tegyiik fel, hogy (z, 21), (z,22) € (g o f).

(x,y2) € f, (y1,21) € g és (yo, 22) € g teljestil. Mivel f fliggvény, igy y1 = yo, tehat az (y1,21) € ¢
és a (ya, 22) € g relaciokbol g fliggvényszertiségének a felhasznélasaval z; = zo adodik, vagyis g o f
fliggvény.

Dom(go f) ={z € X |vr € Dom f, f(z) € Domg}.

A fiiggvénykompozicot a
gof:X—>2 xr—g(f(z))
alakban is irhatjuk.
1.23. Tétel. Bdrmely f € F(X,Y), g€ F(Y,Z) és h € F(Z,V) figgvényre
ho(gof)=(hog)of, idyof=foidy=f

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (x,v) € ho(go f). Ekkor létezik olyan z € Z, hogy (z,2) € (go f) és (z,v) € h.
Amibdl kovetkezik, hogy létezik olyan y € Y, hogy (z,y) € f és (y,2z) € g. Ekkor (y,z) € g és
(z,v) € h miatt (y,v) € hog, valamint (z,y) € f miatt (z,v) € (hog)o f. Az indentitasfiiggvényre

Magyarazat. A megszokott matematikai mtiveletek is fliggvények, melyek f6bb tulajdonsagaikat az
alabbiakban definialjuk.

1.24. Definicié. Valamilyen X halmaz esetén az X x X — X fliggvényeket gyakran miveletnek
nevezzik és jelolésiikre altaldban az infix moédot hasznaljuk. Vagyis példaul az + : X x X — X
mivelet és x,y € X esetén az x +y 2 +(z,y) jeloléssel élink.

— Azt mondjuk, hogy a + miivelet kommutativ, haVe,y € X :x+y =y + x.

— A + mivelet asszociativ, haVr,y,z € X :x+ (y+2) = (x+y) + 2.

— A + mitvelet egységelemes, ha de€e X, Ve e X :x+e=ec+ 1z = .
Azt mondjuk, hogy a + egységelemes miivelet inverzelemes ha

VeeX:3r'eX:z+2'=e AN/ +a=e¢,

ahol e jeloli az egységelemet.
— A .. X x X = X miivelet disztributiv a + miuveletre nézve, ha Vx,y,z € X elemre

z-(yt+z)=(@-y+(x-2) (Y+z)z=F )+ 2).
1.25. Tétel. (Cantor-tétel.) Egyetlen A halmaz esetén sem létezik f : A — P(A) sziirjektiv fiiggvény.
Bizonyitds. Indirekt: Legyen f : A — P(A) sziirjektiv fliggvény. Legyen YV = {r e Alz ¢ f(x)}.

Ekkor létezik xg € A, melyre f(zg) = Y. Ekkor az xg € Y feltevés és az xg ¢ Y feltevés is
ellentmondashoz vezet.
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1.5. Halmazrendszerek

1.26. Definicié. Legyen I és A nem iires halmaz. Az f : I — P(A) fliggvényt halmazrendszernek

nevezziik, minden ¢ € I esetén az A; 2 f(4@) jelolés hasznaljuk a fliggvény értékére, valamint az T
halmazt indezhalmaznak nevezzikk. Az f fiiggvényre pedig gyakran az (A4;);cs jelolést hasznaljuk.

1.27. Definicié. Legyen I, A # () és (A;);cr halmazrendszer. Az (A;);cr halmazrendszer unidja
A .
UAi:{x6A|EIZEI: x €A}
il

és metszete
ﬂAié{xeANieI: re A},
iel

1.28. Definicié. Az (A;);cr halmazrendszer Descartes-szorzatdn a

HAi:{f:I%UAZ-

el i€l

Viel: f(i)eAi}

halmazt értjik. Adott f € H A; és k € I esetén az f, = f(k) jelolést is fogjuk hasznélni.
iel

Jelblés. A Descartes-szorzat elemei tehat az indexhalmazon értelmezett specialis fliggvények. Abban
az esetben, amikor az (A;);c; halmazrendszerre minden 4,j € I esetén A, = A, teljesiil, akkor az
A = A, jelolést bevezetve a halmazrendszer Descartes-szorzatara

[[A={f:1—A}=F(1,A4)

iel
adodik, amit gyakran az A’ szimbélummal fogunk jelSlni.

1.29. Tétel. Legyen A,, A, tetszileges halmaz és I = {z,y}. Ekkor a

pi[[Ai=Aex A, [ (f@), ()

iel
leképezés bijekcio.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢(a) = ¢(8). Ekkor (a(x),a(y)) = (B(x), 8(y)), amibsl a(z) = B(x)
és a(y) = B(y) adodik, ami pedig azt jelenti, hogy o« = 5. Vagyis a ¢ leképezés injektiv. Ha

(Cz,rcy) € Ay X Ay, akkor az f = {(z,¢z), (y,¢y)} € HAi fiiggvenyre ¢(f) = (cz, ¢y) teljesiil, vagyis
i€l
@ sziirjektiv.

Magyarazat. Ezen tétel értelmében a halmazrendszer szorzata tekinthets a kordbban értelmezett
Descartes-szorzat altalanositasanak, ez indokolja az elnevezést.

1.30. Tétel. Ha (A;)ics olyan halmazrendszer, hogy Vi € 1(A; # 0), akkor HAi £ 0.
iel

1.31. Definicié. Legyen (A;);e; halmazrendszer.
— Adott k € I esetén a
prk:l_[Ai—)A;.C T X
iel

fliggvényt a k-adik projekcid fiiggvénynek nevezziik.
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— Adott a € HAi és k € I esetén a
iel

ing = {(x,u) € A X HAi | up = a, Vi EI\{k}:ui—ai}

el

fiiggvényt a k koordindta a ponthoz tartozd inklizié fiiggvénynek nevezziik. Vagyis a € HAZ"
il
k,i €1 és x € Ay esetén
r, ha i=k;

(ina,k<-’L‘))i:{ ar, ha i+ k.

1.6. Rendezések

1.32. Definicié. Az R C X x X relacié homogén reldcié az X halmaz folott. Néhany fontos lehetséges
tulajdonsaga:

— reflexiv, ha Vz € X ((z,z) € R);

— tranzitiv, ha Vr,y,z € X(((z,y) € RA(y,2) € R) — (z,2) € R);

— szimmetrikus, ha Vz,y € X((z,y) € R — (y,z) € R);

— antiszimmetrikus, ha Vz,y € X(((z,y) € RA (y,x) € R) —» x = y).

1.33. Tétel. Legyen R C X x X reldcid.
1. Az R pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.
2. Az R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.

-1
3. Az R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.

-1
4. Az R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R C idpom R-
Bizonyitds. A definiciok kozvetlen kovetkezménye.

1.34. Definicié. A reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv relaciokat a rendezéseknek nevezziik. Ha <
rendezés az A halmaz felett, akkor az (A, <) par neve: rendezett halmaz.

Jelolés. A rendezéseket altaldban a <, >, <, > szimbolummal jeloljiik. A tovabbiakban (z,y) €<
helyett az x < y jelolést hasznaljuk, és bevezetjilk az & < y roviditést az (x < y) A (z # y) formula
helyett.

1.35. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz.

— Az X C A halmaz felsd (illetve alsd) korldtjdnak neveziink minden olyan x € A elemet, amelyre
Vo' e X o’ <z (x < ') teljesiil.

— Az X C A halmaz felilrél (illetve alulrol) korlatos, ha létezik az X halmaznak felss (illetve also)
korlatja. Az X C A halmaz korldtos, ha X feliilrsl és alulrdl is korlatos.

— Az X C A halmaz legnagyobb (illetve legkisebb) elemének nevezziik X minden olyan elemét,
amely fels (illetve also) korlatja az X halmaznak.

— Az X C A halmaz szuprémuma (illetve infimuma) az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobb)
felss (illetve also) korlatja; jele: sup X, illetve inf X.

- Az X C A halmaz mazimdlis (illetve minimdlis) elemének neveziink minden olyan z € X
elemet, amelyre teljesiil az, hogy X-nek nem létezik x-nél nagyobb (illetve kisebb) eleme.

Magyarazat. Rendezett halmaz egy részhalmazénak legfeljebb egy legnagyobb (illetve legkisebb)
eleme létezhet, de lehet t6bb maximaélis (illetve minimalis) eleme.

1.36. Definicié. Az (A, <) par linedrisan rendezett halmaz, ha olyan (A, <) rendezett halmaz, hogy
A barmely két eleme Gsszehasonlithato a < rendezés szerint, azaz Vz,y € A: (x < yVy < z) teljesiil.
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1.37. Tétel. Legyen (A, <) linedrisan rendezett halmaz és X C A.
1. Azy € A elemre sup X = y pontosan akkor teljesiil, ha y felsd korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z<y— (FreX:z<ux)) teljesil.
2. Az y € A elemre inf X = y pontosan akkor teljesil, ha y alsé korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z>y— Bz e X :z>ux)) teljesil.

Bizonyitds. Az elsG allitast bizonyitjuk, a masodik hasonlé gondolatmentettel igazolhato.

= Legyen y = sup X. Ekkor y definici6 szerint felsé korlatja az X halmaznak. Indirekt tegyiik fel,
hogy 3z € A, melyre z < y és minden = € X esetén = < z. Ekkor z felsg korlatja az X halmaznak és
kisebb mint y, vagyis nem y = sup X az X halmaz legkisebb fels6 korlatja, ami ellentmondas.

< Legyen y olyan fels§ korlatja az X halmaznak, melyre Vz € A: (z <y = (Jr € X : z < 1))
teljesiil. Ekkor y a legkisebb fels6 korlat, vagyis y = sup X.

1.38. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz. Az (A, <) part jolrendezett halmaznak, magat a
< relaciét pedig jolrendezésnek nevezziik, ha A minden nem iires részhalmazanak létezik legkisebb
eleme.

halmaz linearisan rendezett és nem az iires halmaz.

1.39. Definicié. Ha (A, <) rendezett halmaz, akkor z,y € A esetén definialjuk az alabbi halmazokat.

A fenti médon meghatarozott halmazokat intervallumoknak nevezziik.

1.40. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (A, <) rendezett halmaz induktivan rendezett halmaz, ha
minden olyan részhalmaza feliilrél korlatos, melynek barmely két eleme 6sszehasonlithaté.

1.41. Tétel. (Kuratowski—Zorn-lemma.) Minden induktivan rendezett halmaznak létezik mazimdlis
eleme.

1.7. Ekvivalenciarelaciék
1.42. Definicié. A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relaciokat ekvivalenciareldcioknak nevezziik.

Jel6lés. Az ekvivalenciarelaciokat a =, ~ szimbolummal jeloljiik, tovabba (x,y) €~ helyett az x ~ y
jelolést hasznaljuk.

1.43. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz és legyen =~ ekvivalenciarelacié az A halmazon. Az
X C A halmazt ekvivalenciaosztdlynak nevezziik, ha

o X #(;

e Vz,ye X xRy,

eVreX,VycA: (z=y—yeX).

1.44. Tétel. Legyen A tetszdleges halmaz és ~ ekvivalenciareldcié az A halmazon. Ekkor minden
a € A elemre az

a/%é{x€A| =z}
halmaz ekvivalenciaosztdly és az ekvivalenciaosztdlyok halmazt alkotnak
A/~ X eP(A)|JacA: X =a/~).
Tovdbbd az A/ =~ ekvivalenciaosztilyok diszjunkt halmazrendszert alkotnak, azaz
Ve,ye A/~ x£y—anNy=0, é Ufz|lzecd/=}=A

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen A tetszéleges halmaz, a € A és =~ ekvivalenciarelacié az A halmazon. Mivel
a = a, ezért a € a/ =, vagyis a/ =# (. Ha x,y € a/ ~, akkor = = a, y = a, amibdl a = relacio
tranzitivitasa miatt « ~ y adodik. Ha € a/ ~ és y € A olyan elem, melyre x = y teljesiil, akkor
y & a a ~ relacio tranzitivitdsa miatt, vagyis y € a/ =.

Legyen x/ =~,y/ ~€ A/ = olyan, hogy =/ ~=# y/ ~. Tegyiik fel, hogy ¢ € (z/ =) N (y/ =). Ekkor
x & césy~c vagyls © = y, amibdl a & relacié tranzitivitasanak felhasznalasaval az z/ ~= y/ ~
ellentmondas adodik. Tehat feltételezéstinkkel ellentétben nem létezhet olyan ¢ elem, melyet az x/ ~
és az y/ =~ halmaz is tartalmaz, igy (z/ ~) N (y/ =) = 0.

Ha z € A/ =, akkor # C A, vagyis az A részhalmazainak az egyesitése nyilvan részhalmaza az A
halmaznak, ezért csak a A C U{z| x € A/ ~} tartalmazést kell igazolni. Ha a € A, akkor nyilvan
a €a/ =€ Al =, vagyis a € U{z| z € A/ ~}.

1.8. Valos szamok

1.45. Tétel. Létezik olyan (R,+,—,-,~1, 0,1, <) nyolcas, ahol
1. 0,1€R, 041;
2. +:RxR =R, (a,b) = a+b figguény, — : R - R, a— —a fiiggvény a

Va € R a+0=a

Ya € R a+(—a)=0
Va,b,ceR (a+b)+c=a+ (b+c¢)
Va,b € R a+b=b+a

tulajdonsdgokkal;
3. - :RxR—=R, (a,b) — a-b fiigguény, ~* R\ {0} = R, a+ a=! fiigguény a

Va € R a-l=a

Va e R\ {0} a-a!'=1
VYa,b,ce R (a-b)-c=a-(b-c)
Ya,b € R a-b=b-a
Va,b,ceR (a+b)-c=a-c+b-c

tulajdonsdgokkal;
4. <C R x R részhalmaz, melyre minden (a,b) €< esetén az a < b jelolést haszndljuk és mely
rendelkezik a

Va € R a<a

Va,b € R (a<b Ab<a) > a=b
Va,b,ceR (a<b A b<c¢) - a<c
Va,b € R a<bV b<a

Va,b,ce R (a<b) - a+c<b+c
Va,b,ceR (a<b AN 0<c¢) = a-c<b-c

tulajdonsdgokkal;
5. tovdbba

VAePR)\{0}: (BKeR:VaeA: a<K)) —
— (FseR:((VaeA: a<s) AN (V§ €ER: (Va€A: a<s) — s<4)))))
teljestil.
Tovdbbd az 1.—4. tulajdonsdgoknak eleget tevé (R, +,—, -, ~1 0,1, <) struktirdkat nevezziik rendezett

testeknek, valamint ha az 5. s teljesil egy rendezett testre, akkor azt teljesen rendezett testnek
nevezzik.

Jelolés. A szorzas - jelét altaldban nem irjuk ki, azaz a,b € R esetén ab jeldli az a - b elemet. Adott
a,b € R esetén a — b jeldli az a + (—b) elemet. Az a € R és b € R\ {0} esetén az ab~! elemre gyakran

az a : b vagy az % jelolést hasznaljuk. Tovabba minden a,b € R esetén a < b vagy b > a azt jeldli,
hogy a < b és a # b.
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1.46. Definicié. Legyen A C R.
— Az A halmaz felsé (illetve alsé) korldtjanak neveziink minden olyan C' € R elemet, amelyre

Vae Aa<C (C<a) teljesil.

Az A halmaz felilrél (illetve alulrol) korlatos, ha létezik az A halmaznak felss (illetve also)

korlatja. Az A halmaz korldtos, ha A feliilrsl és alulrél is korlatos.

— Az A halmaz legnagyobb (illetve legkisebb) elemének nevezziik A minden olyan elemét, amely
fels6 (illetve also) korlatja az A halmaznak.

— Az A halmaz szuprémuma (illetve infimuma) az A halmaz legkisebb (illetve legnagyobb) fels
(illetve also) korlatja; jele: sup A (illetve inf A).

Magyarazat. A rendezett testekben (igy a valds szamok korében is) érvényes szamolési szabalyokat
foglalja Gssze a kovetkezd tétel.

1.47. Tétel. Legyen (K, +,-,0,1,<) rendezett test. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

1.VxeK: 0-z=0

2VeeK: (-1)-z=-x

3. fxreK: 0.z=1

4. Ve,ye K: z<y —» —y<-—=x

5 (-1)2=1

6. Vo,y,z€e K: (x<y A 2<0) — yz<uzxz

7.Vee K: 0<a?

8. 0<1

9. Vz,ye K: 0<z<y —>O<§<%
Bizonyitds.

1. Legyen z € K tetsz6leges. Ekkor 0+ 0 = 0 és a disztributivitas miatt
0-2=(040)-z2=0-2+0-x,

amihez hozzaadva a —(0 - z) elemet 0 -z = 0 adodik.
2. Ha z € K akkor az 1. pont alapjan 0 -z = 0, ezért

(-)-z2=04+(-1)-z=—24+2+(-1)-z2=—2+1-24+(-1) 2=
=—<a2+01+(-1)r=—2+0-2=—2+0=—zx.
3. Az 1. pont nyilvanval6 kévetkezménye.
4. Ha z,y € K és x < y, akkor az egyenl6tlenséghez hozzdadva a —x — y szdmot —y < —x adodik.

5. A
(-1)?=(=1)- (1) =1+ (1) + (1)) (=1) = =1+ (=1)* + (-1)?

egyenlet elejéhez és végéhez hozzdadva a —(—1)? szamot
0=-1+ (_1)27
majd az 1 szamot
1=(-1)

adodik.

6. Legyen z,y,z € K olyan, melyre z < y és z < 0 teljesiil. A 4. pont alapjan ekkor 0 < —z, vagyis
—zx < —zy, amibdl megint a 4. pont alapjan zy < zz kovetkezik.

7. Legyen z € K. Ha 0 < z € K, akkor az egyenlStlenséget megszorozva az x pozitiv szammal 0 < z2
adodik. Ha = < 0, akkor 0 < —z, amit megszorozva a —z pozitiv szammal 0 < 22 adddik.

8. A 7. pont alapjan nyilvanvalo.

1
9. Legyen z € K olyan, melyre 0 < z teljesiil. Ha — < 0 teljesiilne, akkor ezt megszorozva az x
x
1
szammal 1 < 0 ellentmondéas adddna, tehdt 0 < —. Ha z,y € K olyan, melyre 0 < z < y teljesiil,
x

1 1 1
akkor az x < y egyenl6tlenséget megszorozva az — szdmmal — < — adodik.
x x
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1.48. Tétel. Rendezett testben minden elem négyzete pozitiv.
Bizonyitds. Az 1.47 tétel 7. pontja éppen ez volt.

1.49. Definicié. Jeloljon oo és —oo két olyan halmazt, melyre oo,—oco ¢ R teljesiil. Ekkor az

— A .. y
R = RU{—o00, 00} halmazt bdvitett valds szamoknak nevezziik, a co elemet végtelennek, a —oo elemet
pedig minusz végtelennek mondjuk. A valos szamok halmazan értelmezett < relacié bévitése

<2< U(R x {o0}) U ({—00} x R) U {(—00, —00)} U {(~00,00)} U {(s0,00)}.

A + és - miivelet az alabbi modon bévitjiik.
— Minden a € R esetén legyen a + oo 2 5 +a 2 00, tovabbé legyen oo + oo 2 0.
— Minden a € R esetén legyen a+ (—o0) 2 (—o0)+a 2 —00, tovabbé legyen —oo + (—o0) 2 .
— Minden a € R\ {0} esetén legyen

A A o~ ha a>0,
a-00=00-a=
—oo ha a<0,

2

tovabba legyen oo - 0o 2 (—00) - (—00) 2 o és (—00) - 00 2 - (—o0) = —oc.

1.50. Definicié. A valés szamok halmazan definidljuk még az x € R elem altal meghatarozott alabbi
halmazokat.

[z,00[={z eR| x < z}
Jz,o0o[={z € R| z < z}

|—o0,z] = {2z € R| z < x}

|0, z[={z € R| z < x}
Tovabba bevezetjiik még az

]—o0,00[ =R

jelolést. Ezen halmazokat is intervallumoknak nevezziik.
Jel6lés. A tovabbiakban, ha nem okoz félreértést a bovitett < reldciora tovabbra is a < jelet hasz-
néljuk, valamint a bévitett 4+ és - miiveletre sem alkalmazunk 14j jelolést.

1.51. Definicié. A (K, +,-,0, 1, <) teljesen rendezett testrdl azt mondjuk, hogy arkhimédészi mdodon
rendezett, ha Vr,y € K elemhez x > 0 esetén 3dn € N, hogy y < n - x teljesiil.

1.52. Tétel. Minden teljesen rendezett test arkhimédészi modon rendezett.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen K nem arkhimédészi médon rendezett test és legyen z,y € K olyan,

hogy 0 < z és egyetlen n € N szdmra sem teljesiil, hogy y < n - z. Ekkor az X = {n-z| n € N}
halmaz felss korlatja y, vagyis létezik sup X. Ekkor (sup X) — « nem fels§ korlatja az X halmaznak,
tehat létezik n -z € X, melyre (sup X) —z < n -z, vagyis sup X < (n+ 1) -z, ami ellentmondas.

1.53. Tétel. A valds szamtest arkhimédészi modon rendezett test.

Bizonyitds. Az 1.45 tétel alapjan R teljesen rendezett test, az el6z6 1.52 tétel alapjan pedig minden
teljesen rendezett test arkhimédészi moédon rendezett test.

1.54. Definicié. Legyen x € R. Az

Hé inf{n€Z|z<n}—1, ha z¢Z;
= x, ha =z € 7Z;

szdmot az x egész részének a
A
{z} =2 — 2]

szamot pedig az x tort részének nevezziik.
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Magyarazat. Eddiglattuk, hogy létezik teljesen rendezett test, a kovetkezd tétel a teljesen rendezett
testek egyértelmiségérsl szol.

1.55. Tétel. Bdrmely két teljesen rendezett test izomorf. Vagyis ha (K, ®,©, x,°%,0,1, <) teljesen
rendezett test, akkor létezik olyan ¢ : R — K bijekcid, melyre p(0) = 0, ©(1) = 1 és minden z,y € R
elem esetén

oz y) = p(x) < p(y)
r#0 = o@) £0 A p(e7!) = (o)™
r<y & cp(x) = Sﬁ(y)

teljesiil.

1.9. Szamossagok

1.56. Definicié. Legyen A és B halmaz.
— Az A és B ekvipotens, ha létezik f: A — B bijekcio. Ezt a tényt |A| = | B| jeloli.
— Az A halmaz kisebb-egyenlé szimossigi a B halmaznél, ha 3X C B : |A| = |X|. Ebben az
esetben az |A| < |B| jelolést hasznaljuk.
— Az A halmaz kisebb szdmossdgi a B halmaznal, ha |A| < |B| és |A| # |B|. Ennek jele |A| < |B|.
— Az A és B halmaz szdmossdg tekintetében dsszehasonlithatd, ha (|A| < |B|)V(|B| < |A|) teljesiil.

Magyarazat. Fontos megjegyezni, hogy jelen pillanatban |A| még csak pusztan szimbélum, melyet
nem definidltunk, csak az |A| < |B|, az |A| < |B| és az |A| = |B| tipusu kifejezéseket értelmeztiik
eddig.

Magyarazat. Most a halmazok szdmossaganak két alaptétele kovetkezik, melyek biztositjak, hogy
barmely két halmaz Gsszehasonlithato a szamossag tekintetében, valamint, ha |A| < |B| és |B| < |4],
akkor |A| = |B].

1.57. Tétel. Bdrmely két halmaz szimossdg tekintetében éGsszehasonlithato.

Bizonyitds. Legyen A, B halmaz és

Fe {f € A x B]| f injektiv fliggvény},

melyen < jeloli a tartalmazas relaciot. ElGszor megmutatjuk, hogy létezik maximélis elem az F
halmazban. Legyen H C F olyan halmaz, melynek barmely két eleme Osszehasonlithatd és legyen

f 2 U h. Ekkor f injektiv, tehat f € F és f a H egy fels6 korlatja. Tehat (F, <) induktivan
heH
rendezett halmaz. Ezért a Zorn-lemma miatt van maximéalis elem az F halmazban, jelolje ezt g.

Ekkor a g fliggvényre Domg = A vagy Rang = B teljesiil, ugyanis ha Domg # A és Rang # B,
akkor létezik ag € A\ Domg és by € B\ Rang elem és a

- g(z), ha € Domyg;
g:DomgU{ag} — Rang U {bp} xr—>{ bo. ha T —ag
fliggvényre g < g teljesiil, vagyis ¢ nem maximalis.

Ha Domyg = A, akkor |A| < |B| és ha Rang = B, akkor |B| < |A].

1.58. Tétel. (Schréder-Bernstein-tétel) Bdrmely A és B halmazra |A| < |B
|A| = |B| teljesiil.

és |B| < |A| esetén
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Bizonyitds. Legyen i: A — B és j: B — A injektiv leképezés.
1. Ha E C A olyan, hogy j(B\ i(E)) = A\ E teljesiil, akkor a

) i(x) ha xz€eF
p:A—B :Er—){j_1<x) ha z¢F

leképezésrsl konnyen ellenérizhets, hogy bijekcio.

2. Legyen H = {HCA|j(B\i(H) CA\H}é E 2 UK. Megmutatjuk, hogy ekkor j(B \ i(E)) =
A\ E teljesil.

2./1. j(B\i(E)) C A\ E:

i(E)i(UH)

U i)

HeH HeH
B\i(E)=B\ ] i(H)= () B\i(H)
HeH HeH

j<B\z’<E>>=j<ﬂ B\i(H)) C M A\H=4\|J H=A\E

HeH HeH HeH
2./2. j(B\i(E)) = A\ E: Legyen F 2 A\ J(B\i(FE)). A 2./1. miatt £ C F.
ECF = j(B\i(F)) Cj(B\i(F)=A\F = FeH
Mivel ECF, F € H és E = UH, ezért E = F, vagyis j(B \i(E)) = A\ E.
1.59. Tétel. Bdrmely A halmazra |A| < |P(A)| teljesil.
Bizonyitds. Az 1.25 Cantor-tétel kovetkezménye.

1.60. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz.

— Az A halmaz véges, ha In € N, melyre |A| = |n| teljesiil, ekkor az mondjuk, hogy A egy n elemd
halmaz és az |A| = n jelolést hasznaljuk.

Az A halmaz végtelen, ha nem véges.

Az A halmaz megszdmldlhato, ha véges vagy |A| = |N]|.
Az A halmaz megszdmldlhatéan végtelen, ha |A| = |N|.
Az A halmaz kontinuum szdmossdgi, ha |A| = |R|.

1.61. Tétel. Legyen A és B olyan véges halmaz, melyre |A| = n és |B| = m teljesil, ahol n,m €

1. Bdrmely X C A halmazra | X| < n.

2. |Ax Bl =mn

3. Ho AN B =0, akkor |AUB| =n+m.
4. [JAUB|=m+n—|ANB|

5. |P(A)] =2"

6. |F(A,B)| =m"

1.62. Tétel. (Megszimldlhatéan végtelen halmazok.)

Minden végtelen halmaznak van megszdmlalhatoan végtelen részhalmaza.

Az A halmaz pontosan akkor végtelen, ha |N| < |A| teljesiil.

Két megszamldlhatoan végtelen halmaz Descartes-szorzata megszamldalhatoan végtelen.
Megszamldlhato sok megszamlalhatoan végtelen halmaz unidja megszdmlalhatoan végtelen.
IN| = |Z| = |Q|

Ha A végtelen halmaz és B megszamldlhatéan végtelen, akkor |A| = |AU B).

S S o v~
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2. A valés és komplex szamok alaptulajdonsagai

2.1. Algebrai tulajdonsagok

2.1. Tétel. (Bernoulli-egyenldtlenség.) Minden n € N* és x1,...x, € [—1,00[ szdmra, ha tetszdle-
gesi,j €{l,...,n} esetén 0 < x;z; teljesil, akkor

H(l +a;,) > 1+ ina
i=1 =1

specidlisan minden n € N és x € R szdmra —1 < x esetén

(1+z)" > 1+ nz.

Bizonyitds. Az n = 1 esetben nyilvan igaz az allitas. Teljes indukciét hasznélva tegyiik fel, hogy
n-re igaz az allitas, és legyen z1,...,2,41 € [—1,00][ olyan, hogy minden i,j € {1,...,n+ 1} esetén
0 < z;z;. Ekkor az indukcios feltételt kihasznalva

n+1 n n+1 n+1
H(1+xz) (1+ Zpi1) H 14+2:) > (1+Tpg1) <1+le> f1+sz+lezn+1 > 1+Z:xZ
=1 =1

adodik, ami azt jelenti, hogy n + 1 esetén is igaz az allitas.

Kiegészités. A Bernoulli-egyenl6tlenség speciélis esetének egyfajta megforditasa is igaz.

O
2.2. Tétel. Minden x € ]RS' és n € NT esetén létezik egyetlen olyan y € RS‘, melyre y™ = x teljesiil.

2.3. Definici6. Adott = € Rg és n € N esetén azt a jol meghatarozott y € Rsr szamot, melyre
y" = x teljesiil x n-edik gyokének nevezzik, ennek jele z= vagy /x.

2.4. Tétel. Adott x € RS‘ és m,n € N esetén
Vam = (3/z)™.

Bizonyitds. Az a = /z™ és a B = (/)™ szdmokra " = 2™ = 8" teljesiil. Ezen szamok n-edik
gyoke létezik és egyértelmt, ezért o = .

2.5. Definicié. Az x € RY szdmnak a q € Q kitevdjé hatvdnydt az alabbi médon értelmezziik.

Vam, ha ¢>0, ¢g=2; (m,neN)
1, ha ¢=0;

1 m
”(x> , ha ¢<0,¢g=-""(m,neN).

N
x? =

Tovabbé ¢ > 0 esetén legyen 07 2 0 és 0°0 2 1.
2.6. Tétel. Minden x € RT és p,q € Q esetén.

1 -
xP gl = gPTe (xP)? = P9, — =z P
T

Bizonyitds. A hatvanyozas azonossagaibol egyszertien adodik.
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2.7. Definicié. Az n € N szam faktoridlisa

1 ha n =0,

n

Hi, ha n>0.

=1

1>

n!

Az n, k € N szamokra definidljuk az n alatt a k szamot a

n!
0 ha k>n
képlettel.

2.8. Tétel. (Binomidlis tétel.) Minden x,y € R ésn € N esetén

Bizonyitds. Az n = 0 esetben nyilvan igaz az éllitas. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas. Ekkor

(@49 = (z +1) <§n: (k)xky" k) _Z<k> B k+z< > ik

k=0 k=0

n+1 n
_ k n+1 k k n+1 k
=3 ()2 ()
k=1
- n n o n+1
_ k, n+l1—k n+1 n+1 _ k, n+tl—k
() ()t =3 ()

adodik a konnyen igazolhatd

formula segitségével.
2.9. Definici6é. A (K, +,-,0,1) test feletti abszolit értéknek neveziink minden olyan
| |: K =R x|z

fliggvényt melyre az alabbiak teljesiilnek.
eVreK: (Jxq)]=0+<2=0)
« Va,yeK: fayl = ol -yl
e Vrye K: [z 4y| <|z|+y|

2.10. Tétel. Az

|-]:C—=R" 2+ /Re(2)2 + Im(z)2

fiigguény abszolut érték, melynek a megszoritisa a valds illetve raciondlis szamok halmazdra szintén
abszolit érték.

Bizonyitds. Ha z = 0, akkor nyilvan |z| = 0, valamint ha |z| = 0, akkor Re z = 0 és Im z = 0, vagyis
z=0. Ha 21 = a1 +ib1 és z2 = as +ibsy, ahol a1, as, by, b € R, akkor

[212|* = (araz — bib2)? + (arbs + azb1)? = (af + b3) (a3 + 03) = |21 |2,
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valamint

2
z1+222=(a1+a2>2+<b1+b2)2g(¢a§+b%+ a5+bg) = (jaa| + [2al)?

teljesiil, ahol a méasodik résznél hasznaltuk a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenlGtlenséget a

aijas + biby < \/a% —‘rb% . \/a% —l—b%
lépésnél.

2.11. Tétel. (Szimtani és mértani kozép kézétti egyenldtlenség.) Legyen n € NT és minden k €
{1,...,n} esetén x), € R*. Ekkor

1 n n
o E T > Hmk.
k=1 k=1

Bizonyitds. 1. Az n = 1 esetben nyilvin igaz az allitas.
2. Ha n = 2, akkor a bizonyitando
X1 + xro

5 > /1122

egyenlGtlenség ekvivalens az
(1 —22)* >0

egyenl6tlenséggel. Azt pedig az 1.48 tétel alapjan tudjuk, hogy rendezett testekben a négyzetszamok
porzitiv elemek.
3. Megmutatjuk, hogy ha valamilyen n € N szidmra igaz az allitas, akkor a 2n szamra is igaz. Legyen

minden k € {1,...,2n} esetén z, € RT. Ekkor felhasznélva, hogy az n és a 2 szamokra igaz az
egyenl&tlenség
2n n n n n
1 11 1 1
Lyl (nzxk+nzxn+k> o Tt 2| T ) >
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n 2n
> n ka n Hxn+k:2n Hmk
k=1 k=1 k=1
adodik.
4. Megmutatjuk, hogy ha valamilyen n € N, n > 2 szdmra igaz az allitas, akkor az n — 1 szamra is
igaz. Legyen minden k € {1,...,n — 1} esetén x), € RT és legyen
Tn
Ekkor az x1,...,x, szdmokra felirt szamtani és mértani kzép kozotti egyenlGtlenség atrendezésébdl

adodik az allités.

2.12. Tétel. (Elemi Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.)
Minden n € Nt ésx1,...,Zn,Y1,...,Yn € R esetén

n
S i
k=1

n n
<\ 2oty 2w
k=1 k=1
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Bizonyitds. Legyen n € Nt és x1,...,%n,v1,...,Yn € R rogzitett. Ekkor minden ¢ € R esetén

0< ) (wk —ty)® =1 (Z y;%) — 2t (Z xkyk> + (Z xi) ,
k=1 k=1 k=1 k=1

ezért a fenti ¢ szerinti mésodfoku egyenlet diszkriminansa nem lehet pozitiv, azaz

() -+ (E9) () =

amibdl adodik a bizonyitandé egyenlGtlenség.

2.2. Fiiggvények Osszege, szorzata

2.13. Definici6. Legyen A halmaz, +: A x A — A mivelet, a € A és U,V C A. Ekkor definidljuk
az alabbi jeloléseket.

U+Vi={u+tveAueclU veV}

a+V:={a+veAveV}

U+a:={ut+acAuelU}

Ennek a segitségével értelmezhetSk az aldbbi komplezus miveletek.

P(A) x P(A) — P(A) U V)=»U+V
P(A) = P(A) Visat+V
P(A) = P(A) U—U+a

2.14. Definici6. Legyen A tetszéleges nem iires halmaz.
— Ha f,g € F(AR) és c € R, akkor definidljuk a fiiggvények dsszegét, szozatdt, szamszorosdt és
abszolit értékét az alabbi moédon.

f+g:A—=R a— f(a) + g(a)
fg: A—=R a— f(a)g(a)
cf :A—R a > cf(a)
|fl:A=R a|f(a)

— értelmezziik az Osszeadds, szorzas, szammal vald szorzas és abszolutérték képzés midveletét a
fliggvények terén az alabbi modon.

+: F(AR) x F(AR) —» F(A,R) (f,e)— f+g

x : F(A,R) x F(A,R) —» F(A,R) (f,9)— fg
‘R x F(A,R) —» F(AR) (e, f—cf

I'[ - F(A,R) = F(A,R) (f) = If]

Az igy bevezetett fliggvénymiiveleteket nevezziik pontonkénti fiiggvénymiveleteknek.
— Legyen n € N* és minden i € {1,...,n} esetén legyen f; € F(A,R). Ekkor az (fi)ic{1,...n}
figguényrendszer alsd, illetve felsd burkoldjat az alabbi képlettel definidljuk.

sup(fi,..., fn) :A—=R a — sup(fi(a),..., fn(a))
inf(f1,...,fn): A—=R a —inf(fi(a),..., fa(a))

- Az f € F(A,R) figgvény pozitiv, illetve negativ részét az alabbi képletek definialjak.

f+A—=R a — sup(f(a),0)
f-:A—>R a — —inf(f(a),0)
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2.15. Tétel. Legyen A tetszdleges nem fires halmaz.
1. Ha f € F(A,R), akkor

f=fe—f— fl=f+r  f+f-=0 (2.1)
teljesiil.
2. Ha f,g € F(A,R), akkor
sup(f,g) = % + @ inf(f,g) = fQﬁ _ \f;QI

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen A tetsz6leges nem iires halmaz.

1. Legyen f € F(A,R) és legyen a € A tetszlleges.

Ha f(a) > 0, akkor a definicié alapjan fy (a) = f(a) és f—(a) = 0, vagyis teljesiilnek a (2.1) egyenletek.
Ha f(a) = 0, akkor a definici6 alapjan f,(a) =0 és f_(a) = 0, vagyis teljesiilnek a (2.1) egyenletek.
Ha f(a) < 0, akkor a definicié alapjan fy(a) = 0 és f_(a) = —f(a), vagyis ebben az esetben is
teljesiilnek a (2.1) egyenletek.

2. Legyen a,b € R. Az a < b, a =0 és a > b eseteket kiilon megvizsgalva igazolhatd egyszerten a

a+b la—1V|
2 2

atb |a—0b

inf(a,b) = 5 5

sup(a,b) =

azonossag. Legyen f,g € F(A,R). Ekkor elég minden z € A elemre az a = f(x) és a b = g(x)
valasztassal alkalmazni az el6z6 azonossagot a tétel bizonyitasédhoz.

2.16. Definicié. Adott (a;)i—o,..., € R""! esetén a

n
p:R—-R xHZaixi
i=0

fliggvényt polinomnak nevezziik, az a; paramétereket pedig a polinom egyitthatéinak. Ha a, # 0,
akkor p n-ed foki polinom, melynek féegyiitthatéja a,. Az xo € R szamot a p polinom gyokének
nevezziik, ha p(zg) = 0 teljesil.
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3. Topolobgiai tulajdonsiagok

3.1. Nyilt, zart és korlatos halmazok

3.1. Definici6é. Minden r € R™ szamra és x € R pontra a
A
Br(z) ={y e R| [z —y[ <7}
halmazt az x pont kérili r sugard nyilt gémbi kérnyezetnek nevezziik.

3.2. Definici6é. Az X C R halmaz
— nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik » € RT, hogy B,(z) C X teljesiil;
— zdrt, ha R\ X nyilt;
— korldtos, ha létezik r € RT és € R, hogy X C B,(x) teljesiil.

3.3. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

Bizonyitds. Az els6 allitds a definicio kozvetlen kovetkezménye. A mésodik allitashoz vegyiink
Aq, ..., A, korlatos halmazokat, és legyen (r;,;)i=1, . olyan rendszer, hogy minden ¢ = 1,...,n
esetén A; C B,,(x;), legyen tovabba minden i = 1,...,n esetén R; = r; + |x; — x1|. Ekkor minden
i szamra B,,(z;) C Bg,(z1) teljesiil az abszolutértékre vonatkozé haromszog-egyenlStlenség miatt.

Tehat az R = max{R; | i =1,...,n} szamra teljesiil, hogy U A; C Bg(x1).
i=1

3.4. Tétel. Minden z € R pontra és r € Rt szdmra B,.(x) korldtos, nyilt halmaz.

Bizonyitds. A definicié alapjan a B,.(x) halmaz korlatossaga nyilvanvalé. Legyen y € B,(x) és
legyen R = r — |x — y|. Megmutatjuk, hogy ekkor Br(y) C B,.(x) teljesiil. Ha z € Bgr(y), akkor
lz—yl < R =r—|z—yl|, vagyis |z —y| + |y — 2| < r, amibdl pedig |z — 2| < r adodik, vagyis
z € By(x).

3.5. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.)
1. Az ires halmaz és a R halmaz nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

Bizonyitds. 1. A definici6 alapjan nyilvanvalo.
n

2. Legyen (4;)i=1,...» nyilt halmazok tetszGleges rendszere, és legyen tovabba = € ﬂ A;. Ekkor

i=1
minden i = 1,...,n szamhoz létezik olyan r; € R, hogy B,,(z) C A; teljesiil. Ha
R=min{r; |i=1,...,n},
akkor R € R és Bgr(z) C ﬂ A; teljesiil.
i=1
3. Legyen (A;);ecr nyilt halmazok tetszdleges rendszere és legyen tovabba z € U A;. Ekkor létezik

il
olyan ig € I melyre x € A;, teljesiil. Mivel A, nyilt halmaz, igy létezik olyan r € RT, melyre
B, (z) C A,,, vagyis B.(x) C U A;.
icl
3.6. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.)
1. Az dires halmaz és a R halmaz zdrt.

2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszéleges rendszerének a metszete zdrt.
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Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvalo.
2. Legyen (Z;);=1,... n zart halmazok tetsz6leges rendszere. Ekkor minden i € {1,...,n} esetén R\ Z;
nyilt halmaz. Az

,,,,,

n n
R\JZ =) ®R\Z)
i=1 i=1
n
azonossag miatt U Z; komplementere véges sok nyilt halmaz metszete, igy az el6z6 allitds miatt az
is nyilt. Vagyis a U Z; halmaz zart.

i=1
3. Legyen (Z;);cs zart halmazok tetsz6leges rendszere. Ekkor minden i € {1,...,n} esetén R\ Z;

nyilt halmaz. Az
R\mzi: U(R\Zi)
iel iel
azonossag miatt ﬂ Z; komplementere nyilt halmazok unidja, igy az el6z6 allitas miatt az is nyilt.
icl
Vagyis a ﬂ Z; halmaz zart.
iel

3.7. Tétel. Legyen Z,U CR. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor Z\U zdrt halmaz és U\ Z
nyilt halmaz.

Bizonyitds. Legyen Z C R zart halmaz és U C R nyilt halmaz. Ekkor az
Z\U=Zn(R\U)

azonossag alapjan az Z \ U két zart halmaz metszete, ezért zart. Az
U\NZ=UnR\2Z)

egyenl6ség szerint az U \ Z halmaz két nyilt halmaz metszete, ezért nyilt.

3.8. Definicié. Legyen X C R és x € R. Azt mondjuk, hogy =
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
— hatdrpontja az X halmaznak, haVr e R* : B.(z)NX #0 A B.(z)N(R\ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € R : (B,.(x) \ {z}) N X # 0;
— izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir € R : B,.(z)N X = {z}.

3.9. Definicié. Legyen X C R és x € X. Azt mondjuk, hogy X kdrnyezete az x pontnak, ha x
bels6 pontja az X halmaznak.

3.10. Definicié. Az X C R halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={z €R|Ir e RT: B.(x) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={zeR|VreR": B.(z)NX # 0}
halmazt. Az X halmaz hatdrdnek nevezziik a
Fr(X)=X\Int X
halmazt.

3.11. Tétel. Tetszdleges X C R halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
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2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

Bizonyitds. 1. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € R*, melyre B,(z) € X. Mivel a B,(z)
halmaz minden pontja belss pontja az X halmaznak, ezért B,.(z) C Int X teljesiil.

2. Jeldlje U azt a legb6vebb nyilt halmazt, melyet X tartalmaz. Ekkor nyilvan Int X C U teljesiil.
Legyen z € U. Ekkor az U halmaz nyiltsdga miatt létezik olyan r € RT, hogy B,(z) C U amibél
a U C X felhasznalasaval B,.(x) C X adodik, vagyis z € Int X. Tehéat az U C Int X tartalmazas is
fennall.

3. Legyen z € R\ X. Ekkor a lezért definicidja alapjan létezik olyan » € R*, melyre B,(z) N X = 0.
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor B,.(z) C R\ X, vagyis az X halmaz komplementere nyilt. Tegyiik
fel, hogy létezik y € B,(2)NX elem. Ekkor a p = r—|y — z| > 0 szamra B, (y)NX # 0 teljesiil a lezaras
definiciojabol. A B,(y) C B,(z) tartalmazas felhasznalasaval az 0 # B,(y) N X C B,.(2) N X =0
ellentmondas adodik.

4. Jeldlje Z azt a legsziikebb zart halmazt, mely az X halmazt tartalmazza. Ekkor nyilvin Z C X
teljesiil. Tegyiik fel, hogy létezik y € X \ Z elem. A Z halmaz zartsaga és y ¢ Z miatt létezik olyan
r € RT, melyre B,(y)NZ = . A lezéras értelmezése alapjén B,(y) N X # 0. Az X C Z tartalmazés
felhasznalasaval az () # B, (y) N X C B,(y) N Z = ( ellentmondéas adodik.

3.12. Tétel. Tetszdleges X C R halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo.
3.13. Tétel. Az X C R halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes torloddsi pontjdt tartalmazza.

Bizonyitds. Legyen X C R zart halmaz és legyen © € R az X halmaz torlodési pontja. Ez azt
jelenti, hogy minden r € R szdmra

(Br(z) \ {z}) N X # 0.

Vagyis minden r € Rt szdmra
(Br(2)\ {z}) N X C By(2) N X £0,

amibdl definici6 szerint @ € X kovetkezik. Mivel X zart halmaz, ezért az el6z6 allitas miatt € X.
Legyen X C R olyan halmaz, mely tartalmazza az 6sszes torlodasi pontjat. Megmutatjuk, hogy ekkor
X = X teljesiil, mely ekvivalens az X halmaz zartsigaval. Az X C X tartalmazis nyilvinvalo ezért
csak azt kell igazolni, hogy X C X. Tegyiik fel, hogy létezik 2 € X \ X elem. Ekkor x € X miatt
minden r € RT esetén
B.(z)NX #0,

tovabba x ¢ X miatt

(Br(z) \ {z}) N X #0,
vagyis ¢ az X halmaz torlédasi pontja. Mivel X tartalmazza az Gsszes torlodasi pontjat, ezért az
x € X ellentmondést kapjuk.

3.14. Tétel. Legyen X C R korldtos halmaz.
1. Ha az X halmaz zart, akkor inf X, sup X € X.
2. Ha az X halmaz nyilt, akkor inf X,sup X ¢ X.

Bizonyitds. 1. Legyen X C R korlatos zart halmaz. Ha r € R, akkor inf X + r nem a legnagyobb
also korlatja az X halmaznak, vagyis létezik olyan x € X, melyre x < inf X + r teljesiil, valamint
sup X — r nem a legkisebb fels6 korlatja az X halmaznak, vagyis létezik olyan 2’ € X, melyre
sup X —r < 2’ teljesiil. Teh4t minden r € RT esetén B,.(inf X) N X # 0 és B,(sup X) N X # 0, ami
azt jelenti, hogy inf X,sup X € X = X.

2. Legyen X C R korlatos nyilt halmaz. Ha inf X € X, akkor létezik olyan r € R, melyre
B, (inf X) C X teljesiil, vagyis inf X nem als6 korlatja az X halmaznak. A sup X szamra hasonlo
ellentmondéast kapunk a sup X € X feltételezésbdl.
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3.15. Definicié. Adott X,Y C R halmazok esetén azt mondjuk, hogy az X halmaz siri az Y
halmazban, ha X =Y teljesiil, valamint, hogy az X halmaz sird, ha X strd a R halmazban.

3.16. Tétel. (A raciondlis és az irraciondlis szamok sirin vannak.)
1. A Q halmaz strd az R halmazban.
2. Az R\ Q halmaz sird az R halmazban.

Bizonyitds.

1. Legyen » € R. Az x € Q tartalmazashoz azt kell megmutatni, hogy minden r € R* esetén létezik
olyan ¢ € Q szam melyre g € B, (z) teljesiil, vagyis ¢ € |x — r,z + r[. Ehhez vegyilink egy tetszsleges
0 < r paramétert. Ekkor az R arkhimédészi tulajdonsaga miatt létezik olyan N € N, melyre 1 < 2Nr
teljesiil. Ebbdl az egyenl6tlenséghdl

1+ N(x—7r)<N(z+r)

adodik. Jelolje n azt a jol meghatarozott egész szamot, melyre n < N(x —r) < n+ 1 teljesiil. Ekkor
n < N(x — r) miatt

n+1<N@E—-r)+1<N(x—-r)+2Nr=N(x+r),

ezért
Nz —-r)<n+1<N(x+r),
n+1

vagyis a g, = N € Q szamra g, € B,(x) teljesiil.

2. Ebben a részben hasznaljuk az oszthatésagi szabalyok segitségével konnyen igazolhato /2 ¢ Q
formulat. Legyen xz € R és vegyiink egy tetszdleges 0 < r paramétert. Ekkor az R arkhimédészi
tulajdonsaga miatt létezik olyan N € N, melyre 1 < v/2Nr teljesiil. Ebbél az egyenlétlenséghol

2N 2N
1+ V2 (x—71) < V2 (x+71)
2 2
2N (x —
adodik. Jeldlje n azt a jol meghatarozott egész szdmot, melyre n < W < n+ 1 teljesil.
Ekkor n < % miatt
2N (xz — 2N (x — 2N
ni1< Y2N@=r) | V2N@-1) | gy VEN(@tr)
2 2 2
ezért
2N (x — 2N
w cntl< W

. 2(n+1 n-+1
Vagylsapx:(\/iN)Z\[?- N

3.17. Tétel. (Cantor-féle kizdsrész-tétel a valds szamok halmazdin.) Legyen (A;);cr olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € I esetén A; C R korldtos, zdrt, nem iires halmaz, tovibbd minden i,j € I
esetén létezik olyan k € I index, melyre Ay, C A; N A;. Ekkor

()4 #0.

i€l

szamra p, ¢ Q és p, € B, () teljesiil.

Bizonyitds. Ha i,j € I, akkor létezik olyan k € I, melyre Ay C A; N A; teljesill, tehat
inf(A4;) < inf(Ax) < sup(Ax) < sup(4,).

Ezek alapjan a {sup(A;)| ¢ € I} halmaz alulrdl korlatos, vagyis létezik a x = inf {sup(4;)| i € I} € R
elem. Megmutatjuk, hogy = € ﬂ A;. Ehhez elég azt igazolni, hogy minden i € I esetén = € A;.
iel
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Legyen i € I és r € RT, belatjuk, hogy B.(x) N A; # 0. Mivel z + r nem a legnagyobb alsé korlatja
a {sup A;| ¢ € I'} halmaznak, ezért létezik olyan j € I, melyre sup A; < « + r. Legyen k € I olyan,
melyre Ay, C A;NA;. Ekkor nyilvin sup Ay < sup A; < x+r, tovdbbé sup Ay —r nem a legkisebb fels§
korlatja az Ay halmaznak, ezért létezik olyan y € Ay, melyre sup Ay —r < y. Az utolsé egyenlGtlenség
miatt ¢ —r <y, sup Ay <supA; < x +r miatt y < x + r, valamint Ay C 4; N A; miatt y € A;.
Vagyis y € B, (x) N A;.

Magyarazat. érdemes kiilon kiemelni a fenti allitas egy kévetkezményét.

3.18. Tétel. (Cantor-féle kizosrész-tétel a valds szamok halmazdin.) Legyen (A;)ien olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € N esetén A; C R korldtos, zdrt, nem iires halmaz, tovdibbd minden i € N
esetén A;11 C A;. Ekkor

() Ai #0.

€N

Bizonyitds. Az allitas az el6z6ek kozvetlen kovetkezménye.

3.2. Kompakt halmazok

3.19. Definicié. Az X C R halmaz (be)fedésének neveziink minden olyan (A;);c; halmazrendszert,
melyre Vi € [ : A; CRés X C U A; teljesiil. Az (A;);er befedés részbefedésének neveziink minden
iel
olyan (A4;);cr rendszert, melyre I’ C T és X C U A; teljesiil.
iel’
3.20. Definicié. Az X C R halmaz kompakt, ha minden nyilt halmazokbol 4ll6 befedésének létezik
véges részbefedése. Azaz, ha minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre
il
X C U A; teljesiil, ahol minden 7 € I esetén az A; halmaz nyilt.
il
3.21. Tétel. (Borel-Lebesgue-tétel valds szamokra.) Az R halmaz valamely részhalmaza pontosan
akkor kompakt, ha korlatos és zdrt.

Bizonyitds. Legyen C' C R kompakt halmaz. Megmutatjuk, hogy C' korlatos. Mivel C C R =
U B,(0), ezért létezik olyan véges I C Nt halmaz, hogy C C U B, (0). Ekkor az r = maf(n)
ne
neN+ nel
szamra C' C B,.(0) teljestil. Most igazoljuk, hogy C zart. Tegyiik fel, hogy C nem zart, ami azt
jelenti, hogy a C komplementere nem nyilt. Legyen z € R\ C olyan pont, melyre minden r € R*

esetén B,(z) € R\ C, vagyis B,(z) NC # (. Minden n € NT szamra legyen U, = R\ B1(z),
mely nyilt halmaz. Mivel C C R\ {z} = U U, ezért létezik olyan véges I C Nt halmaz, hogy
neNt
CC U U,. Ekkor az m = ma;c(n) szamra C C Up, teljesiil. Ez azt jelenti, hogy B1 (2) N C = 0,
ne m
nel

vagyis ha 0 < r < L, akkor B,(z) C B (z), tehat B,(z) N C = 0, ami pedig ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy C' C R korlatos és zart halmaz, valamint az (4;);cr halmazrendszer a C halmaz
nyilt fedése, vagyis minden i € I esetén A; C R nyilt halmaz és C' C U A; teljesiil. Jelolje J az [

iel
halmaz nem iires, véges részhalmazainak a halmazat, vagyis J = {j C I| j # 0, j véges}, valamint
minden j € J esetén legyen B; = C'\ U A;. Ekkor minden j € J esetén B; korlatos zart halmaz,
i€j

valamint minden ji,jo € J elemhez létezik olyan j' € J, melyre By C B;, N Bj, teljesiil. Ha egyik
Bj; halmaz sem lenne iires, akkor a Cantor-féle kdzosrész-tétel alapjan

0 Bi=()c\UJ4a|=c\JJ4A=c\J4

jeJ jeJ i€j jEJ i€ iel
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teljesiilne, ami ellentmondana annak, hogy az (A4;);c; halmazrendszer a C' halmaz fedése. Tehat

letezik olyan j € J, melyre B; = (). Ez viszont azt jelenti, hogy C' C U A;, vagyis a C halmaznak
i€j

létezik véges fedése.

Megjegyzés. A Cantor-féle kozosrész-tétel ezek utan ugy is megfogalmazhatd, hogy R egymasba
agyazott, nem iires, kompakt részhalmazainak a metszete nem iires.

O
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4. Sorozatok

4.1. A hatarérték és tulajdonagai

4.1. Definicié. Az a : N — R fiiggvényeket valds szimsorozatoknak, az a : N — C fiiggvényeket

. o1 A TR 21:
komplex szamsorozatoknak nevezziik. Az a : N — R sorozat értékeire az a,, = a(n) jelolést hasznaljuk.

4.2. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.)
— Azt mondjuk, hogy az = € R szdm az a : N — R sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RYIN € Nvn € N(n > N — a,, € B:(2)).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke végtelen, ha
Ve e RTAN e Nvn € N(n > N — € < ay,).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke minusz végtelen, ha
Ve e RTAN e NVn € N(n > N — —¢ > ay,).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat konvergens, ha létezik véges hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat divergens, ha nem konvergens.

4.3. Tétel. Ha x,y € RU{—00,00} az a: N — R sorozat hatdrértéke, akkor x = y.

Bizonyitds. Legyen z,y € R és tegylik fel, hogy = # y. Ekkor létezik olyan N € N, hogy n > N

esetén |a, — z| < @ és lan, —y| < |x2;y| Amibdl az

[z =yl =z —an +an =yl <[z = an[ +lan —y| <[z -y

ellentmondas adodik.

Ha = € R és y = oo, akkor létezik olyan N € N, hogy n > N esetén |a, — x| <1 és a, > x + 1, ami
ellentmondés. Valamint hasonléan, ha z € R és y = —oo, akkor létezik olyan N € N, hogy n > N
esetén |a, — x| < 1 és a, < x — 1, ami ellentmondés. Végiil ha z = oo és y = —oo, akkor létezik
olyan N € N, hogy n > N esetén a,, < 0 és a,, > 0, ami ellentmondas.

4.4. Definicié. (A lim mdvelet.)
— Az a : N — R sorozat hatarértékét lim a vagy lim a,, jeldli.
n—oo

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke végtelen, a lima = oo vagy a lim a, = oo
n—oo

jelolés fejezi ki.

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke minusz végtelen, a lima = —oo vagy a
lim a, = —oo jeldlés fejezi ki.
n—oo

4.5. Definicio.

— Az a : N — R sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.

— Az a : N — R sorozat zérussorozat, ha lima = 0.

— Legyen o : N — N olyan fiiggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n+1) teljesiil (az ilyen
o fliggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — R tetsz6leges sorozat. Ekkor az aoo : N — R
sorozatot az a sorozat részsorozatdnak nevezziik.

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton névd, ha minden n € N esetén a,, < a,41.

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton fogyd, ha minden n € N esetén a,, > a,11.

4.6. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.
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Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat és legyen A = lim a. Ekkor létezik olyan N € N,
hogy minden n > N szémra a,, € B1(A), vagyis az {a,, | n > N} halmaz korlatos. Minden 0 < n < N

N
esetén az egyetlen pontbol &llé {a,} halmaz korlatos. Mivel Rana C By (A) U <U {an} | és a jobb
=0

n=
oldalon 4ll6 halmaz véges sok korlatos halmaz unidja, vagyis korlatos, a Ran a halmaz is korlatos.

4.7. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat, ¢ : N — N indexsorozat, és legyen ¢ € RT.
Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n > N szamra |a, — lima| < ¢ teljesiil. Mivel o(n) > n,
ezért minden n > N szamra |ag(n) —lima| < ¢ teljesiil, vagyis az a o o sorozat konvergens és
lim(a o o) =lima.

4.8. Tétel. Az a: N — R monoton sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos.

Bizonyitds. Legyen a : N — R monoton ndvé korlatos sorozat és legyen A = sup Rana. Ha e € R,
akkor az A — ¢ < A egyenlGtlenség miatt létezik olyan N € N, hogy A — ¢ < ay. Mivel az a sorozat
monoton névs, igy minden n > N természetes szamra A — e < ay < a, < A < A + € teljesiil, vagyis
minden n > N esetén |a, — A| < ¢, tehat lima = sup Rana. Monoton csdkkend sorozatra teljesen
hasonlé a bizonyitas.

4.9. Tétel. Zérussorozat és korldatos sorozat szorzata zérussorozat.

Bizonyitds. Legyen a : N — R korlatos sorozat, b : N — R zérussorozat és legyen ¢ € R tetszéleges

paraméter. Mivel a korldtos, ezért létezik olyan K € RT, hogy minden n € N szdmra |a,| < K.
€

Létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N szamra |b,| < X Ekkor minden n > N

szamra

lanbn — 0] = |an]| - bn] < K - |bp| < K - % — e,
vagyis lim a,b, = 0.
n— oo

4.10. Tétel. Legyen a,b: N — R konvergens sorozat és A € R.

Az a + b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
A \a sorozat konvergens és lim(Aa) = A(lima).

Az ab sorozat konvergens és limab = (lima)(lim b).

Az @ sorozat konvergens és lima = lima.
Az |a| sorozat konvergens és lim |a| = |limal.

1 1
Ha minden n € N esetén a, # 0 éslima # 0, akkor az — sorozat konvergens és lim — = T .
a a lima

S S o~

Bizonyitds. Legyen a,b : N — R konvergens sorozat, az A = lima és B = limb hatarértékekkel,
valamint legyen ¢ € R tetsz6leges szam.

€ 5
1. A 3 szamhoz létezik olyan N,, N, € N kiiszobindex, melyre minden n > N, szamra |a, — A| < 3

és minden n > N, szamra |b, — B| < % Ekkor az N = max {N,, N, } kiiszobindexre teljesiil az, hogy

minden n > N esetén

|(an+bn)—(A+B)|g\an—A\+|bn_B|<%+§:g.

2. A )\ = 0 szamra nyilvan igaz az allitas, ezért feltehetd, hogy A € R\{0}. Az a sorozat konvergenciaja
miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A| < £ Ekkor n > N,

, N
Szamra
E —

[Aan, — AA| = |A| - |an — Al < [A] - 5

E.
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3. Mivel az a sorozat korlatos ezért létezik olyan K € R™, hogy minden n € N szamra |a,| < K. Ha
B = 0, akkor az el6z6 allitas szerint egy korldtos és egy zérussorozat szorzata zérussorozat. Tehat
elég a B # 0 esetet vizsgalni. Legyen N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén

lan, — Al < ﬁ és legyen N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |b, — B| < %
Ekkor az N = max {N,, Np} kiiszobindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén
|anbn — AB| = |anby — anB + anB — AB| < |an| - |bn — B|+|B]|-|an — A] < K-%Hm.ﬁ —e.

4. Ha N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A| < €, akkor n > N, széamra

@~ 4] = [{an = A)| = lan - 4] <.

5. Ha N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a,, — A| < ¢, akkor n > N, szamra

llan| — Al < [a, — Al <e.

6. Legyen a : N — R\ {0} és legyen lima = A € R\ {0}. Legyen N; € N olyan kiisz6bindex, hogy
A A
minden n > Ny esetén |a, — A| < 7| Ekkor minden n > N; szamra |a,| > % Legyen N, € N
2
el4|

5 Ekkor az N = max{Ny, N,}

olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A| <

olyan kiiszobindex, hogy minden n > N szamra

— - <= €.
a, A

1 1’_|an—A| la, — Al 2 e|AP
lanl-1A] ~ A4 AP 2

4.11. Tétel. Ha az a: N — R sorozatra lim |a| = 0 teljesil, akkor lima =0

Bizonyitds. Legyen € € RY tetsz6leges. Ekkor a lim |a| = 0 tulajdonsag miatt létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden NV < n € N szamra

la] < e
teljesiil, ami éppen a lim a = 0 tulajdonségot fejezi ki.

4.12. Tétel. Ha az a,b: N — R konvergens sorozatra minden n € N esetén a, < b,, akkor lima <
lim b.

A—
Bizonyitds. Legyen A = lima, B = limb és tegyiik fel, hogy B < A. Az e = szamhoz létezik

olyan N € N, hogy minden n > N esetén |a, — A| < € és |b, — B| < &. Vagyis n > N esetén az
A+ B

A — e < a, egyenlGtlenség miatt < an, és a b, < B+ ¢ egyenl6tlenség miatt b, <

teljesiil. Ez viszont ellentmond annak, hogy a,, < b,.

4.13. Tétel. (Renddr-elv.) Legyen a,b,c : N — R olyan sorozat, melyre minden n € N esetén
an < by < cp, éslima = limc = x teljesil. Ekkor b konvergens és limb = x.

Bizonyitds. Bevezetve az « = b — a és a f = ¢ — a sorozatok, minden n € N esetén 0 < «, < 3,
teljesiil. A lim 3 = 0 hatéarérték miatt minden ¢ € R szamhoz létezik olyan N € N, hogy minden
n > N esetén — < 3, <e. A0 < «, < 3, egyenl6tlenség alapjan ekkor |a,,| < € is teljesiil, vagyis
lima = 0. Ekkor a b = o + a sorozat is konvergens és limb = lima + lima = .



30 4 SOROZATOK

4.14. Tétel. Legyen a : N — R konvergens sorozat és p € N. Az
a? :N—-R n— ab
sorozat konvergens és
lima? = (lima)?
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat, A = lima, p € N és ¢ € RT tetsz6leges
paraméter. A p = 0,1 esetekben nyilvan teljesiil az allitas, igy feltehetjiik, hogy p > 2.

Tegyiik fel, hogy A # 0. Mivel lima = A, ezért létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden
n > Np termeészetes szamra |a,| < 2|A| teljesiil. Ekkor az n > N; esetben

p—1 p—1
AP —ab| = [A—an| > AFar P < A= an] YA fan P E <
k=0 k=0

p—1 p—1

<JA—anl- S IAF@IANTIE <A, Y AP 2 <
k=0 k=0

< |A—ay|-plAP 2Pt

Legyen N5 € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > Ny természetes szamra

e

A=an| < ————.
Al p|AP~ 201

Ebben az esetben az N = max {Ny, N2} olyan kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra

A7 — o] < A =] -plAPT 2T« S APt =,

plA[P 20
vagyis lim aP = AP.
Most vizsgaljuk meg az A = 0 esetet. Mivel lima = 0, ezért létezik olyan N; € N kiiszébindex, hogy
minden n > N; természetes szamra |a,| < 1 teljesiil, valamint létezik olyan No € N kiiszobindex,
hogy minden n > N természetes szamra |a,| < €. Legyen N = max {Ny, No}. Ekkor minden n > N
természetes szamra

|an|” < lan| <,

vagyis lim a? = 0.
4.15. Tétel. Legyen a : N — R konvergens sorozat és p € N. Az
Ya:N—-RT n— ¢a,

sorozat konvergens és
lim ¢/a = Vlima
teljestil.
Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat, A = lima, p € N és ¢ € R tetsz6leges

paraméter. A p = 0,1 esetekben nyilvan teljesiil az allitas, igy feltehetjiik, hogy p > 2.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Mivel lima = A, ezért létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden

A
n > N; természetes szamra a,, > 3 teljesiil. Ekkor az n > Nj esetben

_ |A — ay| < |A — ay| —

p—1 1ok p—1
S b A% (g)

k=0 k=0

VA= Yay
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A—a, 2
_ lA—a]  A—a.

p—1
p— 1 A
E A5 .2 P
2
k=0

Legyen N5 € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > Ny természetes szadmra

=
€- P
A—a,| < =221
2
Ebben az esetben az N = max { N1, N2} olyan kiiszébindex, hogy minden n > N természetes szamra

—1
2 e-pAS5 2
< |A—an|- <P =,
D

pAffj/ n ! 1
va ¢ A% 2 pAp%

vagyis lim ¢/a = V/A.
Most vizsgaljuk meg az A = 0 esetet. Mivel lima = 0, ezért 1étezik olyan N € N kiiszébindex, hogy
minden n > N természetes szamra a,, < P teljesiil. Ekkor minden n > N természetes szamra

ap <€,
vagyis lim /a = 0.
4.16. Tétel. (Sorozatok raciondlis hatvinya.) Legyen a : N — R konvergens sorozat és q € Q. Az
a?:N— R* n— al

sorozat konvergens és
. ¢ J (lima)?, ha lima>0 V ¢>0;
lim a { 0, ha lima=0 A ¢g<0

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a : N — RT konvergens sorozat, A = lima és ¢ € Q. Ha q = 0, akkor
nyilvanvaléan igaz az allitas.

Ha g > 0, akkor 1étezik olyan pi,ps € N, melyre ¢ = P Ekkor a 4.16 és a 4.15 tételbdl kovetkezik
b2

az allitas.

Ha ¢ < 0, akkor a 4.10 tétel segitségével visszavezethet6 a ¢ > 0 esetre az allitas.

4.2. Topologiai fogalmak jellemzése sorozatokkal

4.17. Tétel. Legyen ACR ész € R.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

Bizonyitds. Legyen A CR és z € R.
1. Tegyiik fel, hogy x az A halmaz torlodéasi pontja. Ekkor minden n € N esetén

(B#l(x) \ {x}) NA#0.

Az 1.30 tétel alapjan

[T (B @)\ ) nazo,

neN

legyen a egy tetsz6leges eleme ennek a halmaznak. Ekkor a egy N — A\ {x} sorozat, melyre lima = z,

hiszen minden n € N szamra |a,, — z| < 1
n
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Tegyiik fel, hogy a : N — A\ {z} olyan sorozat, melyre lima = z, és legyen r € RT. Az a sorozat
konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N szamra |a, — x| < T,
vagyis an+1 € Br(x). Az anyq elemre aniq € A\ {z} is teljesiil, ezért

ant1 € (Br(z)\{z}) N A #0.

2. Legyen A C R zart halmaz, a : N — A konvergens sorozat és lima = «. Tegyiik fel, hogy o ¢ A.
Mivel « eleme a nyilt R\ A halmaznak, ezért létezik olyan r € RT, hogy B,(a) C (R\ A), amibol
B.(a) N A = adodik. Az a sorozat konvergencidja miatt viszont az r szamhoz létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n esetén a,, € B,.(«a). Ekkor viszont az ayy1 € B.(a)NA =10
ellentmondés adodik.

Legyen A C R olyan halmaz, hogy minden a : N — A konvergens sorozat esetén lima € A. Tegyiik
fel, hogy az A halmaz nem zart és legyen o € A\ A. A lezéras definicidja alapjan ekkor a torlodasi
pontja az A halmaznak. Ezért létezik olyan a : N — A sorozat, melyre lima = «, vagyis az o € A
ellentmondast kapjuk.

4.18. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-féle kivdlasztdsi tétel.) Minden korldtos sorozatnak létezik kon-
vergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen a : N — R korlatos sorozat és minden n € N esetén A, = {a |k > n}. Az

(An)nen halmazrendszerre teljesiilnek a 3.18 Cantor-tétel feltételei, ezért ﬂ A, # 0. Legyen z €
neN

ﬂ A,. Mivel minden € € RT és n € N esetén B.(z) N {ax |k > n} # 0, ezért létezik olyan k > n,

neN
melyre aj, € Bs(z). Definidljuk a o : N — N indexsorozatot az alabbi iteracioval.

— Legyen o(0) = min{k € N | ax, € B1(z)}.

— Ha o(n) mar ismert, akkor legyen o(n + 1) = min {k eN|on) <k A a,€ B% (1:)}
Ekkor az a o o sorozat konvergens, hatarértéke x.

Ha a : N — C sorozat, akkor a Re oa valés sorozathoz létezik olyan o; indexsorozat, hogy Re caooy

konvergens; és az Imoa o o; valés sorozathoz létezik olyan oo indexsorozat, hogy Imoa o o1 o o9
konvergens. Ekkor a ¢ = o7 o 0y indexsorozatra az a o o sorozat konvergens lesz.

4.19. Tétel. (Bolzano-Weierstrass-tétel.) Az A C R halmaz pontosan akkor korldtos és zdrt, ha
minden a : N — A sorozatnak létezik olyan o' : N — A részsorozata, melyre lima’ € A teljesiil.

Bizonyitds. Legyen A C R korlatos és zart halmaz, valamint legyen a : N — A tetszGleges sorozat.
Mivel az a sorozat korlatos, ezért létezik a’ konvergens részsorozata. Ekkor lima’ € A, vagyis az A
halmaz zartsaga miatt lima’ € A.

Tegyiik fel, hogy A C R olyan halmaz, hogy minden a : N — A sorozatnak létezik olyan o’ : N — A
részsorozata, melyre lima’ € A teljesiil. Megmutatjuk, hogy az A halmaz korlatos és zart.

Ha az A halmaz nem korlatos, akkor minden n € N esetén A\ B,,+1(0) # 0, ezért az 1.30 tétel miatt

H (A\ Bp11(0)) #0. Haa € H A\ Bp4+1(0), akkor a : N — A sorozat. Ha a’ ennek tetsz6leges

neN neN
részsorozata, akkor |a/,| > n, vagyis az a’ sorozat nem korlatos, igy konvergens sem lehet. Vagyis

ekkor az a olyan sorozat, melynek nincsen konvergens részsorozata, tehéat ellentmondasra jutottunk.
Ha az A halmaz nem zart, akkor létezik € A\ A elem. A lezart definicidja alapjan minden n € N
esetén B_1_ () N A # 0, ezért az 1.30 tétel miatt

I1 (A N Bﬁl(az)) £ 0.

neN
Haa € H (B% ()N A), akkor a : N — A sorozat. Legyen a’ az a tetsz6leges részsorozata. Ekkor

minden n € N esetén a), € B% (x), ezért lima’ = x ¢ A teljesiil. Vagyis ekkor az a olyan sorozat,

melynek nincsen olyan konvergens részsorozata melynek a hatarértéke az A halmazban lenne, tehat
ellentmondéasra jutottunk.
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4.3. Limesz inferior és szuperior

4.20. Definicié. Az a : N — R sorozat limesz inferiorja

A A .
liminf a = sup inf  ag
neN \KEN, k>n

és limesz szuperiorja

neN \ keN, k>n

. A,
limsupa = inf ( sup ak> .

4.21. Tétel. Minden a : N — R sorozatra liminf ¢ < limsup a.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy limsupa < liminf a és legyen ¢ € Jlimsup a, liminf a|. Ekkor
a limsup és a liminf definici6ja alapjan léteznek olyan ni,ne € N szadmok, hogy

sup  ap <g< inf g
kEN, k>ny keN, k>no ’

vagyis minden n > max {ni, no} szdmra az
anp < q < ap
ellentmondast kapjuk.

4.22. Tétel. Legyen a : N — R sorozat.
1. Halima € R, akkor liminf a = limsup a = lima.
2. Ha liminf a,limsupa € R és liminf a = limsup a, akkor az a sorozat konvergens és lima =
liminf a teljesiil.

Bizonyitds. 1. Legyen a : N — R konvergens sorozat és legyen lima = A € R. Ekkor minden
€ € RT esetén létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra,

A—c<a,<A+e¢

teljesiil. Ezért

A—e< inf ap | < sup ap | < A+e,
keN, k>N+1 keN, k>N+1

amibdl pedig a 4.21 tétel felhasznalasaval
A—¢e<liminfa <limsupa < A+¢
adodik. Ezek alapjan minden ¢ € RT szamra teljesiil a liminf a,limsupa € [A — ¢, A + €], tehat
liminfa = limsupa = A.

2. Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre liminf e = limsupa € R. Legyen A = liminfa és e € R
tetszéleges paraméter. Mivel feltételezésiink szerint

sup inf  ap ) =A=inf sup ag |,
neN \ k€N, k>n neN keN, k>n

ezért

IN1eN: A—-e< inf ag
keN, k>N

dNoeN: A+e> sup ag.
kEN, k>N,

Legyen N = max {Ny, No}. Ekkor minden n > N természetes szamra az

A—e< inf ap<a,< sup apr<A+e
kEN, k>N, kEN, k>N,

egyenl6tlenségek alapjén A — e < a,, < A + € adodik.
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4.4. Cauchy-sorozatok
4.23. Definicié. Az a: N — R sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve cRTIN e NVn,m e N((N <n A N <m) = |a, — am| < ).

4.24. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen a : N — R Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n,m > N
szémra |a, — an,| < 1 teljesiil, vagyis minden n > N esetén a,, € Bi(ayy1), vagyis az {a, | n > N}
halmaz koratos. Minden 0 < n < N esetén az egyetlen pontbol &ll6 {a,} halmaz korlatos. Mivel
Ran a véges sok korlatos halmaz uniéja, igy korlatos.

4.25. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat hatérértéke A és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik
€ .
olyan N € N, hogy minden n > N szamra |a, — A| < 3 teljesiil, vagyis minden n,m > N esetén

3

225.

€
lan — am| = [(an — A) + (A — an)| < |an — Al + |am — A] < §+
4.26. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen a : N — R Cauchy-sorozat, ¢ : N — N olyan indexsorozat, melyre a o o
konvergens és legyen tovabb4a A = lima o 0. Ha ¢ € R, akkor létezik olyan N; € N, hogy minden

n,m > Ny esetén |a, — ap| < % és létezik olyan Ny € N, hogy minden n > Ny esetén ’ag(n) - A| < %
Ha n > N = max {Ny, N}, akkor

e g
|an — A| = |(an — ad(n)) + (ag(n) — A)’ < 5 +

57"

ahol kihasznaltuk, hogy o(n) > n.

4.27. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Egy a : N — R sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.

Bizonyitds. Ha a : N — R Cauchy-sorozat, akkor a 4.24 tétel alapjan az a sorozat korlatos és a 4.19
Bolzano—Weierstrass-tétel alapjan van konvergens részsorozata, amibdl a 4.26 elézg allitas alapjan a
konvergencidja adodik.

Ha a : N — R konvergens sorozat, akkor a 4.25 tétel alapjan Cauchy-sorozat.

4.5. Nevezetes hatarértékek

4.28. Tétel. Adott o € Q mellett
o ha a>0,
lim n® = 1 ha a=0,

nree 0 ha a<0.

Bizonyitds. Legyen o > 0 és legyen ¢ € R™ tetszéleges paraméter. A valos szdmok arkhimédészi
tulajdonsaga 1.53 miatt 1étezik olyan N € N |, melyre

e < N-1.
Ebbél adodik, hogy minden n € N szdmra n > N esetén

e <n“,
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vagyis lim n® = oc.
n—oo
Ha o = 0, akkor nyilvanvaléan lim n® = lim 1 =1.
n—oo n—oo
Ha o < 0, akkor a 3 = —« széamra 3 > 0 teljesiil. Legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. A valos

szdmok arkhimédészi tulajdonsiaga 1.53 miatt 1étezik olyan N € N | melyre

1
‘\3/><N-1.
13

Ebbdl adodik, hogy minden n € N szamra n > N esetén

1 <
—l<e,
nf|—
- 1 . o
vagyis lim — = lim n® =0.
n—oo N, n—oo
4.29. Tétel. Adott g € R esetén
oo ha ¢qg>1,
lim ¢" = 1 ha g=1,
nee 0 ha -1<g<l,

és g < —1 esetén a ¢" sorozat divergens.

Bizonyitds. Legyen g > 1 és legyen € € R tetsz6leges paraméter. Vezessiik be az a =g —1 > 0
mennyiséget. A valos szamok arkhimédészi tulajdonséga 1.53 miatt 1étezik olyan N € N | melyre

1
TN

Ebbdl és a 2.1 Bernoulli-egyenlStlenségbdl adédik, hogy minden n € N szdmra n > N esetén
e<l4+na<(1+a)" =g,
vagyis lim ¢" = cc.
n—oo
A ¢ =1 ¢és a g =0 esetekben nyilvanvaléan teljesiil az allitas.

1
Legyen ¢ € ]—1,1]\ {0} és legyen ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Vezessiik be az a = 7 1>0
q
mennyiséget. A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint minden n € NT szamra

1 1 1 1

< Z.
1+a)* ~ 1+na —

n| p— J—
|q |7 ( a nﬂ
amibdl a 4.13 rendér-elv és a 4.28 tétel alapjan adodik a lim ¢™ = 0 hatarérték.
n—oo
Legyen ¢ < —1. Ekkor minden n € N esetén {q" —q”“‘l‘ > 1, vagyis az n — ¢" sorozat nem
Cauchy-sorozat, ezért nem is konvergens.

4.30. Tétel. Minden ¢ € RT szdmra lim /g = 1.

n—oo
Bizonyitds. Ha ¢ = 1, akkor nyilvan igaz az &llitas. Tegyiik fel, hogy ¢ > 1 és tekintsiik az
an = {/q — 1 sorozatot. Ekkor n € N* esetén a, > 0 és a Bernoulli-egyenl6tlenség alapjan
g=(14+ap)" > 1+ nay,,
amibél
q—1
n

0<a, <

adodik. Ebbdl a rendér-elv miatt lim a, = 0, és igy lim
n—00 n—00

/q = 1 kovetkezik.

1
Ha g < 1, akkor tekintsiik a ¢’ = — szamot. Ekkor az el6z8 eredmény alapjan.
q

1 1
lim ¢/g=lm ——==——==1
n—00 n—oo {/q’ lim /¢’
n—o0
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4.31. Tétel. lim n=1

n—oo

Bizonyitds. A szamtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenség miatt minden n € NT esetén

(L/IS Un = "\/ﬁ.\/ﬁ.(l)n—2§2\/ﬁ—;n_2:jﬁ+1_i.

Ebbdl a 4.13 rendér-elv alapjan addédik a bizonyitandé allitas.

4.32. Tétel. lim Vn!= o0
n— o0
Ny!

Bizonyitds. Legyen € € RT tetszéleges paraméter. Definialjuk az N7 = 2([e] + 1) és az o = N
5

szdmot. Ha n > N természetes szam, akkor

-N
n! " k4N e N a
_ = . . -1 — _— 9N
gn—a kl_ll . >a-2 Ny 2™,

Mivel a 4.29 tétel miatt lim 2" = oo, ezért létezik olyan Ny € N kiiszobindex, hogy minden n > Ny
n—oo
természetes szamra
2M
2" >

(0%

teljesiil. Ha N = max {N7, N2}, akkor minden n > N természetes szamra

n! « a 2M
22" >

57”>2N1 2N1.oz:1

teljesiil, vagyis

Unl > e.

Ap+1
(2%

4.33. Tétel. (Hdinyados-kritérium sorozatokra.) Ha az a: N — R\ {0} sorozatra lim <1
n—o0

teljesiil, akkor lim a, = 0.
n—oo

Bizonyitds. Legyen ¢ olyan valés szam melyre lim < g < 1. A sorozat hatarértékének a

n—oo

‘an-&-l

an+1

definici6ja alapjan létezik olyan N € N, hogy minden n > N szdmra < q teljesiil. Tehat

lant1| < gq-lan].
Ebbdl teljes indukciéval egyszertien igazolhat6, hogy minden k € N szamra
0< \aN+k| < qk . \aN\ .
Amibél a k — oo hatarérték képzéssel a rendér-elv alapjan klim lan k| = 0 kévetkezik, ebbdl pedig
—00
lim |ag| = 0 adodik.
k—o0
4.34. Tétel. Legyen p € Q és q¢ € R olyan, hogy |q| < 1. Ekkor lim nPq¢"™ = 0.
n—oo

Bizonyitds. Ha ¢ = 0, akkor nyilvan igaz az allitas, ezért tegyiik fel, hogy ¢ # 0 és tekintsiik az
a:N—= R, a, =nPq™ sorozatot. Ekkor

Ap41
Qnp

lim
n—oo

1 p
— il (141 ) = ol <
n—o00 n

adodik, ahol felhasznaltuk a sorozatok hatvinyéra vonatkozd 4.16 tételt. A fenti egyenlStlenséghdl
pedig a sorozatokra vonatkozé 4.33 hanyados-kritérium alapjén lim nPq™ = 0 kovetkezik.
n—oo
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n

4.35. Tétel. Minden q € R esetén lim 4 _ 0.

n—oo n!
Bizonyitds. Ha q = 0, akkor nyilvan igaz az allitas, ezért tegyiik fel, hogy g # 0 és tekintsiik az
n

a:N—=>R,a, = q—| sorozatot. Ekkor
n!

n
adédik, amibdl a sorozatokra vonatkozé 4.33 hanyados-kritérium alapjan lim q—' = 0 kovetkezik.
n—oo M.

(o3

4.36. Tétel. Minden a € Q esetén lim n—' =0.

n—oo Ml

Bizonyitds. Az a < 0 esetben a 4.29 tétel alapjan lim n® = 0 és a minden n € NT természetes
n—oo

szamra fennallo

1 1
0<—<—
nl n
1
egyenlGtlenségre alkalmazva a rendér elvet lim - = 0 adédik, tehat ezen két sorozat szorzatéra
n—oo N!
,na
szintén lim — = 0 adédik.
n—oo n!

na
Tehat elég azt az esetet vizsgalni, amikor o € RY. Tekintsiik az a : N — R, a, = — sorozatot.
n!

Ekkor o
= lim 1 ~<1+1) =0-1=0<1
n

adodik, ahol felhasznéltuk a sorozatok hatvanyéara vonatkozo 4.16 tételt. A sorozatokra vonatkozo
na
4.33 hanyados-kritérium alapjan ezért lim — = 0.
n—oo N!

an+1
Qnp

lim

n—oo

4.37. Tétel. (Napier dllandd.)
1. Minden x € RT esetén az

a:NT SR n»—>(1—|—£)

sorozat korldtos, monoton névd, tehdt konvergens.
2. Minden x € RT esetén a N
b:Nt 3R ne (173)
n
konvergens.

3. Minden x € R esetén
T\" T\
lim <1+—) . lim (1—7) —1.
n—oo n n—o0 n

n
Bizonyitds. 1. Legyen x € RT és minden n € N esetén a,, = (1 + E) A==, =1+ f,
n n
zZn+1 = 1 szdmokra alkalmazva a szdmtani és mértani kézép kozotti egyenl6tlenséget
n 1+%2)4+1
e <1+g> gn( +Z)+ _ntlde @
n n+1 n+1 n+1

adodik, amibdl hatvanyozéssal a,, < a,41 kovetkezik.

Jelolje [x] az x szam egeészrészét, tehat azt a jol meghatarozott egész szamot melyre [x] < z és
2] +1>2 Az 2y = =2, =1+ =, 2py1 = -+ = Zpy[a41 = | — ——— szdmokra alkalmazva a
n

[z] +1

szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget

n+m+\1/(1+ %)” <1 K )[z]+1 . n(l4+£)+ ([z] +1) (1 - [x]%)

[z] +1 n+z]+1
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_n+x+[m]+1—m_1
- n+z] +1 -

adodik, amibél hatvanyozéssal

(1+%)”~ (1— Mgil)m“ <1

kovetkezik. Ennek atrendezése adja a sorozat korlatossagat bizonyitd

z —[z]—-1
<(|1-—
= ( ] + 1)

egyenlGtlenséget. Ezek alapjan az a sorozat monoton noévé és feliilrsl korlatos, vagyis konvergens.
X n

2. Legyen xz € R" és minden n € NT esetén b, = (1 - —) . Mivel [z] < z < [z] + 1, ezért
n

0 < [#] +1—x <1, vagyis minden n € N esetén

T x _T
n+l - n+fz]+l—-2 n

n+1 —1 n n
14— N R <(1+—+5—) <(1+3)
n+1 n+1 n+z]+1—2x n

adodik, tehat a rend6r elv alapjan a

Nt - R n 1+#
n+z]+1—x

Ebbal

sorozat konvergens és
Mivel

ezért a

T n+[z]+1
c:Nt 5 R n— |1+ ———
n+z]+1—=

sorozat konvergens és
€T n
lim ¢, = lim (1+—) .
n—oo n—oo n

A minden n € Nt \ {z} szamra érvényes

n—z\" z \"\
n n—zx
atalakitasbol azt kapjuk, hogy minden n € Nt szamra bptla)+1 = Cp 1. Mivel a c sorozat konvergens
és lim ¢ # 0 (hiszen minden n € NT esetén c¢; < ¢,), ezért a b sorozat is konvergens és

lim b, = ( lim cn)il. (4.1)

n—oo n— oo

3. A (4.1) egyenlet jelenti a bizonyitando6 egyenlGséget.

n!
4.38. Tétel. lim — =0

n—oo N
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!
Bizonyitds. Tekintsik ab: N — R, b, = ™ sorozatot. Ekkor
n’ﬂ

. n \"
= lim .

1 n
A 4.37 tételben definialt a,, = (1 + ) sorozatra lim a, > 1 teljesiil, hiszen a sorozat monoton
n n— 00

by
lim 1

n—oo

n

nové és ap = 2 > 1. Ezért

1
lim |2t = <1

n—oo | by 1\"
- lim <1+>
n— o0 n

adodik. A sorozatokra vonatkozé 4.33 hanyados-kritérium alapjén ezért lim b, = 0.
n—roo
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5. Sorok

5.1. Sorok hatarértéke és tulajdonsagai

5.1. Definicioé. (Sorok.)
— Adott a : N — R sorozat esetén, azt a jol meghatarozott > a : N — R sorozatot, melyet

n
minden n € N esetén (Z a) = Zai definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden
n
i=0

csak sornak nevezziik és olykor a Z an szimbolummal jeloljiik.

n
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-
o0 n

AL < 1e12 L.
gens. Ekkor a z%an = nhﬂn;(} kzoak jelolést hasznaljuk.
n= =
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Ha lim E ar = oo, akkor a E a, = to0o jeldlést hasznaljuk megfelels elGjellel.
n—oo
k=0 n=0

5.2. Tétel. Legyen > a,> b konvergens sor és A € R.

1. A > (a+b) sor konvergens és Z(an +b,) = Z an + Z bn-
n=0 n=0

n=0

2. A Y (Xa) sor konvergens és Z Aan, = A Z .

n=0 n=0
oo oo
3. A > a sor konvergens és E a, = E .
n=0 n=0

n n

Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen o, = Zak és Bn = Zbk. Mivel az o és a (3 sorozat
k=0 k=0

konvergens, ezért Osszeglik, szdmszorosuk és konjugaltjuk is konvergens lesz. Tovabba a

lim (o, + 8,) = lim a, + lim 3,
n—oo n—oo n—oo

lim (ca,) = ¢ lim «

n— oo n—oo
lim @, = lim o,
n—oo n—oo

egyenlGségek teljesiilnek.
5.3. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Ha a > a sor konvergens, akkor lima = 0.

n
Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen o, = Z ay, és legyen A = Z an- Ekkor az n — «, és az

k=0 neN
n — ay41 sorozatok konvergensek, és hatarértékiik megegyezik. Mivel minden n € N esetén

Ap4+1 = Opt1 — Oy,
ezért
lim ap41 = lim (ap41 —an) =A—A=0.
n—oo n—oo

Amibél lim a = 0 kovetkezik.

5.4. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Legyen a : N — R sorozat. A Y a sor pontosan akkor konvergens

ha .
Z ai| < 6) .
k=n

VeeR+3NeNVn,meN<(N<n<m)—>
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n
Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat és minden n € N esetén legyen o, = Z ar. A sorozatokra
k=0
vonatkoz6 4.26 Cauchy-kritérium alapjan az (a),en sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat, vagyis ha

Ve e RTIN e Nvn,m e N((N <n <m) = |am — an| <€)
teljesiil.

5.5. Tétel. Legyen a : N — R sorozat. Ha a )_ a sor konvergens, akkor

VseR+3NeaneN<N<n

)

Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat és minden n € N esetén legyen «,, = Z ay. Tegyiik fel, hogy
k=0

a > a sor konvergens és legyen ¢ € R tetszéleges paraméter. Ekkor az (a),en sorozat konvergens,

vagyis Cauchy-sorozat. Ezért létezik olyan N € N, hogy minden N + 1 < n,m € N szamra

| — an—1| <e€
teljesiil, amib&l az m — oo hataratmenettel
lima —a,—1| <e

adodik, amibdl a
00 n—1 00
lima — oy = E ap — E ap = E ag
k=0 k=0 k=n

atalakitassal adodik az allités.

5.2. Majorans és minorans kritérium

5.6. Tétel. (Majordns és minordns kritérium.) Tekintsik az a : N — R sorozathoz rendelt Y a
sort.

1. Ha létezik olyan b : N — R sorozat, hogy minden n € N esetén a, < b, és a >.b sor
o0 oo

konvergens, akkor a > a sor is konvergens, tovdbbd Z an < Z bn .
n=0 n=0
2. Ha létezik olyan b : N — RJ sorozat, hogy minden n € N esetén a, > b, és a >, b sor
divergens, akkor a 3 a sor is divergens.

Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen «,, = Z ag és B, = Z by

1. Minden n € N természetes szamra o, < [3,. M1ve1 ap sorozat konvergens ezért korlatos is. Az «
sorozat korlatos az v, < (8, egyenlGtlenség miatt, tovabba monoton névé az « sorozat a konstrukcidja
miatt. Ezek alapjan az « sorozat konvergens.

2. Minden n € N természetes szamra «,, > 3,. Mivel a § sorozat divergens és monoton névs, ezért
lim B = c0. Az oy, > [, egyenlGtlenség miatt lim o = oo, vagyis az « sorozat divergens.

sor divergens, a E

m sor konvergens.
n

1
5J.Taa.A§: —
n

Bizonyitds. 1. Teljes indukciéval konnyen igazolhatd, hogy minden n € N esetén

on

}:k>1+f
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1
teljesiil. Ebbdl pedig kovetkezik a Z T sor divergenciaja.

2. Teljes indukciéval kdnnyen igazolhatd, hogy minden n € N esetén

"1
D @ <2
k=1

I/\
3\>—‘

teljesiil. Ezek alapjan a Z

1
W sor feliilrél korlatos és monoton novd, tehat konvergens. S6t
n
n

még a
oo 1

becslés is adodik.

5.3. Abszolat konvergens sorok
5.8. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a " |a| sor konvergens.

5.9. Tétel. Ha a Y a sor abszolit konvergens, akkor konvergens is és

9]
<2 lanl.
n=0

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy a bel6le képzett > a sor abszolat konvergens és
n

legyen minden n € N esetén «,, = Z G -
k=0
Megmutatjuk, hogy az n +— «,, sorzat Cauchy-sorozat, igy a 4.27 Cauchy-kritérium alapjan konver-

gens. Legyen ¢ € R tetszGleges és legyen A = Z |an|. Ekkor létezik olyan N € N kiiszobindex,

neN
hogy minden n > N természetes szdmra

A-— Z|Gk|

Ezek alapjan minden n,m > N természetes szamra

Z |ak| <e

k=n+1

max{m,n} max{m,n} o
lay, — | = Z ag| < Z lag] < Z lag| < e
k=min{m,n}+1 k=min{m,n}+1 k=N+1

teljesiil, vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat.

5.10. Tétel. Legyen ¢ € R. A Zq"

n

1. divergens, ha |q| > 1;
2. abszolit konvergens, ha |q] < 1 és ekkor

oo
Soe
n=0

Bizonyitds. Legyen g € R. Ha |g| > 1, akkor az n — ¢™ sorozat nem tart a nulldhoz, vagyis Z q"

n
sor az 5.3 konvergencia sziikséges feltétele alapjan a nem lehet konvergens.

Ha |q| < 1 és n € N, akkor teljes indukcioval bizonyithat6, hogy

n
2 "=
=0

n+1 1

q—l
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teljesiil, valamint a 4.29 tétel alapjan lim ¢" = 0. Ezekbdl az n — oo hataratmenet utan
n—oo

S

n=0

adodik.

5.4. Konvergenciakritériumok

5.11. Tétel. (Kondenzdcids kritérium.) Legyen a : N — RT monoton csékkend sorozat. Ekkor
ha a Zan €s a ZZ"agn sor kozil valamelyik konvergens, akkor mindkettd konvergens; illetve, ha

n n
valamelyik divergens, akkor mindkettd divergens.

Bzzonyztas Legyen a : N — RT monoton csdkkend sorozat és minden n € N esetén legyen a(n) =

Zak és B(n) = 22 agk. Az a sorozat monoton cstkkenése miatt az alabbi egyenlGtlenségek
k=0
teljesulnek
n—12F-1
a2" — fa0+Zakfao+ZZa2k+]_
k=0 j5=0
n—12F_1
<a0—|—z Z gk —a0—|—22 aor = ap+ B(n—1)
k=1 j=0
n—1 2*
(2") —a0+a1 —|—Zak = agp + aq + ZZGT“H =
k=0 j=1
n—1 2k n—1 1
>a0+a1+;jzla2k+2k —ao+a1+];)2 Qgk+1 = ag + 2a1+ ﬂ( )

Tekintsiik az n — a(n) és n — B(n) monoton névé sorozatokat. A fenti becslés azt mutatja, hogy
ha az egyik nem korlatos, akkor a masik sem az. Vagyis ha az egyik sor divergens, akkor a masik is.
Ebbél pedig kovetkezik, hogy ha egyis sor konvergens, akkor a masik is.

Kiegészités. A kondenzacios kritérium altalanosabb forméaban is igaz.

5.12. Tétel. Legyen a : N — RY monoton csikkend sorozat és p € N\ {0,1}. FEkkor ha Zan

n

Zp”apn sorok kozil valamelyik konvergens, akkor mindkettd konvergens; illetve, ha valamelyik di-
n
vergens, akkor mindkettd divergens.

O

1
5.13. Tétel. Legyen g€ Q. A E — sor pontosan akkor konvergens, ha q¢ > 1.
n
n

. . s . 1 .
Bizonyitds. Az 5.11 kondenzaicés kritérium alapjan a E — sor pontosan akkor konvergens, amikor
n

2m 1 \" )
a Z W sor konvergens. Ezt a sort a Z <2q1> alakban lehet felirni, ami a 201 hényadost

geometriai sor Osszege. A geometriai sor konvergenciajara vonatkozo 5.10 tétel alapjan, ez pontosan

1
akkor konvergens, ha —— T 7 < 1 teljesiil, ez pedig a ¢ > 1 feltétellel ekvivalens.
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5.14. Tétel. (Cauchy-féle gyokkritérium.) Ha az a: N — R sorozat esetén
1. limsup V/|an| < 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;
n—oo

2. limsup V/|ay| > 1, akkor a )" a sor divergens.
n—oo

Bizonyitds. 1. Legyen q € RT olyan paraméter, melyre limsup {/|a,| < ¢ < 1. Ekkor a limsup
n—oo

definicija alapjan létezik olyan N € N, hogy sup { ¥|ag| | k€N, k> N} < ¢, ezért minden k > N

szamra, |a(k)| < ¢*. A qu geometriai sor konvergens, mert ¢ € ]0, 1[, ezért a majorans kritérium
k
szerint a Y a sor abszolut konvergens, ezért konvergens is.

2. Legyen ¢ € RT olyan paraméter, melyre limsup {/|a,| > ¢ > 1. Ekkor a limsup definicioja

n—oo

alapjan minden N € N esetén sup { {“/W |keN, k> N} > g. Tehat minden N € N természetes
szdm esetén létezik olyan k > N, melyre |ay| > ¢*. Definidljuk a o : N — N indexsorozatot az aldbbi
iteracioval.

~ Legyen o(0) = min {k € N | |ay| > ¢°}.

~ Ha o(n) mar ismert, akkor legyen o(n+1) =min{k € N| o(n) <k A |ax| > ¢""'}.
Ekkor az a o o0 nem korlatos részsorozata az a sorozatnak. Ezek alapjdn az a sorozat sem korlatos,
ezért konvergens sem lehet, emiatt pedig a > a sor sem lehet konvergens.

5.15. Tétel. Minden a : N — R’ sorozatra

an+1
Qn

lim inf
n— 00

< liminf {/|a,| < limsup V/|a,| < limsup
n—oo n—oo

an+1
n—oo n

a

Bizonyitds. Legyen a : N — R’ tetszéleges sorozat.

a
1. Legyen o < lim inf it tetszbleges vald szam. Ekkor a lim inf
n—oo [e2%
a a
lim inf || = sup (inf{‘ ntl |neN, n> N})
n—oo an NeN Qn,

An+41

definiciéja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szamra a < ‘ teljestil.

Tehat

n

|aN+1|>»a-|aN|.

Ebbdl teljes indukcioval egyszertien igazolhat6, hogy minden k € N szamra
lan x| > - Jan].

Vagyis minden n > N természetes szamra

Viaal > Var N - flan] = - i/ 9]

Amibdl
. . flan|
v > . LRI —
h;lfnlnf Vlan| hgnlnf (a ~ «@

adodik. Mivel minden valés « szdmra teljesiil a

. Ap1 A
o < liminf |2+ — a < liminf {/|ay,|
n—o00 [e2% n—o00
kovetkeztetés, ezért
- An+41 s eom
lim inf |[—* | < liminf ¥/]ay|.
n—o00 (025 n—oo
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2. A 4.21 tétel szerint minden a : N — R’ sorozatra teljesiil az

liminf {/|a,| < limsup ¥/|a,|
n—00 n—00

egyenl&tlenség.

a
3. Legyen a > limsup ’ ot ‘ tetszGleges valos szam. Ekkor a lim sup

n—oo an
a a
limsup | — | = inf (sup{ "t neN, n> N})
n—oo Qg NeN n
a
definici6ja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szamra o > Al teljestil.
27

Tehat

lan+1| < a-lan].

Ebbdl teljes indukcioval egyszertien igazolhat6, hogy minden k € N szamra
lani| < @ - Jan].

Vagyis minden n > N természetes szamra

Vianl < Yo - {/fax] = a- /125
Amibél

limsup {/|a,| < limsup <a~ \ |ZJ]\\I,|> =a

n— oo n—oo

adodik. Mivel minden valés o szdmra teljesiil a

An+41
[e2%

a > lim sup
n—oo

— a > liminf {/|a,|
n—oo

kovetkeztetés, ezért

an+1

limsup V/|a,| < limsup
n—oo n—oo

n

An+41
[e2%

€ R hatdrérték. Ekkor létezik a

5.16. Tétel. Legyen a : N — R’ olyan, melyre létezik a lim
n—oo

lim {/|ay,| hatdrérték és

n—oo

Ap+1
Qnp,

lim /|a,| = lim .

n—oo — 00

Bizonyitds. Az el6z6 5.15 allitas és a 4.22 tétel alapjan nyilvanvalo.

5.17. Tétel. (D’Alembert-féle hanyadoskritérium.) Ha az a : N — R’ sorozat esetén

. a .
1. limsup ntl) 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;
n—oo an
. Gn41 .
2. liminf > 1, akkor a Y a sor divergens.
n—o00 Qan

Bizonyitds. Az 5.14 Cauchy-féle gyokkritérium és az 5.15 tétel alapjan nyilvanvalo.
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5.5. Leibniz-sorok
5.18. Definicié. A Z(—l)"an sor Leibniz-tipusi vagy Leibniz-sor, ha a : N — R* monoton csok-

kend zérussorozat.

5.19. Tétel. Ha Z(—l)"an Leibniz-sor, akkor konvergens, és minden n € N esetén

n
|Hn| < Ap+t1-

Bizonyitds. Legyen a : N — R™ monoton csdkkené zérussorozat, és minden n € N esetén legyen
n

a(n) = Z(—l)kak. Ekkor minden n € N esetén az
k=0

n—1

a(2n) = Z (agg — agg+1) + agn >0
k=0

a2n+1)=ag+ Z (—agk—1 + azk) — asn+1 < agp
k=1

a(2(n+1)) = a(2n) — agpt1 + az2nt2 < a(2n)
a2(n+ 1)+ 1) =a@2n+1) + agpyo — aspas > a(2n+1)

egyenlGtlenségek alapjan az n — «(2n) sorozat alulrol korlatos és monoton csdkkend, ezért konver-
gens, valamint az n — «(2n + 1) sorozat feliilr6l korlatos és monoton névs, ezért szintén konvergens.

A
lim (a(2n+1) — a(2n)) = llm —agnt1 =0

n—oo
hatérérték alapjan lim «(2n + 1) = lim «(2n), vagyis létezik a lim «(n) hatarérték. Legyen
n—oo n—oo n—oo
o0
A= Z(—l)kak. Mivel az n — «(2n) sorozat monoton csokkens és az n +— a(2n + 1) sorozat

k=0
monoton noévs, ezért minden n € N szdmra

a@2n+1) < A< a(2n),
ezért
0<A—a(2n+1)<a@2n+2)—a2n+1) = azni2 = JA—a2n+1)| < agnyo,
0>A—a2n) >al2n+1) — a(2n) = —agni1 = JA—a(2n)| < agpt1,

ami bizonyitja a hibatagra vonatkozé |H,| < a, becslést.

5.6. Feltétlen és feltételesen konvergens sorok

5.20. Definicié. Legyen a : N — R tetszdleges sorozat.
— A Y asor dtrendezésének nevezziik a ) aoo sort, ahol o : N — N bijekcio. Tehat az atrendezett

n
sor n-edik tagja Z Qo (k)
k=0
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltétlen konvergens, ha minden atrendezése konvergens.
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konver-
gens.

5.21. Tétel. Minden abszolit konvergens sor feltétlen konvergens, valamint az dtrendezés nem vdl-
toztatja meg a sorosszeget.
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Bizonyitds. Legyen a : N — R tetsz6leges abszolut konvergens sorozat és o : N — N tetsz6leges

oo o0
bijekci6. Tovabba vezessiik be az A = Z an ésa B = Z |an| jeloléseket. Minden n € N természetes

n=0 n=0
szam esetén legyen n’ = max {o(k)| k € {0,...,n}}, ekkor
Z|aoo| = Z lao )| < Z la;| < B.
k=0 k=0 1=0

n
Ezért az n — Z ‘aa(k) | sorozat feliilr6l korlatos és monoton névés, tehat konvergens. Vagyis a > aoc

k=0
sor abszolut konvergens, tehat konvergens.

oo
Megmutatjuk, hogy A = Z g (n)- Ehhez legyen e € RT tetszdleges paraméter. Mivel az > a sor
n=0
abszoltt konvergens, ezért minden e; € R szamhoz létezik olyan N; € N kiiszébindex, hogy minden
n > N7 természetes szamra,
oo
Z \ak| <é1.
k=n

Ekkor az N = max {c (k)| k € {0,..., N1}} szémra igaz, hogy minden n > N esetén

n Nj+1
E Og (k) = E Go (k) T E Og (k) = E a + E G (k)
k=0 ke{0,...,n} ke{0,...,n} k=0 ke{0,...,n}
o(k)<Nyp o(k)>Ny o (k)>Nq
vagyis
n Ny fo'e)
A— E ag(ky| = |A — E ap — E Agk)| < g ag| + E ag(ky| <
k=0 k=0 ke{o0,..., n} k=N1+1 kefo,..., n}
o(k)>Ny o(k)>Ny
oo oo oo
< >l D aew| € DD el DD ak] < 261
k=N;+1 ke{o,..., n} k=N1+1 k=N;+1
o(k)>Ny

Tehat a e paraméterhez létezik olyan N € N kiiszobindex (példaul a e; = g valasztashoz kapott Ny

paraméter), hogy minden n > N természetes szdmra

A— Z Ao(k)| <€
k=0
teljesiil, ami bizonyitja a Z as(xy = A egyenlGséget.
k=0

5.7. Sorok Cauchy-szorzata

axb:N—=R nHZaibn,i
i=0

sorozatot.

5.23. Definicié. A Y a és ) bsor Cauchy-szorzatinak nevezzik az a*b sorozat altal meghatarozott
> ax*b sort.
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5.24. Tétel. (Mertens tétele.) Ha a konvergens > a, > b sorok kozil legaldbb az egyik abszolit
konvergens, akkor a > a és > b sorok Cauchy-szorzata konvergens és

oo
> o= (o) (3o0).
n=0 k=0 n=0
Tovdbbd, ha a > a és > b sor abszolit konvergens, akkor a > (a xb) sor is abszolit konvergens.

oo o0
Bizonyitds. Legyen a > a sor abszolut konvergens és legyen A = Zan, A, = Z |an| és B =
n=0

k=0

Z b, valamint legyen C' olyan, hogy minden n € N szdmra < C teljesiil. Ekkor teljes
n=0

indukcidval egyszertien igazolhaté, hogy

n n n—j
> (axb)(k)— AB = Zaj A| B+ a <Zbk—B>. (5.1)
k=0 k=0

j=0
A jobb oldal els§ tagja nulldhoz tart. Megmutatjuk, hogy a mésodik tag is a nulldhoz tart. Minden

¢’ > 0 szamhoz létezik N7 € N, hogy minden n > N; esetén Zbk — B| < ¢'; valamint 1étezik

k=0

N5 € N, hogy minden n > N, esetén Z lax| < €’. Legyen N = max { Ny, Na}. Ekkor n > 2N esetén
k=n

J=0

Z |

j=N+1

n—j
> b — Bl + Zbk—
k=0

§Z|aj\e’+ Z |aj|C’§s'Z|aj|+C’ Z laj| <e'A, + Ce = (C+ Ay)e’

=0 j=N+1 j=0 J=N+1

3

2(C' + A,)

rekhez tartozé6 N’ = 2max { Ny, N2} kiisz6bindex olyan lesz, hogy minden n > N’ szdmra

Vagyis tetszoleges ¢ € RT esetén legyen &’ = és az ehhez valasztott N; és N paraméte-

Z (Zbk— ><a,

7=0
vagyis a (5.1) képlet jobb oldalan 1év6 méasodik tag is a nulldhoz tart.
Most tegyiik fel, hogy > a és > b is abszolut konvergens és az eddigi jeloléseket egészitsiik ki a

B, = Z |b,,| szimbélummal. Ekkor minden n € N esetén
n=0

Z\a*m Z

k=0

Zalbk !

=0

n k
<O ] [br—t| = Z|ak| Z |br| <
k=0 1=0 k=0
n

< Z |a| Z |br] = Z lax| Bo < Z |ak|> B, = AuBy,
k=0 k=0

k=0 =0

vagyis a Y _(a % b) sor abszolut konvergens.
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5.8. Sorok pontonkénti szorzata

5.25. Definicio. Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat
— korldtos vdltozdsiu, ha a

o0
Z |ant1 — an| < o0
n=0

teljestil;
— korldtos részletdsszegi, ha a

sup < 00

neN

Zak

teljesiil.

5.26. Tétel. (Abel-féle kritérium.) Legyen a : N — R korldtos vdltozdsi zérussorozat és legyen
b:N — R korldtos részletdsszeqi sorozat. Ekkor a Z anby sor konvergens és

) )

o0
< Z |an+1 - an‘ | sup
n—0 neN

Bizonyitds. Legyen a : N — R korlatos valtozasi zérussorozat és

A= (Z |an+1 - anl) 5
n=0

valamint legyen b: N — R korlatos részletosszegd sorozat és

>

>

L)
§ anby
n=0

teljesiil.

= sup
neN

A minden n € N szamra fennallo Abel-dtrendezés

n n—1 k n
S ot =3 [0 a Y ) a3,
k=0 k=0 j=0 j=0
igazolhato n szerinti teljes indukcioval. Minden n € N esetén
- k n—1 k n—1
5 o o] < 5 b~ vl [ < 5 o o 5 = a5
k=0 j=0 k=0 j= k=0
k
ezért a Z (ar — ag+1) Z b; | sor abszoliut konvergens, vagyis konvergens is és
Jj=0
9] k
DN () 31 | BT
k=0 j=0
n n
Aznw— ay, Z b; sorozat zérussorozat, mert az n Z b; sorozat korlatos és a zérussorozat. Ebbdl
=0 =0

mér adédik a bizonyitando allitas.
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5.9. Elemi fiiggvények

5.27. Definicié. (Elemi hatvinysorok.)
— Legyen a : N — R tetszbleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fiiggvényt a

Dom P, 2 {x eR ’ a Zanx” sor konvergens}
n
halmazon, az aldbbi médon.

P,:DomP, - R z~— Zanx"

n=0

A P, fiiggvényt az a egyttthatéji 0 kézépponti hatvanysornak nevezzik.
— Az a : N — R sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
———— ha 0<limsup V/|a,| < o0;
lim sup {/|an| n—sco jax|

n—oo
Rq 0, ha limsup V/|a,| = oo;

n—oo
00, ha limsup {/|an| = 0.
n—oo

(1>

Ezt az R, szdmot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezziik.

5.28. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen a : N — R tetszdleges sorozat és x € R.
1. Ha |x| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens, tehdt © € Dom P,.
2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens, tehdt x ¢ Dom P,.

Bizonyitds. Az 5.14 Cauchy-féle gyokkritérium kozvetlen kévetkezménye.

5.29. Tétel. Az aldbbi hatvanysorok konvergenciasugara végtelen, vagyis minden x € C esetén kon-
vergensek a sorok.

> >y S
il 1"
| | |
—n — (2n + 1)! o (2n)
St x2n+1 i z2n
| !
70 (2TL + 1) o (2n)
5.30. Definicio. (Elemi figguények.)
— Az exponencidlis fiigguény
exp:C—C z»—)Zz—'
= n!
— A szinusz fligguény
i 22n+1
sin:C—-C z+— ) (-1)"—.
|
o (2n + 1)!
— A koszinusz fligguény
> z2n
cos:C—=C z— ) (-1)" .
ng() (2n)!
— A tangens fligguény .
tg:{z€C| cosz#0} - C iy
cos z

— A kotangens figgvény

1
ctg: {z €C| coszsinz#0} - C 7.
gz
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— A szinusz hiperbolikus fiigguény

22n+1

A koszinusz hiperbolikus fligguény

2n

=z
ch:C—C z»—>27.
— (2n)!

— A tangens hiperbolikus fliggvény

sh z
th : h —
{z€C| chz#0} = C ZHchz

A kotangens hiperbolikus fiiggvény

1
cth: {z€C|] chzshz#0}>C z+— —

thz'
5.31. Tétel. (Euler-tétel.) Minden z € C esetén
exp(iz) = cos z +isinz.
Bizonyitds.
St 2n St 2n+1
" o o n z . . n z .
cosz+isinz = Z( 1) @ + 12( 1) )
n=0 n=0
Z4n Z4n+2 Z4n+1 Z4n+3

M

@)l Gnv2)l antn lnt3)

(1 Z)4n (1 z>4n+1 (1 Z)4n+2 (1 Z)4n+3 _
(4n)!  (4n+1)  (“4n+2)!  (4n+ 3)!

n=0

M

0

>
n=0

n

= exp(iz).

5.10. Az exponencilis fiiggvény és a hatvanyozas

5.32. Tétel. (Az exponencidlis fliggvény.)
1. Minden x € C szdmra exp(x) = exp(T).
2. Minden x,y € C szdmra exp(z + y) = exp(z) exp(y).
8. Minden x € C szdmra (exp(x))~! = exp(—z).
4. Minden x1,22 € R szdmra x1 < x4 esetén exp(x1) < exp(xz) teljesil, vagyis az

explr : R—=>R 1z — exp(z)

fligguény injektiv.

no_k
. L, . , x . .,
Bizonyitds. 1. Legyen xz € C és a,, = Z h Mivel az a sorozat konvergens, ezért
k=0
xp(e) = T an = lim @ =l 3 S = exp(a).

k=0
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k k
x
2. Mivel a oy, = o és B = % sorozatokbdl képzett sorok abszolut konvergensek, ezért Mertens-tétel

alapjan Cauchy-szorzatuk is konvergens lesz. Mivel

B Dghoynk 1 " /n ner  (x+y)"
(a*ﬁ)(n)_;k!(n—k)!_mz(k>xky k—T,

Ooxk Xk & T+ k
4 (E8)-5e

n=0 n=0

ezért

3. Az el6z6 pont alapjan minden x € C esetén
exp(x) - exp(—z) = exp(0) = 1.

4. Az exponenciélis fiiggvény definiciéja alapjan ha a € RT, akkor exp(a) > 1. Ha x1,72 € R és
r1 < T, akkor

exp(z2) = exp(x2 — 1) - exp(x1) > exp(z1).

5.33. Definicié. Az exp |g fliggvény inverzét természetes alapi logaritmusfiggvénynek nevezziik, jele
log vagy In. Teh&t Domlog = Ran(exp |r) és minden = € Dom log szémra exp(log z) = .

Megjegyzés. Késébb igazoljuk, hogy Dom log = R,

5.34. Definici6. Legyen z € Domlog és z € C. A

A
x® = exp(zlog(z))
szamot az x szam z-edik hatvdnydnak nevezziik.

5.35. Definicié. Az exp(1l) szamot a természetes alapi logaritmus alapszdmdnak nevezziik és az e
bettvel jeloljiik, vagyis e = exp(1). (értéke megkozelittleg e ~ 2, 71828182845904523536.)

5.36. Tétel. Minden z € C szdmra exp(z) = e*.
Bizonyitds. Az e szam és a hatvanyozas definici6ja alapjan nyilvanvalo.
5.37. Tétel. Legyen z,y € Domlog olyan szam, melyre z¥ € Domlog és legyen 21,29 € C. Ekkor

1
z
. fI:Z2 — 1‘21 22’ T 5 — , (.fL'y> 1 _ .’L'yzl
x*1

tasanak kozvetlen kévetkezményei.

n nok
5.38. Tétel. Minden x € R esetén az a(z),b(z) : Nt = R, a(z), = (1 + %) és b(x), = Z %
k=0

sorozatok hatdrértéke megegyezik.

Bizonyitds. Adott x € R esetén tekintsiik az a(x),b(z) : NT — R, a(z), = (1 + E) és b(x), =
n
— sorozatokat.

k!
k=0

1. Tegytik fel, hogy = € RT. Ekkor a 4.37 tétel alapjén az a(x) sorozat konvergens, valamint az 5.29
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tétel alapjan a b(z) sorozat konvergens és definicié szerint limb(z) = expa. A binomiélis kifejtés

alapjan
o (0-0) £
& k(k + 1)
A teljes indukciéval kénnyen bizonyithatod Z ————= formula és a Bernoulli-egyenlGtlenség
=0
miatt

Iﬁ(l_i)21_§i=1—k(g;1>.

i=0
Ezek alapjan

vagyis

— 1
0 <b(x), —a(z), < x—zx— < —-2?expur,
n

1

2. Haz < O, akkor a 4.37 tétel miatt lim a(l‘) = m

k=0
amibdl a renddrelv értelmében lim(b(z) — a(x)) = 0 kévetkezik.
1
o) az 5.32 tétel miatt limb(x) =

Mivel ekkor —z > 0, ezért az 1. pont alapjan
lima(—2z) = limb(—x),
amibdl lim a(z) = lim b(x) kovetkezik.
5.39. Tétel. (Elemi fiigguények alaptulajdonsdgai.)
1. Minden x € C szamra az aldbbiak teljesiilnek.

I el e i?
sinz = % cosx = 5
shxzie —¢ chxzie te

2. Minden x,y € C esetén
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sh(z + y) = sh(z) ch(y) + sh(y) ch(z)
ch(z + y) = ch(x) ch(y) + sh(z) sh(y).

3. Minden x € C esetén

sin(iz) = ishz, cos(iz) = chuz, sh(iz) =isinz, ch(iz) = cosx.

4. Minden x € C esetén
cos?z +sinz =1 ch’z—sh’z=1.

5. Ha x € R, akkor |el*| = 1.

Bizonyitds. Az 5.31 Euler-tétel alapjan minden z € C szamra
el =cosx +isinz és e ¥ =cosx —isinz,

ahol felhasznaltuk, hogy cos(z) = cos(—z) és sin(z) = — sin(—=x). Ebbdl adodik a sin és cos fliggvényre
vonatkozo egyenlGség.

Az sh és a ch fliggvényekre vonatkozo egyenlség a fiiggvények sorfejtésének kozvetlen kovetkezménye.
Az addicios formulék, illetve a tObbi azonossig egyszerii szamoléssal igazolhaté a sin, cos, sh és ch
fliggvény exponencialis alakjabol.
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6. Valos fiiggvények elemi vizsgalata

6.1. Filiggvények tulajdonsagai
Magyarazat. A fiiggvények {6bb tulajdonsagait definialjuk elGszor.

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : R — R fliggvény
— pdros, ha minden € Dom f elemre —x € Dom f és f(z) = f(—x);
— pdratlan, ha minden x € Dom f elemre —z € Dom f és f(x) = —f
— monoton novd, ha minden x,y € Dom f elemre x < y esetén f(z) <
— monoton fogyd, ha minden x,y € Dom f elemre x < y esetén f(z) > f(y);
— monoton, ha monoton noévs, vagy monoton fogyod;
— szigortian monoton névd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) < f(y);
— szigorian monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre x < y esetén f(x) > f(y);
— szigoruan monoton, ha szigortan monoton névé, vagy szigortian monoton fogyod;
— konvez az I C Dom f intervallumon, ha minden z,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —a)f(y)

teljestil;
— konkdv az I C Dom f intervallumon, ha minden x,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flax+ (1 —a)y) =z af(x)+ (1 —a)f(y)

teljestl;

— periodikus, ha f nem konstans fiiggvény és ha létezik p € R*, hogy minden = € Dom f esetén
x+p€Domf és f(x) = f(x+ p), amennyiben a legkisebb ilyen tulajdonsagu p szam nagyobb
mint nulla, azt az f fiiggvény peridgdusinak nevezziik;

— zérushelye vagy gyoke x € Dom f, ha f(x) = 0.

6.2. Tétel. (Jensen-egyenldtlenség.) Legyen I C R intervallum és f: 1 — R.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konver az I intervallumon, ha minden n € N* mellett, minden

n
(%i)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

f (Z%%) < Zaif(ﬂ?i)-

2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv az I intervallumon, ha minden n € NT mellett, minden

n
(zi)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

/ <Z ai%‘) > Zaz‘f(%')-
i=1 i=1

Bizonyitds. Legyen I C R intervallum és f : I — R. Elég a konvex esetre bizonyitani az &llitast,

hiszen az f — —f transzformacioval egymésba alakithatok az allitasok. Ha minden n € N* mellett,
n

minden (z;)1<;<n, € I" és minden olyan (a;)1<i<y, [0,1]" esetén, melyre Zai =1 az

i=1

f (Zaﬂiz) < Zaif(xi)'

=1

jelenti.
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Tegyiik fel, hogy az f fliggvény konvex és az A halmaz alljon azokbdl az n természetes szamokbol,

n
melyre igaz, hogy minden (z;)1<;<, € I" és minden olyan (a;)1<;<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1,

i=1
akkor

f (Z%%) < Zaif(xi)-

Nyilvan 1 € A, az f fiiggvény konvexitdsa miatt 2 € A és célunk annak igazolasa, hogy A = NT. Ezt

ugy érjik el, hogy megmutatjuk ha n € A, akkor n +1 € A. Legyen n € A, (z;)i<i<n+1 € I" és
n+1

legyen (ai)1<i<n+1 € [0,1]" olyan, melyre Z a; = 1. Ha a,y1 = 1, akkor nyilvan teljesiil az
i=1

egyenl6tlenség, ezért feltehetd, hogy a,,+1 # 1. Ebben az esetben azonban a

al Qp,

elo,1
1*an+1 1*an—i-l [ }

szamok Osszege 1, valamint
n

ZLJQEI

i=1 1 —anu

Ezért felhasznalva az f fiiggvény konvexitasat és az n € A feltételezést

n+1 n ]
f <Z ai$i> =f ((1 —ant1) Y — i+ an+1$n+1> <
i=1

i=1 1 —anu

n

<A —any1)f (Z aiﬂﬂi) + anp1f(@ng1) <

=1 1-—- a7z+1
n a n+1
<(I—ant1)) ﬁf@i) +ani1 f(@ng1) = D aif(w:)

=1 =1

adodik, vagyisn+ 1 € A.

6.2. Filiggvény hatarértéke

6.3. Definici6. Legyen az f : R — R filiggvény Dom f értelmezési tartomanyanak a torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban A € R, ha

Ve € RT35 € RY (f(Bs(a) \ {a}) C B.(A)).

Magyarazat. A fenti definicié szerint az f : R — R fiiggvénynek a Dom f halmaz a € R torlodasi
torlodasi pontjaban A € R a hatarértéke pontosan akkor, ha

Ve e RTI§ e RTVx € Domf: (0<|z—a|<d — |f(z)— Al <e)
teljestl.

6.4. Definicié. Legyen f: R — R és legyen a torlddési pontja a Dom f halmaznak.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban végtelen, ha

Ve € RT36 € RY(f(Bs(a) \ {a}) C [g,00[).
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— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban minusz végtelen, ha — f hatarértéke
az a pontban végtelen.

6.5. Definicio. Az A C R halmaznak a végtelen torldddsi pontja, ha
Ve e RTIr € A (e < x).

Az A C R halmaznak a minusz végtelen torldddsi pontja, ha a —A halmaznak torlodasi pontja a
végtelen.

6.6. Definici6. Legyen f : R — R és legyen a Dom f halmaznak a végtelen torlodasi pontja. Az f
fiigguény hatdrértéke a végtelenben,
- A€R, ha
Ve € RY35 € RY(f([6,00]) C B.(A)).

— wégtelen, ha
Ve € RY36 € RY(f([6, o0]) C [e, 00]).

— minusz végtelen, ha — f hatarértéke a végtelenben végtelen.

A minusz végtelenben vett hatarértéket, mint az « — f(—=x) fiiggvény végtelenben vett hatarértékét
definidljuk.

6.7. Tétel. (A hatdrérték egyértelmisége.)
1. Legyen f: R - R, a € R a Dom f halmaz torléddsi pontja, és A, B € R legyen az [ fligguény
hatdrértéke az a pontban. Ekkor A = B.
2. Legyen f : R - R, a € RU{oo, —0o} a Dom f halmaz torléddsi pontja és A, B € RU{oo, —co}
legyen az f fliggvény hatdrértéke az a helyen. Ekkor A = B.

Bizonyitds. Legyen f : R - R, a € R a Dom f halmaz torlodasi pontja, és A, B € R legyen az f
fiiggvény hatérértéke az a pontban. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor létezik olyan 4,95 € R, hogy
minden x € Dom f esetén

A - B
2

|A - B
2

O0<l|z—al<da — |f(z)—A|l<
O<|z—a|l|<dp — |f(x)—B|<

teljesiil. Ami azt jelenti, hogy ha § = min {04, dp}, akkor minden x € (Dom f)N(Bs(a)\{a}) szamra
az

|A— Bl =|A~ f(z)+ f(z) = B| < |[A~ f(z)| + |f(z) - B] < |A - B]|
ellentmondas teljesiil, tehat A = B.
Legyen f : R - R, a = oo a Dom f halmaz torlédési pontja és A, B € R legyen az f fliggvény
hatérértéke a végtelenben. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor létezik olyan d4,0p € R, hogy minden
x € Dom f esetén

A - B
2

|A - B
2

da<zx — |f(x)—Al<

dp <z — |f(z)—B|<

teljesiil. Ami azt jelenti, hogy ha 6 = max{d4,d5}, akkor minden x € (Dom f) N]J, co[ szamra az
|A—B|=|A—f(z)+ f(z) - B| < |A— f(z)| + |f(x) - B| <|A - B

ellentmondés teljesiil, tehat A = B.
Ha a = —o0, akkor a fentihez hasonlé gondolatmenettel igazolhaté, hogy A = B.
A t6bbi esetben is hasonlé modon igazolhatd a hatarérték egyértelmiisége.

6.8. Definicié. (A lim mivelet.)



58 6 VALOS FUGGVENYEK ELEMI VIZSGALATA

— Legyen f : C — C éslegyen a € C a Dom f halmaz torl6dasi pontja. Az f fiiggvény hatarértékét
az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a

— Legyen f: R — R és legyen a € RU{oo0, —occ} a Dom f halmaz torlodasi pontja. Az f fiiggvény
hatarértékét az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a

6.9. Tétel. Legyen f,g : R — R és legyen a € R a Dom f N Dom g halmaz torléddsi pontja. Ha
létezik r € RT, melyre g(B,(a) \ {a}) korldtos és lim f = 0, akkor lim fg = 0.

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R és legyen a € R a Dom f N Dom g halmaz torlédasi pontja. Tegyiik
fel, hogy létezik olyan r € RT, melyre g(B,(a)\{a}) korlatos és lim f = 0. Legyen ¢ € R* tetszéleges

paraméter és legyen K € R olyan, hogy minden z € Dom gN (B,(a) \ {a}) esetén |g(z)| < K. Mivel
lim f = 0, ezért létezik olyan 6; € RT, hogy minden = € Dom f N (Bs, (a) \ {a}) esetén |f(z)| < %
Ha § = min {r, 4 }, akkor minden = € (Dom g N Dom f) N (B,(a) \ {a}) elemre

F@)g(@) < = K ==
Vagyis lim(fg) = 0.
6.10. Tétel. Legyen f,g: R — R, A € R és a € R torldddsi pontja a Dom f NDom g halmaznak. (Az
a paraméter oo is lehet.) Tegyiik fel, hogy létezik lim f és lim g, valamint lim f,lim g ¢ {oc0, —o0}.

Akkor az a pont
1. torléddsi pontja a Dom(f + g) halmaznak, Lim(f + g) létezik és

lm(f + g) = lim f + lim g;
2. torléddsi pontja a Dom(fg) halmaznak, lim(fg) létezik és
im(f9) = (1) (imo):
3. torloddsi pontja a Dom(A\f) halmaznak, Uim(\f) létezik, és
a
lim(Af) = A(lim f);
a a
4. torléddsi pontja a Dom(|f|) halmaznak, lim |f]| létezik és
lim|f| = ‘limf‘ ;

5. torloddsi pontja a Dom(f) halmaznak, lim f létezik és

lim f = lim £.

1 1
6. Ha az a pont torlédasi pontja a Dom (f) halmaznaek és lim f # 0, akkor lim ? létezik és
lim 1_1
a f  limf’

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R, A € R és a € R torlédasi pontja a K = Dom fNDom g halmaznak,
legyen F = lim f € R és G = lim g, valamint legyen ¢ € R tetszoleges paraméter.

1. Az g szémhoz létezik olyan dy,d,, hogy

VeeK: 0<|t—al <d; = |f(a:)—F\<§
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Vee K: 0<|z—a|<d, = |g(x)—G|<%.

Ekkor a § = min{éy,d,} szamra
Vee K: 0<l|z—a|<é = |(f+9)(x) - (F+G)|<|f(z) - F[+]g9(x) - G| <e
teljesiil, vagyis lim(f +g) = F + G.
2. Legyen k € Ri tetszéleges szam. Ekkor létezik olyan 6; € RT, hogy
Vee K: 0<|z—al]<d = |f(x)—F| <k,
vagyis minden 0 < |z — a| < 41 szamra
[f (@) <[F|+Fk.
Minden ¢’ € R* szamhoz létezik olyan dr,04, hogy
VieK: 0<|z—al]<df = |f(z)-F|<¢
VeeK: 0<|z—a|<d;, = [g9(z)—G|<¢e.
Ekkor a 6 = min {dy, d4, 01} szamra 0 < |z — a|] < § esetén

|(f9)(z) — (FG)| = [f(z)g(z) — f(z)G + f(z)G — FG| < |f(2)] - |9(x) — G| + |G| - | f(x) — F| <
< (|F|+k) - +|G| &= (|F|+|G|+k) <e,

teljesiil, ha 0 < &’ < . Vagyis az ¢, F, G és k szdmokhoz valasztunk olyan &' paramétert,

€
|F|+ |G|+ k
melyre teljesiil a fenti egyenlStlenség, majd valasztunk 01, 0, d, mennyiségeket és ezekbdl kapjuk
meg a ¢ szdmhoz tartozé § mennyiséget.

3. Ha A = 0, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy A # 0. Az ﬁ € RT szdmhoz létezik
€

olyan § € R*, hogy minden z € K szamra, ha 0 < |z — a| < 4, akkor |f(x) — F| < N Vagyis ha
0 < |z —a| < 4§, akkor
€
AF(a) = AF| = - @) = Fl < AT 75 =,

vagyis lim(Af) = A\F.
4, 5. Az e € RT szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy

VeeK: 0<|z—a|<d = |f(zx)—F|<e
Ekkor a § szamra igaz, hogy minden 0 < |z — a| < § esetén
I[f(@)] = |F|| <|f(z) - F|<e
7@ = F| = [7@) = F| = 1) - FI < |f(@) - F <

teljesiil, vagyis lim |f| = |F| és lim f = F.

F
6. Legyen 6; € R olyan szdm, hogy minden 0 < |z — a| < §; esetén |f(z) — F| < % Ekkor minden
F
0 < |z —al| < 0 szamra |f(x)] > % Legyen 6y € RT olyan, hogy minden 0 < |z — a| < d; esetén
F? 1
|f(z)— F| < % Ekkor a ¢ = min {d1,0} olyan szam, hogy minden z € Dom — és0 < |z —a| < 0

f

esetén )
f(-'JC)—FI< 2 e|F]” _
PE FP? 2

2

|

E.

’1 B 1’ _ |f(@)— F
@) P
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6.11. Tétel. Ha az f,g : R — R fiiggvényre Dom f = Domg és minden x € Dom f esetén f(x) <
g(z) teljesil, valamint az a € R pont torléddsi pontja a Dom f halmaznak és létezik a lim f,lim g
a a

hatdarérték, akkor lim f < lim g.
a a

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R olyan fiiggvény, melyre Dom f = Dom g és vezessiik be a H =
Dom f jelolést. Tegyiik fel, hogy az a € R pont torlédéasi pontja a H halmaznak, minden x € H
esetén f(x) < g(z), valamint létezik a lim f,lim g hatarérték. Legyen F = lim f, G = lim g és tegyiik
a a a a
F—
fel, hogy G < F. Az e =
0 < |x—al < 0, akkor |f(z) — F| < € és |g(x) — G| < e. Vagyis x € H N (Bs(a) \ {a}) esetén

szdmhoz létezik olyan 6 € R*, hogy minden z € H esetén, ha

az F'— e < f(x) egyenlGtlenség miatt
F+G
g(x) <

6.12. Tétel. (Renddr-elv figgvények hatdrértékére.) Ha az f,g,h : R — R fiiggvényre Dom [ =

Dom g = Domh és minden x € Dom f esetén f(x) < g(z) < h(zx) teljesiil, valamint az a € R pont

torloddsi pontja a Dom f halmaznak és valamely A € R esetén lim f = limh = A teljesil, akkor
a a

< f(z), és a g(xr) < G + ¢ egyenlGtlenség miatt

teljesiil. Ez viszont ellentmond annak, hogy f(z) < g(z).

létezik a lim g hatdrérték és lim g = A.
a a

Bizonyitds. Legyen f,g,h : R — R olyan fiiggvény, melyre Dom f = Dom g = Dom h teljesiil és
vezessiik be a H = Dom f jelolést. Tegyiik fel, hogy az a € R pont torlodasi pontja a H halmaznak,
minden z € H esetén f(z) < g(x) < h(x) teljesiil, valamint A € R olyan szam, melyre lim f = limh =

A. Bevezetve az o = g — f és a 8 = h — f fliggvényeket, minden z € H esetén 0 < a(x) < SB(x)
teljesiil. A lim 8 = 0 hatérérték miatt minden ¢ € RT szamhoz létezik olyan § € RT, hogy minden

a
x € HN (Bs(a)\ {a}) esetén —c < B(z) < e. A0 < a(zr) < fB(x) egyenlbtlenség alapjan ekkor
la(x)| < € is teljesiil, vagyis lima = 0. Ekkor a ¢ = o + f fiiggvénynek is létezik hatarértéke az a
a

pontban és limg = lima + lim f = A.

6.13. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen f : R — R és z € R a Dom f halmaz torléddsi
pontja. A lim [ hatdrérték pontosan akkor létezik, ha lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z},

z ponthoz konvergdlo sorozat esetén.

Bizonyitds. Legyen f:R — R és z € R a Dom f halmaz torlodasi pontja. Tegyiik fel, hogy létezik
alim f = F € R hatarérték és legyen a : N — Dom f\ {z} a z ponthoz konvergalo tetsz6leges sorozat.
Ha e € RT, akkor az f fiiggvény hatarértéke miatt létezik olyan 6 € R, hogy

VeeDomf: 0<|z—2|<d = |f(z)—F|<e.
Ehhez a § szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N
szémra |a, — z| < 0. Ekkor minden n > N szamra |f(a,) — F| < ¢, vagyis lim f(a,) =F.
n—o0

Most tegyiik fel, hogy lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergélo tetszoleges
sorozat esetén. Legyen b, ¢ : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergalo sorozat, valamint

bn  ha n péros;

a:N— Dom f\ {z} ne { oz ha n paratlan.

Ekkor fob és focis részsorozata a konvergens f oa sorozatnak, tehit a hatarértékiik is megegyezik.
Vagyis létezik olyan A € R szam, hogy minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergélo sorozat
esetén lim f o a = A. Megmutatjuk, hogy ekkor lim f = A. Tegyiik fel ugyanis, hogy lim f # A.

Ekkor
Je € RYVS € RT3z € Bs(2) \ {2} : f(z) ¢ B.(A).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{reDomf\ (2B (\ {2}, 1) ~ Al 2 <} #0,
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ezért

[T{zeDoms\{z} o€ B I\ (), 1) — Al 2| £0.

neN
Ha a egy tetszoleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f\ {z} sorozat, melynek hatarértéke
€

z. Ekkor lim f o a = A nem teljesiil, ugyanis az 5 szadmhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex,

€
hogy minden n > N szamra |f(a,) — A| < 3 teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt

minden n € N szamra |f(a,) — A| > e. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden
a:N — Dom f \ {2z}, z ponthoz konvergalé sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = A.

6.3. Féloldali hatarérték

6.14. Definicié. Legyen f : R — R filiggvény és a € R.
— Ha a torlodasi pontja az Ja, oo N Dom f halmaznak és az flj, o fiiggvénynek létezik

lim flja 00 = A
hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f figgvény jobb oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a lilff vagy a wli)IaI}rO f(z) szimbolummal jeldljiik.
— Ha a torlodasi pontja a ]—oo,a[ N Dom f halmaznak és az f|j_ . fliggvénynek létezik
lim ). = A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény bal oldali hatdrértéke az a
pontban A és az A hatarértéket a lim f vagy a lim o f(x) szimbolummal jeldljiik.
a— T—a—

Magyarazat. Legyen f: R — R és a, A € R. A fenti definici6 szerint az f fiiggvénynek a jobb oldali
hatarértéke az a pontban A, pontosan akkor, ha a torlodasi pontja a Dom f N ]a, co| halmaznak és

Ve e RTISeRTVz€Domf: (a<zr<a+d — |f(z)— Al <e)

teljesiil. Hasonloan, az f fiiggvénynek a bal oldali hatarértéke az a pontban A, pontosan akkor, ha a
torlodasi pontja a Dom f N ]—o0, a[ halmaznak és

Ve e RT3 eRTVz€Domf: (a—d<z<a — |f(z)— Al <e)
teljestl.

6.15. Tétel. Legyen f : R — R és legyen a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik az f fligguénynek
hatarértéke az a pontban, ha ott létezik jobb, illetve bal oldali hatdrértéke és lilff = lim [ teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f : R — R, a € IntDom f és tegyiik fel, hogy az a pontban létezik az f
fiiggvénynek hatarértéke. Ekkor minden ¢ € RT szdmhoz létezik olyan § € RT, melyre minden
x €la—0d,a+ [\ {a} esetén

)f(x) —limf‘ <e
teljesiil. Ekkor minden z € Ja — 4, a[ esetén

F@) ~lim f| <,

vagyis létezik lim fés lim f =1lim f. Hasonlb6an igazolhato, hogy létezik liIJP f és lir+n f=1limf.
Legyen f : R — R, a € Int Dom f és tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek az a pontban létezik jobb,
illetve bal oldali hatarértéke, és ligl f =lim f teljestil. Ekkor minden ¢ € RT szdmhoz létezik olyan

§; € RT, melyre minden = € |a — 1, a] esetén

'f(x)lgmf <e
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teljesiil és létezik olyan d; € RT, melyre minden z € |a, a + d[ esetén
’f(x) - lirilf‘ <e.

Legyen ¢ = min {d1,02}. Ekkor A =lim f = lirff olyan szdm, hogy minden = € Ja — d,a + d[ \ {a}
a— a

esetén

[f(x) — Al <e,
vagyis létezik lim f hatarérték és lim f = A.

6.4. Fiiggvény folytonossaga

6.16. Definici6. Legyen f:R — R és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € RY (f(Bs(a) C Ba(f(a)))-

— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
Legyen A C R. Az A halmazon értelmezett folytonos fiiggvények halmazara a

C(A,R) 2 {f: A —R| f folytonos}
jelolést hasznaljuk.

6.17. Tétel. Legyen f,g: R —» R, a € Dom f NDomg, ¢ € R. Ha az f és g fiigguény folytonos az a
pontban, akkor az B
f+g. fo.cf\fI f
1
fiigguények is folytonosak az a pontban, valamint ha f(a) # 0, akkor az 7 fiigguény is folytonos az a
pontban.

Bizonyitds. Legyen f,g: R - R, a € K = Dom fNDom g, c € R, tovabba legyen ¢ € RT tetsz6leges
paraméter.

1. A % szdmhoz létezik olyan dy,d,, hogy

Vee K: |z —a|<dy = |f(x)— fla)| <

D ARUE TR

Vee K: |z —a|l<dy = |g(z)—gla)| <

Ekkor a § = min{dy,d,} szamra

VeeR: |z —al <0 = [(f +9)(z) = (f+9)(a)] <|f(x) — fla)| +|g(x) —g(a)| <&

teljesiil, vagyis az (f + g) fiiggvény folytonos az a pontban.
2. Legyen k € R™ tetszéleges szdm. Ekkor létezik olyan §; € R, hogy

Vee K: |x—a|l<dh = |f(z)— fla)| <k,

vagyis minden |z — a| < §; szamra
[f (@) < [f(a)|+ k.
Minden ¢’ € R* szamhoz létezik olyan dr,04, hogy
VeeK: |z—a|l<df = |f(zx)— fla)] <€
VeeK: |v—a|l<d, = |g(z)—gla)] <.
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Ekkor a § = min{dys,d,, 01} szdmra |z — a| < § esetén

[(F9)(x) = (fo)(a)| = | f(2)g(z) — f(z)g(a) + f(x)g(a) = fla)g(a)] <
<|f@)]-1g9(x) = g(a)l + lg(a)] - [f(2) = fla)] <
< (f(@)]+k) - +lg(a)| - =€ (If(a)l + lg(a)] + k) <,

3

|f(a)l + lg(a)| + &
¢’ paramétert, melyre teljesiil a fenti egyenl6tlenség, majd valasztunk &1, df, 6, mennyiségeket és

ezekbdl kapjuk meg a € szdmhoz tartozé J mennyiséget.

3. Ha A = 0, akkor nyilvan igaz az allitdas. Tegyiik fel, hogy A # 0. A |€7| € R szamhoz létezik

teljesiil, ha 0 < ¢’ < Vagyis az €, f(a), g(a) és k szamokhoz valasztunk olyan

olyan § € R, hogy minden x € K szamra, ha |z —a| < 4, akkor |f(z) — f(a)| < ﬁ Vagyis ha
|z — a| < 4, akkor
€
(Af(x) = Af(a)l = Al [f(z) = fla)] <[A[- oo
Vagyis a Af fliggvény folytonos az a pontban.
4, 5. Az e € RT szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy
VeeK: |[t—al<d = |f(x)— fla)| <e

Ekkor a § szamra igaz, hogy minden |z — a| < ¢ esetén

If(@)] = [f(a)]| <|f(z) = fla)] <e

7@ - @] = [F@) = 7@ = 17) = f(@)] < 1f@) - f(a)] < ¢
teljesiil, vagyis az |f| és a f fiiggvény folytonos az a pontban.
6. Legyen 0; € R olyan szédm, hogy minden |z —a| < §; esetén |f(z) — f(a)| < ‘f(;” Ekkor
minden |z —a| < 0 szamra |f(z)| > @. Legyen 6y € R* olyan, hogy minden |z —a| < &y

1
. Ekkor a 6 = min {d1,0s} olyan szdm, hogy minden # € Dom — és

esetén |f(x) — f(a)]

|z — al < ¢ esetén

elf(a)f?
ST

‘ L@ Sl _ @@l 2 el

@ T@| @l @l B ) S faf 2

6.18. Tétel. Legyen A C R. Ekkor minden f,g € C(A,R) elemre és minden c € R szdmra
f+g.fg,cf.|f|, f€CAR).

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

6.19. Tétel. Folytonos fiigguények kompozicidja folytonos fiigguény.

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R folytonos fiiggvény és a € Dom f olyan pont, melyre f(a) € Dom g
teljesiil. Megmutatjuk, hogy a g o f fliggvény folytonos az a pontban.

Legyen ¢ € R tetszoleges paraméter. Mivel a g fiiggvény folytonos az f(a) pontban, ezért létezik
olyan §, € RT paraméter, hogy

Vy € Domyg |y — f(a)| <dg = lg(y) — g(f(a))] <e.
Mivel az f fliggvény folytonos az a pontban, ezért a d, szamhoz létezik olyan 6 € R paraméter, hogy
VeeDomf |[z—al] <d = |f(z)— fla)] < dq.
Egymaés utan irva a fenti két egyenlGtlenséget azt kapjuk, hogy minden = € Dom(g o f) esetén

lz —al <6 = [(go f)(x)—(go f)la)] = lg(f(x)) —g(f(a)] <e.
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6.20. Tétel. Legyen f : R — R és a € Dom f a Dom f halmaz torléddsi pontja. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és lim f = f(a).

Bizonyitds. Legyen f:R — R és a € Dom f a Dom f halmaz torlodési pontja.
Egymas alé irva a lim f = f(a) és az f fliggvény a pontbeli folytonossaganak a jelentését

Ve e RY3§ € RTVz € Dom f : O<lz—al<d —= |f(x)—fla)<e
Ve € R"36 € R*Vx € Dom f : |t —al<d — |f(z)—fla)]<e

rogton adodik, hogy az a € Dom f esetben a két formula ekvivalens.

6.21. Tétel. (Figgvénykompozicié hatdrértéke.) Legyen f,g : R — R és a,b,c € R olyan, melyre
lim f = b, liing = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a
a

1. b ¢ Domy;
2. be Domg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesil, akkor lim(go f) = c.

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R és a,b,c € R olyan, melyre lim f = b, 1iing = ¢ és a torldédasi
a

pontja a Dom(g o f) halmaznak. Legyen ¢ € R tetsz6leges.
El6szor tegytik fel, hogy b ¢ Domg. A ligng = ¢ miatt létezik olyan &’ € R™, melyre
9 (Bs(b) \ {b}) < B:(c).

A lim f = b miatt létezik olyan § € R, melyre

f(Bs(a)\{a}) € By (D).
Ekkor az el6z6 egyenletek és g (Bs/(b) \ {b}) = g (Bs (b)) miatt
(90 f)(Bs(a) \ {a}) € g(Bs (b)) = g (Bs (b) \ {0}) € Be(c)

teljesiil, vagyis lim(go f) = c.
Most tegyiik fel, hogy b € Dom g és g folytonos a b pontban. A g fiiggvény folytonossaga miatt létezik
olyan ¢’ € R*, melyre

9 (Bs (b)) € Be(c).

A lim f = b miatt létezik olyan 6 € R*, melyre
f(Bs(a) \{a}) € Bs (b).
Ekkor az el6z6 egyenletek alapjan

(90 f) (Bs(a) \{a}) € g(Bs (b)) < Be(c)

teljesiil, vagyis lim(go f) = c.

6.22. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.)  Legyen f : R — R és = € Dom f. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden a : N — Dom f, z ponthoz konvergdlé sorozatra
létezik a lim f o a hatdrérték és lim f oa = f(2).

Bizonyitds. Legyen f: R — R, z € Dom f, tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos az z pontban
és legyen a : N — Dom f, z ponthoz konvergal6 sorozat. Ha ¢ € R, akkor az f fiiggvény z pontbeli
folytonossdga miatt létezik olyan § € RT, hogy

VereDomf: |[v—z|<d = |f(x)— f(2)|<e.
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Ehhez a § szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N
szamra |a, — z| < d. Ekkor minden n > N szamra |f(a,) — f(2)| < ¢, vagyis lim f(a,) = f(2).
n—oo

Visszafelé ugy bizonyitjuk az implikiciot hogy feltessziik, hogy f nem folytonos a z pontban. Ekkor
Je e RTV6 € RT3z € Bs(2) : f(x) ¢ Bo(f(2)).

Rogzitsiink egy ilyen € € R* szdmot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomflee By (). 1)~ f(2)] 2} #0.

ezért

[I{zePomsize By (o), @)= 1) = e} #0.

neN
Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f sorozat, melynek hatarértéke z.
€
Ekkor lim f o a = f(z) nem teljesiil, ugyanis az 3 szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszébindex,
hogy minden n > N szamra |f(a,) — f(2)| < < teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt
minden n € N szamra |f(a,) — f(z)| > e. Tehat azt az ellentmondést kaptuk, hogy nem minden

a: N — Dom f, z ponthoz konvergald sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = f(2).

6.23. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen f : R — R. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

-1
2. Minden A C R nyilt halmazhoz létezik olyan U C R nyilt halmaz, melyre f (A) = U NDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C R zdrt halmazhoz létezik olyan Z C R zdrt halmaz, melyre f(A) = Z N Dom f
teljestil.

Bizonyitds. Legyen f:R — R és K = Dom f.
-1
1= 2 Legyen f: K — R folytonos fiiggvény és A C R nyilt halmaz. Ekkor minden z € f (A) esetén
létezik olyan e(z) € RT, melyre B.(.)(f(z)) € A. Ekkor az f fiiggvény z pontbeli folytonossaga miatt
-1
létezik olyan §(z) € R, melyre f(K N Bs(2)) C Bex)(f(2)). Ezekbdl K N B,y (2) € f (A) adodik.
-1
Tehat az U = U By () (2) nyilt halmazra K NU = f (A) teljesiil.
=€ f (4)
2 = 1 Legyen f : K — R olyan fiiggvény, hogy minden A C R nyilt halmaz esetén létezik olyan U C R
-1
nyilt halmaz, melyre f (A) = U N K teljesiil. Legyen z € K és € € R tetszbleges. Ekkor B.(f(z))

—1
nyilt halmaz, ezért létezik olyan U C R nyilt halmaz, melyre f (B.(f(z))) = UNK teljesiil. A z € U
miatt létezik olyan § € RT, hogy Bs(z) C U. Ez azt jelenti, hogy minden x € K pontra z € Bs(2)
esetén f(x) € B<(f(2)) teljesiil, ebbdl pedig kovetkezik az f fliggvény z pontbeli folytonossaga, abbal
pedig folytonossaga.

2 = 3 Legyen A C R zart halmaz. Ekkor R\ A nyilt halmaz, igy létezik olyan U C R nyilt halmaz,

~1
hogy f(R\ A)=UnK. Ezért

—1

P = (R TR\D) = K0 @\ (00 K) = K0(R\0) U R K) = K0 (R\D)

~1
teljesiil, ahol felhasznéltuk, hogy minden A’ C R halmazra f (A’) C K. Vagyis a Z = R\ U halmaz
—1
zart és f (A)=ZNK.
3 = 2 Legyen A C R nyilt halmaz. Ekkor R\ A zart halmaz, igy létezik olyan Z C R zart halmaz,
~1
hogy f(R\ A)=ZnNK. Ezért

f(A)Kﬂ<R\f1(R\A)> — KN (R\(ZNK)) = KN (R\2)U®R\K)) = KR\ 2)
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-1

teljesiil, ahol ugyancsak felhasznaltuk, hogy minden A’ C R halmazra f (A’) C K. Vagyis az
-1

U =R\ Z halmaz nyilt és f(A)=UnNK.

6.24. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) Legyen f : R — R. Ekkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az [ fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C R nyilt halmazra f (A) nyilt.
—1
3. Minden A C R zdrt halmazra f (A) zdrt.

Bizonyitds. Az el6z§ allitas kozvetlen kovetkezménye.

6.25. Definici6. Legyen f:R — R és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek az a pontban szakaddsa van, ha a fiiggvény nem folytonos
az a pontban.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban elséfaji szakaddsa van, ha létezik lérin f, de

lim f # f(a) vagy lim f # f(a).

— Azt mondjuk, hogy az f figguénynek az a pontban megsziintethetd szakaddsa van, ha létezik
lim f és lim f = lim f # f(a).
at a— a+t+

— Azt mondjuk, hogy az f fiigguénynek az a pontban mdsodfaji szakaddsa van, f nem folytonos
az a pontban és nincs elséfaju szakadéasa az a pontban.

6.5. Fiiggvény folytonossidgianak elemi kévetkezményei

6.26. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos figgvény. FEkkor az f(K)
halmaz is kompakt.

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fliggvény és tekintsiik az f(K)
halmaz

fE) c|JUui
el

nyilt fedését. Ekkor a 6.23 folytonossag topologikus jellemzése alapjin, minden i € I esetén létezik

—1
olyan V; nyilt halmaz, melyre f (U;) = V; N K teljesiil. Vagyis

Kct (UU) :U_fl(Ui):U(ViﬂK): (U%)ﬂKgUVi

il iel iel iel iel

a K kompakt halmaz nyilt fedése. A K halmaz kompaktsiga miatt létezik olyan J C I véges halmaz,
melyre

Kc|Jv

=
teljesiil, ezért
FE) < JrvycJus

ieJ i€J

az f(K) halmaz véges nyilt fedése.

6.27. Tétel. (Weierstrass tétele.) Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiigguény.
Ekkor létezik x,y € K melyre f(x) =inf f(K) és f(y) = sup f(K).

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiiggvény. Az el6z6 6.26 tétel
alapjan f(K) kompakt halmaz, vagyis a valds szamokra vonatkozo 3.21 Borel-Lebesgue-tétel miatt
korlatos és zart részhalmaza a valos szamoknak. Az f(K) halmaz korlatossaga miatt létezik infimuma
és szuprémuma, valamint az f(K) halmaz zartsdga miatt inf f(K),sup f(K) € f(K). Ezért létezik

olyan z,y € K, melyre f(x) =inf f(K) és f(y) = sup f(K).
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6.28. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos injektiv fiiggvény. Ekkor az
f~t figguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos injektiv fliggvény. Ekkor a 6.26
tétel alapjan a K’ = f(K) halmaz is kompakt. A 6.23 tétel felhasznalasaval ugy igazoljuk, hogy a
g = f~! fiiggvény folytonos. Megmutatjuk, hogy minden A C R zart halmazhoz létezik olyan Z C R
zart halmaz, melyre _gl(A) = ZNDom g teljesiil. Az f fiiggvény injektivitasa miatt _gl(A) = f(A4). Az
AN K halmaz zart és korlatos, ezért kompakt, valamint az f fiiggvény folytonossadga miatt f(ANK)

is kompakt halmaz, vagyis zart. Legyen Z = f(AN K) . Mivel Domg = K’ és Z C K’, ezért

G(A) = f(A) = f(ANK) = Z N Domyg.

6.29. Tétel. (Bolzano-tétel.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény,
melyre f(a)f(b) < 0. Ekkor létezik c € ]a,b[, melyre f(c) = 0.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény, melyre f(a) < 0 és
f(b) > 0. Legyen
H={z€lab]|Vz€la,z]: f(x) <0}.

Ekkor H korlatos halmaz, tehat létezik szuprémuma, legyen ¢ = sup H.

Megmutatjuk, hogy ¢ ¢ {a,b}. Ha ¢ = a, akkor az f fliggvény folytonossiga miatt létezik olyan
§ € RT, hogy minden z € |a,a + d] esetén f(z) < 0, vagyis ¢ nem a felss korlatja a H halmaznak.
Ha ¢ = b, akkor létezik olyan § € R, hogy minden x € b — 4,5 esetén f(z) > 0, vagyis ¢ nem a
legkisebb fels6 korlatja a H halmaznak.

Végiil igazoljuk, hogy f(c) = 0. Ha f(c) < 0, akkor létezik olyan 6 € RT, hogy minden z €
Je = d,c+ 6] esetén f(x) < 0, vagyis ¢ nem a felss korlatja a H halmaznak. Ha f(c) > 0, akkor létezik
olyan § € R™, hogy minden z € |c — §,c + §] esetén f(z) > 0, vagyis ¢ nem a legkisebb fels korlatja
a H halmaznak. Mivel f(c) > 0 és f(c) < 0 is lehetetlen, ezért f(c) = 0.

6.30. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R folytonos, szigorian monoton fiigguény.
Ekkor Ran f nyilt intervallum és f—1 folytonos fiiggvény.

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R folytonos, szigortan monoton nové
fliggvény. Szigortan monoton csékkend fliggvényre teljesen hasonlé a bizonyitéas.

El6szor megmutatjuk, hogy Ran f intervallum. Ehhez legyen y1,y> € Ran f tetsz6leges olyan pont,
melyre y; < yo. Legyen x1,z9 € I olyan, hogy f(z1) = y1 és f(x2) = y2. Ha ¢ € Jy1,y2], akkor a

h:lzxg, ] > R x— f(z)—c

folytonos fliggvényre h(xzq)h(z2) < 0 teljesiil, tehat a Bolzano-tétel alapjan létezik olyan x € |xq, xo],
hogy f(z) = ¢, vagyis ¢ € Ran f. Ezért minden y1,y2 € Ran f, y1 < y2 esetén [y;,y2] C Ran f
teljesiil, amib6l mar kdvetkezik, hogy Ran f intervallum.

Most megmutatjuk, hogy Ran f nyilt halmaz. Ehhez legyen yy € Ran f tetszéleges pont és legyen
xo € I az a pont, melyre f(x¢) = yo. Mivel I nyilt halmaz, ezért létezik olyan § € R, hogy Bs(xg) C
I. Legyen a = xg — =, b =xz¢ + é, y1 = f(a) és yo = f(b). Mivel f szigoruan monoton névé, ezért

2 2
y1 < Yo < y2. Legyen r = min{ys — yo,yo — y1}. Ekkor B;(yo) C Jy1, 2], és az elobbi megallapitas

alapjan Ran f intervallum, ezért B, (yo) C Ran f, vagyis yo belsé pontja a Ran f halmaznak.
Végiil megmutatjuk, hogy f~! folytonos. Ehhez legyen yo € Ran f tetszéleges pont és legyen xg € I
az a pont, melyre f(zg) = yo. Mivel I nyilt halmaz, ezért létezik olyan § € R, hogy Bs(zg) C I.

1) )
Legyen a = xg — 2 b=z + = f(a), y2 = f(b) és tekintsiik az

Fliap) : [a, ] = [y1, 2] x = f()

fliggvényt. Mivel ez folytonos bijekcid, ezért a 6.28 tétel alapjén az inverze is folytonos. Mivel

-1 . _ -1, _ .
Yo € Int [y1,y2] = IntDom (f|ap) , valamint f=1, o0 = (fliap))  ezért az f=,, ., fiiggvény
is folytonos az 19 pontban, vagyis az f~! fiiggvény is folytonos az yo pontban.
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6.6. Fiiggvény egyenletes folytonossaga

6.31. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f : R — R fiiggvény egyenletesen folytonos az A halmazon,
ha A C Dom f és

Vee R"I e RfVa,ye A: (lzr—yl <6 — [f(z) — fy)] <e)

teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
6.32. Tétel. Minden egyenletesen folytonos figguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen f : R — R egyenletesen folytonos fiiggvény és « € Dom f. Ekkor az f fiiggvény
egyenletes folytonossiga alapjan

Ve € RY36 € RTVy € Dom f : (|x—y|<(5 — |f(a:)—f(y)|<£)7

ami az f fiiggvény x pontbeli folytonossagat jelenti. Vagyis az f minden € Dom f pontban folytonos,
tehét folytonos.

6.33. Tétel. (Heine tétele.) Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiigguény.
Ekkor [ egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz, f : K — R folytonos fiiggvény és € € RT tetszdleges
rogzitett paraméter. Az f fiiggvény folytonossiga alapjén minden z € K ponthoz létezik olyan
d(z) € RT szam, melyre

f (Bs@)()) € Bs(f(x))
teljesiil. Ekkor

K C | Bsw (@),
rzeK 2

vagyis a K halmaz kompaktsaga miatt létezik olyan H C K véges halmaz, melyre

K C U Bs) (a:)

2

o(x)

Legyen § = min{2 T e H} Megmutatjuk, hogy ekkor minden z,y € K pontra |z —y| < 6

esetén |f(z) — f(y)| < € teljesiil. Az x € K miatt létezik olyan p € H, melyre x € Bsw (p) teljesiil.
2
A "haromszog-egyenlGtlenség alapjan

d(p)

Iy—plSly—x|+lw—pl<5+7§5(p),

ezért

If(@) = f)l <[f(@) = Fp)+[f(p) = fW)] <e.

6.7. Hatvanysorok hatarértéke

6.34. Tétel. Legyen a : N — R tetszdleges sorozat és tekintsik az R, konvergenciasugari P, hat-
vdnysort. Ekkor R, > 0 esetén, minden z € Bpr,(0) elemre lim P,(z) = P,(z) teljesiil, vagyis a
r—z

hatvdanysor folytonos a Bg,(0) halmazon.
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6.8. Elemi fiiggvények folytonossaga
6.35. Tétel. Az exp, sin, cos, tg, ctg, sh, ch, th és cth fiigguvény folytonos.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas és az 5.16 tétel miatt nyilvanvalo.

6.36. Tétel. (Nevezetes hatdrértékek.)

e’ —1 . sinz
=1 lim
z—=0 X z—0 X

=1
Bizonyitds. Az exponencialis és a szinusz fiiggvény hatvanysorabol adodik.
6.37. Tétel. Azexp|r fiiggvényre Ranexp |r = RT teljesiil és a log fiigguényre pedig Dom log = RT.

Bizonyitds. Csak a Ranexp|g = RT allitdst kell igazolni, hiszen a log fiiggvény az exp fiiggvény
inverze. Legyen a > 1. Ekkor tekintsiik a folytonos

v:[0,a] = R x> exp(z) —a

ok
fiiggvényt. Mivel ¢(0) =1—a <0és p(a) —1= % > q ezért a 6.29 Bolzano-tétel miatt létezik
k=1

olyan zg € [0, a] pont, melyre ¢(xq) = 0, vagyis exp(zp) = a teljesiil. Tehat a € Ran exp.
1
Ha 0 < a < 1, akkor 1 < — € Ranexp, tehat létezik olyan zg, melyre exp(zg) = —. Mivel
a a

1
exp(—xp) = p g

= a, ezért a € Ranexp.

6.38. Tétel. (A logaritmus figgvény.) A log : RT — R fiigguény folytonos, szigorian monoton
novd bijektiv fliiggvény.

Bizonyitds. A 6.37 tétel alapjan Dom log = R, valamint mivel Dom exp [g = R és (exp \R)_l = log,
ezért Ranlog = R. Az 5.32 tétel alapjan az exp |g fliggvény szigorian monoton niévs, ezért a log
fiiggvény is szigorian monoton névé vagyis injektiv fiiggvény. Ezek alapjan a log : RT™ — R fiiggvény
bijekcio.
Mivel exp |g nyilt intervallumon értelmezett szigortian monoton fiiggvény, ezért a 6.30 tétel alapjan
az inverze is folytonos, vagyis a log fiiggvény folytonos.
6.39. Tétel. (A hatvdnyfiggvény folytonossiga.) Minden « € R esetén az

idgs : Rt =R x =
fiigguény folytonos.
Bizonyitds. Legyen o € R tetszSleges paraméter. Mivel a log : RT — R, az

M,:R—R T — ax

és az exp |r fliggvény folytonos, ezért az exp oM, olog fiiggvény is folytonos, ami pedig éppen az idg+
fiiggvény.

6.40. Tétel. (A m szdm bevezetése.)
1. Minden x € ]O, \/3[ esetén sinx > 0.

2. A cos fiigguény szigorian monoton csokkend a ]O7 \/g[ intervallumon.
1

3. cosV3 < ~3

4. Létezik egyetlen olyan x € ]0, \/3[ szam, melyre cosx = 0 teljesiil.
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Bizonyitds. 1. Legyen x € ]O, \/3[, ekkor
o 23 P ¢ 29 gl
smr=rog s ow) e ) T
x? x° x? x? x?
x( 6)+5!< 6-7)+9!< 10-11>Jr =
3 x® 3 x? 3
>z (1- SR T S T (5 [ R
—“< 6>+5!< 6-7>+9!( 10-11)+ =
3 z
> 1-— =—=>0.
—:”( 6) 2~

2. Az 5.39 tételben szerepl6 addiciés formulak alapjan minden z1,z2 € R esetén

. [T+ . To — X1
COST1 — COS Xy = 28in 5 sin 5 .

Tehat elég azt megmutatni, hogy az zi,z2 € ]O,\/g[, x1 < xo esetben sin (ml -;—532) > 0 és

sin (x2 ; xl) > 0. Mivel 1 —;—:c27 2 ;xl S }07 \/3[, ezért az els6 pont alapjan sin <:c1 ;'962) > 0,

T2 — X1

valamint sin > 0.

3. A cos fiiggvény definicidja alapjan

3 32 33 3 35 36
COS\/§=1—2!—|—4!—(6!—8!>—(10!_12!)_...:

1 33 3 35 3 1
= —— — — (1 - — - 1 - — — e —=
8 6! 7-8 10! 11-12 8
adodik.

4. A cos fiiggvény folytonossaga miatt a Bolzano-tétel alapjén adodik, hogy létezik olyan z € ]0,v/3[

szam, melyre cosx = 0, valamint a cos fiiggvény [0, \/3] intervallumon valé szigord monotonitasabol
adddik, hogy legfeljebb egy ilyen = szdm létezhet ebben az intervallumban.

6.41. Definicié. Legyen z € ]0,V/3[ az a szam, melyre cosz = 0 teljesiil, ekkor a 2 92 szamot
Ludolf-féle szamnak vagy pi-nek nevezzik és a gorog 7 (pi) betivel jeloljik.
(értéke megkozelitSleg m ~ 3.1415926535897932385.)
3
Megjegyzés. A fenti tételben szerepld szamolashoz hasonldan igazolhatd, hogy cos 3 > 0 és egysze-

rifen ellendrizhets, hogy v/3 < 1,74. Tehat eddigi eredményeink alapjan 3 < 7 < 3,48 adédik.

6.9. Trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagai
6.42. Tétel. (Nevezetes szdgek.)

1. A g €s a ™ szogfligguényei.

COSEZO sinzzl cosm = —1 sinm =0
2 2
2. Minden x € C esetén

. m . . . .
51n(x+§) = cosx sin(z+7) = —sinz sin(z+ 27) =sinz

cos (:ch g) = —sinz cos(z+7m)=—cosz cos(z+27) =cosx
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3. Minden x € C szamra

e"T2Ti = e®  sh(z+27i) =shz,  ch(z+27i)=chx.

4 A7T T ™ afii . .
. 5 1 & o3 szogfigguényei.
3 1 3
cos—:£ sin — = — oS & = sin & = — cos = = = Sm—:£
2 6 2 4 4 2 3 2 3 2

Bizonyitds. 1. A cosg = 0 a 7 szam definici6ja alapjan teljesiil. Mivel sin® z + cos? z = 1, ezért

sin — € {=1,1}. A 6.40 tétel alapjan sing > 0, ezért sing = 1. A sinm és a cosm érték az 5.39
tételben szerepld addicios formuléval igazolhato.
2-3. Az egyenlosegek az 5.39 tetelben szerepld addicios formulakkal igazolhatok.

4. Legyen a = sin E és b = cos E Az addiciés formulak alapjan

2 27
in—— = 2ab ¢ =2 g
sm6 ab és cos6 a”,

valamint

3 3
sin g =3ab®> —a® és cos % = b — 3a2b.

71- . 2 2 . 2 2 2
A 5 szinuszat és koszinuszat az 1. pont alapjan beirva az

1=23ab?>—a® és 0=0b>—3a%.

egyenletrendszer adodik. Ha a b = 0 teljesiilne, akkor az els§ egyenlet alapjan a < 0 teljesiilne,
azonban E € ]0 \[[ ezért a 6.40 tétel alapjan a > 0. Tehat b # 0. A masodik egyenlet miatt

ekkor b?> = 3a?, amit az elsé egyenletbe irva 1 = 8a® addédik. Innen mér a és b értéke egyszertien

szémo;rhaté. .
A sin 3 és a cos 3 értéke szamolhato a 3% —+ 3 Osszefiiggésre alkalmazott addicios formulakbol.

Legyen a = sin% és b = cos % Az addiciés formulék alapjan

2 2
sinf =2ab és cosf =bv —d?,

tehat
1=2ab és 0=0%—d>

1
Mivel sin %, COS% > 0, ezért a masodik egyenletbsl a = b adédik, amibél pedig sin% = cos% = %
Kiegészités. A fliggelékben a nevezetes szogekrdl szolo 6.42 tétel bizonyitasdhoz hasonlé gondolat-
menettel igazoljuk még a
T [5— V5 ™ 1+ V5

sin —

5 8 CSE Ty

egyenléséget (10.7 tétel) és megadjuk sin ﬁ és cos 1—7 értékeét is. A kovetkezd tétel megmutatja, hogy
mely a szogek esetén fejezhetd ki sin « és cos a.

6.43. Definicid. Fermat-primeknek nevezziik az F,, = 2(2") +1 (n € N) alakt primszamokat.

Az eddig ismert Fermat-primek: Fy = 3, Fy = 5, [y, = 17, F5 = 257 és F, = 65537. Nem ismert,
hogy létezik-e ezeken kiviil Fermat-prim.
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6.44. Tétel. Pontosan azon x € R szimok esetén fejezhetd ki sinx és cosx értéke az dsszeadds, a

P

mm
T =

-
1=0

alaki, aholm € Z, n,k € N, F; az i-edik Fermat-prim és minden i =0,...,k esetén n; € {0,1}.

6.45. Tétel. (Euler képlet.) ei™ = —1
Bizonyitds. A 6.42 és az 5.31 Euler-tétel kovetkezménye.

6.46. Tétel. (Trigonometrikus figguények periddusa.)

Minden x € |0, 7| esetén sinz > 0, minden x € |7, 27| esetén sinz < 0.
A sinx = 0 egyenletnek x € [0,27[ esetén x € {0, 7} az dsszes megolddsa.
A sin fiiggvény periodusa 27.

NI

3
Minden x 6}—z, g[ esetén cosx > 0, minden = € } o

5 35 [ esetén cosx < 0.

&

3
A cosx =0 egyenletnek x € [0, 27| esetén € {;T, 277} az dsszes megolddsa.
6. A cos fiiggvény periddusa 2.

Bizonyitds. 1. A 6.42 tétel alapjan minden z € }O, g[ szamra sinx > 0. Ha z € }g,w{, akkor

az el6z8 megallapitas és a sinz = sin(m — x) azonossag miatt sinz > 0. Mivel sing =1>0, ezért
minden z € |0, 7| esetén sinx > 0. Ha x € |, 27|, akkor a sinz = —sin(x — 7) azonossag és az el6z6
megallapitas alapjan sinz < 0.

2. Az 1. pont és a 6.42 tétel alapjan nyilvanvalo.

3. Tegyiik fel, hogy létezik a sin fliggvénynek a 27 szamnal kisebb peridédusa, legyen ez p. Ekkor
p €10, 27|, valamint 0 = sin0 = sin(0 + p). A 2. pont alapjan ekkor p = w. Azonban

1:sing7ésin(g+p) =-1

miatt 7 sem lehet a periddus. Tehat a sin fiiggvény legkisebb periddusa 2.

4. A 6.42 tétel alapjan minden x € }0, 5 esetén cosx > 0, tovabba a cos fliggvény parossaga és
3

cos0 = 1 miatt minden = € }—g, g [ esetén cosz > 0. Ha z € ] g7 ?ﬂ- [, akkor a cosx = — cos(z — )

azonossag és az el6z6 megallapitas alapjan cosz < 0.

3
5. Az el6z6 pont alapjan ha z € [O,g[, akkor cosz > 0; ha =z € ]g,; {, akkor cosz < 0; ha
T € ]3;,27r {, akkor cosz = — cos(x — 7) miatt cosx > 0. Tehat a cosz = 0 egyenletnek a [0, 27|

intervallumon csak — és m lehet a megoldasa és a 6.42 tétel alapjén ezek valéban megoldasok.

6. Tegyiik fel, hogy létezik a cos fliggvénynek a 27 szamnal kisebb periddusa, legyen ez p. Ekkor
p € 0,2, valamint 0 = cos—g = cos (—g +p). A 4. pont alapjan ekkor p = 7. Azonban
1 =cos0 # cos (0 + p) = —1 miatt 7w sem lehet a periédus. Tehat a cos fiiggvény legkisebb periodusa
2.

6.47. Tétel. Elemi trigonometrikus fliigguények monotonitdsa.
1. A cos fiigguény szigorian monoton csokkend a [0, 7] intervallumon és

COS|[077T] 210, 71] = [—1,1] T > COST

bijekcio.
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. 23 e 3 - . 2 7T 7r . -
2. A sin fiigguény szigorian monoton névé a [—57 5] intervallumon és
sin\[71 7] {fg,g} — [-1,1] x> sinx

272

bijekcio.
3. A tg figgvény értelmezési tartomdnya a C\ {g + kn| k € Z} halmaz, valamint szigorian

.. ™ T
monoton névd a ] —5 5[ intervallumon és
T
tg‘],%’%[}*E,g{%R T+ tgx
bijekcio.
T1+ %2 T2— 23
2 72

Bizonyitds. 1. Ha 0 < 7 < 9 < m, akkor 0 <

sin Tt T2 ,8in 270 > 0. Vagyis a
2 2
(1t x2) . [ T2—T1
cosxp] — cosxg = 2sin 5 sin 5

trigonometrikus azonossag alapjan a cos fiiggvény szigoruan monoton cstkkend a [0, 7r] halmazon.
Mivel cos0 =1, cosm = —1 és a cos fiiggvény folytonos, ezért a Bolzano-tétel alapjin

< 7 miatt a 6.46 tétel alapjan

Rancos|jg = [-1,1].

A cos|,~ fiiggvény injektivitdsa pedig szigori monotonitasdbol kovetkezik.

2. Ha 2 < < < z, akkor —— < L + T2 < T miatt a 6.46 tétel alapjan cos i ke >0,
2 2 2 2 2 2
To — X1 To — X1

valamint 0 < < 7 miatt sin ( ) > 0. Vagyis a

. . r1+x2) . [ T2 — 11
sinz; —sinzy = —2cos — sin 5

T
trigonometrikus azonossag alapjan a sin fiiggvény szigordan monoton névs a [—f, 5} halmazon.
Mivel sin —g = -1, sing =1 és a sin fliggvény folytonos, ezért a Bolzano-tétel alapjan

Ransin \[%ﬂg] =[-1,1].

2 02
3. A cosz =0, z € C egyenlet megoldaséhoz legyen z = a+1b alaki, ahol a,b € R. A cos(a+ib) =0
egyenlet az 5.39 tétel alapjan

A sin|[7,r ] fiiggvény injektivitasa pedig szigortt monotonitasabol kovetkezik.

621a72b -1

alakban ihato fel, ami az 5.31 alapjan az
e (cos(2a) + isin(2a)) = —1

egyenlethez vezet. A két oldal abszolutértékét véve e~ 2% = 1 adédik, vagyis b = 0. A fenti egyenlet
valos és képzetes részét véve az

cos(2a) = —1 sin(2a) =0

egyenleteket kapjuk. Keressiik ennek a megoldasat a 2a € [0, 27| feltétel mellett. Ekkor a 6.46 tétel
masodik pontja alapjan a sin(2a) = 0 egyenletbdl 2a = 0 vagy 2a = w kiévetkezik. A 2a = 0 esetben
cos(2a) # —1, a 2a = w esetben azonban cos(2a) = —1. Tehat a [0, 27| intervallumban egyetlen



74 6 VALOS FUGGVENYEK ELEMI VIZSGALATA

™ . . . , c . T .
megoldas van a = 5 A trigonometrikus fiiggvények 27 szerinti periodicitdsa miatt a cosz = 0

egyenlet megoldasa

ze{g+k7r|k€Z},

vagyis Domtg = C\ {g +kr| k€ Z}.
Legyen —g < z1 < 22 < g Ekkor 0 < =9 — 27 < m, tehat a 6.46 tétel 1. pontja alapjan

sin(xe — 1) > 0. Vagyis a

_1 )
tgx) —tgore = —————— sin (w9 — 1)
COS 1 COS T2

trigonometrikus azonossig alapjan a tg fliggvény szigorian monoton névés a [fg, g} halmazon.

A tg fiiggvény péaratlan és tg0 = 0 ezért Rantg |]_%’%[ = R igazolasdhoz elég megmutatni, hogy
minden y € R esetén létezik olyan = € }0, g {, melyre tg z = y teljesiil. Legyen y € RT tetsz6leges.
Mivel sin g = 1 és a sin fiiggvény folytonos, ezért létezik olyan §; € RT, hogy minden z € } g — 61, g [
esetén sinxz > % Mivel cosg = 0 és a cos fiiggvény folytonos, ezért létezik olyan d, € R, hogy

1
minden x € }g — 09, g{ esetén cosz < " Legyen § = min {61,d2} és zq € }g — 0o, g [ tetszdleges
Yy

1
pont. Ekkor sinzg > 5 és cosxp < 29 tehat
Y

A folytonos tg fiiggvényre a [0, zo] intervallumon tg0 < y < tgzo teljesiil, vagyis a Bolzano-tétel
miatt létezik olyan x € )0, x¢[, melyre tgx = y, ezért y € Rantg |]_1 z[
272

6.48. Definicié. FElemi fiiggvények inverzei.
1. A sin|[ ] fliggvény inverzét arkusz szinusz fligguénynek nevezziik, jele arcsin, vagyis

T
272

A -1
arcsin = (sin |[_£ 7] .
272
2. A cos o, fliggvény inverzét arkusz koszinusz fiigguvénynek nevezziik, jele arccos, vagyis

arccos = (cos |[0’ﬂ])_1 )

3. Atg |} [ fliggvény inverzét arkusz tangens fiigguénynek nevezzik, jele arctg, vagyis

T
272

A -1
arctg = (tg \]_%%[) .

6.49. Tétel. Az arcsin az arccos és az arctg fiigguény folytonos.

Bizonyitds. Az arcsin és az arccos fiiggvény a 6.28 tétel alapjan folytonos. A tg H*E x| fliggvény
272

nyilt intervallumon értelmezett szigortian monoton fiiggvény, ezért a 6.30 tétel alapjan az inverze is
folytonos.
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6.10. Hiperbolikus fiiggvények tulajdonsagai

6.50. Tétel. Hiperbolikus figgvények monotonitdsa.
1. A ch figguény szigorian monoton nové a [0, 00[ halmazon és

ch [jo,00( 1 [0, 00[ = [1, 00] x+— chzx
bijekcio.
2. Az sh fiigguény szigorian monoton novd az R halmazon és
shjg :R—=R x—shz
bijekcio.
3. A th fiigguény értelmezési tartomdnya a C\ {7;1 +kmi| k€ Z} halmaz, szigorian monoton

novd az R halmazon és
thig : R —]-1,1] z— the

bijekcio.

Bizonyitds. 1. Megmutatjuk, hogy 0 < x esetén 0 < shz. Ekkor a g = e” jeloléssel 1 < ¢ adodik és
az igazolando

1 1

—l¢g—=>0

2 (q Q)

egyenlStlenség kovetkezik az 1 < ¢ egyenlGtlenségbsl. Ha 0 < 1 < w3, akkor 0 <

chzy; —chxy = —2sh (xl J;xz) sh (:cg 2»’51)

azonossag alapjan a ch fiiggveény szigortan monoton névé a [0, oo halmazon.
Most igazoljuk, hogy 0 < x esetén chx > 1. A g = e® jeldléssel 1 < ¢ és ekkor

o1+ T2 és
2

T2 — X1

0< , ezért a

1
chz>1 < qg+--2>0 <« (¢—1)°>0.
q

Legyen g € [1,00[. Ahhoz, hogy ¢ € Ran ch [ . teljesiiljon igazolni kell, hogy létezik olyan x € [0, oof,
melyre chx = q. Ennek az egyenlGségnek ekvivalens alakjai az alabbiak.

e’ +e " =2¢q
(e‘"”)2 —2qe*+1=0

2 _
v = 24t VAE —4 v;lq‘l:qi /Z-1

Mivel g + v/q2 — 1 > 1, ezért g + /q? — 1 € Domlog, s6t log (q+ v g2 — 1) > 0, vagyis az
x:log(q—l— \/q2—1) € [0, 00[

szamra ch x = q teljesiil.
A ch figgvény injektivitasa szigorti monotonitasabol kovetkezik.
2. Mivel minden z € [0, oo[ esetén ch x > 0 és a ch fiiggvény paros, ezért minden x € R esetén chz > 0.

T9 — To — T
Ha < 21 < x4, akkor 0 < 2 2 1>>O,ezérta

x
1, vagyis az 1. pont bizonyitasa alapjan sh (

shzy —shxzy = —2ch <x1 ;x2> sh <$2 2x1>
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azonossag alapjan az sh fliggvény szigorian monoton névé a valos szamok halmazan.
Legyen g € R. Ahhoz, hogy ¢ € Ransh |g teljesiiljon igazolni kell, hogy létezik olyan = € R, melyre
shx = ¢q. Ennek az egyenlGségnek ekvivalens alakjai az aldbbiak.

eZ

—e ¥ =2q
(e%)> —2¢e” -1 =0
29 & /4¢% + 4
ew:%:qi 1+q2
Mivel ¢ + v/1 4+ ¢%2 > 0, ezért q + /1 + ¢2 € Dom log, vagyis az

x:log<q+\/1+q2) eRrR

szamra sh x = q teljesiil.

Az sh fiiggvény injektivitasa szigori monotonitasabol kovetkezik.

3. A chz = 0 egyenlet az 5.39 tétel alapjan a cos(iz) = 0 egyenlettel ekvivalens, vagyis a 6.47 tétel
alapjan a ch z = 0 egyenlet megoldésa

zE{?—&—kﬂrﬂkEZ},

vagyis Domth = C\ {7;1 +Ekril ke Z}.
Legyen x1 < 5. Ekkor 0 < x5 — x1, tehat az 1. pont bizonyitasa alapjan sh(xs — 1) > 0. Vagyis a

-1
thzy —thozg = ——sh(zs —
! 27 ¢h x1 chxo (w2 )
azonossag alapjan a th fiiggvény szigorian monoton névé a valés szamok halmazan.
Legyen x € R tetsz6leges. Ekkor a

thr <1l <+ e"—eP<e®+e® & 0<e”®

ekvivalencia alapjan thz < 1, valamint a

x

—1l<ther + —e"—eP<e®—e” <~ O<e”

ekvivalencia alapjan thz < —1.

A fenti bizonyitasokhoz hasonléan adott ¢ € |—1, 1] megkeressiik azt az 2 € R szamot, melyre tha = q.
Ennek az egyenlGségnek ekvivalens alakjai az alabbiak.

et —e %
er t+e % — 1
e —1
e 1 ¢
eQm -1 :q62x+q
eZm — 1+q
1—gq

1+gq
1—gq

1
Mivel > 0, ezért 17—“1 € Dom log, vagyis az
—q

1 1+g¢
r=—-log| —
2 1—¢q
szamra th x = q teljesiil.

Az th fiiggvény injektivitasa szigori monotonitasabol kovetkezik.



6.10 HIPERBOLIKUS FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI 77

6.51. Definicié. Hiperbolikus fiigguények inverzei.
— Az sh | fiiggvény inverzét area szinusz hiperbolikus fiiggvénynek nevezzik, jele arsh, vagyis

arsh 2 (shg)™".
— A ch g o[ fiiggvény inverzét area koszinusz hiperbolikus fiigguénynek nevezziik, jele arch, vagyis
A -1
arch = (ch|[0’oo[) .
— A th|g fliggvény inverzét area tangens hiperbolikus figguvénynek nevezziik, jele arth, vagyis
arth 2 (thlg)™".

6.52. Tétel. Area hiperbolikus fiigguények.
1. Minden = € R esetén arsh x = log (a: + vV + 1).

2. Minden x € [1,00[ esetén archx = log (x + Va2 — 1).

1 1
3. Minden x € |—1, 1] esetén arthx = 3 log <1 + x>
—x
Bizonyitds. Az el6z6 6.50 tétel bizonyitasban mar levezettiik ezeket a formulakat.
6.53. Tétel. Az arsh az arch és az arth fiiggvény folytonos.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan ezek a fliiggvények folytonos fiiggvények kompozicio, ezért foly-
tonosak.
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7. Differencidlszamitas egy dimenziéban

7.1. Differencidlhat6sag

7.1. Definicié. Legyen f: R — R és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiigguény differencidlhatd, vagy derivdlhaté az a pontban ha létezik
olyan A € R, melyre

r—a Tr—a

teljestil. Ezt az A szamot az f fiigguény a pontbeli differencidljinak vagy derivdltjanak nevezzik.

— Az f: R — R fiiggvény derivdltjdinak vagy derivdlt figguvényének nevezzik a
f’:{aEIntDomﬂE!limf(m)_f(a)}—)R aHlimM
Tr—a r — Qa Tr—a Tr—a

fliggvényt.
— Az f differencidlhaté, ha Dom f = Dom f’.
— Az f folytonosan differencidlhaté, ha differencialhato és f folytonos. Az A C R nyilt halmazon

értelmezett, R értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C1(A,R) jeloli.

Jelolés. Az f: R — R fiiggvény derivaltjara hasznaljuk még a %(;) jelolést is.

7.2. Definicié. Legyen I,J C R nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy a ¢ : I — J fliggvény
diffeomorfizmus, ha bijekcid, differencidlhaté és az inverze is differencialhato.

7.3. Tétel. (A differencidlhatdsdg dltaldnos jellemzése.) Legyen f:R — R ésa € IntDom f. Az f
fiiggvény pontosan akkor differencidlhatsé az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

i @) = (@) ~ el — a)

T—a |x — a|

=0.

Ha az f fiigguény differencidlhatd az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
f'(a) = c teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f:R — R és a € Int Dom f. Tegyiik fel,hogy az f fiiggvény differencialhaté az
a pontban, és legyen ¢ = f’(a). Ekkor a derivalt definicioja alapjan

f(x) = fla) = c(x —a)

hm — 07
r—a T —a

vagyis

0= fim L@@ —dw=a)_ J@)=J@)—clz=a)]
Tx—a Tr—a r—a |.’E _ a|

amibdl
o F@) = @) —elw—a)
T—a ‘(E _ a‘

kovetkezik.

Most tegyiik fel, hogy f : R — R és a € Int Dom f olyan szam, melyhez létezik ¢ € R, melyre
i 1@) = J(@) = cla — a)

T—a |:L' _ a| =0.
Ekkor
0= lim (@) = J(a) —clz —a) = lim f(z) = fla) —c(x —a)
r—a ‘(E — a‘ r—a Tr—a 5
vagyis
o F@) = @) —elw—a) _
r—a x —_ a b
amibdsl
i @ 1@
r—ra Tr—a

kovetkezik, tehat f differencidlhaté az a pontban és f'(a) = c.
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7.4. Tétel. (A differencidlhatisdg jellemzése.) Legyen f:R — R ésa € IntDom f. Az f figgvény
pontosan akkor differencidlhaté az a pontban, ha létezik olyan c € R, hogy

VeeRTIse RV eDomf: (lz—a|<d — |f(z)— fla) —clz —a)| <e-|z—al).

Ha az [ figguény differencidlhaté az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld c konstansra
f'(a) = c teljesiil.

7.5. Tétel. Ha egy fiigguény differencidlhato egy pontban, akkor folytonos is abban a pontban.

Bizonyitds. Legyen f : R — R, a € Int Dom f, f'(a) = A és legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter.
Ekkor a differencialhatosag jellemzése alapjén létezik olyan 6 € R, hogy

VeeDomf: (lz—a|l<é — |f(z)— fla)—A(x—a)<e-|z—al).
Vagyis minden |z — a| < § szamra
[f(z) = fa)] < (|A] + &) [ —al,
amibdl lim f = f(a) adodik. Ez pedig az f fliggvény folytonossagat jelenti.

7.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai
7.6. Tétel. Legyen f,g: R = R, a € Int Dom f N Int Dom g és legyen f és g differencidlhatd az a
pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

2. minden ¢ € R esetén cf differencidlhato az a pontban és (cf) (a) = cf’(a);
3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
!/
)

4. ha g(a) # 0, akkor g differencidlhatd az a pontban és <£) (a) = f’(a)g(agz(a])”(a)g/(a)'

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhaté az a
pontban. A szadmolas folyaman a hatarértékekre vonatkozo 6.10 tételt fogjuk tobbszor felhasznélni.

1.
(f+g) (@)= (frg)l@) o fl)=fla)  og(@) —gla) _ £(a) + ¢'(a)

lim
T—a Tr—a T—a T —a T—a Tr—a
2.
o @ =D @) @) = )
T—a T —a T—a T —a

3. Mivel az f fiiggvény differencidlhaté az a pontban, ezért ott folytonos is, vagyis lim f(z) = f(a)
r—a

teljestl.
U@ =@ _ . f@e@) = f@)gla) + S@gla) — fa)ala)
= tim f(@) 2=y ) T ) 1a) 1 g(a) )

4. Mivel a g fiiggvény folytonos az a pontban, ezért annak létezik olyan r € RT, hogy minden

x € By(a) szamra g(x) # 0. A tovadbbiakban az a pontnak ezt a kérnyezetét fogjuk csak tekinteni.

Tovabba a g fliggvény differencialhatd az a pontban, ezért ott folytonos is, vagyis lim g(z) = g(a)
r—a

teljesiil. Ezek alapjan

(- (9

. _ pun J@)9(0) = F(@)g(0) + F(@)ola) — f(@)gla) _
T—a Tr—a T—ra g(.]? g(a)(ac — a)
i L @ f@) f@  g@)—g() _ f@gla) - fa)g'(a)
ezag(r)  (z—a)  g(x)gla) (z—a) 9*(a) '



7.2 DIFFERENCIALAS MUVELETI TULAJDONSAGAI 81

7.7. Tétel. Legyen A C R nyilt halmaz, f,g € C'(A,R) és c € R. Ekkor
f+g fg,cf € C'(AR)

teljesiil, vagyis C*(A,R) algebra.

Bizonyitds. Az el6z6 éllitast kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

7.8. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen f,g : R — R. Ha g diffe-
rencidlhatdé az a pontban és f differencidlhato a g(a) pontban, akkor fog differencidlhatsé az a pontban
és

(fog)(a)= f'(g9(a))-g'(a).

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R, a € R olyan, hogy a g fiiggvény differencialhaté az a pontban
és f differencialhato a g(a) pontban. Mivel az f fiiggvény differencidlhaté a g(a) pontban, ezért
g(a) € Int Dom f, tehét

Ve, e RT36; e RTVy e R:
ly—g(a)l <1 — [f(y) — fg(a)) — f'(9(a))(y — g(a))| < e1ly — g(a)l.

Mivel a g fiiggvény differencidlhat6 az a pontan, ezért a € Int Dom g, tehat

Veq e RT35, e RTVz € R :
|z —a|l <da — |g(x) —g(a) — ¢'(a)(z — a)| < ez|z —al.

Tovabbéa a g fiiggvény folytonos is az a pontban, ezért
Vez € RT353 e RTVz e R: |z —al <63 — |g(x) — g(a)] < es.

Legyen &1 € RT rogzitett paraméter. Ekkor a e szdmhoz tartoz6 §; paramétert valasztva €3 para-
méternek kapjuk, hogy létezik olyan d3 € R, hogy minden = € R esetén

[z —al <d3 — [f(g9(x)) — flg(a)) = f'(9(a))(g(z) = g(a))| < e1|g(x) — g(a)-

Az ¢ szdmot valasztva o paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan 6, € RT, hogy minden z € R
esetén
|z —al <d2 = |g(z) — g(a) —g'(a)(z —a)| < &1 |z — al.

Legyen ¢ = min {d3,03}. Ekkor az eddigieket Gsszegezve mondhatjuk, hogy minden z € R szamra,
ha |z —a| < ¢, akkor

[f(g(x)) = f(g(a)) = f'(9(a))(g(x) = g(a))| < e1]g(x) — g(a)l
l9(x) = g(a) — ¢'(a)(z — a)| < 1]z —al.

Ezek alapjan, ha |z — a| < ¢’, akkor

|f(g9(x)) = f(g(a)) = f'(g9(a))g (a)(z — a)| =
If(g(af)) flg(a)) — f'(9(a))(g(z) — g(a))+
f'(g(a))(g(x) = g(a)) = f'(g(a))g’(a)(z — a)| <
< If( () — f(g(a)) — f'(g(a))(g(x) — g(a))| +

g'(a)(z —a)| <
ler|z —af <

+1f'(g(@))] - [(g(=) — g(a)) —
<erlg(e) —gla) + 11 (g(a))
<e(erle—al+1g'(a)l e —al) +[f'(9(a))| €1 |2 —a| =
=e1(er+1g'(@)]+1f (9(a)]) |z - af
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Vagyis barmely € € Rt szamhoz létezik olyan €; € RT, melyre

e1(er+lg' (@)l + 1 (g(a)]) <e

teljesiil, ehhez a &1 szamhoz pedig létezik olyan §’ € R*, hogy minden |z — a| < ¢’ esetén

[f(g9(2)) = f(g(a)) = (f'(9(a)) - g'(a))(9(z) — g(a))| <& |z —al,

ezért a f o g fliggvény derivaltja az a pontban f'(g(a)) - ¢'(a).

7.9. Definicié. Legyen f: R — R differencidlhaté fiiggvény és tegyiik fel, hogy a végtelen torlodasi
pontja a Dom f halmaznak és 1éteznek az alabbi hatarértékek.

a2 lim f' b2 lim (f(z) — ax)
o0 Tr—r 00

Ekkor az x — ax + b fliggvényt az f fliggvény végtelenben vett aszimptotdjinak nevezzik.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben vett aszimptota.

7.3. Hatvanysorok derivalasa

7.10. Tétel. Legyen n € N. Ekkor az f : R — R, f(x) = 2" fiiggvény derivdltja f'(x) = na"~1 és

ag:R\{0} = R, g(x) = 2" figguény deriviltja g'(x) = —naz="". (Vagyis (idg)’ = nidg " és

(idg\py) = —nidglioy-)

(z™)" = na"~!. Ekkor a szorzatfiiggvényre vonatkozo derivalasi szabaly alapjan
($n+1)/ — (x . x")’ =2 2" 4. (xn)/ — "+ ana” 1 = (n + 1)xn.

A fiiggvények hanyadosara vonatkozo derivalasi szabaly alapjan

1\ 0-z"—nz" -1
—n\/ __ _ _ —n—1
(@) = (m”) = o = —nz~ "L

7.11. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugardra R, > 0
teljesiljon. Ekkor a Br,(0) halmazon

teljestil, amit gy is meg lehet fogalmazni, hogy a hatvanysort a konvergenciasugdron belil lehet ta-
gonként derivdlni.

7.12. Tétel. (Elemi fiigguények deriviltja.) exp’ = exp, cos’ = —sin, sin’ = cos, cosh’ = sinh,
sinh” = cosh.

Bizonyitds. Az el6zé allitas alkalmazésa a megfelel hatvanysorokra.
Példaul

(e ) = 2N S @k
' = (Z“)k (2k+1>> -3 () ~ X T e

k=0 k=0
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7.4. Kozépértéktételek

7.13. Tétel. (Rolle-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos fiigguény, mely diffe-
rencidlhato az |a, b intervallumon és melyre f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan & € |a,b[, hogy

f1(€) =o0.

Bizonyitds. A 6.27 Weierstrass-tétel értelmében az f fliggvény valamely «, 8 € [a,b] pontokban
felveszi a minimuméat és maximumét. Ha {«a, 8} = {a,b}, akkor az f fiiggvény allando, vagyis
minden ¢ € Ja, b pontban f'(£) = 0 teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény a minimumat az o pontban veszi fel, melyre « € |a, b[ teljesiil. Mivel
az f fliggvény differencidlhaté az o pontban, ezért

= lim M
Fa) = tim 1B =J@ _ = lim = >0,
ot — Jim (@@
T—a— T — a

ahol felhasznaltuk, hogy minden = € [a, ] esetén f(x) > f(«). A fenti egyenlStlenségekbdl f/(a) =0
adodik.

Teljesen hasonloan bizonyithato, hogy f/(8) = 0, ha azt tessziik fel, hogy az f fiiggvény a maximumat
a  pontban veszi fel, melyre 5 € ]a, b[ teljesiil.

7.14. Tétel. (Cauchy-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f,g : [a,b] = R folytonos fiigguény, mely
differencidlhatd az a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy

(f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).

Bizonyitds. Elég Rolle-tételt alkalmazni a

hifa,b] >Rz (f(0) = f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(z)
fliggvényre.

7.15. Tétel. (Lagrange-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = R folytonos figguény, mely
differencidlhato az )a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy

f) = fla) = (b= a)f'(0).
Bizonyitds. Cauchy-tételt kell alkalmazni a g = idg fiiggvényre.

7.16. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos
fiiggvény, mely differencidlhaté az |a,b| intervallumon. Ekkor

£ (b) = fla)] < < sup If'(fv)|> -|b—al.

z€]a,b
Bizonyitds. A Lagrange-féle kozépérték tétel kdzvetlen kovetkezménye.

7.17. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fiigguény.

1. Ha minden x € I esetén f'(x) =0, akkor [ dllandé az I intervallumon.

2. Az f fiigguény pontosan akkor monoton nové az I intervallumon, ha minden © € I esetén
f'(z) > 0.

3. Ha minden x € I esetén f'(x) > 0, akkor f szigorian monoton névé az I intervallumon.

4. Az f fliggvény pontosan akkor monoton csokkend az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f'(z) <0,

5. Ha minden x € I esetén f'(x) <0, akkor f szigorian monoton csokkend az I intervallumon.
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Bizonyitds. Legyen a,b € I olyan, hogy a < b. A Lagrange-tétel értelmében létezik ¢ € ]a, b[, melyre

f) = fla) = (b—a)f'(c)

teljestil. Ebbdl egyszertien kapjuk az allitasokat.
1. Ha f/ =0, akkor f(b) — f(a) =0.
2. Ha f monoton nové és ¢ € I, akkor az f fliggvény differencidlhatosaga miatt

f'(¢) = lim M = lim M > 0.

T—cC Tr—cC T—c+ Tr —C

Ha f’ > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f monoton novg.
3. Ha f' > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f szigorian monoton nove.
A 4. és 5. pont a fentiekhez hasonlbéan igazolhato.

7.5. Filiggvény inverzének derivalasa

Magyarazat. A kivetkezs tétel segitségével az inverzfiiggvények derivaltjait hatarozhatjuk meg.

7.18. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R olyan differencidlhato figgvény, hogy f'
folytonos és f'(I) C RT wvagy f'(I) C R™. Ekkor f(I) nyilt intervallum, f=1 folytonos, differencidl-
haté és minden b € f(I) pontra

teljesiil.

7.6. Elemi fiiggvények inverzének derivalasa
7.19. Tétel. (Elemi fiigguények inverzének a derivdltja.)

1
1. Minden x € R szdmra log'(x) = ~.
x

. ] . 1
2. Minden x € |—1,1[ esetén arcsin’(z) = \/1?1252
3. Minden x € |—1,1[ esetén arccos’(z) = Niner2
4. Minden x € R esetén arctg(z) = : —l—lxz'

. , 1
5. Minden x € R esetén arsh’(z) = \/fﬂﬂl
6. Minden x € ]1,00[ esetén arch’(z) = Wt
7. Minden x € R esetén arth’(z) = 1771%

Bizonyitds. 1. Legyen x € RT. A 7.18 tételt alkalmazva az f = exp fiiggvényre, azt kapjuk, hogy

1 1 1

1 / = = = —
og () exp’(logz)  exp(logz) =«

teljesiil.
2. Legyen x € |—1,1[. A 7.18 tételt alkalmazva az f = sin fiiggvényre, azt kapjuk, hogy
1 1

./
arcs = =
resin’(z) sin’(arcsinz)  cos(arcsin z)

teljesiil. Mivel
1 = cos?(arcsin z) + sin?(arcsin ) = cos?(arcsin ) 4 22,
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ezért
cos(arcsinz) = /1 — 22.
Abbol, hogy a sin fiiggvény szigortian monoton noévs a }fg, g[ intervallumon kdévetkezik, hogy az
arcsin fiiggvény is szigorian monoton novs, vagyis arcsin’ > 0. Ezek alapjan
1
V1—a?

3. Az arcsin fiiggvénynél bemutatott gondolatmenet alapjan bizonyithato.
4. Legyen x € R. A 7.18 tételt alkalmazva az f = tg fiiggvényre, azt kapjuk, hogy
1 2

arctg’(r) = T2 (arcta 2) = cos” arctg x

arcsin’(z) =

teljestil. Mivel

1 = cos?(arctg ) + sin’(arctg )
1
cos?(arctg x)
1
cos?(arctg x)

=1+ tg?(arctg z)

=1+27

1
ezért arctg’(z) = a2 5. Legyen z € R. A 7.18 tételt alkalmazva az f = sh fiiggvényre, azt
x
kapjuk, hogy
1 1

- sh’(arshz) charshz

arsh’(z)

teljesiil. Mivel minden a € R esetén cha = V1 + sh?a, ezért charshz = 1 + 22, vagyis
1
V1+a?

6-7. A 7.18 tétel és a 6.52 tételben szerepls formuldk segitségével konnyen igazolhato.

arsh’(z) =

7.20. Tétel. A tdbldzatban szerepld f fiiggvényeknek értelmezhetd az f~' inverze a Ran f halmazon
és az f~1 fiigguény értékkészletére és derivdltjdra a tdbldzatban szerepldk teljesiilnek, minden x €
Int Dom f~! elemre.

f Dom f Ranf | f 7t | Domf~t | Ranf~* | (f 71 (x)
+ + 1
exp R R exp log R R —
x
si R [—1,1] | cos | arcsi [—1,1] { T W} !
in - 5 resin - —— = | =
) ) 27 9 /71 —J,‘2
-1
cos R —1,1] | —sin | arccos —-1,1 0,7 _—
~1.1) L | o | =
T 1 T 1
te |R {f ke ‘ k Z} R | — ¢ R }—7,7[ —
& \ 2+ i < cos? | e 272 14 22
1
sh R R ch arsh R R —_—
V1422
1
ch R [1,00[ | sh arch [1,00] Rt
2 —1
1 1
th R ]—171[ CP arth ]—171[ R 17‘%2
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Bizonyitds. Az eddigiek alapjan nyilvanvalo.

7.21. Tétel. (A hatvdinyozds derivdldsa.)
1. Haa € [1,00], akkor az id% figguény derivdltja aidg .
2. Ha a € |—00, 1], akkor az idg\ oy figgvény derivdltja aid]%f{lo}.

Bizonyitds. Legyen a € [1,00[ és f: RT — R az f(x) = z° fiiggvény. Ekkor

1
f'(x) = (exp(alog(x)))” = exp(alog(z))a= = az~"

X
teljesiil a hatvanyozas definicidja, a lancszabéaly és az exponenencialis valamint a logaritmus fiiggvény
derivalasi szabalya alapjan.

7.7. L’Hospital szabaly

7.22. Tétel. (L’Hospital szabdly.) Legyen a,b € RU {oo,—o0}, a < b és f,g : |a,b[ = R olyan
differencidlhatd fiigguény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja, b]).

1. Ha lli)mf = lli)mg € {—00,0,00} és létezik a lli)m§ hatdarérték, akkor létezik a lli)mg hatdrérték

1S €S ,

o f ]

lim = = lim —.

b-—g b= g

!
2. Ha lirff = lirilg € {—00,0,00} és létezik a liIJIrl f—/ hatdrérték, akkor létezik a lirf f hatdrérték
a a a g a
15 €s ,
o
lim = = lim —.
at @ a+ g'
Bizonyitds. Arra az esetre fogjuk bizonyitani, amikor a,b € R, a < b és f,g: |a,b] — R olyan diffe-
rencialhato fliggvény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja,b[), valamint lir+nf = lir+ng € {0,00}. Ennek a bizonyitasnak a
mintdjara igazolhaté a tobbi eset is.
1. Tegyiik fel, hogy lirff = lir+ng =0 és

f/
lim= = A eR.
a+ g'
Megmutatjuk, hogy tetszéleges ¢ € RT esetén létezik olyan § € RT, hogy minden = € Ja,a + |
szamra
(z)

K84 <

teljesiil, ami igazolja a liril S = A hatarértéket. Terjessziik ki az f és g fliggvényt az a pontra is a 0

.y .
értékkel és jelolje f és g ezeket a fliggvényeket. Legyen ¢ € |a, b| tetszleges pont. Ekkor az f és g
fiiggvényre alkalmazva a Cauchy-féle kozépértéktételt az [a, c] intervallumon az adodik, hogy létezik
olyan ¢ € ]a, [, melyre

e ‘
4e3) A <e
akkor az z € ]a,a + ¢ szamokra
0| |re |
Fe GE
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teljesiil.
2. Most tegyiik fel, hogy lirllf = lir+ng = 00 és

!
lim= =A€R.
a+ g/
Megmutatjuk, hogy tetszoleges ¢ € RT esetén létezik olyan § € RT, hogy minden z € Ja,a + 4|
szamra

28 4| <

teljesiil, ami igazolja a lilil f = A hatarértéket.
at g
!
Mivel lil}_l f—l = A, ezért létezik olyan §; € RT, hogy minden z € |a,a + 1| esetén
at g
vagyis minden x € Ja, a + 01| szdmra

f@)
g () A‘ <h

f'(x
g (z)

teljesiil, tehat az — fiiggvény korlatos a Ja, a + d:[ halmazon.

~—

<1+|4]

Mivel lirilf = lirilg = 00, ezért létezik olyan ¢ € |a,a + 01[, hogy minden = € ]a, c] esetén f(x),g(x) >

0. Mégegyszer alkalmazva ezt az elvet, azt kapjuk, hogy létezik olyan d € ]a, ¢[, hogy minden x € ]a, d]
esetén f(x) > f(c) és g(x) > g(c). Vezessiik be a

1— g(c)
T :la,d[ = R x 5(z)
L= 76

fiiggvényt. Legyen z € |a, d| tetszoleges pont. Ekkor az f és g fiiggvényre alkalmazva a Cauchy-féle
kozépértéktételt a [z, ¢] intervallumon, az adodik, hogy létezik olyan & € ]z, ¢[, melyre

fz) = 1) _ ['(§)

9(z) —glc)  g'(§)’

vagyis az

egyenlGség alapjan

1) PO PO, FO
0z~ g P g T @Y
rehat i) 7€) 7€)
'g(z) ‘A‘ <|7© ‘A‘ HFGRRE

/
Legyen ¢ € R™ tetszéleges paraméter. Mivel mf = = A, ezért létezik olyan d; € R*, hogy minden
at g

x € la, a + 2] esetén

| ™

/
Mivel lingr OT(:E) =1és az f—/ korlatos a ]a, d[ halmazon, ezért létezik olyan d3 € RT, hogy minden
r—ra g

x € la, a + 3] esetén

(T(z) — 1)‘ <<

2
teljesiil minden z € |a, d[ szamra. Ekkor a 6 = min {d1, d2, d3} olyan szam, hogy minden z € Ja,a + 4]
szadmra

(z)

L) i<
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7.8. TObbszOros derivaltak

7.23. Definici6. Legyen f : R — R és teljes indukcioval értelmezziik a kovetkezd fiiggvényeket.
Legyen f© 2 f és minden i € N* esetén legyen () 2 (FE-Dy.

— Legyen n € N* és a € R. Az f fiigguény n-szer differencidlhaté az a pontban, ha a € Dom (™).

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté az a € R pontban, ha minden n € N esetén a €
Dom f(") teljesiil.

— Az f fiiggvény n-szer (n € N differencidlhaté, ha Dom f(™) = Dom f.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhatd, ha minden n € N esetén Dom f(") = Dom f tel-
jesiil. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értékid végtelenszer differencialhaté fiiggvények
halmazat C*° (A, R) jeldli.

— Az f fiiggvény n-szer (n € NT) folytonosan differencidlhaté, ha f n-szer differencislhato és
f() folytonos. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értéki n-szer (n € Nt) folytonosan
differencidlhato fiiggvények halmazat C™ (A, R) jeloli.

Megjegyzés. A fenti definicioban minden fiiggvényre értelmeztiik az (f),cn fiiggvénysorozatot,
azonban konnyen lehet, hogy valamely i € N esetén Dom f(?) = () és ekkor természetesen minden
N3 j > i esetén is Dom f() = ().

O

7.24. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhato fligguény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvex, ha f' monoton novd.
2. Az f figguény pontosan akkor konkdv, ha f' monoton csékkend.

Bizonyitds. 1. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R konvex differencidlhaté fiiggvény és
legyen a,b € I, a < b. Megmutatjuk, hogy ekkor f'(a) < f'(b). Minden z € ]a, b] esetén

_ x—ab+b—x
v b—a bfaa’
.. rx—a b—=x . x—a b—uz . . . .
valamint ——, €[0,1] és + = 1. Tehat az f fiiggvény konvexitasa alapjan
b—a'b—a b—a b—a
fla) =1 (E0 4+ 2 00) < 220 50y + 2T pa)
= b—a b—a') = b—a b—a’
Ro6vid szamolassal ebbdl az egyenlGtlenséghdl
f(x) = fla) _ f(b) = fa) _ f(z) = f(b)
T—a - b—a - x—b

adodik, amibdl

Fa) = tim L@ =@y T@ = fe) SO =)

T—a T—a z—a+0 T—a - b—a
o flx)=f) . flx)—fb)
nggio r—0b _:llg}) xr—>b AL

kovetkezik.
Megforditva, legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R olyan differencialhat6 fiiggvény, hogy f’
monoton nové és legyen a, b € I. Megmutatjuk, hogy ekkor minden ¢ € [0, 1] szamra

flta+ (1 =t)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)
teljesiil, vagy masképp, hogy a

g:[0,1] =R t— f(ta+ (1 —t)b) —tf(a) — (1 —¢)f(b)
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fiiggvényre g < 0 teljestil. A g fliggvény a folytonossiga és a [0,1] kompaktsaga miatt felveszi a
maximumét valamely to € [0,1] pontban. Tegyiik fel, hogy g(to) = ¢ > 0. Ekkor a Rolle-tétel
bizonyitasa alapjan ¢’(tp) = 0. Mivel f’ monoton névé és

g'(t) = f'(t(a—b)+b)(a—1b) = fla) + f(b),

ezért, ¢’ is monoton n6vs. Tehat minden z € Jtg, 1] esetén ¢'(z) > 0. A Lagrange-féle kozépértéktételt
alkalmazva a [to, 1] intervallumra, azt kapjuk, hogy létezik olyan z € Jtg, 1[, melyre

g(1) = g(to) = ¢'(2)(1 — to),
azonban ¢g(1)—g(tg) = 0—c < 0és ¢'(2)(1—1tp) > 0. Mivel ellentmondast kaptunk igy a g(tp) = ¢ > 0
feltételezés nem helytélld, vagyis a g fliggvény maximuma nem lehet szigortian pozitiv.

2. A konkév eset a —1 szammal valo szorzéassal visszavezethetd a konvex esetre.

7.25. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R kétszer differencidlhato figgvény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor konvez, ha " > 0.
2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv, ha " < 0.

Bizonyitds. A 7.24 el6z6 4llitas és a 7.17 tétel alapjan nyilvanvalo.

7.26. Tétel. (Silyozott szdmtani és mértani kozép kiézotti egyenldtlenség.) Legyen n € NT és minden
n

i€{l,...,n} esetén x; € RT és a; € [0, 1] olyan, melyre Zak =1 teljesil. Ekkor
k=1

n n
g LTy > H xph.
k=1 k=1

Bizonyitds. Az exponencialis fliggvény konvexitasabol és a Jensen-egyenl6tlenségbdl adodik.

exp (Z ay log xk> < Z ay exp(log zk)

k=1 k=1

7.27. Tétel. (Hélder-egyenlstlenség.) Legyen n € Nt és z;,y; € RS minden i € {1,...,n} esetén,
valamint «, B8 € 10,1[ olyan, hogy o+ 8 = 1. Ekkor

n n

Bizonyitds. Legyen x = Zzz és y = Zyi. Ha 0 < z,y, akkor a stlyozott szdmtani és mértani
i=1 i=1

kozép kozotti egyenlStlenség alapjan minden ¢ € {1,...,n} szamra

G () =)

teljesiil, melyet Osszegezve az i indexre

1 < 1 & 1 &
MﬁZx?yféa;Zwﬁﬂ;Zw:wﬁ:l
i=1 =1 i=1

adodik. Ennek atrendezése a bizonyitandé egyenléStlenség.
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7.28. Tétel. (Minkowski-egyenldtlenség.) Legyen n € Nt és x;,y; € RY minden i € {1,...,n}
esetén, valamint p € [1,00[. Ekkor

(Speewr) < () + ()

Bizonyitds. Legyen n € Nt és x;,y; € R} minden i € {1,...,n} esetén, valamint p € [1,00[. A
Holder-egyenlGtlenség felhasznalésaval

=S @ity T @)+ Y (@i +y)P) T ()P <
i=1 i=1

adodik, aminek az atrendezése a bizonyitandé tétel.

7.9. Taylor-sorfejtés

7.29. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen a,b € R, a < b, n € NT és f : R — R olyan fiiggvény,
melyre [a,b] C Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguvény n-szer folytonosan differencidlhaté az [a,b)
halmazon és (n + 1)-szer differencidlhaté az ]a,b| intervallumon. Ekkor minden p € RT paraméter
esetén létezik olyan & € ]a, b], melyre

F®(a)
K1

(b—a)" + w(b " (b —a)’.

7o) = o

k=0

Bizonyitds. Tetszéleges A € R paraméter esetén definidljuk a

f(k)
g:la,b] = R x— f(b) Z — )k = \b—2)P.

fliggvényt. Ekkor a
n f(k)

b—a)k —A(b—a)?

g(b) =0

egyenlGséghdl latszik, hogy a

B 1 " ) (q
A_(l)—cz)p(f(b)_z k! (b_“)k>

valasztas esetén g(a) = g(b) = 0 teljesiil. Mivel a g fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon és
differencidlhato az intervallum belsejében, valamint g(a) = g(b) = 0, ezért a Rolle-tétel értelmében
létezik olyan & € Ja, b pont, melyre ¢'(£) = 0 teljesiil.

Most meghatarozzuk a ¢’ fiiggvényt.

zn: (f(k) J;)k)l—l-p)\(b—x)p_l =

k=0

—~

=

~
—~
~—
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i (f(k+1 _ x)k . f(kk):'(l') ]{I(b o x)kl) +p>\(b _ l’)p71 _
k=0 :
= z”: ! kH)( z)" + z”: (@) ' — ) 4 pA(b —2)P! =
k=0
n (k1) (k+1)
=—EZi‘HQQ@—@k+§Zi‘gﬁﬁw—xﬁ+pxb—@W4=
k=0 k=0
L@ -y,

Vagyis a ¢'(£) = 0 egyenletbol
I ANC3)

n!

(b—2)" +xp(b— &Pt =0
adodik, amibe beirva A értékét és atrendezve a bizonyitani kivant egyenlGséghez jutunk.
Magyarazat. Kiilon definidljuk a fenti tétel két specidlis esetét.

7.30. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, n € Nt és f : R — R olyan fiiggvény, melyre [a,b] C
Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény n-szer folytonosan differencialhaté az [a,b] halmazon és
(n 4 1)-szer differencialhato az |a, b[ intervallumon.

— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan £ € ]a, b[, melyre

n (k) (g (n+1)
— Z: f k'( )(b—a)k+ f(n—’_l()ﬁ)(b_a)n-&-l

Fr(e)
(n+1)!
— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan £ € ]a, b[, melyre

teljesiil, amibdl a (b — a)" ™! kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezziik.

k) (g (n+1)
fey =3 T ap e E g

Fer(E)
teljesiil, amibdl a 7(17 &)" (b — a) kifejezést Cauchy-féle maradéktagnak nevezzik.
TL

7.31. Definici6. Legyen f : R — R, n € NT és a € Dom f"™. Az f fiigguény a pontbeli n-ed foki
Taylor-polinomgjanak nevezzik a

morR) (g
)Akzof k!( )(xia)k

polinomot. Ha f € C*°(R,R) és a € Dom f, akkor az f fiigguény a pontbeli Taylor-sordnak nevezziik

a
> FK)(q
)ézf k'( )(zia)k
k=0

hatvanysort.

7.32. Definicié. Legyen f : R — R ésa € Int Dom f'. Az f fiiggvény a pontbeli érintdjének nevezziik
a Tfi ., bolinomot, vagyis az érint6 egyenlete

y(x) = f(a) + f'(a)(z — a).
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7.33. Definici6. Legyen f,g : R = R, n € NT és a € Int(Dom f N Dom¢g(™). Azt mondjuk,
hogy az f és g fligguvények az a pontban n-ed rendben érintkeznek, ha minden n > k € N esetén
f®(a) = g*)(a) teljesiil.

7.34. Tétel. Legyen f: R — R, n € N és a € Int Dom f(™ és legyen P, olyan n-ed foki polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fiigguénnyel az a pontban. Ekkor P, = T,{Va.

Bizonyitds. Legyen f : R — R, n € N és a € Int Dom f("), és legyen P, olyan n-ed foku polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fiiggvénnyel az a pontban. Az n = 0 esetben nyilvanval6 az allitas,
ezért tegyik fel, hogy n > 1. Legyen

P,(x) = Zbk(x —a)"
k=0

olyan polinom, mely n-ed rendben érintkezik az f fiiggvénnyel. Teljes indukcioval egyszerten igazol-
hato, hogy minden j € {0,...,n} esetén

Doy =S b B gy
P = Y bt )

teljesiil. Az n-ed rendben val6 érintkezés miatt minden j € {0,...,n} szdmra
9@ = PP = 9@ =t
@) (a)

teljesiil, vagyis b; = %, ezért,
4!

") (g
) =3 LW e -0 = 1) (o).
k=0

7.35. Tétel. (Infinitezimadlis Taylor-formula.) Legyen f:R — R, n € Nt és a € Dom f™. Ekkor

. f(l') B T’r{,a(x)
lim ————— = 0.
T—a |z — al

7.10. LokaAlis szélsGérték jellemzése

7.36. Definici6. Legyen f: R — R ésa € R.

Az f fiiggvénynek lokdlis mazrimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden z €
B, (a) NDom f esetén f(a) < f(x).

Az f fiigguénynek lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha lokilis maximuma vagy lokalis mi-
nimuma van az a pontban.

Az f fiigguénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden
a # x € By(a) N Dom f esetén f(a) > f(x).

Az f fiigguénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik » € R™, hogy minden
a # x € By(a)NDom f esetén f(a) < f(z). f figguénynek szigori lokdlis szélséértéke van az a
pontban, ha szigoru lokalis maximuma vagy szigora lokalis minimuma van az a pontban.

7.37. Tétel. Legyen f : R - R, 1 <n €N, a e Dom f". Tegyiik fel tovibbd, hogy minden i € N,
1 <i<n esetén f(a) =0, valamint £ (a) # 0.
1. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van szigori lokdlis maximuma az a pontban, ha n pdros és
f™(a) < 0.
2. (A)z f fligguénynek pontosan akkor van szigori lokdlis minimuma az a pontban, ha n pdros €és
7 (a) > 0.
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3. Ha n pdratlan, akkor az f fiigguvénynek nincsen lokdlis szélsdértéke az a pontban.

Bizonyitds. Legyen f : R - R, 1 < n € N, a € Dom (") és tegyiik fel, hogy minden i € N,
1 <i<mneseten f(a) =0 teljesiil, valamint (™ (a) # 0. Az 1. pontot igazoljuk, a méasodik pont a
—1 szdmmal valoé szorzassal visszavezethetd az elsére.

Mivel a € Dom f(™) ezért létezik olyan r € R*, hogy Ja —r,a +r[ C Dom f. Az infinitezimalis
Taylor-formula alapjan (7.35 tétel) a

f(aj) _TT{,a(‘r)
pila—r,a+r[—>R x> |z —a|”
0, ha x=a

ha z #a;

fliggvény folytonos, tovdbbé a derivaltakra vonatkozo feltételek miatt

7 (a)

n!

T a(2) = fla) +

(!,C—CL) )

vagyis az x # a esetben
f(@) = fla) [f™(a) (z—a)"

|z — al" n! |z —al|™’

p(x) =

amibdl

n (M) (x—a)
@)~ fla) =l —a - (2 200 ()
kovetkezik.

1. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek szigoru lokélis maximuma van az a pontban. Ekkor létezik
olyan §1, hogy minden x € Ja — §1,a + 01[ \ {a} esetén f(z) < f(a). Legyen § = min{r,é;}. Han
paros, akkor (7.1) képlet alapjan

(n)
@)= @ =l —al" (2 1 pi@)).
vagyis minden x € Ja — §, a + 0[ szamra

f(a)

n!

0> +o() = —nlp(x) > f"(a),

amib6l a lim p(z) = 0 hatarérték miatt 0 > £ (a) adodik, azonban feltettiik, hogy f(™(a) # 0,
T—a

ezért 0 > £ (a).
Ha n paratlan, akkor a lim ¢(z) = 0 hatarérték miatt létezik olyan 6; € R™ paraméter, hogy minden
r—a

x € la — 01, a + 1] esetén

f(a)
o) < |10
Legyen § = min {r, d; }.
(x —a)"

Ha 0 < f("(a) és x € |a,a + §[, akkor a < z, — = 1, tehat a (7.1) képlet alapjan

|z —al

() (g
@)= @ =lo—a" (F b o)) >0

vagyis f(z) > f(a) miatt az f fliggvénynek nem lehet lokalis maximuma az a pontban.
Ha 0> f("(a) és x € Ja — §,al, akkor z < a, (|x—a|)n = —1, tehat a (7.1) képlet alapjan
T—a

() (g
@)= @ =le—al" (-2 1 o)) >0,
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vagyis f(z) > f(a) miatt az f fliggvénynek nem lehet lokalis maximuma az a pontban.
2. Tegyiik fel, hogy n paros és f("(a) < 0. A (7.1) képlet alapjan

) (a
@)= fla) = oo (F o))

A lim p(x) = 0 hatarérték miatt létezik olyan 6; € R*, hogy minden ]Ja — 61,a + 41 esetén

r—a

f"(a)

n!

+ ¢(x) < 0.

Ekkor a § = min {r, §; } szamra teljesiil az, hogy minden = € Jx — 6,z + [\ {a} elemre

(") (g
@)= sy = oo (F 4 o)) <o

vagyis f(2) < f(a).
7.38. Tétel. Legyen f € C*°(R,R), a € R és r € R olyan, hogy B,(a) C Dom f. Tegyiik fel, hogy

1K € RVn € NVz € B,( (’f”) ’<K)

teljesiil, ekkor

(k) (g
:Zf k'( )(gc—a)k Vz € B,(a).
k=0 ’

Bizonyitds. Legyen f € C*°(R,R), a € R és r € RT olyan, hogy B,(a) C Dom f, tovibba legyen
K € R olyan, hogy
Vn € NVz € B, (a) : (‘f(")(x)‘ < K)

teljesiil. Legyen = € B,.(a) rogzitett szam. A Taylor-formula alapjan, minden n € N esetén létezik
olyan y € B,(a), hogy

n (k) (n+1)( K
> I = [E | < A
prd (n+1)! (n+1)!
B K n+1 - 2
Mivel az n +— mr sorozat a nulldhoz tart, ezért
n !
i " f®)(a .
i o) =3 S -] <0

amibdgl kovetkezik a bizonyitandé allités.

7.39. Tétel. Legyen c € R és a,b: N — R olyan sorozat, melyre létezik r € RT szdm, hogy minden

x € B,(0) esetén
= Zakxk = Z bzt = Py(x)
k=0 k=0

teljesil. Ekkor a = b.

Bizonyitds. Legyen n € N. A hatvanysorok n-edik derivaltja

. > k! e k! n n
i )(m)zzak(k‘—n)!xk :Zbk(k—n)!xk :P”( (@)
k=n k=n

Amibdl az x = 0 helyettesités utan a,, = b, adédik. Mivel ez minden n € N esetén teljesiil, ezért
a="b.
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7.40. Tétel. Ha z € |-1,1], akkor

log(1+z) = i (_1)kxk+1.

oo

. —1)k

Bizonyitds. Az E %xk“ hatvanysor konvergenciasugara R = 1, ezért minden = € |—-1,1]
k=0

esetén jol értelmezett az

- (_1)k k+1
() = x
g kgo k+1

fiiggvény. Valamint Dom log = R™ miatt minden x € ]—1, 1] esetén jol értelmezett az

f(z) = log(1 + )

fliggvény. A hatvanysor illetve a logaritmus fiiggvény derivalasi szabély alapjan

Ty
@)= ()"
k=0

Mivel |z| < 1, ezért a geometriai sor 6sszegképlete alapjan (f —g)’ = 0 a]—1, 1] intervallumon. Vagyis
létezik olyan C' € R szam, hogy minden = € |—1,1[ esetén f(x) = C + g(z). Mivel f(0) = ¢g(0) = 0,
ezért C = 0. Vagyis minden x € |—1, 1] szamra f(z) = g(x).

7.11. Binomialis sorfejtés
7.41. Definici6. Legyen z € C és n € N, ekkor
1 ha n=0,

(Z> A n—1 sk
n 11 P ha n#0.
k=0
7.42. Tétel. (Binomidlis-sorfejtés.) Minden o € R és x € |—1, 1] esetén

(1+a)" = i <Z)xk

k=0
Bizonyitds. Legyen f(x) = (14 )% és P(x) = Z <Z> zF. A
k=0
lim (k+1) = lim a—k+1 =1,
k— o0 (z) k—o0 k—1

hatérérték alapjan a hatvanysor konvergenciasugara 1, vagyis minden x € ]—1,1[ esetén a P(x)
hatvanysor konvergens.

P !/
Megmutatjuk, hogy (f) =0. Ez az
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= (1+xz)*! (}i(kJrl)(kil)karg (k(Z) a<2‘)> o a) _
_ (1+x)°“‘1§:1 ((k+1)<ki1) +k(2> —a(i))xk )

egyenlGséghdl kovetkezik, ahol felhasznaltuk, hogy minden o € C és k € N esetén

() +r(h) -a(f) ~o

P
Mivel <f> = 0, ezért létezik olyan ¢ € R konstans, melyre f = ¢P teljesiil a |—1, 1] halmazon.

Tovabba az f(0) = P(0) miatt ¢ = 1, vagyis f = P.
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8. Hatarozatlan integral

8.1. Primitiv fiiggvény és tulajdonsagai

8.1. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R. A differencidlhat6 F' : I — R fliggvényt
az f primitiv figguényének nevezzilk, ha F' = f teljesiil. Az f fiiggvény hatdrozatlan integrdljinak
nevezzik az

{F:I—>R|F =f}

halmazt, melyre az f f vagy f f(x) d z szimbolumot hasznaljuk. Az integrél jel utan allo fiiggvényt
gyakran integrandusnak nevezziik.

8.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R és F : I — R az f barmelyik primitiv
fiigguénye. Ekkor

/f:{F+C|CeR}.

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum, f: I - R és F': I — R az f primitiv fiiggvénye.

Ha G € (F + C| C € R), akkor létezik olyan C' € R, melyre G = F + C. Ekkor G’ = F' = f, vagyis
a G fliggvény is az f primitiviiiggvénye.

Ha G : I — R az f primitiv fiiggvénye, akkor G’ = f, tehat (G — F)' = 0. Ebbdl a 7.17 tétel alapjan
kovetkezik, hogy létezik olyan C' € R, szam, hogy G — F' = C, vagyis G € (F + C| C € R).

Megjegyzés. A fenti tétel nem igaz, ha I nem Osszefiiggs halmaz!

Jelolés. A fenti tétel miatt, ha F az f fliggvény egy primitiv fiiggvénye, akkor az

[r=F+c

rovidebb, de pontatlanabb jelolést is hasznaljuk.

8.3. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan, hogy mindkettdnek létezik
primitiv fiigguénye. Ekkor minden ¢ € R szdmra

Jora=[1+[s & [en=c][s

Bizonyitds. Az F,G : I — R differencidlhato fiiggvényre vonatkozo
(F+G)Y=F +G& (cF) =cF’
derivalasi szabalybol kévetkezik.

8.4. Tétel. (Elemi hatdrozatlan integrdlok.) Legyen a € R\ {—1}. Ekkor az integrandus értelmezési
tartomadnydnak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

/exp =exp+C /sin = —cos+C /cos =sin4+C
1
/;dx:log|x|+0 /sh:ch+C /ch:sh+C’

u ml-&-a C
/x dx_1+a+
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8.2. Integralasi modszerek
8.5. Tétel. (Parcidlis integrdlds.)  Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan,

hogy f és g differencidlhato, valamint az fg' fiigguvénynek létezik primitiv fiigguvénye. Ekkor az f'g
fiigguénynek is létezik primitiv fiigguénye és

[wo =19~ [ )

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum, f, g : I — R pedig olyan, hogy f és g differenciilhato,
valamint az fg’ fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye.
Legyen F € fg— [(fg’). Ekkor

teljestil.

fg_FE/(fg') - (fg—F)=fg — [flg+fd—-F=f — F=[fyg,

vagyis F € [ (f'g), ezért az f'g fiiggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye, valamint

fo- [grc [
teljestil.

Most megmutatjuk, hogy [ (f'g) € fg — [ (fg¢’). Ehhez legyen F € [(f’g). Ekkor a bizonyitando
F e fg— [(fg) kifejezés ekvivalens alakja az alabbi.

fg—Fe€ / (fg')
Ez viszont egyszertien adédik az
(fg—F)=fg+fd—fg=1d
derivalasbol.

8.6. Tétel. (Helyettesitéses integrdlds.) Legyen I,J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan
fiigguény, amelynek létezik primitiv figgvénye és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus. Ekkor az
(fop) : J =R figguénynek létezik primitiv figgvénye és

Jwoor=([1)oe

Bizonyitds. Legyen I,J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan fiiggvény, amelynek létezik primitiv
fliggvénye és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus.

Megmutatjuk, hogy az (f o p)¢’ : J — R fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye. Legyen F € [ f és
legyen G = F o . A kozvetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan

G'=(Fop)¢=(fop) ¢,

vagyis G € [(f op)¢'. A fenti gondolatmenetbél

(/f)wg/(fw)w’
/(foso)so/Q(/f)oso

is kovetkezik.
Most igazoljuk, hogy



8.2 INTEGRALASI MODSZEREK 99

teljesiil. Legyen F € /(f o)y, ami azt jelenti, hogy F' = (f o p)¢’. Azt kell igazolni, hogy

Fop ! € [f, ami ekvivalens azzal, hogy (F o ¢~ !) = f. A fiiggvénykompozicié derivalasara
vonatkozo lancszabéaly és az inverzfliggvény derivaldsara vonatkozd
1
—1y\/ __
(SD ) - 90/ o 9071 .

szabaly felhasznalasaval a bizonyitando
(FOgoil)/ _ (F/Ocp—l) . (@71) —
=(((fep)-¢hop™) g =

egyenlGség adodik.

Megjegyzés. Legyen I, J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan fiiggvény, amelynek létezik primitiv
fliggvénye és legyen ¢ : J — I differencidlhaté homeomorfizmus. Ekkor a fenti képlet az

[ et ® at= [ @) as

az alakban irhato fel az x = ¢(t) helyettesitéssel.

O

8.7. Tétel. (Az elemi fiigguények inverzének az integrdlja.) Az integrandus értelmezési tartomdnyd-
nak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

arcsin(x) dz = zarcsing + /1 — 22+ C x €] —1,1]
arccos(z) dz = zarccosz — /1 — 22+ C x €] —1,1]
arctg(z) dx = warctgz — %log(l +z*) +C zeR
arsh(x) dz=zarshe — /14224 C reR
arch(z) dz =zarchz — /22 —14C x €)1, 00]
arth(z) dm:marthx—i—%log(l—xz)—i—(}' x €] —1,1]

log(z) dx = zlog(zx) —z+C x €]0, 00]

— S S S

Bizonyitds. Mindegyik formula a parcidlis integrélas kovetkezménye.
Az els6 integralt megmutatjuk részletesen. Legyen

f]-1,1] T
g:]-1,1] 2+ arcsinx
p:]-1,1] x> /1 —22.

Ekkor f, g és ¢ differencidlhato fiiggvény, valamint

A

formula felhasznalasaval azt kapjuk, hogy az fg’ fiiggvénynek létezik primitiv fliiggvénye, hiszen

(o) =fd — —pe / (fd).
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A 8.5 parcialis integrélés tétele alapjan az f'g fliggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye és

/(f’g) =f9— / (fg')
teljesiil, ami ebben az esetben az aldbbi egyenlGséget jelenti.
[ucsin@)az = [ fag@)ae = fag@) - [ @)@ az =
=zarcsinz — (—p(z)) + C = zarcsinz + /1 — a2+ C

Magyarazat. A parcialis integralas segitségével szamolhato az alabbi tipusu integral.

polinom polinom

exp, log exp, log

/ sin, cos ) sin, cos
sh, ch sh, ch

8.8. Tétel. Legyen n,m € N. Ekkor az R bdrmely nyilt intervallumdn az

/ sin” cos™

integrdlt az aldbbi mddszerek rekurziv alkalmazdsdval lehet kiszdamolni.
1. Ham =0, akkor

1

2k+1
/sin”x dz =
—/(1—t2)k dt, t=cosx ha n=2k+1(keN).

/(1—cost)k dt, t=2x ha n =2k (keN),

2. Ha n =0, akkor
1

ok+1
/cosma: dx =
/(1—t2)k dt, t=sinz ha m=2k+1 (keN).

/(1+cost)k dt, t=2x ha m=2k (keN),

3. Ha n pdratlan, akkor a t = cosx, ha m pdratlan, akkor a t = sinx helyettesités eqyszerisiti
az integralt.
4. Han és m pdros, valamint n = 2k, m = 21 (k,l € N), akkor

1
2k+i+1

1
W/(SiHQZ t)(1 —cost)* ! qt, t=2x ha n>m.

/(sin% (1 +cost) ™% qt, t=2x ha n<m,
/sin”xcosmm de =

Bizonyitds. A helyettesitéses integralas alapjan egyszertien igazolhato.

8.9. Tétel. Legyen a € R\ {0}, b,c € R ésn e NT.
b
1. Ekkor az R\ {_a} halmaz nyilt intervallumain

1
—log|az + b| + C, han=1;
a

1
/ (azx + b)™ de= 1 . 1
a(l—n) (axz+b)n1

+C, han>1.

teljestil.
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2. Ha b? — 4ac < 0, akkor az R halmazon

1 2 2
T = arctg | —————
/az2+bx+c d Vdac — b2 g(\/4ac—b2

és ha b2 — 4ac > 0 akkor az {x € R| az? + bx + ¢ # 0} halmaz nyilt intervallumain

2ax + b — Vb% — 4ac

+C
2ax + b+ Vb? — 4ac

1 1
-+ — 1
/axQ—i-bx—i—c dr Vb2 — dac o8

teljesiil.
3. Han>1 ésb? —4ac # 0, akkor az {x € R| az? + bx + ¢ # 0} halmazon

/ 1 dz = 20z +b .
(ax? + bx + )™ (1 —n)(b? — 4ac)(ax? + bz + c)n—1

2(2n — 3)a 1
(1 —n)(b? — 4ac) / (ax? 4 bz + ¢)n1 dz.

4. Az {x € R| ax? + bx + ¢ # 0} halmazon

/# dx—ilo ‘agcz—l—bw—i—c‘—i/; dzx
ax? +bxr +c " 2a & 2a | ar?+bxr+c

5. Han>1 ésb? —4ac # 0, akkor az {z € R| az® + bx + ¢ # 0} halmazon

/ i x Qo= bx + 2¢ n
(az? + bx + )™ (n —1)(b% — dac)(ax? + bx 4+ ¢)n1
L (-3 / 1 .
(n—1)(b2 —dac) J (az? + bz + c)n—1 '

Bizonyitds. Derivalassal egyszertien adodik.

8.3. Parcialis tortekre bontas

Magyarazat. A kovetkez$ tétel szerint barmely két polinomnak a hényadosa integralhaté az el6z6
tételben szerepls formulak segitségével. Azt a modszert, ahogy visszavezetjiik a polinomok hanya-
dosat a fenti tételben szerepls integrandusokra parcidlis tértekre bontdsnak nevezik. Mivel a tétel
bizonyitasa bizonyos linearis egyenletrendszerek egyértelmii megoldhatosaganak a vizsgalatarol szol,
és szamos tételt felhasznél a lineéris algebra témakorébdl, ezért nem ismertetjiik.

8.10. Tétel. (Parcidlis tértekre bontds.) Legyen P, (x) egy tetszéleges n-ed foki-, Q.. (x) pedig egy
olyan m-ed foki polinom, melynek a féegyiitthatdja 1.
1. Ha n > m, akkor létezik egyetlen olyan P(x) (n — m)-ed foki- és m-nél kisebb foki P(x)
polinom, hogy B
Pu(z) _ 5 P(z)
= P(x) +
(@) (z)

teljesiil.

2. A Qp, polinomhoz léteznek olyan egyértelmien meghatdrozott (N;)i=1,... k, (Pi»@i)i=1,....1 pdron-
ként kilonbézd valds szamok és szampdrok, valamint (2;)i=1,.. k, (Vi)i=1,...; természetes szdmok,
hogy minden x € R esetén

k l
@nte) = (H(m ' Ai)zj) (H(xQ +pix + qi)m)

i=1 i=1

teljesiil, tovdbbd egyetlen 1 < i < esetén sem létezik valds gydke az x> +p;x+q; polinomnak. Ha
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n < m, akkor egyértelmien léteznek olyan (fij)i=1, . kij=1,...z (Qij,Bij)i=1,.. 1j=1,...v; Vol0s

szdmok, hogy
k oz I v
P, () ~ g ~ T+ B
Qm(z) X::JZ_: (x+ N)I ;Z (22 + pix + q;)7

=1 j=1

P,
teljesil minden x € Dom —— elemre.
m
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9. Hatarozott integral

9.1. A maydnem mindeniitt tulajdonsag

9.1. Definicié. Az R korlatos intervallumainak a halmazat jeldlje

j0 é U {[av b] ’ [CL, b[7 ]a7 b]v ]av b[}a

a,beR
a<b

és az Jg halmazban szerepld intervallumok hossza legyen

Ho : j0 — R+ [a‘v b] ) [CL, b[7 ](1, b]v ]av b['_> b—a.

Jelolés. Adott a,b € R, a < b esetén sokszor fogjuk tekinteni az a és b pontok altal meghatarozott
intervallumokat. Azokban az esetekben, mikor mondanivalonk érvényes az [a, b] ,[a, b, ]a,b] és ]a, b]
intervallumok mindegyikére, az (a, il szimbolummal fogunk élni.

9.2. Tétel. Ha Ay, Ay € Ty olyan halmazok, melyre Ay N Ay # 0 teljesiil, akkor Ay U Ay € Ty és
po(A1 U As) < po(Ar) + po(Az).

Bizonyitds. Legyen A; =y, b1l és As =g, bol.
Ha by = as, akkor az A; N Ay # (0 feltétel miatt A; = aq,b1] és Ay = [ag,bal, tehdt A; U Ay =
a1, bl € Jg, tovabba

po(A1 U Ag) =by —ap =by —az + by —ar = po(Ar) + po(As).
Ha by > ag, akkor A; U Ay = tmin {a;,as},max {by,ba}? € Jg, tovabba
to(A1 U Ag) = max {by, by} — min{ay,as} < by + by —ay — ag = po(A1) + po(A4z),
ahol felhasznéltuk az a; < by és as < by egyenlGtlenséget.

9.3. Definicio. Az A C R halmaz Lebesque nulla mértékid, vagy rovidebben nulla mértékd, ha min-
den € € RT esetén létezik olyan Jg-ban halad6 (A;);en halmazrendszer, hogy

AC DAl és i,u,o(Ai)<€.
=0 1=0

9.4. Tétel. (Nulla mértékd halmazok alaptulajdonsdgas.)
1. Az A C R halmaz pontosan akkor nulla mértékd, ha minden ¢ € RT esetén létezik olyan
Jo-ban halado nyilt halmazokbdl dllé (Ay,)nen halmazrendszer, hogy

AC [j A, és i,uo(An) <e
n=0 n=0

teljesiil.
2. Nulla mértéki halmaz minden részhalmaza nulla mértéki.

3. Ha minden n € N esetén A, C R nulla mértéki, akkor U A, 1s nulla mértéki.
n=0
4. Minden megszdmldalhaté halmaz nulla mértékid.

Bizonyitds. 1. Legyen A C R nulla mértékii halmaz és e € R tetszéleges paraméter. Ekkor létezik
olyan (A,)nen halmazrendszer, hogy minden n € N esetén A,, € J,

PR

A - U An és iMO(An) <
n=0
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teljesiil. Legyen

N,={neN|3c, eR: A, ={c,}}
N, ={n eN| Jan, b, €R: a, <b, N Ay =la,,b,1}.

Ekkor N, NN, = 0 és N, UN, = N. Minden n € N, szamhoz létezik olyan a,,b, € R, hogy
A, =y, by teljesii], ekkor legyen

3a, — b, 3b, —a,
gy |t Y|

Az U,, € 3y halmaz nyilvan nyilt, A, C U, és po(Un) = 2p0(A4,). Minden n € N, szamhoz létezik
olyan ¢, € R, hogy A,, = {c,} teljesiil, ekkor legyen

13 13
U"7}6”78~2"’C"+8~2"['

Az U,, € 7y halmaz nyilvan nyilt, A, C U, és uo(U,) = ﬁ Az igy definialt nyilt halmazokbol
allo (Up,)nen halmazrendszerre
AC U A, C U U, és
n=0 n=0
= €
Do n0(Un) =D po(Un) + Y 1o(Un) <23 po(dn) + Y o <
n=0 neN,. neN, neN,. neN,
e €
< S, c
2%#0(An)+%4 o <27t =e¢

teljestl.

2. A definici6 alapjan nyilvanvalo.

3. Legyen minden n € N esetén A, C R nulla mértékd halmaz és legyen ¢ € RT tetszéleges
paraméter. Mivel az n € N paraméterhez tartozdé A, halmaz nulla mértékd, ezért létezik olyan

(Un,i)ien halmazrendszer, hogy minden ¢ € N esetén Uy, ; € Jo, Ap, C U U, és Z/,LO(Un,i)

< gt
i=0 i=0
Legyen 0 : N — N x N tetsz6leges bijekcié. Ekkor
U A, C U Unz = U Uo(k)a
n=0 n=01i=0 k=0
valamint
o (o) o0 o0 €
ZMO(Ua(k)) = Z Z#O(Un,z’) < Z onil = €
k=0 n=0i=0 n=0

4. Mivel az egy elemi halmaz nulla mértékd, ezért az el6z6 pont alapjan nyilvanvalé.

9.5. Tétel. Legyen a,b € R, a <b. Ekkor az [a,b],][a,b],]a,b],]a,b[ halmazok kézil egyik sem nulla
mértékd.

3a+b a+3b

1 és B = szamokat.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és ehhez definiadljuk az o =

Mivel
[, 8] € [a, 0], [a, 0] ]a, ], ]a, b,

ezért elég igazolni, hogy [«, ] nem nulla mértékd. Indirekt, tegyiik fel, hogy [a, 8] nulla mértékd.
Ekkor a 9.4 tétel alapjan létezik olyan (Up,),en nyilt halmazokbol 4ll6 halmazrendszer, melyre

[, B] € U Up és Zuo(Un) < B;a
n=0
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teljesiil, tovabba feltehetjiik, hogy minden n € N esetén [«, B]|NU,, # (0, hiszen egyébként kihagyhatjuk
az [a, 8] halmaz lefedésébsl. Mivel az [a, §] halmaz kompakt, ezért véges sok nyilt halmazzal is
lefedhetd, vagyis 1étezik N € N, hogy

Ezek utan tekiII\l[tsiik az aldbbi konstrukciot.

— Mivel a € U U,, ezért létezik olyan ro € {0,..., N} szam, melyre a € U,, teljesiil, és legyen
n=0

Lo =U,,.

— Ha mar valamilyen i € N esetén r; és L; definialt, akkor ha 5 < sup L; teljesiil, akkor ne definialjunk

t6bb elemet, ha pedig 8 > sup L;, akkor a

supL; € (U Un> \ <O UTk>

tartalmazas miatt létezik olyan m € {0,..., N} \ {ri|k =0,...,i} elem, melyre sup L; € U,, teljesiil.
Ekkor legyen 741 = m és legyen L;11 = L; UU,,, .

Tegyiik fel, hogy a fenti konstrukciéval M + 1 elemet definidltunk, vagyis ismert az (L;)icqo,... m}
halmazrendszer. A konstrukcié miatt [o, 3] C Ly teljesiil, valamint minden ¢ € {0,...,M —1}
esetén L; N U, , # 0, tehat a 9.2 tétel miatt L,y = L; UU,,,, € Jg és

MO(L’L+1) - ,LLO(LZ U U’l‘i+1) S NO(LZ) + /’LO(UTH»I)

teljesiil. Ebbél az

b —«

2

M 0o
B—a=po(lo, B]) < po(Lnr) <D po(Ur) <D po(Us) <
k=0 k=0

ellentmondés adoédik.

9.6. Definicié. A

3m_1
A 3k+1 3k+2
c=p1u\ U U}3m+173m+1{
meN k=0

halmazt Cantor-halmaznak nevezziik.
9.7. Tétel. (A Cantor-halmaz tulajdonsdgai.) A Cantor-halmaz kompakt és nulla mértéki.

Bizonyitds. 1. A Cantor-halmaz korlatos és zart, tehat kompakt.
2. Definialjuk rekurziv médon a

p P01]) = P(0,1])  J> <;J> U @ + ;J>

leképezéssel és az Iy = [0,1] kezdGelemmel az n +— I, sorozatot, tehat minden n € N esetén
I+1 = p(I,). Ha J € P([0,1]) az Jp halmaz véges sok elemének az unidja, akkor p(I) is ilyen

tulajdonsagi, vagyis mindegyik I,, halmaz véges sok intervallum uniéja. A p definiciéja alapjén min-
n

2 2
den i € N elemre po(Ip41) = g,uo(ln) is teljestil, vagyis po(lo) = 1 miatt po(I,) = (3) . Rovid
szamoléssal igazolhat6, hogy minden i € I esetén C C I, teljesiil, ahol C jeloli a Cantor-halmazt.
n 2 n
Mivel lim (3 = 0, ezért minden ¢ € R szamhoz létezik olyan n € N, melyre (3> < ¢ és ekkor

n— oo

I,, intervallumoknak olyan véges rendszere, melyre

CCUIL, és Z po(J) <e.
Jel,
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9.8. Definicié. Legyen minden = € R esetén p(z) egy-egy igaz vagy hamis formula. Azt mondjuk,
hogy majdnem mindeniitt p(x), ha az {z € R| p(z) hamis} halmaz nulla mértékid. Ezt ugy roviditjiik,
hogy m.m. p.

9.9. Tétel. Ha az f : R — R folytonos figgvényre m.m. f = 0 teljesiil, akkor f = 0.

9.2. A Riemann-integral

9.10. Definicié. Az [a,b] korlatos intervallum felosztdsdin egy olyan (x;)i=o,...n Szdm n-est értiink
melyre o = a, ©, = b és minden 0 < i < n — 1 esetén x; < x;11 teljesiil. Az [a,b] intervallum
felosztasainak a halmazat F1* jeloli, azaz

Flab] _ {xe U}"(n,[a,b])‘ neN\{0,1}, zp=a, xp_1=b, Vie (n—1): z; <xi+1}.

n=2

Azt mondjuk, hogy az = € Flot felosztas finomabb, mint az y € FlY felosztas, ha Rany C Ranz,
melyet az y < x szimbélummal jel6liink.

Magyarazat. Vagyis az « = (xo,...,z,) € F1* felosztas pontosan akkor finomabb, mint az y =
(Yo, - - - s Ym) € FloY felosztas, ha
{yOa"'7ym} g {l‘o,...,xn}

teljesiil és ezt az y < z vagy masképp a (y;)i=o,...m < (Zi)i=0,...,n szimbolummal jeldljiik.

9.11. Definicié. Legyen x = (2;)i=0,..n €8 ¥ = (Yi)i=o0,...m az [a,]] korlatos intervallum egy-egy
felosztasa. Legyen

L={x;|0<i<n}U{y|0<i<m}, k=Ll -1,

és definialjuk a (z;);=0,..r szdmokat az alabbi rekurzidval.
— Legyen zp = a.
— Ha z; ismert és i < k, akkor legyen
ziv1 = min (L \ {z0,...,2i}).
Ekkor a z = (2;)i=0,... 1 felosztast az x és az y felosztds egyesitésének nevezzik és a z = z Uy

szimbolummal jeloljik.

9.12. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és z = (z;)i=0,....n € Flabl egy felosztés.
Ekkor az f figgvény (x;)i=o,...n felosztdshoz tartozo alsé kézelitd dsszege

telzi,xip1

sm<f>énz_§( i F0) (s~ 0.

i=

és felsd kozelitd dsszege

1>

Sa(f)

i ( sup ]f(t)> (Tit1 — 1)
i=0

te€lzi,xit1

Tovabba definidljuk az alsé- és felsd kozelitd Gsszegek értékeinek a halmazdt.

s(f) = {s:(f) € Rl 2 € Floll}
S(f) = {Su(f) €R| z € Flol}

9.13. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figgvény.
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1. Minden x € FloY felosztds esetén s,(f) < S.(f).

2. Ha z jeloli az [a, b] intervallum trividlis folsztdsdt, azaz z = (a,b), akkor minden mds x € FloY)
felosztas esetén s,(f) < sz (f) és Su(f) < S.(f)-

3. Ha az x,y € F1*Y felosztdasra x <y teljesiil, akkor s.(f) < sy(f) €s Sy(f) < Sz(f).

4. Bdrmely x,y € F1*Y felosatdsra s, (f) < Sy(f) teljesiil.

5. Az s(f) halmaz felilrdl korldtos, valamint az S(f) halmaz alulrél korldtos.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, jelolje z a zg = a és z; = b trividlis felosztést
tovabba legyen = = (x;)i=0,...n €8 ¥ = (¥i)i=0,...,m az [a,b] intervallum olyan felosztésa, melyre < y
teljestil.

1. A definici6 alapjan nyilvanvalo.

2. Az s,(f) < s.(f) egyenl6tlenséget

n—1 n—1
self) = 32 (it 0 i =20 2 3 (I, S0 (e ) =

- < inf f(t)> (b—a) =s:(f)

t€la,b]

igazolja, ehhez hasonl6an mutathaté meg, hogy S.(f) < S.(f) teljesiil.

3. Tegyiik fel, hogy az x felosztast oly modon finomitjuk, hogy valamely j € {0,...,n — 1} esetén az
[z, xj4+1] szakasz belsejébdl hozzavesziink még egy c osztopontot. Jeldlje o' az igy kapott felosztast.
Mivel

<inf f(t))(c—xj)+( inf f(t)) (241 — ) >

t€fz;,c] t€lc,xj11]

> <t€[ inf f(t)) ((c =) + (Tj11 — ) = ( inf ]f(t)> (Tj+1 — ;)

5,25 41] t€[xj,xi41

( sup f(t)> (c—zj) + <t€[8up f(t)> (zj41 —¢) <

te[zj,c] c,xj11]

< ( sup f(t)> ((c—z;) + (zj41—0) = < sup }f(ﬂ) (Tj+1 — x5),

te[.'L'j,Jjj+1] te[lj7$j+1

ezért Sy (f) < sur(f) és Sx(f) > Su (f).

Mivel az y felosztast megkaphatjuk az x felosztasbol véges sok 4j osztépont hozzavételével, ezért

sz (f) < sy(f) és Sx(f) > Sy(f) teljesiil.
4. Legyen x, y tetszéleges felosztéasa az [a, b] intervallumnak, és tekintsiik a z = Uy felosztast. Ekkor

z < zésy <z amibdl az el6z6 pont alapjan s,(f) < s.(f) és S.(f) < S,(f) adodik. Mivel az 1.

pont alapjan s, (f) < S,(f), ezért s, (f) < Sy(f).
5. Mivel minden z felosztasra z < z teljesiil, ezért

5:(f) < s(f) < S=(f) < S..(f),
ami igazolja, hogy az s(f) halmaz feliilr6l, az S(f) halmaz pedig alulrél korlatos.

9.14. Definicié. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény
b
— alsd integrdljanak nevezziik a sup s(f) mennyiséget, melynek jele [ f;
b
— felsé integriljanak nevezziik a inf S(f) mennyiséget, melynek jele f f;

b b
b b b b
~ Riemann-integrilhatdé, ha [ f = [ f, ekkor /f vagy /f(x)da: jeloli az [ f = [ f értéket.

Tovabba bevezetjiik az R([a,b],R) jelolést a Riemann-integralhato fiiggvényekre, vagyis

R([a,b],R) 2 {f : [a,b] = R]| f korlatos és Riemann-integralhato} .
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- Ha f € R([a,b] ,R), akkor bevezetjiik a

b

,/f

a

1>

1
b
jelolést.
— Tovabba minden a € R pontra és f : R — R fiiggvényre a € Dom f esetén legyen

]fAO

b a
— Haa,b € R, a < b, valamint f € R([a,b],R), akkor a / fésa / f mennyiséget az f fiiggvény
a b

hatdrozott integrdljanak nevezzik.

9.15. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiigguényre

b 5
[r<]1
a a
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, « = sups(f) és 8 = inf S(f). Azt kell
megmutatni, hogy a < 8. Az allitassal ellentétben tegyiil fel, hogy 8 < a. Ekkor legyen ¢ = o — 5.
Legyen x és y az a felosztds, melyre o — % < sx(f) és Sy(f) < B+ g Mivel a 9.13 tétel szerint
minden z,y felosztas esetén s, (f) < Sy(f), ezért

a5 <5l S8 <P+,

vagyis a — 3 < €, ami lehetetlen, hiszen o« — § = €.

9.3. A Riemann-integralhatésag kritériumai

Magyarazat. Ebben a fejezetben elGszor csak elégséges feltételeket adunk fiiggvények Riemann-
integralhatosagara. A fejezet végén kozelebbrol is megvizsgaljuk a Riemann-integralhatosagra vonat-
koz6 Lebesgue-tételt, mely sziikséges és elégséges feltételt ad korlatos fliggvény Riemann-integrélha-
tosagara.

9.16. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre
feR(a,b],R) — Veec R Az e Flol: S (f) —s,(f) <e.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény.
b

Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R) és legyen ¢ = / f, valamint ¢ € R tetsz6leges paraméter. Ekkor
létezik olyan z,y felosztasa az [a, b] halmaznak, r?lelyre
€

c—i<sz(f) Sy<c—|—2

2

teljestil. Legyen z =z Uy. Mivel < z és y < z, ezért s,(f) < s.(f) és S.(f) < Sy(f), vagyis

-5 <s(D<s()<e
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CSSZ(f)SS?JSCJ’_

ezért c
c—c<S(f)—s.(f)<ec+ - — (c— f) =e.

Ezzel igazoltuk az allitas egyik iranyd kovetkeztetését.
Most tegyiik fel, hogy f olyan fiiggvény, hogy minden ¢ € R™ létezik olyan x felosztds, melyre
Se(f) = s2(f) < € teljesiil. Legyen oo = sup s(f) és § = inf S(f). Megmutatjuk, hogy o = 5. A 9.15
tétel alapjan a < .
Tegyiil fel, hogy a < 5. Ekkor legyen ¢ = 8 — a.. A feltételezésiink alapjan ehhez a € paraméterhez
létezik olyan x felosztés, melyre S, (f) — s.(f) < € teljesiil. Ekkor

B<Se(f) <sua(f)+e<ate,
vagyis a € = f — a < € ellentmondast kapjuk.
Mivel a < 8 és o < 3 lehetetlen, ezért a = 3, ami azt jelenti, hogy f € R([a,b],R).

9.17. Definicié. A korlatos f : [a,b] — R fiiggvény oszcilldcidja

A .
Mme<Eﬁﬁ@>Q£%mﬂ.

Az f fiiggvény x = (z;)i=0,...n € Flatl felosztishoz tartozo oszcilldcids dsszege

n—1

() = D wlfs o, wi0a])(wirs — 22).

=0

Magyarazat. A definici6 alapjan nyilvanvalo, hogy minden korlatos f : [a,b] — R fiiggvény és
x € Flob felosztas esetén

Qo (f) = Se(f) — s2(f)

teljesiil.

9.18. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figgvényre
feR(a,b],R) — VeeR Iz e Floll: Q. (f) <e

Bizonyitds. A 9.16 tétel alapjan nyilvanvalo.

9.19. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figgvény. Ekkor
w(f,la,b]) = sup |[f(u)— f(v)]
w,v€[a,b]
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen H = f([a,b]) és A = {Jx —y|| x,y € H}. Mivel f korlatos, ezért a H halmaz
is korlatos, vagyis létezik az o = sup H és a § = inf H valos szdm. Megmutatjuk az

a—p=supA

egyenldséget, melybdl mar kovetkezik a bizonyitando allitas.
Barmely z,y € H szamra § < z,y < « teljesiil, ezért

f-—a<z—y<a-—p,

vagyis
|z -yl <a—p.
Tehat o — B fels6 korlatja az A halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik kisebb fels§ korlatja az A
halmaznak. Legyen § € R* olyan felsé korlat, melyre § < a — 3 teljesiil. Vezessiik be a pozitiv
—B-=9
€ = % paramétert. Ekkor létezik olyan z,y € H, melyre « — e < z és y < [ + ¢ teljesiil,

vagyis
r—y>a—c—Ff—ec=0>0.

Tehat van olyan x,y € H elem, melyre |x — y| > 4 teljesiil, tehat § nem felss korlatja az A halmaznak.
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9.4. Riemann-integralas alaptulajdonsagai

9.20. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) és ¢ € R esetén f + g,cf, fg € R([a,b],R), vagyis az
R([a,b] ,R) algebra, valamint

/ab(cf)=c/abf /abf+/abg=/ab(f+g)

Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R) és legyen ¢ € R tetszéleges paraméter. Ekkor létezik olyan
x,y € Flotl felosztas, melyre

teljesiil.

b b
[ r-S<stnesin< [ 1+
b

b g g
[o-S<s=so< [ o+3

a

teljesiil. A tovabbiakban felhasznéaljuk, hogy barmely z = (2;)i=o,....n € F [a-8] felosztas esetén

|
-

n

s:(f) +s:(9) = inf  f(t)+ inf g(t) ) (zi41 — 2) <
te[zi,zi+1] te[zi,zi+1]

<.
o

—

3

(te[ inf  (f(¢) + g(t))) (ziy1 — zi) = s:(f +9)

27‘,727‘,4-1]

(]

<.
o

S
—

Sz(f) +Sz(g) -

(]

t€(zi,zi+1] t€[zi,2i41

< sup  f(t)+ sup ]g(t)> (Ziy1 — 2i) 2

<.
o

—

> < sup  (f(t) +9(t))> (zit1 — zi) = Sz(f + 9).

3

te(zi,zit1)

(=)

1=
Legyen z = x Uy, azaz z az « és az y felosztas egyesitése, ekkor az
$2(f) +50(9) < so(f +9) < s:(f +9) < Sa(f +9) < Sy(f +9) < Sy (f) + Sy(9)

egyenl&tlenségek miatt

[+ [o-g<surassiuro<[ 1+ [ o5

vagyis Q. (f + g) < e. Ez pedig a 9.18 tétel alapjan azt jelenti, hogy f + g € R([a,b],R). Tovabba a
fenti egyenlGtlenség alapjan

sups<f+g)s/abf+/abg és infS(f+g>s/abf+/:g

/ab(f+9)=/abf+/abg.

A szammal val6 szorzasra vonatkozo szabaly egyszertien igazolhat6 a definicio alapjén.
Legyen f € R([a,b],R) és K € R olyan szam, melyre minden ¢ € [a, ] esetén |f(t)| < K teljesiil.
Ekkor minden u,v € [a,b] elemre

[F2(w) = (o)) = [f(w) + f)] - |f () = f(v)] < 2K - [f(u) = f(u)].

Vagyis barmely x = (2;)i=0,.. n € Flabl felosztasra a 9.19 tétel alapjan

teljesiil, vagyis

n—1

Q. (f%) = : w(f?, [wi, wig)) - (@ip1 — ) =

7

Il
o
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n

( sup | /2 (u) — fQ(U)|> (T — i) <

i=0 {Iz‘,ziJrl]
n—1

< ( sup  [f(u) — f(v)) 2K - (i1 — 2i) = 2KQ(f)
i—0 \WVE[Ti,Tit1]

1
adodik, ami azt jelenti, hogy f2 € R([a,b],R). Ha g € R([a,b],R), akkor az fg = Z((f+g)2*(f*g)2)
egyenlGség alapjan fg € R([a,b],R) teljesiil.

9.21. Tétel. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korldtos figg-
vény. Az f € R([a,b] ,R) tartalmazds pontosan akkor teljesil, ha f € R([a,c],R) és f € R([c,b],R),

valamint ebben az esetben , ,
[i=]+]s

Bizonyitds. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korlatos
fliggvény.

1. Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € R szamhoz létezik az |[a, c|
intervallumnak olyan z felosztésa, melyre Q. (f) < ¢ teljesiil. Legyen ¢ € R tetsz6leges. Mivel
f € R(la,b] ,R), ezért létezik olyan z’ felosztasa az [a, b] intervallumnak, melyre 2,/ (f) < . Legyen
xo az x’ és az (a, ¢, b) felosztas egyesitése. Ekkor o’ < xq, ezért a 9.13 tétel alapjan

Sm/(f) < Szo(f) és Sx’(f) > Sxo(f)a

vagyis

Quo (f) = Sao (f) = 820 (f) < Sar(f) = 50 (f) = Qur (f) <.
Ha az xp = (z;)i=0,... n, felosztasbol csak azokat az x; pontokat hagyjuk meg, melykere z; < ¢ teljesiil,
akkor az [a, ¢] intervallumnak kapjuk z egy felosztasat, melyre ,(f) < Q.. (f) < € teljesiil.
A fenti gondolatmenethez hasonloan igazolhat6, hogy az f fiiggvény Riemann-integralhato a [, b]
intervallumon is.

2. Tegyiik fel, hogy f € R([a,],R) és f € R([¢,b],R). Legyen o = / fés B = / /- Megmutatjuk,

hogy minden ¢ € RT szamhoz létezik az [a,b] intervallumnak olyan z felosztasa, melyre
b5 <slf) S S <at i+

teljestiil.
b
Ebbdl ugyanis egyrészt Q;(f) < e kovetkezik, vagyis f € R([a,b],R), méasrészt / f = a+p adadik,

ami a bizonyitandd egyenlGség.
Legyen € € RT tetszoleges. Mivel f € R([a,c],R), ezért létezik olyan z; felosztasa az [a, | interval-
lumnak, melyre

o= <sn () <Sa(f) <at

teljesiil és mivel f € R([e,b],R), ezért létezik olyan xo felosztasa a [c,b] intervallumnak, melyre

B_Z<S$2(f)§5x2(f)<ﬁ+i

Legyen x az x1 és xo felosztasok osztopontjainak az egyesitésébdl nyert felosztésa az [a, b] interval-
lumnak. Ekkor a kozelits Osszegek definicioja alapjin

82(f) = 82, (f) + 82, (f) & Su(f) = Sz, (f) + Sy (f)s

vagyis a fenti egyenl6tlenségek Gsszeadasabol
€ €
Oé"‘ﬁ_i < s:(f) < Sz(f) §04+ﬁ+§

adodik.
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9.22. Tétel. Minden a,b € R, a <b szamra C([a,b],R) C R([a,b],R) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és f € C([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € R™
paraméterhez létezik olyan = = (z;)i=o,.. n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < ¢
teljesiil. Legyen ¢ € RT. Mivel f folytonos fiiggvény és [a,b] kompakt halmaz, ezért a 6.33 Heine-
tétel alapjan létezik olyan § € R, hogy minden u,v € [a,b] szamra

€
b—a’

lu—vf<d = [f(u) = f(v)] <

b—a

5 } + 1 és minden k € {0,...,n} esetén legyen

Legyen n = [

k
ack—a—i—g(b—a)7

és jelolje = az (x;)i=o,... n felosztast. Ekkor a 9.19 tétel alapjan

3
|
—_

Q. (f) = 4 w(f, (@i, Tipa]) - (Tig1 —23) =

~
Il
=]

3
—

(]

( sup | f(u) — f(”)|> (Tip1 — @) <

w,VE [T, Tiq1]

<.
(=)

n—1
€ b—a

<
b—a n

= E.

9.23. Tétel. Ha f : [a,b] — R fiigguény monoton, akkor f € R([a,b],R).

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R monoton nové fiiggvény és ¢ € RT tetszdleges paraméter. Meg-
mutatjuk, hogy létezik olyan = = (x;)i=0,... n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < ¢
teljesiil. Ha f(b) = f(a), akkor a fiiggvény &llando, tehat folytonossidga miatt integralhato. Ezért
feltessziik, hogy f(a) < f(b).

Legyen ¢ € RT tetsz6leges paraméter és vegyiink egy olyan © = (z;);—o,... » felosztast, melyre minden
i € {0,...,n—1} esetén x;41 — z; < c teljesiil. (Ilyen felosztés létezik, hiszen ehhez hasonlot
konstrualtunk a 9.22 tétel bizonyitasaban.) Ekkor

n—1
Q. (f) = ( sup f(t)— inf }f(t)) (i1 —xi) <

i—0 \t€[ri,zit1] telzi @it
1

<

3

IN

(f(@iy1) = fzi) - ¢ = c(f(b) — f(a))

Il
o

2(f(b) = f(a))
9.24. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor |f| € R([a,b],R).

teljesiil, vagyis ha ¢ = paraméterhez vélasztjuk meg a felosztast, akkor Q.. (f) < e.

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R) és ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Mivel f € R([a,b],R), ezért
létezik olyan x = (z;)i=0,...n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q. (f) < ¢ teljestil. Mivel
minden «, 5 € R esetén

llaf = [B]] < |a = B,
ezért minden i € {0,...,n — 1} indexre a 9.19 tétel alapjan
w(lfl,[zi,zia]) = sup |[f(@)[=[f@)I < sup  [f(u) = f(v)] = w(/f, [2i, ziga]).
UWE[T;,Tiq1] UVE[T,Ti41]
Ebbél pedig
n—1 n—1
Q1) =Y wlfl, [ wi]) - (@ —2:) <D w(f, [ws2i1]) - (@1 — 23) = Q(f) <e
i=0 i=0

adodik, amibdl |f| € R([a,b],R) kovetkezik.
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9.25. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) figguényre

b
1. ha f >0, akkor [ f > 0;
a

b b
2. ha f>g, akkor [ f > [g;
a a

b

Jf

a

b

8.\ [ <[l

Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R).

1. Ha f > 0, akkor az [a,b] intervallum barmely I felosztésa esetén sy(f), Sr(f) > 0, ezért a kozos
b

hatarértékiikre is f >0 teljesiil.

2. Ha f > g, alkor a h = f — g fiiggvényre h > 0 teljesiil, valamint h a 9.20 tétel értelmében szintén

Riemann-integralhaté és
b b b
[refr- [

b b b
A tétel 1. pontja alapjan / h >0, ezért / > / g-
a a a

b b
3. Mivel f <|f]|, ezért a 2. pont alapjan / f< / |f|. Tovabba a — |f] < f egyenl6tlenség miatt
b b ‘
/ fl < / [f1-

9.5. Newton—Leibniz-tétel

9.26. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f € R([a,b],R) és F € C([a,b],R) olyan fiiggvény,
mely differencidlhatd az |a,b| intervallumon és itt F' = f. Ekkor

b b
—/ | g/ f. Ezek alapjan

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), F € C([a,b],R) legyen olyan fiiggvény, mely differencidlhato
az |a, b intervallumon, és itt F' = f teljesiil ra, valamint tekintsiik az [a, ] intervallum egy tetszo-
leges © = (x;)i=0,...n felosztasat. Minden ¢ € {0,...,n — 1} esetén alkalmazzuk az F fiiggvényre
a Lagrange-féle kozépértéktételt az [x;, z;41] intervallumon. Ekkor azt kapjuk, hogy létezik olyan
¢ € |xi, iy szém, melyre

F(zit1) = F(x:) = F'(ci)(@iy1 — 2i) = flei)(wipr — i)

teljesiil. Ezeket az egyenleteket Gsszeadva

n—1 n—1
> F(aip) = Flzi) = flei)(wipr — i)

1=0 1=0
F) — F(a) = 3 f(e)(@iss — 1)

1=0

adodik. Mivel ¢ € {0,...,n — 1} esetén

inf f() < fle) S sup f(2),

te[zi7wi+1] te[wi,$i+1]
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ezért
n—1 n—1
D) =3 (it 10 i =) < 3 (@) arn —22) =
i=0 s i=0

=

n—

=F(b) — F(a) < Z (te[sup ]f($)> (Tiv1 — xi) = Sz(f)-
i=0 TiyLit1
Tehat minden x felosztasra
sz(f) < F(b) — F(a) < Su(f)

b
teljesiil, amibdl f integralhatosidga miatt / f = F(b) — F(a) kovetkezik.
9.27. Tétel. Ha f : R — R olyan figgvény mely folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon,
akkor ,
f0) = f@)+ [ £,
Bizonyitds. Legyen f: R — R olyan fliggvény mely folytonosan differencialhaté az [a, b] halmazon.

Ekkor f’ folytonos az [a, b] halmazon, tehat f’ € R([a,b],R) és innen mar a 9.26 Newton—Leibniz-tétel
alapjan kovetkezik az &allitas.

9.6. Az integralfiiggvény
9.28. Definicié. Az f € R([a,b],R) fiiggvény integrdlfiggvénye

It :[a,b] = R x»—)/f.

9.29. Tétel. Legyen f € R([a,b],R).
1. Az Iy fiigguény folytonos.
2. Ha f folytonos az xo €]a,b] pontban, akkor Iy differencidlhatd az xo pontban és I} (zo) =

f(zo).
3. Ha f € C([a,b],R), akkor létezik primitiv figguénye.

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), zg € |a,b] és jelolje Iy az f integralfiiggvényét. Mivel f

korldtos, ezért létezik olyan K € R, hogy minden z € [a, b] esetén |f(z)| < K.
1. Legyen z,y € [a,b]. Ekkor a 9.21 tétel alapjan

If(x)ff(y)/axf/ayf/wa,

vagyis felhasznélva a 9.25 tételt
y(z) = I (y)| < K|z —y|
adédik, amibdl az y — x hatéarértékkel kapjuk az
har:n Iy =1,

egyenletet, ami az Iy fliggvény = pontbeli folytonossagat garantalja.
2. Tegyiik fel, hogy f folytonos az xy pontban és legyen ¢ € R™ tetszéleges paraméter. Ekkor az f
fiiggvény xo pontbeli folytonossaga miatt létezik olyan § € RT, melyre

Vz € la,b:|z—xzol <0 — |f(z) — flxo)| <e.
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Tegyiik fel, hogy z € |zg,zo + 0[N [a, b]. Ekkor a 9.21 tétel és a fenti egyenlStlenség alapjan

If(Z)—If(CUO)Z/Zf—/won/zf
(o) =) — ) < [ T F < (Flao) + o)z — 20),

melyek kombinaciéjabol
I -1
f(xo) —e < 15(z) = 15(z0) < f(wo) +¢
zZ— X0
adodik. Vagyis
L 1) = I(ao)
z—x0+0 zZ — X0

= f(zo).
Teljesen hasonléan igazolhato, hogy az x¢ pontban vett bal oldali hatarérték is létezik és értéke f(zo).

Tehat s s

zZ—Xg zZ— X0

= f(zo).

3. Ha f folytonos, akkor a 2. pont alapjan Iy az f egy primitiv fiiggvénye.

9.7. Lebesgue-tétel

9.30. Tétel. (Lebesque-tétel.) Az f : [a,b] — R korldtos figguvény pontosan akkor Riemann-integrdl-
hatd, ha majdnem mindenditt folytonos.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korléatos fiiggvény és legyen K € RT olyan szam, melyre minden
x € [a,b] szamra |f(x)| < K teljesiil.
1. Az, hogy az f fiiggvény nem folytonos az = € [a, b] pontban azt jelenti, hogy

Jee RS eR Iy clab]: |z—y|<d A |f(x)— fy)] >«

1
Mivel minden ¢ € RT szamhoz létezik olyan n € NT, melyre ¢ > — teljesiil, ezért az, hogy az f
n

fiiggvény nem folytonos az x € [a, b] pontban az
1
IneNTVS e R Iy € [a,b]: |z—yl<d A |f(z)— fly)| > —

alakban is felirhat6. Minden n € N esetén legyen

Dn:{me[a,b] ‘ V6> 03y €la,b]: |z —y| <d A |f(x)—f(y)|>71l},

(o]
valamint legyen D = U D,,. Ekkor z € D pontosan akkor teljesiil, ha f nem folytonos az x pontban.
n=1
2. Ha f majdnem mindeniitt folytonos, akkor a D halmaz nulla mértékd, ezért a 9.4 tétel alapjan
minden n € Nt esetén a D,, halmaz is nulla mértékd. Forditva, ha minden n € Nt esetén a D,, halmaz
nulla mértéki, akkor a 9.4 tétel alapjan D is nulla mértékd. Tehat elég az alabbi kovetkeztetéseket
igazolni.

D nulla mértekiic  —  f € R([a,b],R) — Vn € NT: D, nulla mértéki

3/a. Tegyiik fel, hogy a D halmaz nulla mértékid és legyen € € R és ¢’ € R tetsz6leges paraméter.
A 9.4 tétel alapjan létezik olyan (A, )nen nyilt intervallumokbol 4ll6 halmazrendszer, melyre

DC U A, és iuo(An) <é
n=0

neN
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teljesiil. Ha z € [a,b] \ D, akkor az f fiiggvény folytonos az z pontban, vagyis létezik olyan §, € R
szam, hogy
Yy €lz—d:2+0:[N[ab] 0 |f(2) = fly)l <€

teljesil. Ekkor
[a,b] C DU ([a,b]\ D) C (UA) U ]z—dzwéz[
2’ 2
neN z€[a,b]\D

az [a,b] kompakt halmaz egy nyilt halmazokkal valo lefedését adja meg, melybdl kivalaszthato véges
sok, mely szintén lefedi az [a,b] halmazt. Tehat létezik olyan F© C N véges halmaz és véges sok
Z1,-+-y2m € [a,b] \ D pont, melyre

" s, 02,
b] C P — —, % : .
]_(UA,JU(U}% R 2D (9.1)
nekr i=1
teljestl.
3/b. Most elkészitjiik ezen lefedés végpontjai altal meghatarozott felosztast. Ehhez legyen

= <U {iann,supAn}> U (6 {Zi - 6;;21‘ 5; }) U {a, b},

nel i=1

G=g"nlab],

és az alabbi rekurziéval definidljunk egy sorozatot.

— Legyen xg = a és Go = G\ {zo}-

— Ha valamilyen i € N esetén z; és G; méar definialt és z; < b, akkor legyen z;,,1 = ming; és

Git1 = Gi \ {xi11}, ha pedig x; = b, akkor legyen vége a sorozatnak.

Mivel a véges elemszamu G halmazbol valogatunk elemeket igy egy véges hossztsagt « = (x;)i=o,...,
sorozatot kapunk, mely egy felosztésa az [a, b] intervallumnak.
3/c. Az x felosztashoz tartozd oszcillacios Gsszeget két részre bontjuk, az egyikben az intervallumok
hossza kicsi, a masikban az oszcillaciés 6sszeg kicsi. Ehhez definidljuk a

n

le{]E{(),,TL—l}‘ dneF: }Ij,ﬁbj+1[§An}

5, 3.,
JQ—{j€{O,...,n1}\J1| Fe{l,....m}: |z, x4 [ C |2zi — = 2 ! {}

2 2

indexhalmazt. Nyilvan Jy N Jo = 0 és J3 N Jy C {0,...,n—1}. Megmutatjuk, hogy J; U Jo =
{0,...,n — 1} teljesiil. Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik olyan ig € {0,...,n — 1}, melyre
io & Jy és ig ¢ Ja teljesiil. Legyen o = x;, és B = i 1. Mivel a € [a, b] ezért a (9.1) képlet alapjan
az alabbi esetek lehetségesek.
— Létezik olyan n € N, melyre « € A,, teljestil. Ekkor iy ¢ J; miatt sup 4,, < (3, tehat a felosztés
konstrukci6ja miatt az [, 5] intervallumban sup A, is szerepelne osztopontként.

8,
— Létezik olyan ¢ € {1,...,m}, melyre o € }zz 5 [ teljesiil. Ekkor ig ¢ Jo miatt

2

Zi

zi + % < f3, tehat az [a, 8] intervallumban lenne még egy osztopont, z; + 5 a konstrukcié

miatt.

Tehat mindkét esetben ellentmondast kapunk, igy J; U Jo = {0,...,n — 1}.
3/d. Az I felosztashoz tartozoé oszcillacios Osszeget két részben szamoljuk ki.

wy = Z w(f, [@i, xig1]) - (Tig1 — Z 2K - (zi41 —2;3) < 2K Z to(A

i€y i€Jy neF

<2KZMO <2K€
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wy = Z w(f, [xi, xig1]) - (Tip1 — ) < Z 2e" (wip1 — ;) <

i€Ja i€Ja
< 28/ Z($i+1 — .Z’IL') < 26/(6 — (l)
i€Jo

Ezek alapjén

n—1

Q.(f) = w(f, [T, wiv1]) - (Tig1 — 23) = w1 +we < 2Ke' +2(b—a)e’ = 2(K +b—a)e’.

i=0

Vagyis a tetszélegesen valasztott ¢ paraméterhez legyen ¢’ = W Ebbdl az &’ paraméterbsl
—a

kapott x felosztasra Q. (f) < ¢ fog teljesiilni, vagyis f € R([a,b],R).
4. Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R) és legyen n € Nt és ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Legyen

x = (2;)i=o0,...,m Olyan felosztasa az [a, ] intervallumnak, melyre Q,(f) < £ teljesiil, tovabbé nézziik
meg, hogy a D,, halmaz az osztopontok mely intervalluméaba metsz bele, ehhez definialjuk a

J:{ZG{O,,m71}| Dnﬁ]xz,xz_;_l[#@}

indexhalmazt. Ha i € J, akkor létezik olyan xg € |z;, z;11[, melyre ¢ € D, is teljesiil. A D,, halmaz
definicioja alapjan ekkor létezik olyan z € Jz;, x;1[, melyre

1
F (o) = F(2)] > =
teljesiil. Ebbdl viszont a 9.19 tétel alapjan
W i) >
s [y L1 n

kovetkezik. Felirva az = felosztashoz tartozo oszcillacios Gsszeget

—

—>0u() = 3wl i) - (o @) 2

7=
1
> Zw(ﬁ [mumi-s—l]) : (l’i+1 - Iz) > ﬁ Z(xi+1 — xl)
ieJ eJ
adodik, amibél pedig
Z('ri+1 — Z‘i) < €.
=
Mivel
m
Dy C (U {xi}> U J i il
i=0 ieJ

ezért a D, halmaz lefedhets véges sok, tetszélegesen kicsi Gsszhossziisdgu intervallumokkal, vagyis
nulla mértékd.

9.8. Improprius integral

9.31. Definicié. (Improprius integrdl.)
— Legyen f : [a,00[— R olyan fliggvény, hogy minden z €la, co| esetén f € R([a,z],R) teljesiil.
Ha a

x

lim [ f
Tr—r00
a
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hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja
az [a, o] intervallumon és erre a

/féhm f
Tr—r00
a a

jelolést hasznaljuk; ha a hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy az
I fiigguény improprius integrdlja divergens az [a, oo[ intervallumon.
- Ha f:] — 00, a]— R olyan fiiggvény, hogy minden x €] — o0, af esetén f € R([x,a],R) teljesiil és

a
a

lim f
r—r—00
x

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fliggvény improprius integrdlja
a ] — 00,al] intervallumon, és erre a

a

/fé lim [ f
r——00

xT

jelolést hasznaljuk.
— Legyen f : [a,b]— R olyan fiiggvény, hogy minden x €]a,b[ esetén f € R([a,z],R) teljesiil. Ha

a x
i
xﬂl/f

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja
az [a, b[ intervallumon, melyre a
b T
/félm{/f
T—b—
jelolést hasznaljuk.
— Legyen f :]a,b] — R olyan fiiggvény, hogy minden = €]a, b[ esetén f € R([x,b],R) teljesiil. Ha

a
b
lim
r—a+ f
x

hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integrdlja

az |a, b] intervallumon, melyre a
b b
A
/f :c—1>rcrll+/f
a x

jelolést hasznaljuk.

1
9.32. Tétel. Legyen a € R, o € R és tekintsiik az f : RT — RT, f(x) = — fiigguényt.
xa

1. Az f fiigguény pontosan akkor impropriusan integrilhaté az [a, oo intervallumon, ha o > 1

és ebben az esetben © 1 )
/a z do= a*(a—-1)

2. Az f fiigguény pontosan akkor impropriusan integrdlhatd az )0, al] intervallumon, ha a <1 és
ebben az esetben

Bizonyitds. A 9.26 Newton—Leibniz-formula alapjan roévid szamoléssal igazolhato.
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10. Fiiggelék

10.1. Az elemi fliggvények grafikonjai

arcsin
/
sin //
—
N,
N
7
N L~
arccos
\
cos
N ™~
N,
4 ‘\
7 \
NS

tg

arctg
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exp

~]

sh

arsh
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ch

L

arch

arth

th /

10.2. Tizedestortek

Magyarazat. Megszoktuk, hogy a valos szamokat (esetleg végtelen) tizedestort alakban lehet felirni,

most ennek adjuk meg a preciz matematikai bizonyitasat.
10.1. Tétel. Legyen x € R és N € N\ {0,1}. Ertelmezziik az

) [N"z] — [N""'z] - N, ha n > 0;
a(z) : N =N n»—>{ 2], ha "0

sorozatot. Ekkor
1. minden n € Nt esetén a(x), € {0,1,...,N — 1};

(o)
2. a Z % sor konvergens;

n=0 N
g " a(z) _[N™a]
' k=0 SN
C~—a@)n
4. x = Z N teljesiil;
n=0

5. végtelen sok n természetes szimra a(zx), < N —1;
6. legyen b: N — {0,1,..., N — 1} tetszdleges sorozat; pontosan akkor teljesil az

ZNn _ZO ]\fv)zn’

egyenléség, ha a(x) =
szdmra a(x), = by, a(zx
ésb,=N—1.

b vagy létezik olyan ny € N természetes szam, hogy minden n < ng
Yng = bny + 1, valamint minden n > ng természetes szamra a(x), = 0
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Bizonyitds. Legyen z € R és N € N\ {0,1}.
1. Legyen n € N* tetszoleges és legyen y = N"~1x. Ekkor

[N"2] — [N""Fz] - N = [N([y] + {y})] = (W] + {}] N = N[y} + [N {g}] - [y] N = [N {g}],
vagyis a(x),, egész szam, tovabba a(z), < N — 1, hiszen ellenkez6 esetben {y} > 1 teljesiilne.

2. A Z a](vin)” sort majoralja a Z
n=1

n=1
3. Az a(x) sorozat definicioja alapjan n szerinti teljes indukcioval egyszeriien adodik.
n
4. Minden n € N esetén legyen a,, = Z ag\f]zk
k=0

N"z = [N"z] + {N"z}

sor, mely konvergens.

. Felhasznalva, hogy minden n € N esetén

és az el6zd pont eredményét

N"z —{N"z} . {N"x}
N© o N©

Qy =

adodik, amibél pedig
1
J— n < —_
o~ an| <
kovetkezik. Vagyis lim o = .
5. Tegyiik fel, hogy csak véges sok n természetes szamra teljesiil az a(z),, < N — 1 egyenl6tlenség.

Ekkor létezik olyan ng € N, hogy minden n > ng természetes szamra a(x), = N — 1. Tehat az

o0

Z N_lz(N—l) 1 . 1 _ 1

’ +1 17_ 1
n=ng+1 N Nmo 1 N Nro
egyenlség miatt
= a(@)n| = N-1 1
= Z N» | Z N» — Nno
n=0 n=no+1

teljesiil, ami ellentmond a 4. bizonyitdsdban szerepld

1
Nn®

-y

ng
n=0

egyenl&tlenségnek.
6. Legyen b: N — {0,1,..., N — 1} olyan sorozat, melyre

buy | = ba _al@)n, | & ala)
Nno + Z m = Nno + Z N
n=ng+1 n=no+1
melynek atrendezésébsl
a(@)ng = bng | _ = a()n —bn = la(z)n — by — N-1 1
Nno - Z Nn < Z Nn < Z N» — Nno
n=no+1 n=no+1 n=no+1

adodik, vagyis |a(x)n, — bn,| = 1. Ha a(x),, = bn, + 1, akkor a fenti egyenlGtlenségben csak ugy
lehet egyenl@ség, ha minden n > ng esetén

la(x), — by = N — 1.
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Tovabba a két sor dsszege csak akkor egyezhet meg, ha b, > a(z),,. Tekintettel arra, hogy b,,, a(zx),, €
{0,1,..., N — 1} ezért csak az a(z), = 0 és b, = N — 1 megoldasa van a fenti egyenl6tlenségnek.
A b, = a(x)n, + 1 esetben a fentihez hasonlé érveléssel azt kapnank, hogy minden n > ng szamra
a(x), = N —1 és by = 0. Ekkor viszont

’I’Lofl 71

a(x a(x)n  a(®)p, +1
Ik I

Nn Nno
n=0 n=ng+1 n=0

adodik, vagyis az a(x) sorozat definicidja alapjan a,, + 1 = a,,, ami ellentmondas, tehat a b,, =
a(Z)n, + 1 eset nem valésulhat meg.

Forditva, ha a(x) = b, akkor a két sor Osszege nyilvan megegyezik. Ha létezik olyan ng € N, hogy
minden n < ng szamra a(z), = by, a(z)n, = bn, + 1 és minden n > ng természetes szamra a(x ) =0
és b, = N — 1, akkor

i a(x)n _ = a(z), ’“’z‘:l ae)n | by +1
Nn Nn Nn Nno
n=0 n=0 n=0
és
00 no—1 00
by, a(x), b, N—-1
Z n o Z N7© + Nno + Z N7 -
n=0 n=0 n=no+1
no—1
a(x)n  bp, 1 1
- Z N7© Nno+(N_1) Nno+1 1_L:
n=0 N
’ﬂofl

vagyis a két sor Osszege megegyezik.
10.2. Definicié. Legyen 2 € R, N € N\ {0, 1}, és tekintsiik az

) [N"z] — [N""'z] - N, ha, n > 0;
a(z) :N—= N n»—){ o], ha om0

sorozatot. Ekkor legyen

af@)o,alzha(e).. 2 Y0 WD,

n=0
melyet az x szdm N alapi szdmrendszer vett felirasanak neveziink.

Magyarazat. A mindennapi életben az N = 10 valasztassal eliink és ekkor az x € R szam tizedes-
jegyeirdl beszéliink. Tovabba a fenti allitashol kovetkezik példaul az

1,9999 ... =2
egyenldség, vagyis a tobb olyan tizedesjegy-sorozat 1étezhet, mely ugyan azt a valés szamot hatarozza
meg.
10.3. Tétel. |R| = |P(N)|
Bizonyitds. Mivel a valos szamok a racionalis szamok bizonyos részhalmazai (Dedekind-szeletei),

ezért létezik j : R — P(Q) injektiv leképezés, vagyis |R| < P(Q). Mivel |Q| = |N|, ezért |R| < |P(N)|.
Most a P(N) < |R| formulat igazoljuk. Definialjuk az alabbi fiiggvényeket.

RSO O (ES F S

F(N,{0,1}) = R s»—)Zlok
Ro6vid szamolassal igazolhato, hogy a ¢ fiiggvény bijekcid, valamint a p fiiggvény a 10.1 allitas alapjan

injektiv. Tehét p o ¢ : P(N) — R injektiv leképezés, vagyis |P(N)| < |R|.
Tehat |P(N)| < |R| < [P(N)|, vagyis az 1.58 Schroder—Bernstein-tétel alapjan |R| = [P(N)].
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10.3. Valés szamok szogfiiggvényei

10.4. Tétel. A sin és cos figgvény [0, f] intervallumon valo ismerete elegendd bdarmely valds szam

szinuszanak €és koszinuszdnak a meghatdrozdsdhoz.

Bizonyitds. Legyen x € R tetsz6leges valos szam. A sin és cos fliggvény 27 szerinti periodicitasa
miatt az

'=x 27 [i}

=z o

szamra sinz = sinx’ és cosx = cos ' teljesiil, valamint 0 < 2’ < 27. Ekkor az 5.39 addiciés formulak
és a 6.42 nevezetes szogek szogfiiggvényei alapjan

sina’, ha 0<2' < g;
cos(x'—g), ha gga:’<7r;
sinx = . , , 3T
—sin(z' —7), ha w<ux <5
3 3
—cos(a' =L , ha 1§x’<27r,
2 2
valamint .
cos’, ha 0<2a' < 5
—sin(m'—%), ha %Sx’<7r;
= 3
cos e —cos(z' —7), ha 7r§x’<?7r;
3 3
sin(m’—;>, ha %Sx'<27r
adodik.

10.5. Tétel. A cos fiigguény [O, g[ intervallumon vald ismerete elegendd barmely valds szam szinu-

szanak és koszinuszdnak a meghatdrozdsdhoz.
. L, . . m L, T 0 3 3 PP ..
Bizonyitds. Minden x € [O, 3 [ esetén 57 € [0, 5 [, tovabbé az addiciés tétel alapjan
ina = cos (3 -z
sinx =cos (= —x]).
2
Ezért ha ismerjiik a koszinusz fiiggvényt a {O, g [ halmazon, akkor itt a szinusz fiiggvény értékeit is

ismerjiik, vagyis a 10.4 tétel alapjan minden valés szam szogfiiggvényét ismerjiik.

10.6. Tétel. Ha = € [0, 7], akkor

. T 1—cosx T 14 cosx
sin- =4/—F— € cos;=4/—F7.
2 2 2 2

Bizonyitds. Ha x € [0, 7], akkor a cos fiiggvényre vonatkozé 5.39 addicios formula alapjan

2 X .
B 2T T 2(005 5)—1,

COS & = COS sin = o
2 2 172(8111 5)

Mivel g € [O, g] és ekkor sinx, cosx > 0, ezért a fenti egyenletek atrendezésébdl adodik az allitas.

7r_1+\/5 T V5—5

10.7. Tétel. COSg = sin — =

4 5 2V2
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. . , 1 5 L Lo . / .
Bizonyitds. Elég a cosg = +2\[ formulét igazolni, hiszen sm% = 4/1 — cos? g Megmutatjuk,
V5 —1

méar adodik az allitas.

2
hogy 2 cos ?ﬂ = , ugyanis ebbdl mar a félszogek szoggfiiggvényeirdl sz6l6 10.6 tétel alapjan

. 2m 2
Legyen = = ¢ % es q = 2cos % Ekkor az 5.31 Euler-tétel alapjan

1 2m
T+ — =2cos — =g,
x 5

valamint 2° = 1, vagyis

5 z’ —1 2 3 4
0=2>—-1= 1:1+x+x +x° 4+ 2",
T —

1
Tehat elég az 1 + o + 22 + 2° + 2* = 0 egyenletet kell megoldani az ¢ = x + — valtozoéra nézve. Ez
x

viszont egyszerd a

1 1 1\2 1
0=$2(332+x+1+1:+x2>:x2<<x+x> +<m+x)—1>:x2(q2+q—l)

atalakitasok, valamint a g > 0 feltétel miatt,

q771+\/1+47\/571
N 2 2

180
10.8. Definicié. Az x € R szam fokban kifejezett értéke x —— és a fokra utaldé © szimbolumot irjuk
™

mellé. (PL z = % esetén z = 30°.)
10.9. Tétel.

sin3® = (V3+1) 7\/ﬁ_‘/§—<\/§—1) V55

16 3
cony® = (VB4 1) VIR (vg ) VIO

™

Bizonyitds. Legyen a = T s B = —. Ekkor a« = 36° és B = 30°. Az « és a [ szogfiiggvényeit

ismerjiik a 10.7 és a 6.42 tételbdl. Az 5.39 addicios formula alapjan

cos(a— ) =cos(a) cos() +sin(a) sin(5) = 1 +4\/5 . ? 4+ 52\_/5\/5 é: v3 (\/85—’— D + V2 58_ \/5

o — . ) . ) )
A félszogekre vonatkozé 10.6 tétel segitségével az = 3 ° szinusza és koszinusza éppen a tételben

leirt értéket adja.
Kiegészités. Ennek alapjan meghatarozhato a k - 3° alaka szamok szinusza és koszinusza, ahol
k € Z. (S6t, a szogfelezésre vonatkozo tétel felhasznalasaval tetszoleges k € Z és n € N esetén a

on -3 ° szogfiiggvényei is kiszamolhatok explicit alakban.) Az aldbbiakban a kifejezések szimmetridja

szerinti elrendezésben szerepelnek a szdgek koszinuszai.

3 1
{00500:1 cos30°=§ cos45° = COSGO°=§ cos90° =0

Sl
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cos15°:1+7\/g cos36c’:1+\/5 (:05180:5;\/5
2v2 4 2V2
cos75°:ﬂ cos72°:ﬂ (30554025;\/5
2v2 4 2V2
o V5=V5 1456 o VB5+VE  —1+5
cos9° = + cos27° = +
4 42 4 42
. 5+4v5 1-+/5 . V5 -5 1445
cos63° = + cos81° = — +
4 442 4 4v2
2V -1 V5 — 1
cos12° =3 5+\/5+ V5 cos24° =3 5 \/5+ + V5
42 8 42 8
2V 1-— V5 — -1-
cos48° = /3 5+\/5+ V5 cos84° =3 > \/5+ V5
42 8 42 8
545 ~1++/5 5-5 1+5
cos42° = +3 cos6° = +3
42 8 42 8
5+5 1—+5 5—5 1+5
cos78° = +3 c0s66° = —~—L- 4 /3
42 8 42 8
o (1+VB)V5+VE | (-14V3)(-1+V5) o _ (F14VB)V5-vE | (1+V3)(1+V5)
cos3° = S + 53 cos21° = % + 53
o (14VE)V5+vE | (14v3)(14+V5) o (1+VAVE—VE | (—1+v3)(1+V5)
cos33° = S + 53 cos39° = 3 + 53
o (m1+V3)V5+vE  (—1+V3)(—1+V5) o (1=VB)V5-v5 | (-1+V3)(1+V5)
cosH7° = 3 + 53 cosbHl® = 3 + 572
o (1=VB)V5+vE | (14+V3)(-14+V5E) o (1+VB)V5—vE | (1-v3)(1+V5)
cos87° = 3 + o) cos69° = 3 + 53 5
10.10. Tétel.

1
cosf?m\/\/ﬁ+15+\/342\E7+\/68+12\E72(3+m) \/34 — 2V17

Bizonyitds. Elég 2 cos T ertéket meghatédrozni, ugyanis ebbdsl mar a félszogek szogfiiggvényeirsl

sz0l6 10.6 tétel alapjan mar adodik az allitas.

2 2
Legyen x = exp <i 17;> és g = 2cos 1—7; Ekkor az 5.31 Euler-tétel alapjan
n 1 9 27
T+ —=2cos— =
x 17 ¢
valamint 2'7 = 1, vagyis
17 al’—1 C k
0==z 1= 1 - Z x
k=0
Tehat az
16 8
Soatoat Y 0t
k=0 k=—8
atalakitas miatt elég az
8
ap = =0
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1
egyenletet megoldani az ¢ = x + — valtozoéra nézve.
x

A 17 Fermat-prim, ugyanis n = 2 esetén 17 = 2(2") 41, Legyen p = 17 és valasszunk egy olyan g € N

szamot, melyre
p—1

g2z =—-1 modp

teljesiil. A tovabbiakban a g = 3 vélasztéassal éliink. Az i € {1,2,3} esetben definialjuk az alabbi
polinomot.

(2n—i)-1 i
a; = : Z x<gk(2 ))
k=0
Az 2'7 = 1 felhasznalasaval az aldbbi polinomokat kapjuk.
aq =z 84+t 42+ o+ 2+t + 48
Q9 :x*4+x*1 +:c+x4
ag = x4z

A hattérben meghtiz6d6 mélyebb okok részletezése nélkiil megemlitjiik, léteznek olyan (i, B2, B3 po-
linomok és ay, as, as, by, bs, bs € R paraméterek, melyekre

2

oy = a0y + brag + fr
2

ap = ag05 + baaian + B
2

oy = agaz + brasasz + B3

teljesiil, ahol 51 € R, [y kifejezhet6 az «; polinommal és f3 kifejezhets az «aq,as polinommal.
Valéban, szamoléssal ellenérizhets, hogy

1 1
CXOZZOZ%—FZOQ—l
aozfoz§+oz1a2+1

o = 202 — 2ap03 + (a0 — ay + az — 3).
Tehat az g = 0 miatt az els6 egyenlet alapjan

VIT—1
——

a1 =

Ekkor a masodik

V17T -1
a%—Tag—lzo

V17— 1+ V34— 217
1 .

Ezek utan a harmadik egyenlet megoldhaté az ag valtozéra nézve, ami a keresett g érték.

egyenlet miatt

Qo =

Megjegyzés. A fenti bizonyitasban bemutatott médon lehet meghatarozni cos% és cos 6575’:37
értéket,.

O

10.4. Jensen-tétel kévetkezményei

10.11. Tétel. (Jensen-egyenldtlenség) Legyen f : [a,b] — R konvez fiiggvény, n € N, x; € [a,b] és
w; € RT mindeni=1,...,n esetén. Ekkor

Zwif(xi) sz%
i=1

> f i=1

n

n
D wi D
i=1 i=1

teljesiil.



128 10 FUGGELEK

n
Bizonyitds. A 6.2 Jensen-egyenlGtlenség alkalmazésa az 1, . .., x, pontokra és a S = Zwi jelolés
i=1
w1 Wn
mellett az —, ..., — sulyokra.
S g Y

10.12. Tétel. (Silyozott hatvinykiézép.) Legyen n € N, z; € RY és w; € RT mindeni=1,...,n
esetén, és minden r € R\ {0} paraméterre

I

n
g wixy
i=1

a(r) = | ——
> wi
i=1

Ekkor az

alr)  ha r#£0,

lim a(r) ha r=0,
r—0

fR—=R rl—>{

fiigguény monoton névd.

Bizonyitds. Legyen n € N, valamint minden i = 1,...,n esetén x; € Rt és w; € R tetszole-
n

. .1 2 .. . . 2 w

ges paraméter. Az S = E w; jelolés mellett vezessiik be minden ¢ = 1,...,n esetén az a; = gl

i=1
paramétereket, valamint minden r € R\ {0} esetén legyen

a(r) = <Z awf)

=

n
Ekkor nyilvan Z a; = 1.
i=1
A L’Hospital-szabaly alkalmazaséval kapjuk meg a lir% a(r) hatarértéket.
r—

1
. : g A 1 & A\ . d & V)
}1_% a(r) = ll_l’)% (2_; aixi> = }1_r>r(1)exp (r -log <§_; aixi>) = exp }1_% (drlOg <Z aixi>> =

=1

1 s J—
= exp ;5% —_— Zaixf logz; =exp | -—— Zai logz; | =

E G,il‘;d i=1 E a; =1
i=1

i=1
n n

= exp (Z a; log xl> = H x
i=1 i=1

Vagyis a siilyozott hatvanykozép hatarértéke a 0 pontban a silyozott geometriai kdzép.
Legyen 1,72 € R olyan melyre 0 < r; < ry teljesiil és tekintsiik az
r2

f:RT =R Tz

fiiggvényt. Ekkor minden z € R esetén

Fra)="2. ( _1> 225

1

teljesiil, vagyis f konvex fliggvény. A Jensen-egyenlGtlenség alapjan ekkor

f (Z Clﬂ?) < Zaif(xfl)
i=1 i=1
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Az ry < re < 0 esetben az f fliggvény konkavitasat kihasznélva hasonlo szamoléassal adodik az
a(r1) < a(ry) egyenl6tlenseg.
Azt kell még igazolni, hogy minden r; < 0 és 72 > 0 esetén

n
a(r)) < fo’ < a(rg).
i=1

Ehhez elég felirni a stlyozott szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget az (2),_,

1 n
szamokra

T

illetve hasonlé6 médon az (z;'),_,  szamokra.

[RRRE}

Megjegyzés. Az el6z6 tételt az w; = 1, 1 < ¢ < n paraméterekre alkalmazva az f(—1) < f(0) < f(1)
Osszefiiggés adja a harmonikus-szdmtani-mértani koézép kozotti egyenlGtlenséget.

n

n1§
2

i=1

10.5. Wallis- és Stirling-formula
10.13. Tétel. (Wallis-formula.)

2

1 4 2k
lim — =
i el g = v
Bizonyitds. Tekintsiik az

3
a:N—> Rt n»—>/ sin"zdzx
0

™
sorozatot. Ekkor elemi szamolas alapjan ag = — és a; = 1 nyilvan teljesiil, tovabb4 minden n € N
esetén a parcialis integralas szabalyéat felhasznalva

™ ™

5 5
Apao :/ sing -sin"zdz = [—cos:c~sin”+1x]02 —|—(n+1)/ cos?z-sin"xdz =
0 0
™

=(n+ 1)/2 (1 —sin®z) -sin"zdz = (n+ 1)(an — anio)
0
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1
adodik, vagyis minden n € N esetén a, 42 = %an. Ennek a segitségével teljes indukciéval egysze-
n
riden igazolhat6, hogy minden n € N esetén

I (2n)! 7 o a _4A™(n!)?
T ()2 2 T 2 1)

teljesiil. Szintén teljes indukcioval adodik az allitasban szerepls formulara a
ﬁ 2k 4m(n)?  ow
2k -1 o 2n)! 2a9,

feliras, tehat a bizonyitandé formula ekvivalens a

lim

T
n—00 2\/ﬁa2n o \/TT

hatarértékkel, amihez elég megmutatni, hogy

. 2
nlgrolo 4dnas, =7
teljestiil.

Mivel miden n € N esetén )
T

m+1 2’

tovabba az a sorozat monoton fogyé, ezért minden n € Nt szamra,

a2n,02n+1 =

1 s 2 < 1 T
C— = Qonant1 < G, < Ao(n—1)02(n— = .=
mt1 2 2n02n+1 2 2n=1)82(n-1)+1 = 57 " 5
teljesiil, amibdl az
4n 7T<4 < 4n T
i na D
n+1 2= T oap—1 2

egyenlGtlenség alapjan
lim 4na, =
n—oo

adédik, amivel igazoltuk az allitassal ekvivalens a 202 hatarértéket.

10.14. Tétel. (Stirling-formula.)

|
lim — - =1

n—oo (ﬂ) on
€

Valamint n € N\ {0, 1} esetén a faktoridlisra érvényes a

n\" 1 1 3n—2 n\" n
2 ( ) - . <nl <2 (7) B L—
™M\e) &P (12n T2 T 2 1)3) smEvamy) P\ 12m 1)z

becslés.

Bizonyitds. Definidljuk az alabbi fiiggvényt.
z? 23
g:[0,1] =R z»—>log(1+x)—x+?—§
A:]-1,00] = R, z — log(1+4=z) fiiggvény 0 pont koriili harmadfoka Taylor-kozelitése alapjan minden
x € ]0,1] esetén létezik olyan ¢ € [0, z] paraméter, melyre

2?2 s 6 1,

logl+a)=o— 2 +2 -2 . =
oglta)=e—5+5 -Gy o°
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teljesiil, vagyis

6 1,
g(z) = T TR
amibdl kovetkezik, hogy minden z € [0, 1] esetén
4
0>g(x) > —%.

Tekintsiik a

|
a:NT - R n — log nin
(ﬁ(ﬁ))

sorozatot, amit n € N esetén az

n—1

1
ay = Zlogk—i— ilogn—n(logn— 1)
k=1

alakban is felirhatunk. Teljes indukci6val egyszertien igazolhat, hogy minden b : Nt — R sorozatra

n—1 n—1 n—1
> k(bggr —be) = (n— Dby — Y b és > (bryr — bp) = by — by,
k=1 k=1 k=1
ezt alkalmazva a by = log k sorozatra
n—1 n—1 n—1
Z k(log(k+1) —logk) = (n—1)logn — Z log k és Z(log(k +1) —logk) =logn
k=1 k=1 k=1
adodik. Ezért
n—1 1
a, = Zlogk + ilogn —n(logn —1) =
k=1
n—1
1
=(n—1)logn — Z k(log(k + 1) —logk) + B logn —nlogn+n =
k=1
1 n—1
=3 logn — Z k(log(k+ 1) —logk) +n =
k=1
n—1 n—1
1
= —5 ) _(log(k+1) — logk) — > k(log(k+1) —logk) +n =

=
=

k=1

3
—_

:n—k:1 (k—i—;) log (14—;).
Az a sorozat ezen alakjat kifejezhetjiik a g fiiggvény segitségével.
— 1 1y 1 11
=n=3 (k+g) (o(5) * 5zt aim) =

k+1 1 +1+L+i —
"L 2 )9\ %k 12k2 " 6k3 )

171711 1nfl1 n—1 1 1
1‘u;w‘6;m‘z<’”z>g(k>

k=1

—
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n—1 n—1
1 1 . e 1 1 ;
Az nw kZ::l = és az n kz:; = sorozatnak létezik hatarértéke. A zk: <k + ) g (k) sor abszolut
konvergens, ugyanis

oo

D

k=1

1 1 > 1\ 1 1 131
- _ < I _ _ _
<k+2>g<k>’;<k+2>k4 Zk3+22k4<oo

teljesiil, ezért konvergens is. Vagyis az a sorozat konvergens. Legyen A = lima. Mivel a sorozat
minden részsorozata konvergens ugyan azzal a hatarértékkel ezért lim aq, = A is teljesiil, és ezek

n—oo
alapjan
) (n!)22 ( )2 n
a n n
A 1 o n(2) B .1 A"(nh)® L 2k
o = i =l G = V2l TE e = Vel TE I g = Ve

\/%( 2n )2" k=1

1
ahol felhasznaltuk a Wallis-formulat. Tehat A = 3 log(27), amibsl

|
Vor = lim e = lim — b

n—oo n—o00 \/ﬁ (% ) n
kovetkezik. Tovabbé

n n
n! :ea"\/ﬁ(ﬁ) :eaan_eA\/,E<ﬁ> =
e €

~Vam (2)' A SR NE o (TR A
—veamniy) P 122452 624~ 2 )9\ %k
k=1 k=1 k=1
m—1 m—1 m—1
1 11 1 1 1
%5&(1‘12 R DI DY ’“+2)9<k)>>:
k=1 k=1 k=1
ny\”" 11 11 > 1 1
v (2 e (s L+ 2 (5o
™ exp 12;k2+6;k3+;(+2>g<k>>
teljesiil. A
o) oo 1 o)
/nxzdﬂfﬁk_nmﬁ/nlx?dx
/” qr<S L </°° L4
—dx < < —dx
a3 k:nk:’) s
1 [~ 1 1 > 1 1 > 1 1 bl 1
_- 4+ qz< —— (k+2)< k+ = Z) < k+=)o0=
et X (brg) < X (ke g)o (i) < X (ke 3)0=0

becslések alapjan

n\" 1 1 3n—2 n\"m n
2 (7> — - <nl < V2 (7) S
mie) <P <12n T T 24 1)3> =M= VATE) P\ 12m - 1)2

teljesiil.
10.15. Tétel. Legyen
a:NT - R n»—)Zf—logn.

Ekkor az a sorozat monoton fogyd, minden n € NT elemre

L
9 T gp =M=

teljesil, valamint az a sorozat konvergens.
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Bizonyitds. Ahhoz hogy az

Axnl
a:Nt - R nHan:;Eflogn.

sorozat monoton csékkenéség igazoljuk, azt kell megmutatnunk, hogy minden n € NT esetén a, >

an+1- Ezt ekvivalens 1épésekkel atalakitva

n n+1

1 1
Z —logn > Z% —log(n+1)
k=1 k=1

1
“logn > —— —1 1
ogn > og(n+1)

1 1
NEOE
n n+1
1
(n+1)log <1+> >1
n
1 n+1
log (1—1—) >1
n
1 n+1
(1—0—) >e
n
1 n+1 1 m
<1+> > lim <1+>
n m— oo m

adodik. Tehat elég azt igazolni, hogy minden m,n € N esetén

1 m 1 n+1
() =(5)
m n

1 1\ !
Ehhez tekintsiikk az a1 = -+ = a,, = 1+ — ésaby = -+ = b1 = (1 + ) szamokra felirt
m n

szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget.

\/<1+1)’" (+1)" m+ )+t 1+ mrien
m n

IN

1

() ()
1+—) (1+-
m n
1 m 1 n+1
(5) =(+3)
m n

Mivel a; = 1 és a monoton csékkend, ezért minden n € Nt esetén a,, < 1.
Az also becsléshez minden n € N\ {0, 1} esetén tekintiik az

noq n—1 k+1 1
1 = - = st
ogn /1 xdx Z/k xdx

k=1

1
atalakitast. Mivel az f: Rt — R, z — — fiiggvény konvex, ezért minden k € {1,
minden z € [k, k+ 1] szdmra at =k + 1 — z € [0, 1] paraméter mellett

Jk+Q—t)(k+1) <tf(k)+Q—t)f(k+1)
st

m+n+1 m+n+1:

...,n—1} esetén
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teljestil, vagyis

k+1 k+1

1 1 1/1 1

Sde < (k41— S (T
/,c xdm*/k Rk Hl-ode 2<k+k+1>

Ezek alapjan minden n € N\ {0, 1} szamra

n—1 n—1 n n—1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 < — = — — — - = — — —
oen Z2(k+k+1) 52k ta k=2 s o
k=1 k=1 k=2 k=2
ezért .
"1 "1 &1 1 1 1 1
f— —_— < - - - — = — -
an j ~lom > k > E 2 2 2" on
k=1 k=1 k=2
10.16. Definici6é. A
AL |
aalte:=3 (; Rl ”>

szamot Euler—Mascheroni-féle dllanddénak nevezziik.

Kiegészités. Még nem ismert, hogy ~ raciondlis szam-e.

10.6. A gamma fiiggvény
10.17. Tétel. Minden x € Rt esetén az

oo
/ta:—l e—t dt
0

improprius integrdl konvergens.

Bizonyitds. Legyen x € RT.
Az x =1 esetben egyszerd szamoléssal igazolhaté az improprius integral konvergenciéja.
Ha z € ]0, 1], akkor megmutatjuk, hogy az

1 e’}
/tﬂ’—l e tdt és /tx—l e tdt
0 1

improprius integral konvergens, tehat ezek Gsszege is konvergens.
Tekintsiik az

1
1:0,1] - R aH/tm’le*tdt

integralfiiggvenyt. Az I fiiggvény monoton cstkkend és a minden a € |0, 1] paraméterre érvényes
1 a
1 x 1
I(a) :/t“le*tdtg /tm’ldt: Lz
x x T x
a 1

becslés miatt feliilrél korlatos is, ezért létezik a lin% I(a) hatarérték, vagyis az els6 integral is konver-
gens. o
Tekintsiik az

I:[l,00[—R aH/tiile*tdt
1
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integralfiiggvényt. Az I fliggvény monoton névé és a minden a € [1, 00| paraméterre érvényes

a a

I(a) :/twfle*tdtg /e*tdt:e’l—e’a <e !

1 1

becslés miatt felilr6l korlatos is, ezért létezik a lim I(a) hatarérték, vagyis a méasodik integrél is
a— o0

konvergens.
Ha x € ]1,00[, akkor az a = = — 1 paraméter pozitiv. Legyen n = [a] + 1. A L’Hospital-szabalyt
n-szer alkalmazva kapjuk a

tn

hatarértéket, ami alapjan létezik olyan ¢y € |1, oo[, hogy minden ¢ € ]tg, co[ szdmra
tn
<1
es
Ekkor minden ¢y < t paraméterre

Nl

e t=c¢

[T

0<t*™ let<tret<e
teljesiil. Tekintsiik az

I:[tg,00] =R al—)/tw_le_tdt
to

integralfiiggvényt. Az I fiiggvény monoton névé és a minden a € [tg, co| paraméterre érvényes
a
I(a) §/e’%dt:272e’% <2
to

becslés miatt feliilrsl korlatos is, ezért létezik a lim I(a) hatarérték. Vagyis az

a— o0
to o]
/tf—le—fdt+/tf—1e—tdt
0 to

o0

Osszeg létezik, ami nem més mint /tIil e ! dt.
0

10.18. Definicié. A

IRt >R w—)/t“:_le_tdt
0
fliggvényt Euler-féle gamma-fligguénynek nevezziik.

10.19. Tétel. (Az Euler-féle gamma-fiiggvény és a faktoridlis kapcsolata.)
1. T(1) =1
2. Minden x € RT esetén I'(z 4+ 1) = 2T'(z).
3. Minden n € N esetén n! =I'(n+ 1) teljesil.

a— o0 a—r 00

Bizonyitds. 1. T'(1) = /e—tdt = lim [—e™']) = lim —e “+1=1.
0

2. Minden z € RT esetén parcilis integrallassal szdmolva

(oo} oo

F(x):/t“le*tdt:/rtz*le*tdt:

0 0
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= lim [ttt — /t (z— 1)t 2et —¢" e ") qt =
0
=—(z— 1)/t$—1e—tdt+/ﬂe—tdt
0 0

adodik, vagyis
INz)=—(z—1)T'(z)+T(zx+1).

3. Az els6 két allitas segitségével n szerinti teljes indukcidval igazolhato.

10.7. Az analitikus szamelmélet par tétele
10.20. Tétel. Legyen n € Nt és

1
faniR=R z— —a™(1-x)"
n!
: ; , 1
1. Minden n € N és x €]0,1[ esetén 0 < fp,(x) <

2. Minden n € Nt eskeNesetenf(k)() (k) ()GZ

Bizonyitds. Minden n € NT esetén tekintsiik az

1
ot R=R oz —a"(1—a)"
n!

fugg\/ellyt. IIa T € (),1 5 akkOI

nyilvan teljestil.

Legyen m, k € N tetsz6leges. Ekkor a k paraméter szerinti teljes indukcioval egyszertien igazolhato,

hogy a idg’ : R — R (idg'(z) = 2™) fliggvényre
(i)™ (@) = { (m —#)!

teljestil. Ezért

vagyis
—ha 0 <k < n, akkor

tehat f)(0) =0 € 7;
—ha n <k < 2n, akkor

)

Z —1)" (n+1)! ik

(n—1) 'Z' (n+i—k)!
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G s (ntk—m! (DR e k)
£ o (e Rl ey sy T ey s GO <k )

amibsl | F ™ 7 miatt £ (0) € Z kovetkezik
—_— n Vi zik;
k—n) (2n—k)!

— ha 2n < k, akkor £ () =0, tehat f¥)(0) =0 € Z.
Tehat minden n € Nt és k € N esetén f(¥)(0) € Z, tovabba minden 2 € R szamra f,(z) = f,(1 — )
érvényes, ezért minden n € NT és k € N esetén f,(Lk)(l) € Z.

10.21. Tétel. A 72 szdm irraciondlis.

Bizonyitds. Minden n € NT esetén legyen

1
foniR=R z— —a™(1-x)"
nl
Tegyiik fel, hogy létezik olyan a,b € Nt par melyre 7% = % teljesiil. Minden n € NT esetén definialjuk

az
n

Fo:R=R 2= b (—1)Fr? 2k (29 ()
k=0
fiiggvényt. A 10.20 allitas alapjan F,,(0), F},(1) € Z, valamint minden n € NT és z € R esetén

(71)kﬂ,2n72kf7(12k+2) (l‘) +n Z(il)kﬂ,2n72k+2f722k) (l’) _
k=0

_(_1)k7r2n—2k+2fT(L2k) (CC) +pn Z(_l)kﬂ_Zn—Zk+2fT(L2k) (SL‘) —

= k=0

O (—1)" 20 22 (2) + bR f () = " f ()

NE

F!(z) +n°F,(z) = b"

I

(=N

3
3 =
+ 1
= O

=
—_

teljesiil, ugyanis f,, egy 2n fokszamu polinom, ezért fT(LQn+2) =0.

Legyen minden n € NT esetén
on :R—=R  xw— F(z)sin(rz) — 7F,(z) cos(nz).
Mivel minden z € R szamra
@l (x) = F!(x)sin(nz) + 7 F (x) cos(nx) — nF),(x) cos(nx) + n*F, (x) sin(rx) = a" 72 f,(x) sin(nz),

ezért,
a”w/o fo(@) sin(rz) dz = % (on(1) = on(0)) = Fo(1) + Fa(0) € Z.

Valamint a 10.20 allitasban szereplé becslés alapjan

wa”

1
0< a”w/ fn(@)sin(rz) do < —-
0 n:

teljesiil. Mivel a 4.35 &allitas miatt lim g = 0, ezért létezik olyan N € N, hogy minden n € N,
n—oo nl
N < n szadmra
ma” <1
5"

nl
1

Ekkor viszont barmely n € N; N < n esetén a”w/ fn(z)sin(mz) dz olyan egész szam lenne, mely
0

1
a ]O, 3 [ intervallumban helyezkedik el, ezzel ellentmondést kaptunk.
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10.22. Tétel. Legyen n,a,b € Nt, a = % és
(z—a)* (a® = (z — a)Q)n_l

n:R—>R > 3l
g “ (n—1)!

1. Minden pdratlan k € N szam esetén gflk (a) = 0.
2. Minden pdros k € N esetén gék)(a) cZ.
3. Minden pdros k € N esetén gflk)(()) €Z.

Bizonyitds. Legyen n,a,b € Nt, o = — és

e

(x — a)?n (a2 —(x — cu)Q)Tk1

gn:R—=R b3t

(n—1)!
A binomialis kifejtési tétel alapjan a g, fiiggvény a
£y (=1 An—20—2721+1— 21
gn(@) =D i—mien—1-np®  ° e )

l=n

alakban is felirhat6. Tehat a 10.20 tétel bizonyitasdban részletezett derivalasi szabély alapjan minden
k € N esetén

2n—1 n 20)! _
g(k)(x) — nz: (—1)1 gAn—2-2p20+1-n (21(—)k)'($ — a)Ql k7 ha k< 2
= (- miEn—1-Dt 0, ha k> 2.

1. A fenti felirdsbol rogton adodik, hogy minden paratlan k& € N szamra g,(lk)(a) = 0 teljestil.
2. Legyen k € N tetsz6leges péaros szam, amit irjunk fel k¥ = 2m alakban.
Ha m > 2n — 1, akkor minden = € R esetén g>™ (x) = 0, vagyis g&k)(a) =0€Z.

Ha m < 2n — 1, akkor

2n—1

—_1)l—n |
R () — (-1) 4n—21-221+1-n (20)! g2l-2m
g (@) ; (—n)l2n—1-1)" (21 — 2m)! '
Tehéat ha m < n, akkor ggk)(a) =0€eZ.
Han <m <2n—1, akkor
k) () — (=pm=—r An—2m—2p2m+1-n (2m)! 1
9 (@) (m—n)!(2n — 1 —m)! 1 '

Mivel 0 < 4n —2m —2 és 0 < 2m 4+ 1 —n, ezért a*?—2m—2 p2m+1—" c N. Tehat csak azt kell igazolni,
(2m)!

hogy m—m)i(2n —1=m)! € Z. Ez viszont a
(2m)! _(2n—1 (2m)! m!
(m—-n)!l(2n—1—-m)! m (2n—1) (m—mn)!
— ! !
felbontasbol latszik, hiszen 2n—1 , (2m)! , ™ e N
m (2n—1)" (m—n)!

3. Legyen k € N tetszéleges paros szam, amit irjunk fel a k = 2m alakban. A g, fiiggvény a

2" Ya — bx)?"(2a — bx)"
(n—1)!

gn(z) =

alakjabol vilagos, hogy egy 4n — 2 fokszami polinom, amit fel lehet irni a

-1 3n—1 3n—1

T) = cxl:# e
9n(®) = G ) ; T =) ; :
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formaban, ahol cg, ..., c3,_1 € Z. Ebbdl

3n—1 (n—1+1) n—1+1—2m

2m
IR n_l,ZCz (n—=1+1-2m)!
0, ha 2m>n—-1+1

ha 2m<n-—1+41;

adodik.
Vagyis ha m > 2n — 1, akkor minden x € R esetén g( m)( ) =0, ezért g,(?m)(O) =0€Z.
(2m

Ham < - , akkor gn, )(O) = 0 € Z szintén teljesiil.
Ha n= <m < 2n — 1, akkor
1 (n—14+2m—n+1)! (2m)!
(2m) () = 1= S liblAN
gn (O) (n — 1)!02m—n+1 1 Com—n+1 (n — 1)|

ami a n — 1 < 2m egyenl6tlenség miatt egész szam.

10.23. Tétel. Ha z € Q\ {0}, akkor e® irraciondlis.

Bizonyitds. A minden z € R szamra érvényes e”* = o Osszefliggés miatt elég minden Q N0, oo

szamra igazolni az allitast.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy o = % és e = 2 teljesiil, ahol a,b,c,d € NT.

Minden n € N* esetén legyen

(x—a)* (a? = (z - 04)2)"_1

fan:R=-R  z—p"!

(n—1)!
Minden n € N* esetén definidljuk az
2n—1
Fo:R=R z Y fOP9(2)
k=0
fiiggvényt. Ekkor minden n € NT és z € R esetén
2n—1 2n—1 2n—1 2n

F, ( ) F// Z (2k Z (2k+2 Z fr(LZk)( ) Zf(Zk)( )
k=0 k=1
—f ( ) - fr(f")(x):fn(x)

teljesiil, ugyanis f, egy 4n — 2 fokszamu polinom, ezért £i*™ = 0.
Legyen minden n € NT esetén

n:R—>R  x— F,(z)ch(z) — F}(z)sh(x).
Mivel minden x € R szamra
(@) = F,,(z) ch(z) + Fo(z) sh(z) — F)/(z) sh(z) — F (z) ch(z) = fn(2)sh(),
ezért,

/Oa fu(@)sh(z) dz = gn(a) = ©a(0) = Fy(a) ch(a) - F} (o) sh(a) — F;,(0).

A 10.22 alapjan F) (a) = 0 és F,,(a), F,,(0) € Z. Tovabba az e* = 2 feltevés miatt cha = 2 alak,
q
ahol p = ¢® + d?, g = 2cd, vagyis p,q € NT. Ezért

Zy = q/oa fu(z)sh(z) dz e Z
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teljesiil minden n € NT esetén. Mivel minden 0 < z < « szamra 0 < f,(z),sh(z), ezért 0 < Z,,,
valamint minden 0 < x < o szdmra

4

(5)" !
(n—1)V

3n_1a2n(a2)n—1
fn(z)sh(z) <b W

sha = a?sh(a)

ezért .
()"
(n—1)"

Z, < a*ash(a)

ﬁ n—1
Mivel a 4.35 allitds miatt lim E 5) ol = 0, ezért létezik olyan NV € N, hogy minden n € N, N <n
n—oo (1 — 1)!

szamra .
()"

(n—1)!

a’ash(a)

1
Ekkor viszont barmely n € N, N < n esetén Z,, olyan egész szdm lenne, melyre 0 < Z,, < 3 teljesiilne.

10.24. Tétel. Minden n € N esetén eldlje P,, az n szamndl kisebb primszimok halmazdt. Ekkor
1
Z — > loglogn — 2.
PEPn
Bizonyitds. Teljes indukcioval igazolhat6, hogy minden n € NT esetén
Sl
5 =
= k n

teljesiil, ebbdl viszont

adodik. .
Ha x € [O, 2} , akkor a 7.40 tétel alapjan

1 1 = ¥
1 - —1 —_— = _—
1 T %1 () ;k
1
teljesiil, aminél felhasznalva, hogy « 5
ok 2 >k 2 © _k+3 2 oo (1\k+1
T x x x x x 9 (3)
—_— = _— _—= — < —_— =
DTt T ety ) g set g et
k=1 k=3 k=0 k=0
x % & 2 2P 9
BERECI 4;_() STty st
1 . 1 )
adédik, vagyis minden x € |0, 3 esetén
1 2
log <zx+x°
1—=x

1
Legyen n € N, n > 2. Ekkor az f,g:[1,n+ 1] = R, f(z) = ~

n—1 1 1
g= Z RS + T X[k k1]
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fiiggvényekre minden x € [1,n + 1] esetén f(x) < g(x) teljesiil, ezért

n+1 n+1
/ IS / g-
1 1

n+1 1 n+1
[ r=togali —tognr 1) e [ g
1 1

Mivel

3

=

és a log fliggvény monoton csokkend, ezért minden n € N, n > 2 szamra
1
logn < —

teljesiil.
Legyen n € N olyan, hogy n > 3. Minden p primszam esetén legyen u,(n) az az egyértelmtien
meghatarozott egész szdm, melyre

p/‘p(")_l S T < p/‘p(")

teljesiil. Definidljuk az
1
ok

Hp (1)
— p

OERIDS
PEPn

k

(=)

szamot. A szamelmélet alaptétele szerint minden pozitiv természetes szam egyértelmien felbonthato
primszamok szorzatara. Ezért az

1 1 1 1 1 1
A, = <1++...+#(n)> . <1++.‘.+“(n)> <1++.“+/t(n)>
D1 i D2 Py"? Dk P
szorzatban minden z alakt szam el6fordul k& € {1,...,n} esetén. Ezért
I — 1 A "1 -
|t | LIRS LSt
PEPn P pEP, k=0 k=1

aminek a logaritmusat véve

Z %4- Z l%> Zloglilzloglogx.

PEPn PEPn PEPn P

Ebbdl adodik a bizonyitandé egyenlGtlenség.

10.25. Definicié. Az z € R szamot algebrai szdmnak neveziink, ha létezik olyan egész egyiitthatos,
nem nulladfoki polinom, melynek x gyoke. A nem algebrai szamokat transzcendens szamoknak
nevezziik.

Megjegyzés.

10.26. Tétel. (Az algebrai szamok alaptulajdonsdgai.)
1. Az algebrai szdmok rendezett testet alkotnak.
2. Ha egy polinom egyiitthatoi algebrai szamok, akkor a polinom gydkei is algebrai szamok.
3. Az algebrai szdmok halmaza megszdmldlhato.
4. Az algebrai szamok halmaza nulla mértéki.

10.27. Tétel. Az e szdm transzcendens.
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Bizonyitds. Minden p(x Z a;z® polinom esetén legyen px Z la| zt és
1=0 1=0

I,:[0,00[ = C t»—)/et_zp(x) dzx

Parcialis integralassal

L) =e"> p(0) = p(t)
0 i=0

adodik, valamint egyszerten becsiilhets |I,(¢)]

(O] < [¢] - ( sup ’et_mo ' ( sup P($)|> <te'p(t).
z€[0,t] z€[0,t]

Tegyiik fel, hogy e gyoke a
x) = Z a;xt

polinomnak, ahol minden ¢ = 0,...,r esetén a; € 7Z, Valamlnt ag, ar # 0. Legyen p olyan primszam,

melyre p > max {r, |ao|} teljesiil. Legyen f(x) = 2¥~* H x—1)P és tekintsik a J = Z a;1 (i) szamot,

1=1 =0
r (r+1)p—1

melynek definiciojabol adodik, hogy J € Z. Mivel p(e) = 0, ezért J = — Z Z aif(j)(i), amit

atirhatunk a

(r+1)p—1 r (r+1)p—1 .
J=- Y af¥ > aifY)
Jj=p—1 =1 j=p

alakba. Itt a jobb oldalon minden tagnak oszt6ja a p! kivéve az agfP~1(0) = ag(p — 1)!(—1)"2(r!)?
tagot. Mivel p > |ag| ezért |J| olyan egész, melynek nem oszthatoja a p!, de (p — 1)! mar igen, ezért
(p— 1)! < |J|. Valamint minden k = 0,...,r szdm esetén

|17 (k)| < ke* fk) =ker k! H(k +4)P < eF(2r)rtp,
i=1
Vagyis
|| < Z lak| |17 (k)| < Z |ak|ek(27‘)(’”+1)P < afP,
k=0 k=0

ahol o = Z lax| e* és B = (2r)"t1. Tehat az alabbi becslésiink adodik
k=0

|| P
b= (p—1)! = (p—1)V

n
ami ellentmondéshoz vezet, hiszen lim _ap"
n—oo (n — 1)!

=0.

Kiegészités. Ismeretlen, hogy tobbek kozott az e £, az ew és a ((3) szamok algebrai szamok-e.
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Targymutato

arccos, 74, 85
arcsin, 74, 85
cos, 74, 85
exp, 85

In, 53

log, 53, 85
arch, 77, 85
arctg, 74, 85
arsh, 77, 85
arth, 77, 85
ch, 77, 85

e, b1, 53

sh, 77, 85

tg, 74, 85

th, 77, 85

m, 70

sin, 74, 85

Abel-atrendezés, 50
Abel-féle konvergenciakritérium, 50
abszolut érték, 16
abszoluit konvergens sor, 43
als6 integral, 108
also kozelitG Osszeg, 106
als6 korlat, 7, 10
area
koszinusz hiperbolikus, 77, 85
szinusz hiperbolikus, 77, 85
tangens hiperbolikus, 77, 85
arkhimédészi mdédon rendezett test, 11
arkusz
koszinusz, 74, 85
szinusz, 74, 85
tangens, 74, 85
aszimptota, 82
atrendezés, 47
atviteli elv
folytonossagra, 64
hatarértékre, 60

bal oldali hatarérték, 61
befedés, 25

belsé pont, 22

belseje egy halmaznak, 22
Bernoulli-egyenl&tlenség, 15
bijekcio, 4

binomidlis tétel, 16
binomidlis-sorfejtés, 95
Bolzano—Weierstrass kivilasztasi tétele, 32
Bolzano—Weierstrass-tétel, 32
Bolzano-tétel, 67
Borel-Lebesgue-tétel, 25

Cantor

~-féle kozosrész tétel, 24, 25

~-tétel, 5
-halmaz, 105

Cauchy

D’Alembert-féle hanyadoskritérium, 46
Descartes-szorzat, 3
halmazrendszer ~a, 6

~—Hadamard-tétel, 51
~-féle gyokkritérium, 45
~-féle maradéktag, 91
~-kritérium, 34, 41

~-sorozat, 34
~-szorzat, 48
~-tétel, 83

diffeomorf

diffeomorfizmus, 79

fliggvény, 79

differencialhato

n-szer ~ fliggvény, 88
n-szer folytonosan ~ fliggvény, 88

fliggvény, 79

végtelenszer ~ fliggvény, 88

divergens

e, 53

imprius integral, 118

sor, 41
sorozat, 27

egyenlStlenség

Holder-~, 89
Jensen-~, 55

Minkowski-~, 90
szamtani-mértani ~, 17, 89
egyenletesen folytonos fiiggvény, 68

ekvipotens, 12

ekvivalenciaosztaly, 8
ekvivalenciarelacio, 8

elemi fliggvények derivéltja, 82
elemi fiiggvények inverze, 85
els6faju szakadas, 66

Euler képlet, 72
Euler-tétel, 52

exponencialis fiiggvény, 51

érint
érint

ési pont, 22
6, 91

fliggvény, 4

~ek érintkezése, 92
n-szer differencialhat6 ~, 88

n-szer folytonosan differencialhatd ~, 88

érintéje, 91

als6 integralja, 108
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aszimptotaja, 82

bal oldali hatarértéke, 61
bijektiv ~, 4

differencidlhatd ~, 79
egyenletesen folytonos ~, 68
elséfaju szakadasa, 66
exponenciélis ~, 51

felss integralja, 108

folytonos ~, 62

folytonosan differencialhaté ~, 79
gyoke, 55

hatarértéke, 56

hatarozatlan integralja, 97
hatarozott integralja, 108
improprius integralja, 118
injektiv ~, 4

inklazié ~, 7

integralja, 108

inverze, 5

jobb oldali hatarértéke, 61
konkav ~, 55

konvex ~, 55

koszinusz ~, 51

koszinusz hiperbolikus ~, 51
kotangens ~, 51

kotangens hiperbolikus ~, 51
lokalis maximuma, 92

lokalis minimuma, 92

lokalis szélsGértéke, 92
mésodfaji szakadasa, 66
megsziintethets szakadésa, 66
monoton ~, 55

monoton fogy6 ~, 55
monoton novs ~, 55
nyeregpontja, 118
oszcillacidja, 109

paratlan ~, 55

paros ~, 55

periédusa, 55

periodikus ~, 55

primitiv ~, 97

projekcié ~, 7
Riemann-integralja, 108
sziirjektiv ~, 4

szakadésa, 66

szigort lokalis maximuma, 92
szigort lokalis minimuma, 92
szigort lokalis szélsGérték, 92
szigoriian monoton ~, 55
szigorian monoton fogy6 ~, 55
szigoriian monoton novs ~, 55
szinusz ~, 51

szinusz hiperbolikus ~, 51
tangens ~, 51

tangens hiperbolikus ~, 51
végtelenszer differencialhato ~, 88

zérushelye, 55
faktorialis, 16
felosztas, 106
als6 kozelit Osszege, 106
fels6 kozelits Gsszege, 106
felosztasok egyesitése, 106
fels integral, 108
felss kozelits Gsszeg, 106
felss korlat, 7, 10
feltételesen konvergens sor, 47
feltétlen konvergens sor, 47
finomabb felosztas, 106
folytonos
~an differencidlhato fliggvény, 79, 88
egyenletesen ~ fiiggvény, 68
fliggvény, 62
folytonossag topologikus jellemzése, 65, 66
formula, 1
~k ekvivalenciaja, 2

gyok, 55
n-edik ~; 15
gyokkritérium, 45

Holder-egyenlGtlenség, 89
hanyadoskritérium, 46
sorozatokra, 36
halmaz, 1
~ hatvanyhalmaza, 2
~ok Descartes-szorzata, 3
~ok kiilonbsége, 3
~ok metszete, 2
~ok unidja, 2
alulrél korlatos ~, 7, 10
befedése, 25
bels6 pontja, 22
belseje, 22
Cantor-~, 105
ekvipontens ~ok, 12
elemének lenni, 1
feliilrsl korldtos ~, 7, 10
hatar pontja, 22
hatéra, 22
infimuma, 7, 10
izolalt pontja, 22
kompakt ~, 25
kontinuum szamossaga ~, 13
korlatos ~, 7, 21
Lebesgue nulla mértékd ~, 103
lezértja, 22
megszamlalhaté ~, 13
megszamlalhatéan végtelen ~, 13
nulla mértékd ~, 103
nyilt ~, 21
részbefedése, 25
rendezett ~, 7
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strd ~, 24
szuprémuma, 7, 10
torlodéasi pontja, 22, 57
véges ~, 13
végtelen ~, 13
zart ~, 21
halmazrendszer, 6
Descartes-szorzata, 6
metszete, 6
unidja, 6
hatér pont, 22
hatarérték, 58
fliggvény ~e, 56
fliggvény bal oldali ~e, 61
fiiggvény jobb oldali ~e, 61
sor ~e, 41
sorozat ~e, 27
végtelen ~, 27
hatarozatlan integral, 97
elemi ~, 97
hatarozott integral, 108
hatvanyhalmaz, 2
hatvanyozas, 53
hatvéanysor, 51
konvergenciasugara, 51
Heine-tétel, 68
helyettesitéses integral, 98

identitasrelécio, 4

indexhalmaz, 6

indexsorozat, 27

induktivan rendezett halmaz, 8

infimum, 7, 10

injekcio, 4

inkluazio fiiggvény, 7

integral, 108
divergens improprius ~, 118
elemi hatarozatlan ~, 97
fliggvény also ~ja, 108
fliggvény felsé ~ja, 108
hatarozatlan ~, 97
helyettesitéses ~, 98
improprius ~, 118
konvergens improprius ~, 118
parcialis ~as, 98

intervallum, 8, 11
felosztasa, 106
hossza, 103

inverz
elemi fiiggvények ~e, 85
fliggvény ~e, 5

izolalt pont, 22

jolrendezett halmaz, 8
Jensen-egyenlGtlenség, 55
jobb oldali hatarérték, 61

kornyezet, 22
kozépértéktétel
derivalasra vonatkozé ~, 83
kozelits Osszeg
felosztas als6 ~e, 106
felosztas fels§ ~e, 106
kompakt
halmaz, 25
kondenzacios kritérium, 44
konkév fiiggvény, 55
kontinuum szamossagi halmaz, 13
konvergenciasugar, 51
konvergens
abszolut ~ sor, 43
improprius integral, 118
sor, 41
sorozat, 27
konvex
fliggvény, 55
konvolucio, 48
korlatos
halmaz, 21
sorozat, 27
korlatos részletdsszegi sorozat, 50
korlatos valtozéast sorozat, 50
koszinusz, 51, 74, 85
koszinusz hiperbolikus, 51, 77, 85
kotangens, 51
kotangens hiperbolikus, 51
Kuratowski—Zorn-lemma, 8

L’Hospital szabaly, 86
lancszabaly, 81
Lagrange-féle maradéktag, 91
Lagrange-tétel, 83
Lebesgue

~-tétel, 115

nulla mértékd halmaz, 103
legkisebb elem, 7, 10
legnagyobb elem, 7, 10
Leibniz-sor, 47
lezartja egy halmaznak, 22
lim, 27, 58
limesz, 27, 58

inferior, 33

szuperior, 33
lim inf, 33
lim sup, 33
linearisan rendezett halmaz, 7
lokalis

maximum, 92

minimum, 92

szélsGeértéek, 92
Ludolf-féle szam, 70

masodfaju szakadas, 66
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mitvelet, 5 homogén ~, 7
asszociativ ~, 5 identitas~, 4
disztributiv ~, 5 inverze, 4
egységelemes ~, 5 megszoritasa, 4
kommutativ ~, 5 reflexiv ~, 7
majdnem mindeniitt, 106 rendezés ~, 7
majorans kritérium, 42 szimmetrikus ~, 7
maximalis elem, 7 rendezés, 7
megszilintethetd szakadas, 66 rendezett
megszamlalhato arkhimédészi modon ~ test, 11
~an végtelen halmaz, 13 halmaz, 7
halmaz, 13 induktivan ~ halmaz, 8
Mertens-tétel, 49 jol~ halmaz, 8
minimélis elem, 7 linearisan ~ halmaz, 7
Minkowski-egyenl&tlenség, 90 par, 3
minorans kritérium, 42 Riemann
monoton ~-integral, 108
fliggvény, 55 Rolle-tétel, 83
fogyo fliggvény, 55
fogyo sorozat, 27 strd halmaz, 24
novs fiiggveny, 55 Schroder—Bernstein-tétel, 12
nove sorozat, 27 sor, 41
szigortan ~ fiiggvény, 55 ~ok Cauchy-szorzata, 48
szigortian ~ fogyo fiiggvény, 55 ~ok konvolucidja, 48
szigordan ~ nové fiiggvény, 55 atrendezése, 47
abszolut konvergens ~, 43
Newton-Leibniz-tétel, 113 divergens ~, 41
nulla mértékd halmaz, 103 feltételesen konvergens ~, 47
nyilt feltétlen konvergens ~, 47
halmaz, 21 hatvény~, 51
nyeregpont, 118 hatvany~ konvergenciasugara, 51
konvergens ~, 41
oszcillaciés Osszeg, 109 Leibniz-~, 47
Taylor-~, 91
paratlan fliiggvény, 55 sorozat, 27
péaros fliggvény, 55 ~hoz rendelt sor, 41
parcialis Cauchy-~, 34
integral, 98 divergens ~, 27
tortekre bontés, 102 hatarértéke, 27
periédus, 55 index~, 27
periodikus fiiggvény, 55 konvergens ~, 27
Pi, 70 korlatos ~, 27
polinom, 19 korlatos részletosszegi ~, 50
pont koriili r sugard nyilt gémb, 21 korlatos véltozasu ~, 50
primitiv fiiggvény, 97 monoton fogyd ~, 27
projekci6 fiiggvény, 7 monoton névé ~, 27
rész~, 27
részbefedés, 25 zérus~, 27
részsorozat, 27 sziirjekcio, 4
relacio, 4 szamok
~k komporziciéja , 4 bévitett valos ~, 11
értékkészlete, 4 szamossag, 12
értelmezési tartoméanya, 4 azonos ~1, 12
antiszimmetrikus ~, 7 kisebb ~1, 12
ekvivalencia~, 8 kisebb egyenls ~1, 12

fliggvényszerd ~, 4 szdmtani-mértani egyenl&tlenség, 17, 89
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szakadéas, 66
fliggvény elséfajiu ~a, 66
fliggvény masodfaju ~a, 66
fliggvény megsziintethets ~a, 66
szigori
lokalis maximum, 92
lokalis minimum, 92
lokélis szélsGérték, 92
szigortian monoton
fliggvény, 55
fogyo fliggvény, 55
novs figgvény, 55
szinusz, 51, 74, 85
szinusz hiperbolikus, 51, 77, 85
szuprémum, 7, 10

tangens, 51, 74, 85
tangens hiperbolikus, 51, 77, 85
Taylor

~-formula, 90

~-polinom, 91

~-sor, 91
természetes

alapu logaritmus, 53
test

arkhimédészi médon rendezett ~, 11
torlodéasi pont, 22, 57

véges halmaz, 13
véges ndvekmények formulaja, 83
végtelen, 11
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