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1. Véges dimenziós terek topológiája

1.1. De�níció. A Kn téren az alábbi m¶veleteket értelmezzük.

+ : Kn ×Kn → Kn ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) 7→ (x1 + y1, . . . , xn + yn)
· : K×Kn → Kn (λ, (x1, . . . , xn)) 7→ (λx1, . . . , λxn)

1.2. De�níció. A Kn téren a

⟨·, ·⟩ : Kn ×Kn → K (x, y) 7→
n∑

k=1

xkyk

m¶veletet skaláris szorzásnak nevezzük.

1.3. De�níció. Az x, y ∈ Rn \ {0} vektorok által bezárt szög

α = arccos
⟨x, y⟩√

⟨x, x⟩ ·
√
⟨y, y⟩

.

1.4. De�níció. A Kn téren értelmezett

∥·∥ : Kn → R+
0 x 7→ ∥x∥

függvényt normának nevezzük, ha az alábbiak teljesülnek rá.

• ∀x ∈ Kn : ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0

• ∀x ∈ Kn, ∀λ ∈ K : ∥λx∥ = |λ| ∥x∥
• ∀x, y ∈ Kn : ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

Azt mondjuk, hogy (Kn, ∥·∥) normált tér, ha ∥·∥ norma a Kn téren.

1.5. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Minden r ∈ R számra és x ∈ Kn pontra a

B∥·∥
r (x)

△
= {y ∈ Kn| ∥x− y∥ < r}

halmazt az x pont körüli r sugarú nyílt gömbi környezetnek nevezzük. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normát nem írjuk ki, tehát csak a Br(x) szimbólumot fogjuk használni.

1.6. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az X ⊆ Kn halmaz nyílt, ha minden x ∈ X ponthoz létezik r ∈ R+, hogy Br(x) ⊆ X teljesül.

� Az X ⊆ Kn halmaz zárt, ha Kn \X nyílt.

� Az X ⊆ Kn halmaz korlátos, ha létezik olyan r ∈ R+ és x ∈ Kn, hogy X ⊆ Br(x) teljesül.

1.7. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, X ⊆ Kn és x ∈ Kn. Azt mondjuk, hogy x

� bels® pontja az X halmaznak, ha ∃r ∈ R+ : Br(x) ⊆ X;

� határpontja az X halmaznak, ha ∀r ∈ R+ : Br(x) ∩X ̸= ∅ ∧ Br(x) ∩ (Kn \X) ̸= ∅;
� torlódási pontja az X halmaznak, ha ∀r ∈ R+ : (Br(x) \ {x}) ∩X ̸= ∅;
� izolált pontja az X halmaznak, ha ∃r ∈ R+ : Br(x) ∩X = {x}.

1.8. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér, X ⊆ Kn és x ∈ X. Azt mondjuk, hogy X környezete
az x pontnak, ha x bels® pontja az X halmaznak.

1.9. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Az X ⊆ Kn halmaz belsejének nevezzük az

IntX = {x ∈ Kn| ∃r ∈ R+ : Br(x) ⊆ X}

halmazt, azaz a bels® pontok halmazát; lezártjának pedig az

X = {x ∈ Kn| ∀r ∈ R+ : Br(x) ∩X ̸= ∅}

halmazt, azaz az érintési pontok halmazát. Az X halmaz határának nevezzük a

Fr(X) = X \ IntX

halmazt.
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1.10. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és X,Y ⊆ Kn. Azt mondjuk, hogy az X halmaz

� s¶r¶ az Y halmazban, ha X = Y ;

� s¶r¶, ha X = Kn.

1.11. De�níció. (Sorozatok határértéke.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az a : N → Kn függvényeket sorozatoknak nevezzük.

� Azt mondjuk, hogy x ∈ Kn az a : N → Kn sorozat határértéke, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N (n > N → an ∈ Bε(x)).

� Azt mondjuk, hogy az a : N → Kn sorozat konvergens, ha létezik határértéke.

� Azt mondjuk, hogy az a : N → Kn sorozat divergens, ha nem konvergens.

1.12. De�níció. (A lim m¶velet.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Az a : N → Kn konvergens sorozat
határértékét lim a vagy lim

n→∞
an jelöli.

1.13. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az a : N → Kn sorozat korlátos, ha Ran a korlátos halmaz.

� Legyen σ : N → N olyan függvény, melyre minden n ∈ N esetén σ(n) < σ(n + 1) teljesül
(az ilyen σ függvény neve indexsorozat), és legyen a : N → Kn tetsz®leges sorozat. Ekkor az
a ◦ σ : N → Kn sorozatot az a sorozat részsorozatának nevezzük.

1.14. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér. Az a : N → Kn sorozat Cauchy-sorozat, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n,m ∈ N
(
(N < n ∧N < m) → ∥an − am∥ < ε

)
.

1.15. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és A ⊆ Kn. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N → A Cauchy-sorozat konvergens és a határértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy a (Kn, ∥·∥) normált tér teljes, ha Kn teljes halmaz.

1.16. De�níció. A teljes normált tereket Banach-tereknek nevezzük.

1.17. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér.

� Az X ⊆ Kn halmaz kompakt, ha minden nyílt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha

minden X ⊆
⋃
i∈I

Ai esetén létezik olyan véges I ′ ⊆ I halmaz, melyre X ⊆
⋃
i∈I′

Ai teljesül, ahol

minden i ∈ I esetén az Ai nyílt részhalmaza az Kn térnek.

1.18. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km függvény és az a ∈ Kn

pont az f függvény értelmezési tartományának torlódási pontja. Azt mondjuk, hogy az f függvény
határértéke az a pontban A ∈ Km, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+
(
f(Bδ(a) \ {a}) ⊆ Bε(A)

)
.

1.19. De�níció. (A lim m¶velet.) Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km függvény
és az a ∈ Kn pont a Dom f halmaz torlódási pontja. Ha létezik az f függvénynek határértéke az a
pontban, akkor azt lim

a
f vagy lim

x→a
f(x) jelöli.

1.20. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér, f : Kn ↠ Km és a ∈ Dom f .

� Az f függvény folytonos az a pontban, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+
(
f(Bδ(a)) ⊆ Bε(f(a))

)
.
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� Az f függvény folytonos, ha minden a ∈ Dom f pontban folytonos.

1.21. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér. Azt mondjuk, hogy az f : Kn → Km

függvény nyílt, ha minden U ⊆ Kn nyílt halmaz esetén f(U) nyílt halmaz.

1.22. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér U ⊆ Kn és V ⊆ Km. Az f : U → V
függvény homeomor�zmus, ha folytonos bijekció és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U
és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U → V homeomor�zmus.

1.23. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált tér. Azt mondjuk, hogy az f : Kn ↠ Km

függvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A ⊆ Dom f és

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x, y ∈ A :
(
d(x, y) < δ → d′(f(x), f(y)) < ε

)
teljesül. Az f függvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

1.24. De�níció. Azt mondjuk, hogy a Kn téren értelmezett ∥·∥ és ∥·∥′ normák ekvivalensek egymás-
sal, ha ugyanazok a nyílt halmazok a térben, azaz, ha minden ∥·∥ norma szerint nyílt halmaz nyílt a
∥·∥′ norma szerint és minden ∥·∥′ szerint nyílt halmaz nyílt a ∥·∥ norma szerint is.

1.25. De�níció. (Sorok.) Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és legyen a : N → Kn tetsz®leges sorozat.

� Azt a jól meghatározott
∑

a : N → Kn sorozatot, melyet n ∈ N esetén
(∑

a
)
n

=

n∑
i=0

ai

de�niál, az a sorozathoz rendelt sornak vagy röviden csak sornak nevezzük és olykor a
∑
n

an

szimbólummal jelöljük.

� Azt mondjuk, hogy az a sorozat által meghatározott sor konvergens, ha a
∑

a sorozat konver-

gens. Ekkor a

∞∑
n=0

an
△
= lim

n→∞

n∑
k=0

an jelölést használjuk.

� Azt mondjuk, hogy az a sorozat által meghatározott sor divergens, ha a
∑

a sorozat divergens.

� Azt mondjuk, hogy a
∑

a sor abszolút konvergens, ha a
∑

∥a∥ sor konvergens.

1.26. De�níció. A
A : Kn → Km x 7→ A(x)

leképezésr®l azt mondjuk, hogy lineáris, ha minden x1, x2 ∈ Kn vektorra és minden λ, µ ∈ K számra

A(λx1 + µx2) = λA(x1) + µA(x2)

teljesül. A Kn → Km lineáris leképezések halmazára a Lin (Kn,Km) jelölést használjuk.
A Lin(Kn,K) teret a Kn vektortér duálisának nevezzük, jele (Kn)

∗
.

A Lin(Kn,Kn) halmazra a Lin(Kn) jelölést fogjuk használni.

1.27. De�níció. Adott A ∈ Lin (Kn,Km) leképezés esetén az (Aij) i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

rendszert nevezzük az

A lineáris leképezés mátrixának, ahol minden j ∈ {1, . . . , n} és i ∈ {1, . . . ,m} indexre Aij = A(ej)i.
A továbbiakban nem teszünk különbséget a lineáris leképezés és mátrixa között. Az A leképezés
mátrixának az elemeit a

A =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
...

. . .
...

Am1 Am2 . . . Amn


módon szokás felírni.

1.28. De�níció. A (Kn, ∥·∥) és (Km, ∥·∥′) normált terek esetén a

∥·∥ : Lin(Kn,Km) → R+
0 A 7→ sup

∥x∥≤1

∥Ax∥′

leképezést operátornormának nevezzük.



4 1 VÉGES DIMENZIÓS TEREK TOPOLÓGIÁJA

1.29. De�níció. Adott k ∈ N+ esetén az

A :

k∏
i=1

Kn → Km (x1, . . . , xk) 7→ A(x1, . . . , xk)

leképezésr®l azt mondjuk, hogy multilineáris vagy, hogy k-lineáris, ha mindegyik változójában line-

áris, azaz, ha minden (xi)i=1,...,k, (yi)i=1,...,k ∈
k∏

i=1

Kn vektorrendszere, minden λ, µ ∈ K paraméterre

és minden i ∈ {1, . . . , k} indexre

A(x1, . . . , xi−1, λxi + µyi, xi+1, . . . , xk) = λA(x1, . . . , xk) + µA(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xk)

teljesül.

A k-lineáris

k∏
i=1

Kn → Km leképezések halmazára a Link

(
k∏

i=1

Kn,Km

)
vagy a Link

(
(Kn)

k
,Km

)
jelölést használjuk.

1.30. De�níció. Legyen k ∈ N+. Azt mondjuk, hogy az A : (Kn)
k → Km függvény szimmetrikus

leképezés, ha minden σ : {1, . . . , k} → {1, . . . , k} permutációra és minden x1, . . . , xk ∈ Kn elemre

A(x1, . . . , xk) = A(xσ(1), . . . , xσ(k))

teljesül. A (Kn)
k → Km szimmetrikus multilineáris leképezések halmazát Links ((Kn)

k
,Km) jelöli a

továbbiakban.

1.31. De�níció. Legyen k ∈ N+ és A ∈ Link
(
(Kn)

k
,R
)
.

� Az A multilineáris leképezés pozitív, ha ∀x ∈ Kn vektorra A(x, . . . , x) ≥ 0.

� Az A multilineáris leképezés negatív, ha ∀x ∈ Kn vektorra A(x, . . . , x) ≤ 0.

� Az A multilineáris leképezés pozitív de�nit, ha ∀x ∈ Kn \ {0} vektorra A(x, . . . , x) > 0.

� Az A multilineáris leképezés negatív de�nit, ha ∀x ∈ Kn \ {0} vektorra A(x, . . . , x) < 0.

� Az A multilineáris leképezés inde�nit, ha ∃x, y ∈ Kn melyre A(x, . . . , x) > 0 és A(y, . . . , y) < 0.

1.32. De�níció. Egy f : Kn ↠ Km függvény kontrakció, ha

∃C ∈ [0, 1[∀x, y ∈ Dom f :
(
d(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y)

)
.

A C számot gyakran kontrakciós együtthatónak nevezik.

1.33. De�níció. Legyen (Kn, ∥·∥) normált tér és A ⊆ Kn. Ekkor az A halmaztól való távolság
függvénye

distA : Kn → R z 7→ inf
x∈A

d(z, x).

1.34. De�níció. Az A,B ⊆ Kn halmazok távolsága a ∥·∥ norma szerint

dist(A,B) = inf {∥x− y∥ | x ∈ A, y ∈ B} .

1.35. De�níció. A K ⊆ Kn halmaz konvex, ha minden x, y ∈ K pontra és t ∈ [0, 1] paraméterre
(1− t)x+ ty ∈ K teljesül.
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2. Függvénysorozatok, függvénysorok véges dimenzióban

2.1. De�níció. Legyen M ⊆ Kn nem üres halmaz, A ⊆ M , valamint minden n ∈ N esetén legyen
fn ∈ F(M,Km).
Ekkor az (fn)n∈N rendszert függvénysorozatnak nevezzük, melynek pontonkénti határfüggvénye

f :

{
t ∈

⋂
n∈N

Dom fn | ∃ lim
n→∞

fn(t)

}
→ Km t 7→ lim

n→∞
fn(t) .

A pontonkénti határfüggvényre a lim
n→∞

fn jelölést használjuk.

Azt mondjuk, hogy az (fn)n∈N függvénysorozat

� pontonként konvergál az f függvényhez az A halmazon, ha A ⊆ Dom f és lim
n→∞

fn|A = f |A
teljesül;

� pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan függvény, melyhez pontonként konvergál
az A halmazon;

� pontonként konvergál az f függvényhez, ha az egész M halmazon konvergál az f függvényhez;

� pontonként konvergens, ha van olyan függvény, melyhez pontonként konvergál;

� egyenletesen konvergál f függvényhez az A halmazon, ha

∀ε ∈ R+∃N ∈ N∀n ∈ N∀t ∈ A :
(
N < n → ∥fn(t)− f(t)∥ < ε

)
teljesül;

� egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan függvény, melyhez egyenletesen konvergál
az A halmazon;

� egyenletesen konvergál az f függvényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergál az f
függvényhez;

� egyenletesen konvergens, ha van olyan függvény, melyhez egyenletesen konvergál;

� lokálisan egyenletesen konvergens ha minden t ∈ Dom f pontnak van olyan környezete, ahol az
(fn)n∈N függvénysorozat egyenletesen konvergens.

2.2. De�níció. Legyen M ⊆ Kn nem üres halmaz és minden n ∈ N esetén fn ∈ F(M,Km).

� Az (fn)n∈N függvénysorozathoz rendelt függvénysort a

∑
n

fn : N → F(M,Km) k 7→

t 7→
k∑

j=0

fj(t)


képlettel de�niáljuk.

� A
∑
n

fn függvénysor pontonkénti összegfüggvénye

∑
n∈N

fn :

{
t ∈

⋂
n∈N

Dom fn | ∃
∑
n∈N

fn(t)

}
→ Km t 7→

∑
n∈N

fn(t) .

� Azt mondjuk, hogy a
∑
n

fn függvénysor az A halmazon pontonként abszolút konvergens, ha

A ⊆ Dom
∑
n∈N

fn és minden t ∈ A esetén
∑
n∈N

∥fn(t)∥ < ∞ teljesül.

� Azt mondjuk, hogy a
∑
n

fn függvénysor pontonként abszolút konvergens, ha a M halmazon

pontonként abszolút konvergens.

2.3. De�níció. Legyen M ⊆ Kn nem üres halmaz és f : M → Km tetsz®leges függvény. Azt
mondjuk, hogy az f függvény korlátos, ha Ran f ⊆ Km korlátos halmaz. Ha M ⊆ Kn, akkor az
M → Km folytonos korlátos függvények halmazát Cb(M,Km) jelöli.
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2.4. De�níció. Adott x, y ∈ Rn esetén a

{tx+ (1− t)y| t ∈ [0, 1]}

halmazt szakasznak nevezzük. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jelölni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig ⌊a, b⌋.

2.5. De�níció. (Hatványsorok.)

� Legyen a : N → K tetsz®leges sorozat. Ekkor értelmezzük a Pa függvényt az alábbi módon.

Pa :

{
x ∈ K

∣∣∣ ∞∑
n=0

anx
n konvergens

}
→ K x 7→

∞∑
n=0

anx
n

A Pa függvényt a együtthatójú 0 középpontú hatványsornak nevezzük.

� Az a : N → K sorozat esetén értelmezzük az alábbi mennyiséget.

Ra
△
=



1

lim sup
n→∞

n
√

|an|
, ha 0 < lim sup

n→∞

n
√
|an| < ∞;

0, ha lim sup
n→∞

n
√

|an| = ∞;

∞, ha lim sup
n→∞

n
√

|an| = 0.

Ezt az Ra számot a Pa hatványsor konvergenciasugarának nevezzük.

2.6. De�níció. Legyen a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → K és n ∈ N+. Az f függvény n-edik Bernstein-
polinomjának nevezzük az

Bf
n : R → K t 7→ 1

(b− a)n

n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
a+

k

n
(b− a)

)
(t− a)k(b− t)n−k

polinomot.

3. Di�erenciálszámítás véges dimenzióban

3.1. De�níció. Legyen f : Rn → Rm függvény és a ∈ IntDom f .

� Azt mondjuk, hogy az f függvény di�erenciálható, vagy (Fréchet-) deriválható az a pontban ha
létezik olyan A ∈ Lin(Rn,Rm), melyre

lim
x→a

f(x)− f(a)−A(x− a)

∥x− a∥
= 0

teljesül. Ezt az A leképezést az f függvény a pontbeli di�erenciáljának vagy deriváltjának
nevezzük és a továbbiakban a (Df)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f : Rn → Rm függvény deriváltjának vagy derivált függvényének nevezzük a

Df =

{
(a,A) ∈ (IntDom f)× Lin(Rn,Rm)

∣∣∣ lim
x→a

f(x)− f(a)−A(x− a)

∥x− a∥
= 0

}
függvényt.

� Az f di�erenciálható, ha Dom f = DomDf .

� Az f folytonosan di�erenciálható, ha di�erenciálható és Df folytonos. Az A ⊆ Rn nyílt hal-
mazon értelmezett, Rm érték¶, folytonosan di�erenciálható függvények halmazát C1(A,Rm)
jelöli.
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3.2. De�níció. Legyen f : Rn → Rm függvény, a ∈ Dom f és e ∈ Rn. Azt mondjuk, hogy az f
függvénynek létezik az a pontban az e irányú deriváltja, ha létezik a

lim
t∈R
t→0

f(a+ te)− f(a)

t

határérték, amit a (Def)(a) szimbólummal jelölünk és az f függvény a pontbeli, e irányú (Gateaux-)
deriváltjának nevezünk.

3.3. De�níció. Legyen k ∈ N+, f :

k∏
i=1

Rni → Rm, a = (a1, . . . , ak) ∈ Dom f , valamint i ∈ {1, . . . , k}

tetsz®leges index.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény parciálisan deriválható a i-edik változója szerint az a pontban,
ha az

f ◦ ina,i : Rni → Rm x 7→ f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , ak)

függvény di�erenciálható az ai pontban és ekkor a

(∂if)(a) = (D(f ◦ ina,i))(ai)

jelölést használjuk.

� Az f függvény i-edik változó szerinti deriváltfüggvényének nevezzük a

∂if =

{
(a,A) ∈ (Dom f)× Lin(Rni ,Rm)

∣∣∣ f ◦ ina,i di�erenciálható az ai pontban
és A = (D(f ◦ ina,i))(ai)

}
függvényt.

� Az f függvény parciálisan di�erenciálható az i-edik változója szerint, ha Dom ∂if = Dom f .

� Az f függvény parciálisan folytonosan di�erenciálható az i-edik változója szerint, ha parciálisan
di�erenciálható az i-edik változója szerint és ∂if folytonos.

3.4. De�níció. Legyen f : Rn → Rm olyan függvény, mely di�erenciálható az a ∈ Rn pontban.
Ekkor a (Df)(a) ∈ Lin(Rn,Rm) lineáris leképezés mátrixát az f függvény a pontbeli Jacobi-mátrixának
nevezzük. Az Jacobi-mátrix alakja

(∂1f1)(a) (∂2f1)(a) · · · (∂nf1)(a)
(∂1f2)(a) (∂2f2)(a) · · · (∂nf2)(a)

...
...

. . .
...

(∂1fm)(a) (∂2fm)(a) · · · (∂nfm)(a)


Az n = m esetben ezen mátrix determinánsát nevezzük Jacobi-determinánsnak.

3.5. De�níció. Legyen f : Rn → R tetsz®leges függvény.

� Ha az f függvény di�erenciálható az a ∈ Rn pontban, akkor a ((∂1f)(a), . . . , (∂nf)(a)) ∈ Rn

vektort az f függvény a pontbeli gradiensének nevezzük és a (grad f)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f függvény gradiensének nevezzük a

grad f : Dom(Df) → Rn a 7→ ((∂1f)(a), . . . , (∂nf)(a))

függvényt.

Bevezetjük a ∇f
△
= grad f jelölést, ahol a ∇ szimbólumot nabla-operátornak nevezzük.

3.6. De�níció. Legyen f : Rn → Rn függvény.

� Ha az f függvény di�erenciálható az a ∈ Rn pontban, akkor a Tr((Df)(a)) számot az f függvény
a pontbeli divergenciájának nevezzük és a (div f)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f függvény divergenciájának nevezzük a

div f : Dom(Df) → R a 7→ Tr((Df)(a))

függvényt.
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A divergenciára használjuk még a ∇f
△
= div f jelölést.

3.7. De�níció. Minden f : Rn → R függvényhez bevezetjük a

∆f : Dom(D(grad f)) → R a 7→ (div grad f)(a)

jelölést és a ∆ szimbólumot Laplace-operátornak nevezzük. Tehát formálisan ∆ = ∇2.

3.8. De�níció. Legyen f : R3 → R3 tetsz®leges függvény.

� Ha az f függvény di�erenciálható az a ∈ R3 pontban, akkor a

((∂2f3)(a)− (∂3f2)(a), (∂3f1)(a)− (∂1f3)(a), (∂1f2)(a)− (∂2f1)(a)) ∈ R3

vektort az f függvény a pontbeli rotációjának nevezzük és a (rot f)(a) szimbólummal jelöljük.

� Az f függvény rotációjának nevezzük a

rot f : Dom(Df) → R3

a 7→ ((∂2f3)(a)− (∂3f2)(a), (∂3f1)(a)− (∂1f3)(a), (∂1f2)(a)− (∂2f1)(a))

függvényt.

A rotációra használjuk még a ∇× f
△
= rot f jelölést.

3.9. De�níció. Legyen f : Rn → Rm függvény és k ∈ N \ {0, 1}.
� Az f függvény k-szor di�erenciálható az a pontban ha a ∈ DomD(D(k−1)f).

� Az a ∈ DomD(D(k−1)f) esetben (D(D(k−1)f))(a) ∈ Lin(Rn,Link−1((Rn)
k−1

,Rm)), ennek a
kompozícióját a

ρk−1 : Lin(Rn,Link−1((Rn)
k−1

,Rm)) → Link((Rn)
k
,Rm))

A 7→
(
(x1, . . . , xn) 7→ (A(x1))(x2, . . . , xn)

)
izometrikus bijekcióval jelölje (D(k)f)(a). Az f függvény k-adik deriváltjának nevezzük a

D(k)f : DomD(D(k−1)f) → Link((Rn)
k
,Rm) a 7→ ρk−1 ◦ (D(D(k−1)f))(a)

függvényt.

� Az f függvény k-szor di�erenciálható, ha Dom f = DomD(k)f .

� Az f függvény k-szor folytonosan di�erenciálható, ha di�erenciálható és D(k)f folytonos függ-
vény. Az A ⊆ Rn nyílt halmazon értelmezett, Rm érték¶, k-szor folytonosan di�erenciálható
függvények halmazát Ck(A,Rm) jelöli.

� Az f függvény végtelenszer di�erenciálható, ha minden k ∈ N esetén k-szor di�erenciálható.
Az A ⊆ Rn nyílt halmazon értelmezett, Rm érték¶, végtelenszer di�erenciálható függvények
halmazát C∞(A,Rm) jelöli.

3.10. De�níció. Legyen k ∈ N+, f : Rn → R függvény és a ∈ Dom(D(k)f). Az f függvény a pontbeli
k-ad fokú Taylor-polinomjának nevezzük a

T f
k,a : Rn → R (x) 7→ T f

k,a(x)
△
=

k∑
l=0

1

l!
((D(l)f)(a))(x− a)[l]

polinomot, amit az

T f
k,a(x) = f(a) +

k∑
l=1

1

l!

n∑
i1,...,il=1

((∂i1 . . . ∂ilf)(a)) (xi1 − ai1) · . . . · (xil − ail).

alakban is felírhatunk. Ha f végetelenszer di�erenciálható az a ∈ Dom f pontban, akkor az f függvény
a pontbeli Taylor-sorának nevezzük a

T f
a : Rn → R T f

a (x)
△
=

∞∑
k=0

1

k!
((D(k)f)(a))(x− a)[k]

hatványsort.
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3.11. De�níció. Legyen f : Rn → R és a ∈ Dom f .

� Az f függvénynek lokális maximuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden x ∈
Br(a) ∩Dom f esetén f(a) ≥ f(x).

� Az f függvénynek lokális minimuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden x ∈
Br(a) ∩Dom f esetén f(a) ≤ f(x).

� Az f függvénynek szigorú lokális maximuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden
a ̸= x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) > f(x).

� Az f függvénynek szigorú lokális minimuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden
a ̸= x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) < f(x).

� Az f függvénynek lokális széls®értéke van az a pontban, ha lokális minimuma vagy lokális ma-
ximuma van az a pontban.

� Az f függvénynek szigorú lokális széls®értéke van az a pontban, ha szigorú lokális minimuma
vagy szigorú lokális maximuma van az a pontban.

3.12. De�níció. Legyen f : Rn → R és a ∈ Dom f . Ha az f függvény kétszer di�erenciálható az a
pontban, (Df)(a) = 0 és (D(2)f)(a) inde�nit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f függvénynek.

3.13. De�níció. Legyen f : Kn → R függvény és A ⊆ Kn konvex halmaz.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény konvex az A halmazon, ha minden x, y ∈ A és t ∈ [0, 1] esetén

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

teljesül.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény szigorúan konvex az A halmazon, ha minden x, y ∈ A és
t ∈ ]0, 1[ esetén

f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y).

� Az f függvény konkáv az A halmazon, ha −f konvex az A halmazon.

� Az f függvény szigorún konkáv az A halmazon, ha −f szigorúan konvex az A halmazon.

� Az f függvény (szigorúan) konvex/konkáv, ha f (szigorúan) konvex/konkáv a Dom f halmazon.

4. Fourier-sorok

4.1. De�níció. Legyen V vektortér a K számtest felett. Azt mondjuk, hogy a

⟨·, ·⟩ : V × V → K (x, y) 7→ ⟨x, y⟩

leképezés skaláris szorzás, ha

• ∀x ∈ V : ⟨x, x⟩ ∈ R+
0 ;

• ∀x ∈ V : ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0;

• ∀x, y, z ∈ V : ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩;
• ∀x, y ∈ V ∀λ ∈ K : ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩;
• ∀x, y ∈ V : ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.

4.2. De�níció. Legyen V skalárszorzatos vektortér K felett, I nem üres halmaz és minden i ∈ I
esetén legyen 0 ̸= ei ∈ V . Azt mondjuk, hogy az (ei)i∈I vektorrendszer

� ortogonális rendszer, ha minden i, j ∈ I elemre, ha i ̸= j, akkor ⟨ei, ej⟩ = 0 teljesül;

� normált rendszer, ha minden i ∈ I elemre ⟨ei, ei⟩ = 1 teljesül;

� ortonormált rendszer, ha normált ortogonális rendszer;

� teljes rendszer, ha

∀x ∈ V
(
(∀i ∈ I : ⟨ei, x⟩ = 0) → x = 0

)
teljesül.
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4.3. De�níció. Az R → C függvények

T (R,C) △
=

{
t 7→

n∑
k=0

(ak cos(kt) + bk sin(kt)) ∈ F(R,C)
∣∣ n ∈ N,∀k ∈ {0, . . . , n} : ak, bk ∈ C

}

részhalmazát trigonometrikus polinomoknak nevezzük.

4.4. De�níció. Ha f : R → R olyan függvény, melyre f |[−π,π] ∈ R([−π, π] ,R) teljesül és 2π szerint
periodikus, akkor az f függvény Fourier-együtthatóinak nevezzük a

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f

ak =
1

π

∫ π

−π

f(t) cos(kt) d t ∀k ∈ N+

bk =
1

π

∫ π

−π

f(t) sin(kt) d t ∀k ∈ N+

számokat. Az f függvény x ∈ R pontbeli Fourier-sorának nevezzük a

a0 +

n∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx)

sort. A Fourier-sor n− edik részletösszeg-függvényének nevezzük az

Sn : R → R x 7→ a0 +

n∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx)

függvényt.
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