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1. Véges dimenzios terek topologiaja

1.1. Definicié. A K" téren az alabbi miveleteket értelmezziik.

+ K*"x K" = K" ((z1,-.-,20), W1,---59n)) = (1 + Y1, -, Tn + Yn)
O Kx K=K (A (z1,...,20) = Az, ., Azy)

1.2. Definicié. A K" téren a
n
() K'"x K" > K (:U,y)»—)ZTkyk
k=1

miveletet skaldris szorzdsnak nevezzik.
1.3. Definicié. Az z,y € R"\ {0} vektorok dltal bezdrt szig

(z,y)

Vi) ()

Q. = arccos

1.4. Definicié. A K" téren értelmezett
K" =Ry x|z

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ra.
eV eK": ||z =0 <= 2=0
o Vo e K", VAeK: |[Ax| = A |z
o Vo,y € K" [lz +yl < [zl + [lyll
Azt mondjuk, hogy (K", ||||) normdlt tér, ha ||-|| norma a K" téren.

1.5. Definicié. Legyen (K", ||-||) norméalt tér. Minden r € R szamra és x € K" pontra a

Bl(@) & {y e K| ||lz —y|l < r}

halmazt az x pont korili r sugard nyilt gémbi kérnyezetnek nevezzilkk. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normat nem irjuk ki, tehat csak a B,(z) szimbolumot fogjuk hasznalni.

1.6. Definici6é. Legyen (K", |-||) normélt tér.
- Az X C K" halmaz nyilt, ha minden = € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,.(z) C X teljesiil.
- Az X C K" halmaz zdrt, ha K"\ X nyilt.
— Az X C K" halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RT és z € K", hogy X C B, (z) teljesiil.

1.7. Definici6é. Legyen (K", ||-||) norméalt tér, X C K" és z € K". Azt mondjuk, hogy =
belsé pontja az X halmaznak, ha Ir ¢ R : () C X;

hatdrpontja az X halmaznak, haVr e Rt : B.(z)NX #0 A B.(z)N (K" \ X) # 0;
torldddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € RT : (B,(z) \ {z}) N X # 0;

izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e RT : B.(z) N X = {z}.

B
B;

1.8. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és x € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete
az x pontnak, ha x bels6é pontja az X halmaznak.

1.9. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az X C K" halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={z K" IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a belsé pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={zeK"VreR": B.(z)NX #0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdinak nevezzik a
Fr(X)=X\Int X

halmazt.
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1.10. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és X, Y C K". Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— st@rd az Y halmazban, ha X =Y;
— sdrd, ha X = K",

1.11. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (K", |-||) normalt tér.
— Az a: N — K" fliggvényeket sorozatoknak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy x € K" az a : N — K" sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RTAIN eNVneN (n > N — a, € B.(x)).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat divergens, ha nem konvergens.

1.12. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a,, jeldli.
n—oo

1.13. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az a : N — K" sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fiiggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K" tetsz6leges sorozat. Ekkor az
aoo: N — K" sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezzik.

1.14. Definici6é. Legyen (K", ||-||) normélt tér. Az a : N — K" sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve eRTIN e NVR,m €N (N <n AN <m) — |la, — anll <¢).

1.15. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és A C K*. Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy a (K", ||-||) normalt tér teljes, ha K" teljes halmaz.

1.16. Definici6é. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.

1.17. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az X C K" halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
il iel
minden i € I esetén az A; nyilt részhalmaza az K" térnek.

1.18. Definicié. Legyen (K™, |-|) és (K™, |-||') normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény és az a € K"

pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédési pontja. Azt mondjuk, hogy az f fligguény
hatdarértéke az a pontban A € K™, ha

Ve € RT35 € R* (f(B(;(a) \{a}) C BE(A)).

1.19. Definicié. (A lim mduvelet.) Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|’) normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény
és az a € K" pont a Dom f halmaz torlodasi pontja. Ha létezik az f fiiggvénynek hatarértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy lim f(z) jeloli.

a T—a

1.20. Definicié. Legyen (K", ||-[|) és (K™, |-|") normalt ter, f : K® — K™ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € RY35 € RY(f(Bs(a)) C B-(f(2))).



— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.

1.21. Definicié. Legyen (K, |-|) és (K™, |-||') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fiiggvény nyilt, ha minden U C K" nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.

1.22. Definicié. Legyen (K", |-||) és (K™, |-||') normalt téer U C K" és V C K™ Az f : U — V
fliggvény homeomorfizmus, ha folytonos bijekci6 és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U
és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U — V homeomorfizmus.

1.23. Definicié. Legyen (K, |-|) és (K™, |-||') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e RTI§ e RYVa,y e A:  (d(z,y) <6 — d'(f(z), f(y)) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.

1.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K" téren értelmezett ||-|| és ||-||" normdk ekvivalensek egymis-
sal, ha ugyanazok a nyilt halmazok a térben, azaz, ha minden ||-|| norma szerint nyilt halmaz nyilt a
|-|" norma szerint és minden ||-||" szerint nyilt halmaz nyilt a ||| norma szerint is.

1.25. Definicié. (Sorok.) Legyen (K", ||-||) normalt tér és legyen a : N — K" tetszéleges sorozat.

n
— Azt a jol meghatarozott > a : N — K" sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
n S

definidl, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden csak sornak nevezziik és olykor a Zan

szimbolummal jel6ljiik. !

Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-

gens. Ekkor a Z an = hm Zan jelolést hasznaljuk.
n=0 k: 0
Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatérozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a > ||a|| sor konvergens.

1.26. Definicié. A
A:K" - K™ x— Ax)

leképezésrél azt mondjuk, hogy linedris, ha minden z1,xs € K" vektorra és minden A, 4 € K szamra
A(Axy + paa) = MA(xy) + pA(za)

teljesiil. A K" — K™ linearis leképezések halmazéra a Lin (K", K™) jelolést hasznéljuk.
A Lin(K", K) teret a K® vektortér dudlisinak nevezziik, jele (K")*.
A Lin(K",K") halmazra a Lin(K") jelolést fogjuk hasznalni.

1.27. Definicié. Adott A € Lin (K", K™) leképezés esetén az (Alj)ie{l ,,,,, =) rendszert nevezziik az
e

A linedris leképezés mdtrizdnak, ahol minden j € {1,...,n} és i € {1 vvvvv .,m} indexre A;; = A(e;);.
A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a lineéris lekepezes és matrlxa kozott. Az A leképezés
méatrixadnak az elemeit a

Ay A ... A
Aoy Asy ... Aoy
Aml Am2 s Amn

moédon szokés felirni.
1.28. Definicié. A (K", [-||) és (K™, ||-||) normalt terek esetén a

[ : Lin(K", K™) — R A sup |Az|’

llzll<1

leképezést operdtornormdanak nevezziik.
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1.29. Definicié. Adott k € Nt esetén az

k
A:HK"—HK'“ (x1,...,28) = A(z1,...,Tk)
i=1

leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy k-linedris, ha mindegyik valtoz6jaban line-
E
aris, azaz, ha minden (;)i=1, .k, (Yi)i=1,...k € HK“ vektorrendszere, minden A, u € K paraméterre

i=1
és minden ¢ € {1,...,k} indexre

A(Ih .- 'azi—lv)\xi + HYiy Tit1y - - 79316) = AA('IM s ,l'k;) + /JA(IM sy Li—15Yis Tit1s - - .,Ik)
teljesiil.

k k
A k-linearis HK“ — K™ leképezések halmazara a Lin® (H K“,Km> vagy a Lin® ((K“)k ,Km>
i=1 i=1
jelolést hasznaljuk.

1.30. Definicié. Legyen & € N*. Azt mondjuk, hogy az A : (K”)]C — K™ fiiggvény szimmetrikus
leképezés, ha minden o : {1,...,k} — {1,...,k} permutaciora és minden z1,...,z; € K" elemre

A(Z‘l, s axk) = A(x0(1)7 s 7xo'(k))

teljesiil. A (K")* — K™ szimmetrikus multilinearis leképezésck halmazét Lin” (K™ K™) jeldli a
tovabbiakban.
1.31. Definicié. Legyen k € Nt és A € Lin” ((K“)k ,R).

— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vo € K" vektorra A(z,...,x) > 0.

— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € K" vektorra A(x,...,z) <0.

— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € K"\ {0} vektorra A(zx,...,z) > 0.

— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Vo € K"\ {0} vektorra A(z,...,z) < 0.
— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha Jx,y € K" melyre A(z,...,x) > 0és A(y,...,y) <O.

1.32. Definicié. Egy f: K" — K™ fiiggvény kontrakcid, ha

3C € [0,1[va,y € Dom f: (d(f(x), f(y) < Cd(z,p))-

A C szamot gyakran kontrakcids egyitthatéonak nevezik.

1.33. Definicié. Legyen (K", |-||) normalt tér és A C K". Ekkor az A halmaztdl valé tdvolsdg
fiigguénye

dist4 : K" >R 2z~ inf4 d(z,x).
re

1.34. Definicié. Az A, B C K" halmazok tdvolsdga a ||-|| norma szerint

dist(A, B) = inf {|z —y|| |z € A, y € B} .

1.35. Definicié. A K C K" halmaz konvez, ha minden z,y € K pontra és t € [0, 1] paraméterre
(1—1t)x +ty € K teljesil.



2. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok véges dimenziéban

2.1. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz, A C M, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(M,K™).
Ekkor az (f,)nen rendszert fiigguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

f: {te () Dom f, | anlggcfn(t)} —S K™t lim f(t) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nlgréo fn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom f és ILm fala = fla
teljesiil; e
— pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az [ fiigguényhez, ha az egész M halmazon konvergal az f fliggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergél;
— egyenletesen konvergdl f figguényhez az A halmazon, ha

Ve eRTAN e NVn e NVt € A: (N <n — |[|falt) — f(t)] <e)

teljesiil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fligguvényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergél az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergél;

— lokalisan egyenletesen konvergens ha minden ¢ € Dom f pontnak van olyan kérnyezete, ahol az
(fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

2.2. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és minden n € N esetén f, € F(M,K™).
— Az (fn)nen fiigguénysorozathoz rendelt figguvénysort a

k

S f NS FIMK™) ke [t f()

=0

képlettel definialjuk.
- A Z fn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiigguénye

n

an:{tE () Dom £, | Han@)}%K“‘ e falt) -

neN neN neN neN

Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

n
A C Dom Z fn és minden ¢ € A esetén Z /()] < oo teljesiil.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a Z fn figgvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a M halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.

2.3. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és f : M — K™ tetszbleges fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f fligguény korldtos, ha Ran f C K™ korlatos halmaz. Ha M C K", akkor az
M — K™ folytonos korlatos fiiggvények halmazat CP (M, K™) jeloli.
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2.4. Definici6. Adott x,y € R" esetén a
{te + (1 —t)y| t € [0,1]}

halmazt szakasznak nevezziik. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jelolni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig |a,b].

2.5. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen a : N — K tetszGleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt az alabbi moédon.

o0 o0
P, : {x ceK ‘ Zanx" konvergens} —-K z— Z anpx”

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyitthatdji 0 kozépponti hatvdinysornak nevezziik.
— Az a: N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
———— ha 0<limsup {/|a,| < oc;
limsup {/|an| n—so0 jax]

n—oo

1>

Rq 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo
00, ha limsup V/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardinak nevezzik.

2.6. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = K és n € N, Az f fiiggvény n-edik Bernstein-

polinomjdnak nevezziik az
B/ :R =K tH;Zn: " f a—i—ﬁ(b—a) (t—a)k(b—t)"*

(bfa)"k ‘

polinomot.

3. Differencialszamitas véges dimenziéban

3.1. Definicié. Legyen f:R"™ — R™ fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhato, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € Lin(R",R™), melyre

o 1) = fl0) = Aw —a)

v=a [ = all

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy derivdltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
— Az f:R"™ — R™ fiiggvény derivdltjanak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik a

_ — Alx —
Df = {(a,A) € (Int Dom f) x Lin(R", R™) | 1im L&) = F(@) = Az =a) :0}
z—a |z — al
fliggvényt.
— Az f differencidlhato, ha Dom f = DomDf.
— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhaté és Df folytonos. Az A C R" nyilt hal-

mazon értelmezett, R™ értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazét C'(A,R™)
jeloli.



3.2. Definicié. Legyen f : R" — R™ fiiggvény, a € Dom f és e € R". Azt mondjuk, hogy az f
fiigguénynek létezik az a pontban az e iranyid derivdltja, ha létezik a

lim fla+te) — f(a)

teR t
t—0

hatarérték, amit a (D, f)(a) szimbolummal jelolink és az f figgvény a pontbeli, e iranyi (Gateaua-)
derivdltjinak neveziink.

k
3.3. Definici6. Legyen k € NT, f: HR‘“ —R™, a = (a,...,ar) € Dom f, valamint ¢ € {1,...,k}
i=1
tetszéleges index.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény parcidlisan derivdlhato a i-edik vdltozdja szerint az a pontban,
ha az
foing,; :R"™ — R™ e flar,...,a4;-1,%,ai41,...,0k)

fliggvény differencialhaté az a; pontban és ekkor a

(0if)(a) = (D(f oing,))(a:)

jelolést hasznaljuk.
— Az f fliggvény i-edik valtozo szerinti deriviltfigguvényének nevezzik a

b.f = {(a, A) € (Dom f) x Lin(R™,R™) foin,,; differencidlhaté az a; pontban }

és A= (D(f oing;))(a;)
fliggvényt.

— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhatoé az i-edik viltozdja szerint, ha Dom 0; f = Dom f.

— Az f fiigguény parcidlisan folytonosan differencidlhatd az i-edik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhat6 az i-edik valtozdja szerint és 0; f folytonos.

3.4. Definicié. Legyen f : R™ — R™ olyan fliggvény, mely differencidlhaté az a € R" pontban.
Ekkor a (Df)(a) € Lin(R", R™) linearis leképezés matrixat az f fiiggvény a pontbeli Jacobi-mdtrizinak
nevezziik. Az Jacobi-métrix alakja

(O fi)(a) (O2f1)(a) -+ (Oufi)(a)
(O f2)(a)  (O2f2)(a) -+ (Onfo)(a)

(O fw)(@) (O2fwm)(a) -+ (Onfw)(a)
Az n = m esetben ezen méatrix determinénsat nevezziik Jacobi-determindnsnak.

3.5. Definicié. Legyen f: R"™ — R tetszéleges fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencidlhato az a € R" pontban, akkor a ((01f)(a),...,(0uf)(a)) € R"
vektort az f fiiggvény a pontbeli gradiensének nevezziik és a (grad f)(a) szimbélummal jeldljiik.
— Az f fiigguény gradiensének nevezzik a

grad f : Dom(Df) = R"  a— ((91f)(a),...,(9nf)(a))
fliggvényt.
Bevezetjiik a V f = grad f jelolést, ahol a V szimboélumot nabla-operdtornak nevezziik.

3.6. Definici6. Legyen f:R"™ — R" fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhat6 az a € R" pontban, akkor a Tr((Df)(a)) szamot az f figgvény
a pontbeli divergencidjinak nevezzik és a (div f)(a) szimbolummal jeloljiik.
— Az f fiigguény divergencidjinak nevezzik a

div f : Dom(Df) - R a— Tr((Df)(a))

fliggvényt.
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A divergenciara hasznéljuk még a V f 2 div f jelolést.
3.7. Definicié. Minden f : R"™ — R fliggvényhez bevezetjiik a
Af :Dom(D(grad f)) - R a — (divgrad f)(a)
jelolést és a A szimbolumot Laplace-operdtornak nevezziik. Tehat formélisan A = V2.

3.8. Definicié. Legyen f : R? — R3 tetszdleges fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhat6 az a € R? pontban, akkor a

((923)(a) = (B3f2)(a), (D3/1)(a) = (D1 f)(a)., (D1 f2)(a) — (B2f1)(a)) € R®

P

vektort az f fligguvény a pontbeli rotdcidjanak nevezzik és a (rot f)(a) szimbolummal jeloljiik.
— Az f fiigguény rotdcidjinak nevezzik a
rot f :Dom(Df) — R3
= ((92f3)(a) — (0sf2)(a), (05 f1)(a) — (01fs)(a), (O1f2)(a) — (D2f1)(a))
fliggvényt.
A rotéciora hasznédljuk még a V x f 2 rot f jelolést.
3.9. Definici6. Legyen f: R" — R™ fiiggvény és k € N\ {0, 1}.
— Az f fiiggvény k-szor differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D®*—1) f).
- Az a € DomD(D(k’l)f) esetben (D(D* =Y f))(a) € Lin(R®, Lin®*~*((R")* ' ,R™)), ennek a
1 Lin(R™, Lin* Y (R R™)) — Lin* ((R™)* ,R™))
A (@) = (A) (@2, 20) )
izometrikus bijekcioval jelolje (D) f)(a). Az f fiiggvény k-adik derivdltjinak nevezziik a
D® f: DomDMDM* =V f) = Lin*(RM* ,R™)  a— pr_1 o (DDF D f))(a)
fliggvényt.

— Az f fiiggvény k-szor differencidlhaté, ha Dom f = Dom D) f.

— Az f fiigguény k-szor folytonosan differencidlhaté, ha differencialhato és D) f folytonos fiigg-
vény. Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értéki, k-szor folytonosan differencialhato
fiiggvények halmazat C*(A,R™) jelsli.

- Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté, ha minden k € N esetén k-szor differencialhato.

Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értékid, végtelenszer differencialhato fiiggvények
halmazat C*°(A,R™) jeldli.

3.10. Definici6. Legyen k € Nt, f: R" — R fiiggvény és a € Dom(D®) f). Az f fiigguény a pontbeli
k-ad foki Taylor-polinomjinak nevezziik a

k
A 1
T/, R =R (2)- T (2) =) o DD ) (a))(z — )l
1=0
polinomot, amit az

T al@) = +Zl,_2 Oy (@) (i, = an) o (- a).

150001 =1

alakban is felirhatunk. Ha f végetelenszer differencialhat6 az a € Dom f pontban, akkor az f fligguény
a pontbeli Taylor-sordnak nevezzik a

T/ R* R TS éz (D® £)(a))(z — a)

k=0

=~

hatvanysort.



3.11.

3.12.

Definicié. Legyen f: R"™ — R és a € Dom f.

Az f fiiggvénynek lokdlis marimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik »r € RT, hogy minden z €
B, (a) NDom f esetén f(a) < f(x).

Az f fiigguénynek szigori lokdlis maximuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden
a # v € B.(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

Az f fiigguénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

Az f fiigguénynek lokdlis szélsdértéke van az a pontban, ha lokalis minimuma vagy lokélis ma-
ximuma van az a pontban.

Az f fiiggvénynek szigori lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha szigoru lokélis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

Definicié. Legyen f: R"™ — R és a € Dom f. Ha az f fliggvény kétszer differencidlhaté az a

pontban, (Df)(a) = 0 és (D® f)(a) indefinit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f fliggvénynek.

3.13.

Definicié. Legyen f : K" — R fiiggvény és A C K" konvex halmaz.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény konvex az A halmazon, ha minden z,y € A és t € [0, 1] esetén

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

teljestil.
Azt mondjuk, hogy az f figguény szigorian konvex az A halmazon, ha minden z,y € A és
t €10, 1] esetén

fltz+ (1 =t)y) <tf(z) + (1 —t)f(y).

Az f fiigguény konkdv az A halmazon, ha —f konvex az A halmazon.
Az f fiigguény szigorin konkdv az A halmazon, ha —f szigortan konvex az A halmazon.
Az f figguény (szigorian) konvex/konkdv, ha f (szigoruan) konvex/konkav a Dom f halmazon.

4. Fourier-sorok

4.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a

(,):VxV =K (x,y) = (z,y)

leképezés skaldris szorzds, ha

VreV: (z,z) € RY;

VeeV: (x,2) =0 < x=0;
Ve,y,z€V: (z+y,2) = (x
Ve,y e VVA € K: (Ax,y)
Ve,y e Vi (x,y) = (y,x).

I
>0

4.2. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett, I nem iires halmaz és minden i € |
esetén legyen 0 # e; € V. Azt mondjuk, hogy az (e;);cs vektorrendszer

ortogondlis rendszer, ha minden 4, j € I elemre, ha i # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;
normdlt rendszer, ha minden ¢ € I elemre (e;,e;) = 1 teljesiil;

ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonalis rendszer;

teljes rendszer, ha

VmeV((ViEI:(ei,x>:O)—>x:O>

teljestl.
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4.3. Definici6é. Az R — C fliggvények
T(R,C) 2 {t Y (ak cos(kt) + b sin(kt)) € F(R,C) | n € N,Vk € {0,...,n} : ay, by € (C}
k=0

részhalmazat trigonometrikus polinomoknak nevezziik.

4.4. Definici6é. Ha f : R — R olyan fiiggvény, melyre f|_. ) € R([-7,7],R) teljesiil és 27 szerint
periodikus, akkor az f fliggvény Fourier-egyiitthatéinak nevezzik a

_L
@ = 2 J_,
1 s
ap = f/ f(t)cos(kt)dt Vk e Nt
T J)_n
1 ™
by =— f(t)sin(kt)dt Vke NT
T J)_n

szamokat. Az f figguény x € R pontbeli Fourier-sordnak nevezzik a
ap + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

sort. A Fourier-sor n — edik részletdsszeg-fiigguényének nevezzik az

Sp:R—=R T ag + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

fliggvényt.
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