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1. Véges dimenzios terek topologiaja

Jelolés. A jelen fejezetben a véges dimenzids euklidészi tér elemi tulajdonséagait tekintjiik at. A
fejezetben végig feltesszitk az n és az m szimbolumrol, hogy szigortan pozitiv természetes szamot
jelolnek. Ha nem tesziink ra kikotést, akkor n és m tetszéleges eleme az N1 halmaznak. Ugyanezekkel
a feltételezésekkel éliink, ha nq, ..., n; szimbélumokra vonatkozodan.

Jelolés. A fejezet elején emlékeztetiink a projekcio fiiggvényre, amit a fejezetben tobbszor fogunk
hasznélni. A projekci6 fiiggvény halmazok Descartes-szorzatan értelmezett az alabbi moédon. Ha
(A;)ier halmazrendszer és j € I, akkor

pr; :HAZ-—>AJ- x = x(j).

iel
Specialisan a K" téren minden ¢ € {1,...,n} index esetén
pr; : K" = K (1, ey Tp) — @
Az egyszeriiség kedvéert © € K" és ¢ € {1,...,n} esetén hasznaljuk az x; = pr;(z) jelolést. Ezt a

jelolést fiiggvényekre is alkalmazzuk. Tehat ha valamely T halmaz esetén f : T — K" fiiggvény és
i€ {l,...,n}, akkor f; = pr, of, azaz

fi:T—K t— f(t);.

Jelolés. A K" vektortérben a tovabbiakban e (k € {1,...,n}) fogja jelolni azt a vektort, melynek
a k-adik komponense 1, a tobbi 0. Az K" térben nyilvan bazis a (ex)req(1,....n} vektorrendszer.

1.1. Skalaris szorzas és norma

1.1. Definicié. A K" téren az aldbbi miveleteket értelmezzik.

+ K* X K" = K" ((z1,---,2Z0), W1y---5Yn)) = (1 + Y1, -, T + Yn)
KK K (A (1, ,20)) = (AZ1, ., ATy)

1.2. Tétel. A K" tér a fenti miveletekkel vektortér.
Bizonyitds. A vektortér tulajdonsigai nyilvanvalé modon teljesiilnek a fenti miveletekre.
1.3. Definicié. A K" téren a
n
<'7'>:KnXKn_>K (xvy)HZﬁyk
k=1

miveletet skaldris szorzdsnak nevezzik.

1.4. Tétel. A K" téren a skaldris szorzdsra az aldbbiak teljesilnek.
1. Vex e K": (z,2) € R}
VeeK": (z,2) =0 <= =0
(

%)
Vz,y e K"WA e K: (\z,y) = Xz, y)
Va,y € K" i (z,y) = (y,z)

U o b

Bizonyitds. A definicio nyilvanvalo kévetkezménye.
1.5. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Minden x,y € K" vektorra

|<IL’,y>|2 < <I‘,IL’> : <yay>

teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen z,y € K". Ha x = y = 0, akkor nyilvan teljesiil az egyenlGtlenség, ezért tegyiik
fel, hogy y # 0. Tekintsiik minden ¢ € K esetén a z = x — ty vektort. Ekkor a skaléris szorzés
alaptulajdonsiaga miatt

0< <Z72> = (a:—ty,x—ty) = (m,x)—f(y,x}—t(x,y>+|t|2 <yvy>

Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe a t = Ey’ :r; értéket
Y,y
(z,y) (y, z) (y, z) (z,y)
0<{z,2) - Y, z) — Y) + Y,y) =
) <y,y>< > <y7y>< > (v, ) ( ,y>< >
1

= oy (@0 ) ~ Izl

adodik.
1.6. Definicié. Az z,y € R™\ {0} vektorok dltal bezdrt szig

(z,y)

V <£C,.T> "V <y’y>

Q. = arccos

1.7. Definicio. A K" téren értelmezett
K" =Ry 2= ]

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az aldbbiak teljesiilnek ra.
eV eK": [|z| =0 <=2 =0
o Vx e K" VA K: [[Ax| = |\ |zl
o Yo,y €K flz+yll < llol + y
Azt mondjuk, hogy (K", ||||) normdlt tér, ha ||-|| norma a K" téren.

1.8. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén a K" téren a

1
n P
A
Il : K* = RT 2 lzf], = (Z ka|p>
k=1

A
[ : K* = RY x— ||zl = max{|zk|| k€ {1,...,n}}
leképezések normdk (melyet p-normdnak vagy sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).

Bizonyitds. Egyediil a normakra vonatkozé haromszog-egyenlStlenség nem adodik rogton a defini-
ciobol. Legyen z,y € K" tetszéleges. Adott p € [1, 0o[ esetén

Iz +yll, <llll, +llyl,

a Minkowski-egyenl6tlenség kovetkezménye. Mivel az z, y vektor minden k € {1, ...,n} komponensére
|k + yi| < |ok| + |yk| teljesiil, ezért

|2+ ylloo = max {|zg +yrl| k€ {1,...,n}} <max {|og| + [y | k € {1,...,n}} <
<max {|zg|| k€ {1,...,n}} +max{|yx|| k€ {1,...,n}} =|lz| o + |yl -

1.9. Tétel. A K" téren minden x € K" vektorra ||z||, = \/(z, x) teljesil.
Bizonyitds. A definiciok alapjan nyilvanvalo.
1.10. Tétel. Minden z,y € R"\ {0} vektorra

(z,y) = |[zlly lylly cos

teljesil, ahol o a vektorok dltal bezdrt szdg.
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Bizonyitds. A vektorok altal bezart sz6g definicidja és a fenti tétel k alapjan nyilvanvalo.
1.11. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor minden x,y € K" esetén
Mzl = {lylll < [l =yl
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és z,y € K" tetszSleges. A norma tulajdonsaga alapjan
el =z —w) +yll < llz =yl +llyll = Nzl =yl < llz =yl
az x és y szerepét felcserélve és kihasznélva, hogy ||z — y|| = ||y — z||
Iyl = llzll < llz = yll

adodik. Vagyis
(=l = llyll) < [l =yl

amibdgl kovetkezik a bizonyitandé allités.

1.2. Topolégiai alapfogalmak

1.12. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Minden r € R szamra és € K" pontra a

Bll(@) & {y e K" |lz —y|| < r}

halmazt az x pont korili r sugari nyilt gombi kérnyezetnek nevezziikk. Amennyiben nem okoz félre-
értést, a normat nem irjuk ki, tehat csak a B,.(z) szimbolumot fogjuk hasznalni.

1.13. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér, z € K* és r € RT. Ekkor minden y € B,(x) pontra és
p €10, — ||z — y||[ szdmra
Bp(y) - Br(x)

teljestil.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér, z € K", r € RY, y € B,(z) és p € ]0,r — ||z — y||[. Ha
z € By(y), akkor [ly — z|| < p, amibdl

o=zl < llz =yl +lly =2l <llz—yl+p<r
kovetkezik, azaz z € B, (x). Tehat B,(y) C By (z).
1.14. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor a
d:K'"xK"—R (x,y) — |l —yll

leképezésre az aldabbiak teljesilnek.
1. Ve,yeK": d(z,y) =0 <>z=y
2. Ve,y e K*: d(x,y) = d(y, z)
3. Va,y,z € K" : d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)

Bizonyitds. A norma definici6ja alapjin mindegyik tulajdonsag nyilvanvalo.

Jelolés. Adott (K", ||-||) normalt tér és x,y € K" pontok esetén a tovabbiakban a d(x,y) = ||z — y||
jelolést hasznaljuk.

1.15. Definicié. Legyen (K", ||-||) normaélt tér.
- Az X C K" halmaz nyilt, ha minden = € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,(z) C X teljesiil.
— Az X C K" halmaz zdrt, ha K* \ X nyilt.
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— Az X C K" halmaz korldtos, ha létezik olyan r € Rt és z € K", hogy X C B,.(z) teljesiil.
1.16. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

Bizonyitds. Az els allitas a definici6 alapjan nyilvanvalé. A méasodik allitashoz vegyiik a (K®, ||-||)
normalt tér Aq, ..., A, korlatos részhalmazait, és legyen (r;, x;);=1,..» olyan rendszer, hogy minden
i =1,...,n esetén A; C B,,(x;), legyen tovabba minden ¢ = 1,...,n esetén legyen R; = r; +
|lz; — 1]|. Ekkor minden i szamra az 1.13 tétel miatt B,,(z;) C Bg,(z1) teljesiil. Tehat az R =

n
max{R; | i =1,...,n} szamra teljesiil, hogy U A; C Bgr(x1).

i=1
1.17. Tétel. Legyen (K", ||||) normdlt tér. Minden x € K" pont és r € Rt szdm esetén B,(x)
korlatos, nyilt halmaz.

Bizonyitds. A definicié alapjan a B,(z) halmaz korlatossdga nyilvanvalo. Legyen y € B.(z) és
legyen R €]0,r — ||z — y||[. Ekkor az 1.13 tétel miatt Br(y) C B,(z) teljesil.

1.18. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.
1. Az iires halmaz és K" nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvalo.

2. Legyen (A;)i=1,...» nyilt halmazok tetszdleges véges rendszere és legyen tovabba x € ﬂ A;. Ekkor

i=1
minden i = 1,...,n szamhoz létezik olyan r; € RT, hogy B,,(z) C A; teljesiil. Ha
R=min{r; |i=1,...,n},
akkor R € Rt és Bgr(z) C ﬂ A; teljesiil.
i=1
3. Legyen (A;);cr nyilt halmazok tetsz6leges rendszere és legyen tovabba x € U A;. Ekkor létezik

iel
olyan ig € I melyre x € A;, teljesiil. Mivel A, nyilt halmaz, igy létezik olyan r € RT, melyre
B, (z) C A;,, vagyis B,(z) C U A;.
icl

1.19. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.

1. Az dires halmaz és K" zdrt.

2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.

3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zart.

Bizonyitds. 1. A definici6 alapjan nyilvanvalo.
2. Legyen (Z;)i=1,... n, zart halmazok tetszéleges véges rendszere. Ekkor minden i € {1,...,n} esetén
K"\ Z; nyilt halmaz. A

K\ |J 2= (K"\ Z)

=1 =

—

n
De Morgan azonossag miatt U Z; komplementere véges sok nyilt halmaz metszete, igy az el6z6 allitas
i=1
miatt az is nyilt. Vagyis a U Z; halmaz zart.

i=1

3. Legyen (Z;)ier zart halmazok tetszoleges rendszere. Ekkor minden i € {1,...,n} esetén K" \ Z;

nyilt halmaz. A
K\ ()% =] &\ 2)
il iel
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De Morgan azonossag miatt ﬂ Z; komplementere nyilt halmazok unidja, igy az el6zé allitds miatt
i€l
az is nyilt. Vagyis a ﬂ Z; halmaz zart.
iel
1.20. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és Z,U C K". Ha Z zdirt halmaz és U nyilt halmaz, akkor
Z\U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

Bizonyitds. A (K", ||-||) normalt térben legyen Z C K" zart halmaz és U C K" nyilt halmaz. Ekkor
az
Z\U=Zn(K"\U)
azonossag alapjan az Z \ U két zart halmaz metszete, ezért zart. Az
U\NZ=UnEK"\ 2)
egyenl6ség szerint az U \ Z halmaz két nyilt halmaz metszete, ezért nyilt.

1.21. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér, X C K" és 2 € K". Azt mondjuk, hogy x
— belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;
~ hatdrpontja az X halmaznak, haVr e RT : B.(z)NX #0 A B.(z)N (K" \ X) # 0;
— torléddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € R : (B,.(x)\ {z}) N X # 0;
— izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e RT : B.(z)N X = {z}.

1.22. Definicié. Legyen (K", |-||) normalt tér, X C K" és x € X. Azt mondjuk, hogy X kiérnyezete
az x pontnak, ha x belsé pontja az X halmaznak.

1.23. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az X C K" halmaz belsejének nevezziik az
IntX ={z K" IreR": B.(z) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={zecK"VrecR": B.(z)NX # 0}
halmazt, azaz az érintési pontok halmazat. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X)= X \Int X
halmazt.

1.24. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszdleges X C K" halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

Bizonyitds. 1. Legyen x € Int X. Ekkor létezik olyan r € R*, melyre B,(z) C X. Mivel a B,.(z)
halmaz minden pontja belss pontja az X halmaznak, ezért B,.(z) C Int X teljesiil.

2. Jeldlje U azt a legb6vebb nyilt halmazt, melyet X tartalmaz. Ekkor nyilvan Int X C U teljesiil.
Legyen z € U. Ekkor az U halmaz nyiltsdga miatt létezik olyan r € RT, hogy B,(z) C U amibél
a U C X felhasznalasaval B,.(z) C X adodik, vagyis z € Int X. Tehéat az U C Int X tartalmazas is
fennall.

3. Legyen z € K™\ X. Ekkor a lezért definici6ja alapjan létezik olyan r € R*, melyre B,.(2)NX = 0.
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor B,(z) C K"\ X, vagyis az X halmaz komplementere nyilt. Tegyiik
fel, hogy létezik y € B,(z) N X elem. Ekkor a p =1 — ||y — z|| > 0 szamra B,(y) N X # ( teljesiil a
lezéras definiciojabol. A B,(y) C B,(z) tartalmazas felhasznalasaval az ) # B,(y)NX C B, (2)NX =
() ellentmondas adodik.

4. Jelolje Z azt a legsziikebb zart halmazt, mely az X halmazt tartalmazza. Ekkor nyilvin Z C X
teljesiil. Tegyiik fel, hogy létezik y € X \ Z elem. A Z halmaz zartsaga és y ¢ Z miatt létezik olyan
r € RY, melyre B, (y)NZ = . A lezéaras értelmezése alapjén B,.(y) N X # 0. Az X C Z tartalmazés
felhasznalasaval az () # B, (y) N X C B,(y) N Z = ( ellentmondéas adodik.
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1.25. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszdleges X C K" halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvalo.

1.26. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Az X C K" halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torlodasi pontjdt tartalmazza.

Bizonyitds. Legyen X C K" zart halmaz és legyen x € K" az X halmaz torlédési pontja. Ez azt
jelenti, hogy minden r € R szdmra

(Bo@)\ {=}) 1 X £0.
Vagyis minden r € R* szdmra
(Br(z)\{z}) N X C B,(z) N X #0,

amibél definici6 szerint x € X kovetkezik. Mivel X zart halmaz, ezért az el6z6 allitds miatt z € X.
Legyen X C K" olyan halmaz, mely tartalmazza az Gsszes torlodasi pontjat. Megmutatjuk, hogy
ekkor X = X teljesiil, mely ekvivalens az X halmaz zartsagaval. Az X C X tartalmazas nyilvanvalo
ezért csak azt kell igazolni, hogy X C X. Tegyiik fel, hogy létezik x € X \ X elem. Ekkor z € X
miatt minden 7 € RT esetén

B.(z)NX #£10,

tovabba x ¢ X miatt
(Br(z) \ {z}) N X # 0,
vagyis ¢ az X halmaz torlédasi pontja. Mivel X tartalmazza az Osszes torlodasi pontjat, ezért az
x € X ellentmondést kapjuk.
1.27. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K". Ekkor

Int X = K"\ K"\ X,
X = K"\ Int(K" \ X).

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) norméalt tér és X C K". Legyen = € Int X. Ekkor létezik olyan
r € RT, hogy B,(z) C X teljesiil. Vagyis (K" \ X) N B,(z) = 0. Ebb6l z ¢ K"\ X kovetkezik.
Forditva, ha z ¢ K" \ X, akkor létezik olyan r € RT, melyre (K*\ X)N B,(z) = 0. Ebbél B,.(z) C X
kovetkezik, vagyis x € Int X. A méasodik egyenléség kovetkezik az elsgbdl, hiszen

K"\ Int(K"\ X) = K"\ (K" \KP\ (&7 X)) =Ko\ (K| X) = X.

1.28. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és X, Y C K". Azt mondjuk, hogy az X halmaz
— st@rd az Y halmazban, ha X =Y;
— sdrd, ha X = K",

1.3. Sorozatok

1.29. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.) Legyen (K", |-||) normalt tér.
— Az a : N — K" fiiggvényeket sorozatoknak nevezziik.
— Azt mondjuk, hogy € K" az a : N — K" sorozat hatdrértéke, ha

Ve e RTAN e NVn e N (n > N — a, € B.(z)).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat konvergens, ha létezik hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — K" sorozat divergens, ha nem konvergens.
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1.30. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben haladd konvergens sorozat hatdrértéke egyértelmd.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és az a : N — K" sorozatnak legyen z,y € K" a hatérér-

d
téke. Tegyiik fel, hogy = # y. Ekkor létezik olyan N € N, hogy n > N esetén d(an,z) < d@.y) és

2
d(x,y)
2

d(an,y) < . Amibdl a

d(z,y) < d(z,a,) + d(an,y) < d(z,y)
ellentmondés addédik.

1.31. Definicié. (A lim mdvelet.) Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" konvergens sorozat
hatarértékét lim a vagy lim a,, jeloli.
n— oo

1.32. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az a : N — K" sorozat korldtos, ha Ran a korlatos halmaz.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n + 1) teljesiil
(az ilyen o fiiggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — K" tetsz6leges sorozat. Ekkor az
aoo: N — K" sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezzik.

1.33. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér, a : N — K" konvergens sorozat és legyen lima = A.
Ekkor létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szamra a,, € By(A), vagyis

az {a, | n > N} halmaz korlatos. Minden 0 < n < N esetén az egyetlen pontbdl all6 {a,} halmaz
N

korlatos. Mivel Rana C By(A)U <U {an} | és ajobb oldalon &4ll6 halmaz véges sok korlatos halmaz

n=0
unidja, vagyis korlatos, ezért a Rana halmaz is korlatos.

1.34. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normélt tér, a : N — K" konvergens sorozat, o : N — N indexsorozat,
és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n szdmra
lan, —lima| < ¢ teljesiil. Mivel o(n) > n, ezért minden n € N, N < n szamra }ag(n) - lima‘ <e
teljesiil, vagyis az a o o sorozat konvergens és lim(a o o) = lima.

1.35. Tétel. Legyen (K", ||-|]|) normdlt tér, A C K" és z € K".
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

Bizonyitds. Legyen (K", ||||) normélt tér, A C K" és x € K".
1. Tegyiik fel, hogy x az A halmaz torlédési pontja. Ekkor minden n € N esetén

(B#l(x) \ {x}) NA#0.

A kivalasztasi axiéma alapjan

I1 (B%H () \ {:z:}) NA#0D.

neN
Legyen a egy tetszleges eleme ennek a halmaznak. Ekkor a egy N — A\ {z} sorozat, melyre
1
lim a = «, hiszen minden n € N szamra d(a,,z) < T teljestil.
n

Tegyiik fel, hogy a : N — A\ {z} olyan sorozat, melyre lima = z, és legyen r € R* tetszGleges



8 1 VEGES DIMENZIOS TEREK TOPOLOGIAJA

paraméter. Az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden n € N,
N < n szamra d(a,,z) < r, vagyis ayy1 € Br(x). Az any1 elemre aniq € A\ {z} is teljesiil, ezért

an41 € (B% () \ {x}) A0,

2. Legyen A C K" zart halmaz, a : N — A konvergens sorozat és lima = «. Tegyiik fel, hogy a ¢ A.
Mivel « eleme a nyilt K"\ A halmaznak, ezért létezik olyan r € RT, hogy B,(a) C (K" \ A4), amibol
B.(a) N A =0 adodik. Az a sorozat konvergencidja miatt viszont az r szamhoz létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n esetén a,, € B,.(«a). Ekkor viszont az ayy1 € B.(a)NA =0
ellentmondas adodik.

Legyen A C K" olyan halmaz, hogy minden a : N — A konvergens sorozat esetén lima € A. Tegyiik
fel, hogy az A halmaz nem zart és legyen o € A\ A. A lezart definicioja alapjan « torlodési pontja az
A halmaznak. Ezért 1étezik olyan a : N — A sorozat, melyre lim a = «, vagyis az a € A ellentmondast
kapjuk.

1.36. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, c € K, a,b : N = K" és A\ : N — K konvergens soro-
zat.

1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).

2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).

3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lim a).

4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim a]|.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) normalt tér, a,b : N — K" és A : N — K konvergens sorozat az
A=1lima, a B=1imb és a A = lim X hatarértékekkel, valamint legyen ¢ € R tetszéleges szam.

€ 3
1. A 5 szamhoz létezik olyan N,, N, € N kiiszobindex, melyre minden n > N, szamra ||a,, — A| < 3

és minden n > N, szamra ||b, — B < % Ekkor az N = max {N,, N} kiiszobindexre teljesiil az,

hogy minden n > N esetén
€

216.

13
H(anJan) - (A+B)|| < ||an *AH + an *B” < by +

2. A ¢ = 0 szamra nyilvan igaz az 4llités, ezért feltehets, hogy ¢ € K\{0}. Az a sorozat konvergenciaja

€

miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a,, — A| < o Ekkor minden
c

n > N, szamra

€

el

3. Mivel a X sorozat korlatos ezért létezik olyan K € RT, hogy minden n € N szdmra |\,| < K.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Legyen N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a,, — A| <

lean — Al = le] - [lan = Al <e|- 7= =&

% és legyen N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |\, — A| < m Ekkor az

N = max {N,, N} kiiszébindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén

[Anan — AA[l = [Anan — Ap A+ A A = AA|| < [Au] - [lan — Al + [|A]] - [An — A <
13

3
K- — +]All - —— =
<Ko +l4] A ¢

9

Ha A = 0, akkor létezik olyan N € N olyan kiiszébindex, hogy minden n > N esetén |a,| < e

Ekkor .
[Anan — 0| < K - =€

4. Ha N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N, esetén ||a, — A|| < ¢, akkor minden n > N,
Szamra
llanll = 1Al < llan — All <.



1.4 CAUCHY-SOROZATOK 9

1.37. Tétel. Legyenn € NT, p € [1,00[U {00}, ésa: N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (K", |-||,,) térben, ha minden i € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indezre

pr; (lima) = lim(pr; oa)
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen n € Nt p € [1,00[U {o0}, és a : N — K" sorozat.
Ha az a sorozat konvergens, akkor legyen z = lima, i € {1,...,n} tetszéleges index és ¢ € R
tetszGleges paraméter. Mivel a konvergens, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden
n €N, N < n szédmra dp(a,,z) < €. Ekkor |pr;(a,) — pr;(z)| < €, vagyis lim (pr; ca) = pr; (lima).
Most tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,n} esetén a pr, oa sorozat konvergens és legyen ¢ € R*
tetszdleges paraméter. Legyen x = (lim (pryoa),...,lim (pr,ca)) € K. Minden i € {1,...,n}
esetén létezik olyan N; € N kiisz6bindex, hogy minden N; < n természetes szamra |pr;(a,) — ;| < -

Legyen N = max {N;| ¢ € {1,...,n}}. Ekkor minden N < n természetes szamra a p # oo esetben

n n n
E\P € Un
dp(an, ) = ¢ ;_1 pri(an) — zil” < 7 E (E) =\ ;_1 l=e"—<¢,

i=1

a p = oo esetben pedig
. €
doo(an, ) = max {|pr;(a,) —z;|| i € {1,...,n}} < . <e

teljesiil, tehat lima = x, vagyis az a sorozat konvergens.

1.4. Cauchy-sorozatok
1.38. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér. Az a : N — K" sorozat Cauchy-sorozat, ha
Ve e RTAN e NVn,m € N ((N <n AN<m) = |la, —an| < 6).

1.39. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normaélt tér és a : N — K" Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N,
kiiszobindex, hogy minden n,m € N, N < n,m szamra d(a,, a,,) < 1 teljesiil, vagyis minden N < n
természetes szam esetén a, € Bi(any1), vagyis az {a, | n > N} halmaz koratos. Minden 0 <n < N
esetén az egyetlen pontbol all6 {a, } halmaz korlatos. Mivel Rana véges sok korlatos halmaz unioja,
ezért korlatos.

1.40. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.
Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér, a : N — K" konvergens sorozat, melynek hatéarértéke
A € K" és legyen ¢ € RT. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n szamra
€
d(an, A) < 3 teljestil, vagyis minden N < n,m természetes szam esetén
e €
d(an,am) < d(an, A) + d(am, A) < 3 + ;=€
1.41. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.
Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér, a : N — K" Cauchy-sorozat, o : N — N olyan indexso-
rozat, melyre a o o konvergens, és legyen tovabbad A = lima o 0. Ha ¢ € R™, akkor létezik olyan
N; € N kiiszobindex, hogy minden n,m € N, N; < n,m esetén d(an,, a;,) < % és létezik olyan Ny € N

kiiszobindex, hogy minden n € N, Ny < n esetén d(aq(n), A) < g Ha N = max {N;, N2} és n € N,
N < n , akkor

d(an, A) < d(an, o)) + A(ao@m), A) < g + % —e,

ahol kihasznaltuk, hogy o(n) > n.
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1.42. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér és A C K". Azt mondjuk, hogy az A halmaz teljes, ha
minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens és a hatarértéke az A halmazban van. Azt mondjuk,
hogy a (K", ||-||) normélt tér teljes, ha K" teljes halmaz.

1.43. Tétel. A (K", ||-|| ) normdlt tér teljes, tovdibbd minden A C K" zdrt halmaz teljes.

Bizonyitds. Legyen a : N — K" Cauchy-sorozat a (K", [-|| ) térben. Mivel minden i € {1,...,n}
és n,m € N index esetén

Ipr;(an) — pri(am)| < [lan — am”oo )
ezért pr; oa : N — K Cauchy-sorozat a K szamtestben vagyis konvergens. Amibél az 1.37 tétel alapjan
adédik, hogy az a sorozat konvergens.
Legyen A C K" zart halmaz. Ekkor minden a : N — A Cauchy-sorozat konvergens a K" térben,
azonban zéart halmazban halad6 konvergens sorozat hatarértéke is a halmazban van, ezért A teljes.

1.44. Definicié. A teljes normalt tereket Banach-tereknek nevezziik.

1.45. Tétel. A (K", ||-|| ) normdlt tér Banach-tér.

1.5. Kompakt halmazok

1.46. Definicié. Legyen (K", ||-||) normalt tér.
— Az X C K" halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének létezik véges részbefedése. Azaz, ha
minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre X C U A; teljesiil, ahol
iel iel’
minden i € I esetén az A; nyilt részhalmaza az K" térnek.
1.47. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

1.48. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K" kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. Az Y C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és X C K" kompakt halmaz.

1. Megmutatjuk, hogy X korlatos. Legyen p € K" tetszdleges pont. Mivel X C K" = U B, (p),
neNt

ezért létezik olyan véges I C NT halmaz, hogy X C U B, (p). Ekkor az r = max{I} szamra

nel
X C B, (p) teljesiil.
Most igazoljuk, hogy X zéart. Ehhez legyen p € K" \ X tetsz6leges pont. Minden z € X pont esetén

d
ha r(z) = (a;p), akkor B,(y) () N By(y)(p) = 0. Mivel

zeX

az X kompakt halmaz nyilt fedése, ezért 1étezik olyan H C X véges halmaz, melyre

rE€H

teljesiil. Legyen 7 = min {r(z)| 2 € H}. Ekkor minden x € H esetén B, (,(x) N B,(p) = 0, vagyis

XN Br(p) - ( U Br(m’) ("E)> N Br(p) = U (Br(z)(x) N Br(p)) =0.

rcH zeH
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Ez azt mutatja, hogy B, (p) C K"\ X. Tehat K" \ X halmaz minden pontja bels6 pont, ezért K"\ X
nyilt halmaz, vagyis X zart.

2. Legyen Y C X zart halmaz és legyen (U;);c; az Y halmaz nyilt fedése és legyen V.= K" \ Y.
Ekkor V, (U;);er az X halmaz nyilt fedése (X C V U U U,), ezért létezik olyan I’ C T véges halmaz,

iel
melyre X C V' U U U;. A V halmaz definiciojabol adédik, hogy ekkor Y C U U, is teljesiil, vagyis
iel iel’
az Y halmaz kompakt. Ha Y C X kompakt halmaz, akkor az elsé pont alapjin zart.

1.49. Tétel. (Cantor-féle kizosrész-tétel.) Legyen (K", ||||) normdlt tér és (K;)icr a K* kompakt,
nem tres halmazainak olyan rendszere, hogy minden v,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
K, C K; N K; teljesiil. Ekkor

ﬂKﬁé@.

icl

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és (K;);ec; a K* kompakt, nem iires halmazainak olyan
rendszere, hogy minden 4,j € I esetén létezik olyan k € I, hogy K} C K; N K teljesiil, valamint
rogzitsiink egy ip € I indexet. Minden ¢ € I esetén legyen U; = K"\ (K; N K;,), mely nyilt halmaz.

A bizonyitandé allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy ﬂ K; = (. Ekkor
iel

Uui =K\ (KinK;) =K\ (ﬂ (KiﬁKi0)> =K",

el iel el

vagyis K;, C U U;. Mivel K;, kompakt, ezért 1étezik olyan I’ C I véges halmaz, hogy K;, C U U;.
icl icl’
Ebbdsl

K, |JUi= K"\ (KiNK;) =K\ <ﬂ (KmKl-O)>
el i€l i€l
adodik. A feltevés miatt véges sok K; kompakt halmaz metszete sem iires, tehat létezik j € I, melyre
K; C ﬂ (K; N K;,). Erre a halmazra a fenti tartalmazas alapjan
iel

Kj € Ki, SK"\ (ﬂ (KmKio)> C K"\ K;
icl’

kovetkezik, ami a nyilvanvalo K; C K" \ K ellentmondasra vezet.

1.6. Heine—Borel-tétel
1.50. Tétel. Minden R € R" esetén a [—R, R]" halmaz kompakt az (R", ||-|| ) normdlt térben.

Bizonyitds. Legyen R € R és tekintsiik a 7o = [—R, R]" halmazt az (R", |||, ) normalt térben.
A T, halmaz nyilvan korlatos, hiszen az ro = 1 + 2R szamra teljesiil, hogy barmely x € T, esetén
TO g BTO (.T)

Most megmutatjuk, hogy zart is. Ehhez legyen ¢ : N — Tj tetszéleges konvergens sorozat, a limec = C
hatarértékkel. Ekkor az 1.37 tétel alapjan minden i € {1,...,n} indexre limpr,;(c) = C; teljesiil.
Mivel a pr;(c) konvergens sorozat az [a;, b;] zart halmazban halad, ezért C; € [a;, b;]. Tehat C € Tj.
Indirekt modon tegyiik fel, hogy a Ty halmaz nem kompakt. Ekkor létezik olyan (Uy)rperx nyilt
halmazokbol allo lefedése a Tp halmaznak, melynek nem létezik véges részbefedése. Vegyiink egy
ilyen (Uy)rex halmazrendszert.

Most definialjuk a (7;,)nen halmazokat az alabbi rekurzioval. A Ty halmazt méar fent definialtuk.
Tegyiik fel, hogy valamely n € N esetén a T;, halmaz ismert és

i) han > 1, akkor T,, C T),_1;
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ii) az (Ug)kex halmazrendszernek nem létezik olyan véges részhalmaza, mely lefedi a T, halmazt;
n

iii) 7, = [ ] [e:, 8] alaki, ahol minden i € {1,...,n} esetén a;, 3; € R.
=1

Ezek a feltételek teljesiilnek a Ty halmazra. Legyen j € {0,1}" és definidljuk a

n

By a8 B oy
Aj:H[ai+]i 5 ' 9 + Ji 5
i=1

halmazokat. Ekkor a

T,= |J 4

je{o,1}"

felbontas nem més mint a T}, halmaz 2" darabra val6 felosztasa az élek felezésével. Minden j € {0,1}"
esetén az (Uy)kex halmazrendszer lefedi az A; halmazt. Ha minden j € {0,1}" esetén az (Ug)rex
halmazrendszernek létezne olyan véges részhalmaza, mely lefedi az A; halmazt, akkor a 7, halmaznak
is létezne véges részbefedése. Tehat létezik legalabb egy olyan j € {0,1}" index, melyre az teljesiil,
hogy a (Ur)rek halmazrendszernek egyetlen véges részhalmaza sem fedi be az A; halmazt. Valasszunk
egy ilyen j indexet és legyen T, 1 = A;. Ekkor az igy definialt T;,; halmazra teljesiilnek az i)-iii)
tulajdonsagok.

Tekintsiik a (T},)neny halmazokat. Minden n € NT esetén legyen 1, = ;(1 Egyszertien igazolhato,
hogy ekkor minden n € N* és x € T}, esetén T, C B, (z) teljesiil.
Minden ¢ € {1,...,n} esetén a (pr; (Ty))nen halmazrendszerre teljesiilnek a Cantor-féle kozosrész-
tétel feltételei, ezért

m pr; (Tn) # 0.

neN

Legyen z; € ﬂ pr; (T,,) és © = (z1,...,xn). Ekkor minden n € N esetén © € T,,. Mivel z € Ty, ezért

neN
létezik olyan kg € K index, melyre = € Uy, teljesiil. Az Uy, halmaz nyiltsidga miatt létezik olyan

R € R, melyre Br(x) C Ug,. Mivel lim r, = 0, ezért létezik olyan n € N, melyre r, < R teljesiil.
n—oo
Ekkor
z €T, CB,, () C Br(z) C Uy,

miatt azt kaptuk, hogy a 7,, halmaz lefedhets véges sok, nevezetesen egyetlen Uy, nyilt halmazzal,
ellentmondva ezzel feltételezésiinknek.

1.51. Tétel. (Heine—Borel-tétel végtelen normdra.) Az (R, ||-|| ) normdlt tér egy részhalmaza pon-
tosan akkor kompakt, ha korldtos és zart.

Bizonyitds. Ha K C R" a (R", [|-|| ) normalt tér egy kompakt részhalmaza, akkor K az 1.48 tétel

alapjan korlatos és zart.

Most tegyiik fel, hogy K C R" korlatos és zart halmaz. A K halmaz korlatossdga miatt 1étezik olyan
n

R € RT, hogy K C Bgr(0) teljesiil. Ekkor a végtelen norma definicioja alapjan K C H [-R, R].
i=1

n

Az 1.50 tétel alapjan H [ R, R] kompakt halmaz és K ennek zart részhalmaza, tehat az 1.48 tétel
i=1

alapjan K kompakt.

1.7. Kompakt halmazok jellemzése sorozatokkal

1.52. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel euklidészi terekben végtelen normdra.) Legyen A CR"™. Az
(R™ ||-l.o) mormdlt térben az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.
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Bizonyitds. Legyen A C R" kompakt halmaz és a : N — A tetsz6leges sorozat. Definidljuk minden
n € N esetén az A,, = {ay |k > n} halmazt. Az (A,,)nen halmazrendszerre teljesiilnek a Cantor-tétel

feltételei, ezért létezik € n A, # 0. Ekkor minden n € N esetén x € {ay |k > n} teljesiil. Ebbdl a
neN
lezart definicioja alapjan kovetkezik, hogy minden e € RT és n € N esetén B.(x) N {ax |k > n} # 0,
ezért létezik olyan k > n, melyre ap € B.(x). Definidljuk a ¢ : N — N indexsorozatot az aldbbi
iteracioval.
— Legyen 0(0) = min{k € N | a € Bi(x)}.
— Ha o(n) mar ismert, akkor legyen o(n + 1) = min {k eN|on)<k A a,€ B% (a:)}

Ekkor az a o o sorozat konvergens, hatéarértéke z. Ekkor lim(aoo) € K, vagyis a K halmaz zartsaga
miatt lim(a o o) € K.

Most legyen A C R™ nem kompakt halmaz. Ekkor az 1.51 tétel alapjan A vagy nem zart vagy nem
korlatos.

Ha A nem zart, akkor létezik egy # € A\ A pont és ehhez egy a : N — A konvergens sorozat,
melyre lima = z teljesiil. Ekkor az a egy olyan A halmazban halad6 sorozat, melynek nincsen olyan
konvergens részsorozata, mely hatarértéke az A halmazban lenne.

Ha A nem korlatos, minden n € N esetén A ¢ B, 11(0) teljesiil. Legyen a € H A\ Bp+1(0)

neN
tetszGleges. Ekkor az a egy olyan A halmazban halad6 sorozat, melyre minden n € N esetén n+ 1 <

|lan| teljesiil. Tehét a egyetlen részsorozata sem korlatos, ezért konvergens sem lehet. Vagyis az a
egy olyan A halmazban haladd sorozat, melynek nincsen konvergens részsorozata.

1.8. Fiiggvények hatarértéke

1.53. Definicié. Legyen (K, ||-||) és (K™, |-|') normalt tér, f : K* — K™ fiiggvény és az a € K"
pont az f fliggvény értelmezési tartomanyéanak torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény
hatdarértéke az a pontban A € K™, ha

Ve € R*35 e R* (f(B(;(a) \{a}) C BE(A)).

1.54. Tétel. Legyen (K™, ||-||) és (K™, ||-||") normdlt tér, f : K* — K™ figguény, az a € K" pont az f
fiigguény értelmezési tartomdnydanak torléddsi pontja és legyen A, B € K™ az [ fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-||") normalt tér, f : K* - K™, a € K" a Dom f halmaz
torlodasi pontja, és A, B € K™ legyen az f fiiggvény hatarértéke az a pontban. Tegyiik fel, hogy
A # B. Ekkor létezik olyan 4,05 € R, hogy minden z € Dom f esetén
d(A,B
0<d(z,a) <ds — d(f(x),A) < %
d' (A, B)

0<d(z,a) <dp — d(f(z),B)< 5

teljesiil, ahol d’ jeldli a ||-||' norma szerinti tavolsagot, azaz d'(A, B) = ||A — B||'. Ami azt jelenti,
hogy ha 0 = min {d4,dp}, akkor minden = € (Dom f) N (Bs(a) \ {a}) elemre a

d'(A,B) <d'(A, f(z)) + d'(f(x), B) < d'(A,B)
ellentmondés teljesiil, tehat A = B.
1.55. Definicié. (A lim mivelet.) Legyen (K", ||||) és (K™, ||-||") norméls tér, f : K® — K™ fiiggvény

és az a € K" pont a Dom f halmaz torlédasi pontja. Ha létezik az f fliggvénynek hatarértéke az a
pontban, akkor azt lim f vagy lim f(x) jeloli.
a T—a
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1.56. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (K®,|-||) és (K™, ||-|') normdit tér, f : K* — K™
fiiggvény és a z € K" pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
z

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {2z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatdrérték.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f : K® - K™ és 2 € M a Dom f halmaz
torlodasi pontja. Tegyiik fel, hogy létezik a lim f = F € K™ hatéarérték. Legyen a : N — Dom f\ {z},
z ponthoz konvergalé sorozat és ¢ € RT tetszbleges paraméter. Ekkor az f fiiggvény hatarértéke
miatt létezik olyan § € RT, hogy

Vz€Dom f: 0<d(z,z)<d = d(f(x),F)<e.

Ehhez a ¢ szamhoz az a sorozat konvergenciaja miatt 1étezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szdmra d(a,,z) < 6. Ekkor minden n € N, N < n szamra d'(f(a,), F) < €, vagyis
nhﬁn;(} f(an) =F.

Most tegyiik fel, hogy lim f o a létezik minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergald sorozat
esetén. Legyen b,c : N — Dom f \ {z} két olyan tetszsleges sorozat, mely a z ponthoz konvergal,
valamint legyen

bz ha n paros;

a:N— Dom f\ {z} e { o ha n paratlan.

Ekkor fob és focis részsorozata a konvergens f oa sorozatnak, tehat a hatarértékiik is megegyezik.
Vagyis létezik olyan A € K™ pont, hogy minden a : N — Dom f \ {z}, z ponthoz konvergil6 sorozat
esetén lim f o a = A. Megmutatjuk, hogy ekkor lim f = A. Tegyiik fel ugyanis, hogy lim f # A.
Ekkor

Je e RYYS € RY3z € Bs(2) \ {2} : f(x) ¢ B:(A).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomf\ (2} o e Bo D\ (). d(f(x).4) >} £,

ezért

H {xEDomf\{z}\ xeB#l(z)\{z}, d(f(z),A) 28}75@.

neN

Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f \ {z} olyan sorozat, melynek

1
minden n € N esetén d(ay,, z) < 1 teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim foa = A nem
n

€
teljesiil, ugyanis az 3 szdmhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N, N < n

3 C . . . . .
szamra d'(f(ay), A) < — teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukci6ja miatt minden n € N szamra

d'(f(an),A) > . Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f \ {z}, =
ponthoz konvergéld sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = A.

1.57. Tétel. Legyen (K*, ||-|) és (K™, |-||') normdlt tér, f,g : K* — K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € K" torloddsi pontja a Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik lim f, lim g
a a
és lim . Akkor az a pont torléddsi pontja a Dom(f + g), a Dom(\f), a Dom(pf) és a Dom(]|f]|)
halmaznak, valamint
1. lim(f 4+ g) = lim f 4 lim g;
a a a
2. im(Af) = A(lim f);
3. lim(pf) = (lm )(lim f);
a a a

4. i | £]) = [|tim .

Bizonyitds. Legyen (K®, ||-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f,g : K* - K™, ¢ : K" - K, A € K, a € K"
torlodasi pontja a H = Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak, legyen F' = lim f, G = lim g, ® = lim ¢,
a a a
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valamint legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter.
1. Az % szamhoz létezik olyan d¢,d4, hogy

€

Ve H: 0<|z—al <y = ||f(x)-F| <z

2

VoeH: 0< |z—a| <d, = ||g(x)—G||<§

Ekkor a § = min{dy,d,} szamra
VeeH: 0<|lz—all <d = [[(f+9)(z) - (F+G) <|f(z) - Fll+g(z) -Gl <e

teljesiil, vagyis lim(f + g) = F + G.

2. Ha X\ = 0, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy A # 0. Az ﬁ € RT szdmhoz létezik

olyan § € R*, hogy minden x € H szamra, ha 0 < ||z —a|| < 4, akkor ||f(z) — F| < ﬁ Ezek
alapjan ha z € H, 0 < ||z — al| < ¢, akkor
£

[Af(2) = AF|| = [A[- [|f(2) = FIl < |Al- i

&

vagyis lim(Af) = A\F.
3. Létezik olyan §; € RT, hogy

VeeH: 0<l|z—al <d = |flz)-F| <1,

vagyis, ha € H olyan, hogy ||z — al| < d1, akkor
If @) < IIF] + 1.

Minden ¢’ € RT szamhoz létezik olyan dy, 6, hogy

VeeH: 0<|z—al <df = |f(z)—F| <€,

Vee H: 0<|z—al <d, = |px)— | <e.
Ekkor a § = min{dy,d,, 61} szamra, ha € H olyan, hogy 0 < ||z — a|| < ¢, akkor

[(0f)(x) = @F| = [lo(z) f(z) — ©f (z) + Of(x) — F| <

<[f@) - le(x) = @] +[@f - [|f(z) - FI| <
SUFI+1) - +[@-e" =" (IF + 2]+ 1) <&,

€
TF[+ 0+ 1
Ezek alapjan az e, |F|| és |®| szamokhoz valasztunk olyan & paramétert, melyre teljesiil a fenti
egyenlGtlenség, majd valasztunk 6; ,0f, 6, mennyiségeket és ezekbdl kapjuk meg a € szdmhoz tartozoé
& mennyiséget.
4. Az ¢ € RT szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy

teljesiil, ha 0 < &’ <

VeeH: 0<|lz—a| <0 = |f(z)-F|| <e.
Ekkor a § szamra igaz, hogy minden 0 < ||z — a|| < § esetén

Hf @I = IFI < [If(2) - Fll <e

teljesiil, vagyis lim || f|| = || F||-
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1.9. Fiiggvények folytonossaga

1.58. Definicié. Legyen (K®, ||-||) és (K™, ||-]|") normalt tér, f : K® — K™ és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € RY35 € R*(f(Bs(a)) C B.(f(a))).
— Az f fiigguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.

Jelslés. Adott (K™, ||-|) és (K™, |-||") normalt terek és U C K" és V' C K™ részhalmazok esetén a

cu,v) 2 {f:U = V| f folytonos}
jelolést fogjuk hasznélni.

1.59. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.) Legyen (K*,|-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, f : K* — K™
és z € Dom f. A f fiiggvény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-||') normalt tér, f : K* — K™ és z € Dom f. Tegyiik fel,
hogy az f fiiggvény folytonos a z pontban és legyen a : N — Dom f, z ponthoz konvergél6 sorozat.
Az f fiiggvény z pontbeli folytonossaga miatt tetszéleges ¢ € RT paraméterhez, létezik olyan 6 € RT,

hogy
Vz € Dom f: d(z,2) <6 = d(f(x), f(z)) <e.

Ehhez a ¢ szamhoz az a sorozat konvergencidja miatt létezik olyan N € N kiiszébindex, hogy minden
n € N, N < n szamra d(a,, z) < §. Ekkor minden n € N, N < n szamra d'(f(a,), f(2)) < €, vagyis

I flan) = (2).
Tegyiik fel, hogy f nem folytonos a z pontban. Ekkor

Je € RTV6 € RT3z € Dom f N Bs(2) : f(z) ¢ B-(f(2)).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szamot. Mivel minden n € N esetén

{veDomflzeB s (), d(f@).f(2) 2} £0.

ezért

I1 {x € Dom f| z € B+ (2), d(f(z), f(2) > 5} £ 0.

neN
Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f olyan sorozat, melynek minden

1
n € N esetén d(an,z) < 1 teljesiil az elemeire, vagyis lima = z. Ekkor lim f oa = f(z)
n

€
nem teljesiil, ugyanis az 3 szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n € N,

N < n szémra d'(f(ay), f(2)) < %, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt minden n € N szdmra
d'(f(an), f(2)) > €. Tehat azt az ellentmondast kaptuk, hogy nem minden a : N — Dom f, z ponthoz
konvergalo sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = f(2).

1.60. Tétel. Legyen (K®,|-|) és (K™, ||-|") normdlt tér, f : K* — K™, és aza € Dom f pont a Dom f
halmaz torloddsi pontja. Az f fliggvény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és
a

lignf = f(a).

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-|') normalt tér, f : K* — K™, és az a € Dom f pont a
Dom f halmaz torl6déasi pontja.
Egymas alé irva a lim f = f(a) és az f fliggvény a pontbeli folytonossaganak a jelentését

Ve € RT35 € RTVa € Dom f : 0<d(x,a)<d — d(f(x),fla)<e

Ve € RT36 € RTVa € Dom f : d(z,a) <d — d(f(zx),fla) <e

rogton adodik, hogy az a € Dom f esetben a két formula ekvivalens.
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1.61. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|') normdlt tér, f,g : K* - K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € Dom f NDom g N Dom . Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Ekkor az a pontban

L f+g;
2. \f;

3. of;

4- A1
folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||') normalt tér, f,g: K* - K™ ¢ : K" » K, A€ K, a € H,
ahol H = Dom f N Dom g N Dom . Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Legyen ¢ € R™
tetszéleges paraméter.

1. Az ; szémhoz létezik olyan dy,d,, hogy
Vee H: |lz—al <y = [If(z) - fla)] <
VeeH: |lz—al <d, = lg(z) —gla)ll <

Ekkor a § = min{dy,d,} szamra

Vee H: |lz—al <d = [|(f +9)(x) = (f+9)(a)l < [If(z) = fla)l + llg(z) —g(a)|| <€

teljesiil, vagyis f + g folytonos az a pontban.
2. Ha X\ = 0, akkor nyilvan igaz az allitdas. Tegyiik fel, hogy A # 0. Az £ € R" szamhoz létezik

A
olyan § € R, hogy minden z € H szamra, ha ||z — a| < ¢, akkor || f(z) — f(a)| < |€7| Ezért ha
|l — al| < ¢, akkor
5
IAf (@) = Af(a)] = (Al - [[f () = fla)ll <[A[- oo

vagyis Af folytonos az a pontban.
3. Létezik olyan §; € RT, hogy

VeeH: |lz—al <o = [[f(x) = fla)ll <1,
vagyis, ha € H olyan, hogy ||z — a|| < ¢, akkor
@) < I1F] + 1.
Minden &’ € RT szdmhoz létezik olyan 4y, d,, hogy
VeeH: |lz—al <df = ||f(z)—F|| <&
Vee H: ||lz—a| <d, = |px)—pla)] <.
Ekkor a § = min{dy,d,, 61} szamra, ha € H olyan, hogy 0 < ||z — a|| < ¢, akkor
1) (@) = ela)fa)ll = lle(@) f(x) = p(a)f(x) + p(a) f(x) — p(a) fa)|| <
<Nf @) - o) = la)] + lp(a)] - [ f(x) = fla)ll <
<@l +1)- "+ lp(a)]-e" =" (If (@)l + [e(a)] + 1) <e,

€

1 (@)l + [e(a)] +1
¢’ paramétert, melyre teljesill a fenti egyenlStlenség, majd valasztunk 0,1, d¢, d, mennyiségeket és
ezekbdl kapjuk meg a € szdmhoz tartozd § mennyiséget.

4. Az e € R szamhoz létezik olyan 6 € R, hogy

Vee H: |[z—al <0 = |[f(z)— fla)| <e.

teljesiil, ha 0 < ¢’ < . Tehat az ¢, || f(a)| és |¢(a)| szdmokhoz valasztunk olyan

Ekkor a § szamra igaz, hogy minden ||z — al| < § esetén

@I = lf @ < I1f(z) = fla)ll <e

teljestil, vagyis ||f|| folytonos az a pontban.
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1.62. Tétel. Legyen (K™, ||-|) és (K™, ||-||) normdit tér, X\ € K, valamint f,g : K* — K™ és ¢ :
K" — K folytonos figgvény. Ekkor [+ g, Af, of és || f|| is folytonos.

Bizonyitds. Az el6zé allitast kell alkalmazni minden a € K" pontra.

1.63. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) — Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|I') normdlt tér,
valamint f : K® — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.

1. Az f fiigguény folytonos.

-1
2. Minden A C K™ nyilt halmazra létezik olyan U C K" nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A CK™ zdrt halmazra létezik olyan Z C K" zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f
teljesiil.
Bizonyitds. Legyen (K", |-[) és (K™, [|-|) normalt tér, f : K® — K™ és K = Dom f.

-1
1= 2 Legyen f : K — K™ folytonos fliggvény és A C K™ nyilt halmaz. Ekkor minden z € f (A)
esetén létezik olyan e(z) € R™, melyre B.(.)(f(z)) € A. Ekkor az f fiiggvény z pontbeli folytonossaga

miatt létezik olyan d(z) € RY, melyre f(K N Bj(.)(2)) C Be)(f(2)). Ezekbdl K N By, (2) € _fl(A)
adodik. Tehat az U = U By(2y(2) nyilt halmazra K N U = _fl(A) teljestil.

€ £(A)
2 = 1 Legyen f: K — K™ olyan fiiggvény, hogy minden A C K™ nyilt halmaz esetén létezik olyan
U C K" nyilt halmaz, melyre }1(/1) = U N K teljesiil. Legyen z € K és ¢ € RT tetsz6leges. Ekkor

-1
B.(f(#)) nyilt halmaz, ezért létezik olyan U C K™ nyilt halmaz, melyre f (B:(f(z))) = UNK
teljesiil. A z € U miatt létezik olyan § € R*, hogy Bs(z) C U. Ez azt jelenti, hogy minden z € K
pontra x € Bs(z) esetén f(x) € B.(f(z)) teljesiil, ebbdl pedig kivetkezik az f fiiggvény z pontbeli
folytonossaga, abbol pedig folytonossaga.

2 = 3 Legyen A C K™ zart halmaz. Ekkor K™ \ A nyilt halmaz, igy létezik olyan U C K" nyilt

-1
halmaz, hogy f (K™\ A) =UnN K. Ezért

-1

f<A>=Km(K“\}1<K"‘\A>) — KK\ (UNK)) = K0 K"\ D)

-1
teljesiil, ahol felhasznéaltuk, hogy minden A’ C K™ halmazra f(A’) C K. Vagyisa Z = K"\ U

-1
halmaz zart és f(A)=ZNK.
3 = 2 Legyen A C K™ nyilt halmaz. Ekkor K™ \ A zart halmaz, igy létezik olyan Z C K" zart

-1
halmaz, hogy f (K™\ A) = ZnN K. Ezért

-1

Py =k (R0 T @A) = K0 @\ (Z0K) = K0 E\ 2)

-1

teljesiil, ahol felhasznaltuk, hogy minden A’ C K™ halmazra f (A’) C K. Vagyis az U = K"\ Z
—1

halmaz nyilt és f (A) =UNK.

1.64. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen (K™, |-) és (K™, ||-|I') normdlt tér,
valamint f : K* — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az [ fiiggvény folytonos.

-1

2. Minden A CK™ nydt halmazra f (A) nyilt.
-1

3. Minden A CK™ zdrt halmazra f (A) zdrt.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kovetkezménye.
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1.65. Tétel. Véges dimenzids normadlt terek kézott hato folytonos fiiggvények kompozicidja folytonos
fiigguény.

Bizonyitds. Legyen (K™, ||-||;)) normélt tér minden ¢ = 1,2, 3 esetén, f : K™ — K"2, g : K"2 — K"
folytonos fiiggvény, és a € Dom f olyan pont, melyre f(a) € Dom g teljesiil. Megmutatjuk, hogy a
g o f fiiggvény folytonos az a pontban.

Legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Mivel a g fiiggvény folytonos az f(a) pontban, ezért létezik
olyan d, € R, hogy

Vy € Domg: da(y, f(a)) <dy = d3(9(y).9(f(a))) <e.

Mivel az f fliggvény folytonos az a pontban, ezért a d, szamhoz létezik olyan 6 € R paraméter, hogy
VeeDomf: di(z,a)<d = do(f(z), f(a)) < dy.

Egymas utan irva a fenti két egyenlStlenséget azt kapjuk, hogy minden x € Dom(g o f) esetén

di(z,a) < = ds((go f)(x), (g0 f)(a)) = ds(9(f(2)),9(f(a))) <e.
1.66. Definicié. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fiiggvény nyilt, ha minden U C K" nyilt halmaz esetén f(U) nyilt halmaz.
1.67. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-||') normdlt tér és f : K* — K™ bijekcid. Az f figgvény
pontosan akkor nyilt, ha f~! folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™, |-|') normalt tér és f : K® — K™ bijekcio. A folytonossag

topologikus jellemzése alapjan az f~! fiiggvény pontosan akkor folytonos, ha minden U C K" nyilt
-1

halmaz esetén ( f *1)(U) C K™ nyilt halmaz, azaz f(U) C K™ nyilt halmaz, vagyis amikor f nyilt.

1.68. Definicié. Legyen (K", |-||) és (K™, |-|") normalt tér U C K" és V C K™ Az f: U - V

fliggvény homeomorfizmus, ha folytonos bijekcio és az inverze is folytonos. Azt mondjuk, hogy az U

és U részhalmazok homeomorfak, ha létezik f : U — V homeomorfizmus.

1.10. Kompakt halmazon értelmezett folytonos fliiggvények

1.69. Tétel. Legyen (K*, |-|) és (K™, ||-|') normdlt tér K C K" kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos fiigguény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

Bizonyitds. Legyen (K*,|-]|) és (K™, ||-|') normalt téer K C K" kompakt halmaz, f : K — K™
folytonos fliggvény és tekintsiik az f(K) halmaz

f(K)QUUi

iel
nyilt fedését. Ekkor a folytonossag topologikus jellemzése ((1.63) tétel) alapjan minden ¢ € I esetén
-1
létezik olyan V; nyilt halmaz, melyre f (U;) = V; N K teljesiil. Vagyis

Kct (UU) :U_fl(Ui)=U(VmK)= (Uw)ngUw

icl icl icl icl icl
a K kompakt halmaz nyilt fedése. A K halmaz kompaktsiga miatt létezik olyan J C I véges halmaz,
melyre
KclJv
icJ
ezért

fEycJrv=Jus

ieJ i€J

az f(K) halmaz véges nyilt fedése.
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1.70. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f : K —
R folytonos fiiggvény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(z) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) norméalt tér, K C K" kompakt halmaz és f : K — R folytonos
fiiggvény. Az el6z6 1.69 tétel alapjan f(K) kompakt halmaz, vagyis a Borel-Lebesgue-tétel miatt
korlatos és zart részhalmaza a valos szamoknak. Az f(K) halmaz korlatossdga miatt létezik infimuma
és szuprémuma, valamint az f(K) halmaz zartsdga miatt inf f(K),sup f(K) € f(K). Ezért létezik
olyan z,y € K, melyre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

1.71. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, |-|) normdit tér, K C K" kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~' figguény is folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-[) és (K™, |||") normalt tér, K C K" kompakt halmaz, f : K — K™
folytonos injektiv fiiggvény és legyen Z C K" zart halmaz. Ekkor Z N K a K kompakt halmaz
zart részhalmaza, ezért kompakt. Felhasznalva, hogy kompakt halmaz folytonos fiiggvény altali képe

kompakt, valamint az
-1

(f)(2)=f(2)=f(ZNK)
-1
egyenl6séget az addédik, hogy minden Z zart halmazra a (f’l)(Z) halmaz zart, tehat az 1.63 tétel
alapjan f~! folytonos fiiggvény.

1.72. Tétel. Legyen (K", |-|) és (K™, |-|') normdlt tér, K C K" kompakt halmaz, V C K™ és
f: K =V folytonos bijekcio. Ekkor f homeomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen (K" |-|) és (K™, |-|) normalt tér, K C K" kompakt halmaz, V C K™ és
f+ K — V folytonos bijekci6. Ekkor az 1.69 tétel alapjan V kompakt halmaz, és az 1.71 allitas
alapjan az f~! fiiggvény is folytonos.

1.11. Egyenletesen folytonos fiiggvények

1.73. Definicié. Legyen (K, |-|) és (K™, ||-||') normalt tér. Azt mondjuk, hogy az f : K* — K™
fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon, ha A C Dom f és

Ve e RTI§ e RYVa,y e A:  (d(z,y) <6 — d'(f(z), f(y)) <e)
teljesiil. Az f fiiggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
1.74. Tétel. Normdlt terek kézétt hato egyenletesen folytonos fiigguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) és (K™, |-|') normalt tér, f : K* — K™ egyenletesen folytonos fiigg-
vény és x € Dom f. Ekkor az f fiiggvény egyenletes folytonossaga alapjan

Ve e RT3§ e RTVy € Dom f:  (di(z,y) <6 — da(f(2), f(y)) <e),

ami az f fiiggvény x pontbeli folytonossagat jelenti. Vagyis az f minden € Dom f pontban folytonos,
tehat folytonos.

1.75. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (K*,|-||) és (K™, |-|I') normdlt tér, K C K kompakt halmaz és
f: K — K™ folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (K", |-||) és (K™,|-||") normalt tér, K C K" kompakt halmaz, f : K — K™
folytonos fiiggvény és ¢ € RT tetszéleges rogzitett paraméter. Az f fiiggvény folytonossiga alapjan
minden x € K ponthoz létezik olyan §(x) € Rt szam, melyre

f (Bs@)(2)) € Bs(f(x))
teljesiil. Ekkor

K C U Bs@ (z),

2
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vagyis a K halmaz kompaktsaga miatt létezik olyan H C K véges halmaz, melyre

K< B (2).
zeH

5
Legyen 6 = min {(;)| T € H} Megmutatjuk, hogy ekkor minden z,y € K pontra di(z,y) < ¢

esetén dao(f(x), f(y)) < € teljesiil. Legyen x,y € K olyan, melyre dy(z,y) < 0 teljesiil. Az z € K
miatt létezik olyan p € H, melyre x € Bsw) (p) teljestil. A haromszog-egyenl6tlenség alapjan
2

h(y,9) < di(y,2) + da(o.p) < 5+ "2 < o),
vagyis

di(z.p) <) = dlf@).f0) <

dilyp) <0p) = ). f0) <5

Ezekbdl viszont a bizonyitandd

da(f(2), F(y)) < da(f (@) SP)) + o (F(p). (W) < 5 +5 =<

egyenlGtlenség kovetkezik.

1.12. Normaék ekvivalenciaja

1.76. Tétel. Legyen ||-||" és ||| norma a K™ vektortéren. Az aldbbi dllitasok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C K* nyilt halmaz nyilt a ||-|' norma szerint is.
2. Minden x € K" és r € RT paraméterckhez létezik olyan R € R™, melyre BL';LJH (x) C pll (z).
3. Létezik olyan K € RY szdm, hogy minden x € K™ vektorra ||z|| < K ||z||".

Bizonyitds. Legyen |-|| és ||-|| norma a K" vektortéren.

1= 2 Minden z € K" és r € R+ esetén Bl (z) nyilt a ||-|| norma szerint, ezért a ||-|" norma szerint
is nyilt. Mivel = belsd pontja a Bl«"“(x) halmaznak a ||-|" norma szerint, ezért létezik olyan R € R,
melyre BIH?:“,(x) C Bﬂ"'(w) teljesiil.

2 = 3 Az x = 0 vektorhoz és az r = 1 szamhoz létezik olyan R € RT, melyre B%”/(O) C B‘lll”(O).
Vagyis minden y € K" vektor esetén ha |y < R, akkor ||y|| < 1. Legyen z € K" tetszdleges vektor.

R
Ha z # 0, akkor Z = - z olyan vektor, melyre || Z||" = 3 < R, vagyis ||Z]| = el < 1,

_&
2|2’
|lz||" egyenlétlenség. Vagyis a

) 2|zl )
amibdl ||z]| < R |z]|" adodik. Ha z = 0, akkor is teljesiil a ||z| < R
K= % jeloléssel az adodik, hogy minden = € K" esetén ||z|| < K ||z
3 = 1 Legyen K € R* olyan szam, hogy minden z € K" vektorra ||z| < K |jz|| teljesiil és legyen
X C K" a ||| norma szerint nyilt halmaz. Ha 2 € X, akkor létezik olyan r € RT, hogy Bl () C X.
Megmutatjuk, hogy R = % esetén B%”/(z) C Bﬂ"l(z) teljesiil, vagyis z bels6 pontja az X halmaznak

a ||-||' norma szerint is. Ha y € BJU%'”/(Z), akkor nyilvan [y — 2| < R és azt kell igazolni, hogy
lly — z|| < r teljesiil. Ez rogton adodik a

.,
Hy—Z”SK'||y—z||/<K-R:K.?:T

egyenl&tlenségbdl.
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1.77. Definicié. Azt mondjuk, hogy a K" téren értelmezett, ||-|| és ||-||" normdk ekvivalensek egymds-

sal, ha ugyanazok a nyilt halmazok a térben, azaz, ha minden ||-|| norma szerint nyilt halmaz nyilt a
||| norma szerint és minden ||-||" szerint nyilt halmaz nyilt a ||-|| norma szerint is.
1.78. Tétel. Legyen ||-||" és ||-| norma a K* vektortéren. A ||-||" és ||-|| normdk pontosan akkor ekvi-

valensek, léteznek olyan K1, Ko € RT paraméterek, hogy minden x € K* vektorra ||z|| < K ||z||" és
lz||" < Ky ||| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € RT paraméterek,
hogy minden x € K* vektorra o ||z|| < ||z||" < 82|

Bizonyitds. Az el6z6 éllitas kdzvetlen kovetkezménye.
1.79. Tétel. Minden n € N* ésp € [1,00[ esetén a |-||,, és a |||, normdk ekvivalensek a K" téren.

Bizonyitds. Egyszerten igazolhato, hogy minden = € K" vektor esetén

2]l < llzll, < ¥/n- Izl

teljesiil, ezért az el6z6 éllitas alapjan a |-, és a [|-[|, normak ekvivalensek.
1.80. Tétel. Minden n € N esetén a K" vektortéren bdrmely két norma ekvivalens.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy minden n € N7 esetén a K" téren a végtelen norma ekvivalens
barmely més normaval. Legyen ||-|| tetsz6leges norma. Legyen tovabba (e;)i=1,...» a K" tér kanonikus
bazisa, azaz minden i € {1,...,n} esetén e; legyen az a vektor, melynek az i-edik komponense 1,
minden més komponense 0. Definidljuk még a Ky = max{|le;||| ¢ € {1,...,n}} szamot. Ekkor
minden z € K" esetén

]| =

n
E €T - €;
i=1

Most megmutatjuk, hogy a ||-|| : K* — R fiiggvény folytonos a (K", ||-||, ) térben. Ehhez igazolni
kell, hogy minden z € K" és ¢ € RT elemekhez létezik olyan 6 € R*, hogy minden y € K" vektorra

n n
< il el <37l - Ky < Kan- [l -
=1 =1

2 =ylloe <o = izl =llylll <e

teljestil. A 6 = LK vélasztés jo lesz, ugyanis ebben az esetben ha ||z — y|| < 0, akkor
niny

Hzll = 1ylll < llz =yl < Kinflz -yl <e.

Most tekintsiik az S = {z € K"|||z||,, = 1} halmazt. Mivel a ||| fiiggvény nyilvan folytonos a [|-|| .,

-1
norma szerint és S = ||-||  ({1}), ezért S egy zart halmaz folytonos fiiggvény altali 6sképe, tehat zart
a (K", ||-||.) térben. Tovabba S nyilvan korlatos, ezért az 1.51 tétel alapjan S kompakt a (K", [|-]| )
térben. Mivel ||-|| folytonos fiiggvény, ezért a Weierstrass-tétel miatt léteznek olyan o, 3 € R* szadmok,
hogy minden x € S vektorra

a< |zl <

teljesiil. Ha z € K"\ {0} tetsz6leges vektor, akkor ——— € §, ezért o < ‘

xT
]| oo

* H = 7||x|| . Vagyis
| [zl Ml

x € K" esetén ||z|| < — - ||z| teljesiil.

Mivel a normdék ekvivalencidja tranzitiv, ezért megmutattuk, hogy a K" téren barmely két norma
ekvivalens.
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1.13. Normadak ekvivalencidjanak kovetkezményei

1.81. Tétel. Az X C K" halmaz nyiltsdga, zdrtsdaga, korldtossiga és kompaktsiga fiiggetlen attol,
hogy a K" tér milyen normdval van elldtva.

Bizonyitds. Az 1.80 tétel alapjan halmazok nyiltsig fliggetlen a norma megvalasztasatol. Tehat
minden norma esetén ugyanazok a nyilt halmazok. Ezért a nyilt halmazok komplementerei, a zart
halmazok, szintén ugyanazok minden norma esetén. A kompaktsag fogalma egyediil a nyiltsagot
hasznélja a topologiai fogalmak koziil, ezért a kompaktsag szintén normafiiggetlen tulajdonsiag a K"
téren. A korlatossadg normafiiggetlensége pedig a az 1.78 tétel kovetkezménye.

1.82. Tétel. Legyen a : N — K" sorozat és A € K*. Az a sorozat hatdrértéke pontosan akkor A, ha
minden olyan Q C K" nyilt halmazra, melyre A € Q) teljesiil létezik olyan N € N, hogy minden n € N
természetes szaimra N < n esetén a,, € ) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a : N — K" sorozat és A € K".

Tegyiik fel, hogy minden olyan Q2 C K" nyilt halmazra, melyre A €  teljesiil 1étezik olyan N € N,
hogy minden n € N természetes szamra N < n esetén a, € Q teljesiil és legyen ¢ € RT tetszdleges
paraméter. Ekkor az = B.(A) halmazra alkalmazva feltevésiinket olyan N € N kiiszobindexet
kapunk, hogy minden N < n természetes szamra ||a, — A|| < ¢ teljesiil. Mivel ¢ tetsz6leges volt,
ezért nlgr;o an, = A teljesiil.

Most tegyiik fel, hogy HILH;O a, = A és legyen 2 C K" olyan nyilt halmaz, hogy A € Q. Az Q

nyiltsdga miatt létezik olyan € € R*, hogy B.(A) C Q. A sorozat hatarértéke miatt, pedig ehhez az e
paraméterhez létezik olyan N € N kiisz6bindex, hogy minden N < n természetes szamra ||a, — A|| <
e teljesiil, vagyis a,, € B:(A) C Q.

1.83. Tétel. Az a : N — K" sorozat konvergencidja és hatdrértéke fiiggetlen a K" téren vdlasztott
normdtol.

Bizonyitds. Az 1.82 tétel szerint a sorozat hatarértékének definicija nyilt halmazokkal is megfo-
galmazhaté. Mivel az 1.80 tétel szerint barmely két norma szerint ugyanazok a nyilt halmazok, ezért
ugyanazok lesznek a kovergens sorozatok is.

1.84. Tétel. Legyen f : K" — K™ fiiggvény és a € K" olyan pont, mely torldddsi pontja a Dom f
halmaznak. Az f fiigguény a pontbeli hatdrértéke figgetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdtaol.

Bizonyitds. Az 1.56 hatarértékre vonatkozo atviteli elv alapjan fiiggvény pontbeli hatarértéke egy-
értelmiien jellemezhetd sorozatok hatarértékével. Mivel a sorozatok hatéarértéke fiiggetlen a valasztott
norméatol, ezért a fiiggvény pontbeli hatarértéke is fiiggetlen a normétol.

1.85. Tétel. Legyen f: K" — K™ fiiggvény és a € Dom f.
1. Az f fiigguény a pontbeli folytonossdga fiiggetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normadtol.
2. Az f fiigguény folytonossaga fiiggetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdtdl.

Bizonyitds. Az 1.59 folytonossagra vonatkozd atviteli elv alapjan fliggvény pontbeli folytonossaga
egyértelmien jellemezhets sorozatok hatarértékével. Mivel a sorozatok hatéarértéke fiiggetlen a va-
lasztott normatol, ezért a fliggvény pontbeli folytonossaga is fliggetlen a normatél. Minden pontra
alkalmazva ezt a megéllapitast adodik, hogy a fliggvény folytonossaga is fiiggetlen a normatol.

1.86. Tétel. (Heine—Borel-tétel.) Az (K", ||-||) normdlt tér egy részhalmaza pontosan akkor kompakt,
ha korldtos és zdrt.

Bizonyitds. Ha K C K" kompakt a (K", ||-||) normalt térben, akkor az 1.48 tétel alapjan K korlatos
és zart.

Legyen K C R" korlatos és zart halmaz a (R",||-||]) normalt térben. Ekkor az 1.80 tétel alapjan
K korlatos és zart halmaz a (R", ||-||, ) normalt térben, vagyis az 1.51 tétel alapjan K kompakt a
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(R, |||l .o) normalt térben. Az 1.80 tétel alapjan ekkor K kompakt az (R", [|-||) normalt térben.
Legyen K C C" korlatos és zart halmaz a (C", ||-||) normélt térben. Tekintsiik a

@:C" - R™ (Rezi,Imz,...,Rezq, Im zy,)
valos linearis leképezést. Egyszertien igazolhatd, hogy ekkor
I R =Rz 07 (2)]

norma az R?" téren, valamint minden z € C" esetén ||z|| = [|p(2)], teljesiil. Tovabba ¢ homeomorfiz-
mus a (C™, ||-||]) és a (R®™, ||-||,) tér kozott. Tehat o(K) korlatos és zart halmaz az (R*", ||-||,) térben.
Ezért az elozGek alapjan (K ) kompakt az (R?",||-||,) térben. Vagyis K kompakt a (C", ||-||) térben.

1.87. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel véges dimenzids normdlt terekben.) Legyen a (K", |-||) nor-
malt tér és A C K". Az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladé sorozatnak
létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

Bizonyitds. Tekintsiik az (R",||-||) norméalt teret és egy A C R" halmazt. Az 1.80 tétel alapjan
az A halmaz pontosan akkor kompakt a (R",||-||) normalt térben, amikor kompakt a (R", -] .)
térben. Az 1.52 tétel alapjan A pontosan akkor kompakt a (R", |||, ) térben, ha minden benne
halad6 sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme az A halmaznak. Az 1.80
tétel alapjan egy sorozat pontosan akkor konvergens a (R",||-||,,) térben, ha konvergens a (R", ||||)
térben.

Tekintsiik az (C", ||-||) normalt teret és egy A C C" halmazt. Legyen

p:C" > R™ (Rezi,Im 2y, ..., Re 2y, Im zy,).

Ekkor
I, R >Rz [l (2)]

norma az R?" téren, valamint minden z € C" esetén ||z|| = [|(2)], teljesiil. Mivel » homeomorfizmus
a (C™|-) és a (R?",[]-]|,) tér kozdtt, ezért A pontosan akkor kompakt a (C",|-||) térben, amikor
©(A) kompakt a (R?", ||-||,) térben. Az eddigiek alapjan tudjuk, hogy »(A) pontosan akkor kompakt
ha minden benne halad6 sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme a ¢(A)
halmaznak. Mivel ¢ lineéris izometria, ezért pontosan akkor teljesiil, hogy minden ¢(A4) halmazban
halad6 sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme a ¢(A) halmaznak, ha
minden A halmazban halad6 sorozatnak létezik konvergens részsorozata, mely hatarértéke eleme az
A halmaznak.

1.88. Tétel. Az (K", ||-||) normdlt tér Banach-tér, tovdibbd minden zdrt részhalmaza teljes.

Bizonyitds. Haa : N — K" Cauchy-sorozat, a ||-|| norma szerint, akkor az 1.80 tétel alapjan Cauchy-
sorozat, a ||-||,, norma szerint is. Ekkor viszont konvergens az 1.43 tétel szerint. Ugyancsak az 1.80
tétel alapjan a sorozat konvergens lesz a ||-|| norma szerint is.

1.89. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér és L C K" linedris altér, akkor L teljes.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normalt tér és L C K" linearis altér. Ha uq,...,u,, € L bézis az L
vektortérben, akkor tekintsiik a

m m
@:L—)Km ZaiuiHZaiei
i=1 i=1
bijekciot és a
Ml cK™ =Rz [l (@)]]

normét. Ha a : N — L Cauchy-sorozat, akkor (¢(ay,))nen Cauhy-sorozat a (K™, ||-||,) Banach-térben,
ezért konvergens is. Ha lim ¢(a,) = z, akkor lim a, = ¢~ '(z) € L teljesiil.
n—00 n—o00
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1.90. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér ési € {1,...,n}, akkor a
pr; : K" = K (1,0 oy Tn) 2
fiigguény folytonos.

Bizonyitds. Az 1.80 tétel alapjan a pr; fiiggvény pontosan akkor folytonos barmely norma szerint,
ha folytonos a végtelen norma szerint. Ha a € K" tetsz6leges pont és € € RT tetsz6leges paraméter,
akkor a 0 = ¢ valasztassal élve azt kapjuk, hogy minden « € K" vektorra, ha ||z — al|, < d, akkor

pri(z) — pri(a)| = |z — ai| < |z —all <e.
Vagyis pr; folytonos minden tetszélegesen vélasztott pontban, ezért folytonos.

1.91. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, f : K* — K™ és a € K" torldddsi pontja a
Dom f halmaznak. Pontosan akkor létezik a lim f hatdrérték, ha minden i € {1,..., m} esetén létezik
a

a lim f; hatdrérték és ekkor minden i € {1,... ,m} indexre
a

(),
teljesiil.

Bizonyitds. Az 1.80 tétel alapjan az allitas fliggetlen a normak megvalasztasatol, tehat elég a végte-
len normakat tekinteni. Ezért a K" és a K™ téren a [|-|| ., normaval dolgozunk. Legyen f : K" — K™
és a € K" torlodési pontja a Dom f halmaznak.

Tegyiik fel, hogy létezik a lignf hatarérték és legyen F' = lién f. Legyen i € {1,...,m} tetszéleges

index és € € RT tetsz6leges paraméter. Létezik olyan § € R', hogy minden z € Dom f pontra, ha
0< ||z —all, <9,akkor ||f(z) = F| <e. Az

[fi(e) = Bi| < || f(z) = Fll

egyenl&tlenségbdl viszont kovetkezik méar a F; = lim f; hatarérték.

Most tegyiik fel, hogy minden i € {1,..., m} esetén létezik a lim f; hatarérték és legyen
a

F:(hglfi,...,hglfm).

Legyen ¢ € R* tetsz6leges paraméter. Ekkor minden i € {1,..., m} esetén létezik olyan §; € RT,
hogy minden z € Dom f elemre, ha 0 < ||z —al| < 6;, akkor |f;(z) — F;| < e. Legyen ¢ =
min {d1,...,0m}. Ekkor

VeeDomf: ||lz—al,<d — |[f(z)—fla)l, <e,

vagyis F' = lim f.
a

1.92. Tétel. Ha (K™, |-||) és (K™, ||-|I') normdlt tér, f : K* — K™ és a € Dom f. Az f fiigguény

pontosan akkor folytonos az a pontban, ha minden i € {1,...,m} esetén az f; fiigguény folytonos az
a pontban.
Bizonyitds. Legyen f folytonos az a pontban. Mivel minden ¢ € {1,...,m} esetén pr; folytonos,

ezért a kompozicidjuk, pr; of, is folytonos lesz az a pontban.
Most tegyiik fel, hogy minden ¢ € {1,...,m} esetén az f; fliggvény folytonos az a pontban. Legyen
e € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor minden i € {1,...,m} esetén létezik olyan §; € RT, hogy
minden x € Dom f elemre, ha ||z — a|| < §;, akkor ||f(x); — f(a);]| < €. Legyen § = min{d1,...,0m}.
Ekkor

veeDomf: lz—all<d — [f@) - f@)l.<e

vagyis f folytonos az a pontban, ha a K™ téren a végtelen normat tekintjiik. Azonban 1.80 tétel
alapjan ekkor K™ tér barmely normaja szerint folytonos lesz f az a pontban.
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1.14. Sorok
1.93. Definicié. (Sorok.) Legyen (K", ||-||) normalt tér és legyen a : N — K" tetszéleges sorozat.

n
Azt a jol meghatarozott > a : N — K" sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
" i=0

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornak nevezziik és olykor a Zan

szimbolummal jelsljiik. !

Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a > a sorozat konver-

gens. Ekkor a Z Qn 2 hm Zan jelolést hasznaljuk.

n=0 > k=0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a >_ ||a|| sor konvergens.

1.94. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér és a : N — K" olyan
sorozat, melyre a Y a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (K", |||) normélt tér, a : N — K" olyan sorozat, melyre a > a sor konvergens.
oo n
Legyen A = Z an, és minden n € N esetén legyen a,, = Zak. Ekkor az n — au, és az n — ap41

n=0 k=0
sorozatok konvergensek és hatarértékiik A. Mivel minden n € N esetén

Ap+1 = Optp1 — Oy,

ezért

nh_}rrgo Opy1 = nl;rréo(anH —a,)=A—-A=0.

Amibél lim a = 0 kovetkezik.

1.95. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és a : N — K" sorozat. Ha a Y a sor abszolit konvergens,
akkor a > a sor konvergens és

oo oo

D> o] < lal.

k=0 k=0

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normélt tér, a : N — K" olyan sorozat, melyre a »_ a sor abszolit
n

konvergens és legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Legyen minden n € N esetén o, = Z ap. Mivel
k=0
a Y a sor abszolut konvergens, ezért létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szdmra
oo

Z |lax|| < e. Ekkor minden m,n > N természetes szamra m > n mellett

k=n
m m oo
lom —anll = || D ar| < D llall < D flawll <e
k=n+41 k=n-+1 k=n-+1

n
Vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat, ezért létezik A = lim «, vagyis létezik a lim Zak =
n—roo
k=0

Z ay hatarérték. Ekkor minden n € N esetén
k=0

Sa

k=0

n oo
<D lanll <Y llall,
k=0 k=0

amib6l az n — oo hataratmenettel adoédik a bizonyitandé allités.
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1.96. Tétel. Legyen a,b : N — K" olyan sorozat, melybdl képzett sor konvergens. Ekkor minden

A € K esetén
[eS) [ ) [eS) [eS)
YSURTIS SIS SIND SEVHSE) it
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a,b: N — K" olyan sorozat, melybsl képzett sor konvergens és legyen A € K.
n n
Ekkor az o, 5 : N — K", o, = Z ak, Bn = Z by, részletosszeg sorozatokra alkalmazva az 1.57 tételt
k=0

k=0
adodik az allités.

1.15. Linearis leképezések

1.97. Definicié. A
A:K" - K™ x— Ax)

leképezésrél azt mondjuk, hogy linedris, ha minden z1, 29 € K" vektorra és minden A, 4 € K szamra
A(Az1 4 pag) = MNA(xr) + pA(xs)

teljesiil. A K" — K™ linearis leképezések halmazara a Lin (K", K™) jelolést hasznaljuk.
A Lin(K", K) teret a K* vektortér dudlisinak nevezziik, jele (K")".
A Lin(K",K") halmazra a Lin(K") jelolést fogjuk hasznalni.

Jelolés. A Lin(K") halmazt elterjedt jelolése még az L(n, K) vagy Ln(K).
Megemlitjiik még az alabbi gyakran hasznalt jeloléseket.

GL4#(K) = GL(n,K) = GL(K") = {A € Lin(K")| 347"}
SLa(K) = SL(n,K) = SL(K") = {A € Lin(K")| det A = 1}

Tovabba, az irodalomban elterjedt konveciot kévetve a linearis leképezés argumentumét nem tessziik

zarojelbe, vagyis ha A lineéris leképezés és x € Dom A akkor Az = A(x).
1.98. Tétel. Hai € {1,...,n}, akkor a

pr; : K" - K (@1, .y T) > 2y
fiigguény linedris.

Bizonyitds. A K" téren értelmezett Osszeadés és skalarral valo szorzas definicija alapjan nyilvan-
valé.

1.99. Tétel. Legyen A € Lin (K",K™) és minden i € {1,...,n}, j € {1,...,m} esetén legyen A;; =
(Ae;);. Ekkor minden x € K" vektorra és j € {1,..., m} indexre
n
(Az); = Z Ajiz;
i=1
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen A € Lin (K", K™), z €¢ K" és j € {1,...,m}. Ekkor

(Ax)] = pl"j A <Z xiei> = Zl‘l prj (Aez) = in(Aei)j = ZAjixi
i=1 i=1 i=1 i=1

teljesiil.
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1.100. Definicié. Adott A € Lin (K", K™) leképezés esetén az (Ajj)icqi...., my rendszert nevezziik az

{1
Je{l,s ¥
A linedris leképezés mdtrizdnak, ahol minden j € {1,...,n} és i € {1,...,m} indexre A;; = A(e;);.
A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a linearis leképezés és matrixa kozott. Az A leképezés
matrixdnak az elemeit a

An A12 v Aln

A21 A22 s A2n
A=1 . o .

Aml Am2 (R Amn

moédon szokés felirni.

1.101. Tétel. (Riesz-féle reprezentdcids tétel véges dimenzidban.) Minden ¢ € Lin(K", K) esetén
létezik egyetlen olyan x € K", hogy minden y € K" vektorra

e(y) = (z,y)
teljestil.

Bizonyitds. Legyen ¢ € Lin(K", K) és tekintsiik az

n
x = Z o(ek)ek
k=1

vektort. Ekkor minden y = (y1,...,ya) € K vektorra

n

(@y) = wler)yp = ¢ (Z ykek> = o(y)
k=1

k=1

teljestl.
Ha z1, 22 € K" olyan, hogy minden y € K" vektorra

@(y) = <1‘1,y> = <$2,y>,

akkor ebbdl az y = x1 — xo vektorra
0= (21,y) — (v2,9) = (1 — 22,21 — 22) = |21 — 22
adodik, vagyis x1 = zs.

1.102. Tétel. Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|') normadilt tér és A : K* — K™ linedris leképezés. Ekkor
1. a
X={zek"| |z| <1}

jelolés mellett sup ||Az||’ < oo teljesiil;
reX
2. minden x € K" vektorra
/ !/
[Az[|” < [l - sup [|Az]]";
zeX
3. A folytonos.
Bizonyitds. Tekintsiik a (K", |-||,) és a (K™, ||-||") normalt tereket. Legyen
K= max{HAelﬂl e ||Aen|\'} .
A véges dimenzi6s vektortéren bar mely két norma ekvivalens egymassal az 1.80 tétel szerint, ezért
létezik olyan C' € R szam, hogy minden x € K" vektorra ||z||, < C|z| teljesiil. Ekkor minden
x = (x1,...,2q) € K" esetén

n
A E TkCk
k=1

/ /

n n
<D lewder]” <Y lanl K = ||z, K < KC |z
k=1 k=1

= zn: xkAek

k=1

|Az]|" =
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Tehat
sup ||[Az|" < sup KC|z|| = KC < .

llzll<1 llzll<1

Vezessiik be a ¢ = sup ||Az| jelolést. Minden x € K™\ {0} vektor esetén ekkor
flzll<1

!/

<l - e

JAz] = [l HA

X
]

teljesiil. Az 2 = 0 esetben pedig nyilvan ||Az|" < ||z - ¢

€
Legyen a € K" tetszéleges pont és € € R tetszéleges paraméter. Ha a 6 = 1 valasztassal éliink
c

és valamely x € K"\ {a} pontra ||z — a| < ¢ teljesiil, akkor

T —a
[z —af

teljesiil. Vagyis A folytonos a tetszélegesen vélasztott a pontban, ezért folytonos.

c
c+1

!/
Ax—Aa||/:|x—a||-HA ‘ <|lz—allc<d-c=¢- <e

1.103. Tétel. Legyen (K®,|-||) és (K™,|-||") normdit tér. A Lin(K",K™) tér vektortér, melyen a

[ : Lin(K", K™) — R¢ A sup ||Az|’

llzll<1
leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) és (K™, ||-|') normalt tér, valamint legyen A, B € Lin(K",K™) és
A € K. Az 1.102 tétel alapjan || 4], || B|| < co. Ekkor

|A+ B|| = sup |[(A+ B)z||' = sup ||Az + Bz|’ <“51H1p (lAz||" +||Bz) <

flzll<1 flzll<1
< sup | Az||’ + sup. 1Bz|" = [IAll + B
flzll<1 flzll<
NI = sup [AAz]" = [A] sup [|Az]" = |A]-[|A]l

flzll<1 flzll<1
teljesiil.
Tegyiik fel, hogy valamely A € #(K",K™) elemre ||A| = 0 teljesiil. Ekkor minden z € K" vektorra
|z]| < 1 esetén ||Az|" = 0, vagyis Az = 0. Mivel minden = € K"\ {0} vektor esetén az 2’ = ﬁ

x

vektorra ||z| < 1, ezért Az’ = —Ax = 0, vagyis Az = 0. Ebbsl A = 0 kovetkezik. Tovabba

l0]] = 0 nyilvanvalé modon teljesul
1.104. Definicié. A (K", |-||) és (K™, |-|') normalt terek esetén a

Il - Lin(K", K™) — Rg‘ A sup ||A£L‘H/
llzl| <1

leképezést operdtornormdanak nevezziik.

Jelolés. Ha linearis leképezésnek a norméjat vessziik, akkor mindig az operatornorméat szamoljuk,
hacsak masképp nem nyilatkozunk.

1.105. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-||') normdlt tér, valamint legyen A € Lin(K", K™) és x €
K". Ekkor
!
[Az|” < [[A]l - ||| -

Bizonyitds. Mivel minden z € K™\ {0} vektor esetén az 2’/ = —— vektorra ||z/|| < 1, ezért || Az’ <

|A]l, amibél atrendezéssel adodik a bizonyitando egyenl()’tlenseg
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1.106. Tétel. Legyen (K", ||-[|;)) normdlt tér minden i = 1,2,3 esetén, legyen A € Lin(K"™,K"2)
és B € Lin(K"2,K"3). Ekkor
IBA| < [IBI[ - [lAll

teljesil, mely tulajdonsdgot a norma szubmultiplikativitdsinak nevezziik.

Bizonyitds. Legyen (K", |H(l)) normélt tér minden ¢ = 1,2, 3 esetén, valamint A € Lin(K",K"2)
és B € Lin(K"2,K"s). Mivel minden z € K™ vektor esetén

[BAz| gy < [|BI[ - [|Azl[ ) < [IB] - [[All - 1l 1y »

ezért
1BAl= sw [BAz|g < sw (IBI-1A]-lzl) = IB] - 4]
Hxﬂ(l)fl ||$H(1)§1

1.107. Tétel. A Lin(K",K™) tér Banach-tér.
Bizonyitds. A Lin(K", K™) tér véges dimenzios normalt tér, ezért az 1.88 tétel alapjan teljes.

Jel6lés. Ha Lin(K") tér elemeivel dolgozva a K" tér identitéas leképezését nem irjuk ki, ha ezzel nem
okozunk félreértést, illetve az 1 fogja jelolni az alabbi konvencionak megfelelGen.

VAeLin(K)WA€K: A+ A2 Nidge 4
1.108. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Ha az A € Lin(K") leképezésre | A|| < 1 teljesiil, akkor a

Z A™ sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhatd és
n=0

i AP = (1 A)!
n=0

teljesiil, ahol id jeloli a K" — K" identitdsfiggvényt.
Bizonyitds. Legyen A € Lin(K") olyan, hogy ||A|| < 1. A norma szubmultiplikativitasa miatt
minden n € N esetén [|A"| < ||A]|". Ebbsl lim [|A™|| = 0 adédik, melynek kovetkezménye, hogy

lim A™ = 0. Tovabba a ZA sor abszolut konvergens mert Z 1A™| < Z | A]|" < oo, hiszen

n—oo

Al < 1. A minden n € N+ esetén érvényes

—A)-Xn:A’“: (zn:Ak> S(1—A)=1-— A"t
k=0 k=0

képletnél az n — oo hataratmenetet véve az eddigi megallapitasok alapjan
—4)-) Ak = <ZA’“> 1-4)=1
k=0

adodik, vagyis Z A* az 1 — A elem inverze.
k=0
1.109. Tétel. Legyen
GL(n,K) £ {a € Lin(K")| Ja~'}
(Vagyis GL(n,K) jeloli az invertdlhatd linedris leképezések halmazdt.) Ekkor
1. minden a € GL(n,K) elemre B_1__(a) C GL(n,K);

[
2. a GL(n,K) halmaz nyilt;
8. azi:GL(n,K) — GL(n,K), i(a) = a™! leképezés folytonos.
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Bizonyitds. 1. Legyen a € GL(n,K) és legyen b € B_1__(a) tetszSleges elem. Ekkor |a —b|| <

fla=t1

, vagyis |la — b|| - |ja"|| < 1. A norma szubmultiplikativitasa miatt

1
la=1]
1 b)) = i = B~ < a8 < 1,
ami a Carl Neumann-féle sorfejtés miatt azt jelenti, hogy az 1 — (1 — ba~!) elem invertélhat6 és az

inverze is folytonos lineéris leképezés, vagyis ba=! € GL(n,K). Legyen b’ = a=1(ba=1)~"!. Ekkor
bb’ = 1 nyilvan teljesiil, valamint ha a

(ba™H(ba™t) =1
egyenletet megszorozzuk jobbrdl az a, balrdl az a~! mennyiségekkel, akkor b'b = 1 adédik. Tehat b’
a b inverze, vagyis b € GL(n, K).
2. Mivel a GL(n, K) halmaz minden pontja belss pont, ezért nyilt halmaz.

3. Legyen a € GL(n,K) és € € RT tetszbleges paraméter. Megmutatjuk, hogy létezik olyan § € R,
hogy minden z € GL(n, K) elemre

la—a]<d — ze€GLMK) A o~ —a|<e

1
teljesiil, ami azt jelenti, hogy az ¢ leképezés folytonos az a pontban. Legyen §; = m és x €
a

Bs, (a). Ekkor az 1. pont alapjan = € GL(n, K). Tekintsiik a kovetkezd atalakitasokat.
(' =aH+a ) (z—a)+a) =1

(z'—aHz-a)+@'-aHata(z—a)=0
(' —aNa=—ar—0a)— (7' —a ') (z —a)
rt—al=—a oz —a)a - (@@ —a Nz —a)a!

o= = a ) < | e = al + o~ = |- o o - o

Jo=t =@ (= lle = all- ) < fla=**- iz — al

—1112 —1)12
R o] la™"]
T —a || < —5 -z —all < Nz —all
| 1< T = e -
Itt az utolso6 lépésben felhasznaltuk az
_ 1
|l —all<d — |z—aq- Ha 1” < 3
egyenlStlenséget. Vagyis ha do = ﬁ és § = min {01, 62}, akkor minden x € B;s(a) elemre
o
a7t —a| <e
teljestil.
1.16. Multilinearis leképezések
1.110. Definicié. Adott k € Nt esetén az
k
A:l_[K"—HK‘11 (@1, o ) — Az, .. xg)
i=1

leképezésrél azt mondjuk, hogy multilinedris vagy, hogy k-linedris, ha mindegyik valtoz6jaban line-
E

aris, azaz, ha minden (z;)i=1, .k, (Yi)i=1,..k € HK“ vektorrendszere, minden A, u € K paraméterre
i=1

és minden ¢ € {1,...,k} indexre

Az, @i, AT+ WYy Tig, - -, ) = NA(21, ., 2k) + AT, - T, Yis Tig, -, Th)
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teljesiil.
k k
A k-lineéris HK“ — K™ leképezések halmazara a Lin® (H K",K"‘) vagy a Lin® ((K“)k ,Km)

i=1 i=1
jelolést hasznaljuk.

1.111. Tétel. Legyen k € N*, valamint A € Lin® ((K")k ,Km). Minden iy,...,ip € {1,...,n} és

j€A{1,...,m} esetén legyen Aj;, i, = Ales, ... € );. Ekkor minden W 2R e KM vektor és
je{l,...,m} index esetén

n
1 k
A(x(l)w“ax(k))j = Z Ajily---vikxgl)"'xl('k) (1.1)

’Ll,...,ikzl

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k € N*, A € Lin® ((K“)k ,Km>, Mz e K" es j e {1,...,m}. Ekkor

n n
A(x(l),...,x(k))j :A(ng)eil,...,z Z(ll)eh) =

ilil 1,1:1 j
n
_ (1) (k)
= g T T Aleiy,. .. €i);
01,0k =1

1 k
- Z Aj’il-..ikx,('l) ... xgk)

i1 yeeyip=1
teljesiil.

1.112. Tétel. Legyen k € N*, (K™, |]) és (K™, |-|') normalt tér és A : (KM — K™ multilinedris
leképezés. Ekkor
1. a

k
X =]]{zieK"| [lasll <1}
=1

jelolés mellett sup ||A(x)||" < oo teljesiil;
reX
2. minden x1,...,x; € K" vektorra

Al < el - - [l - sup [|A()]];
zeX

3. A folytonos.

Bizonyitds. A K" téren tekintsiik a

n n
Il K™ =R aie Y ag]
1=1 =1

normét. A véges dimenzids vektortéren bar mely két norma ekvivalens egymassal az 1.80 tétel szerint,
ezért létezik olyan C' € RT szam, hogy minden z € K" vektorra |z||, < C||z|| teljesiil. Legyen

K =max {||A(ei,, €i, ... | Vi € {1,... .k} 1 i; € {1,...,n}}.

Legyen minden z1, ...,z € K" tetszéleges vektor, melyet a K" tér standard bézisaban az

n
Tj = E aj,ijeij

=1
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alakban irhatunk fel. Az A multilinearitasanak a felhasznalasaval az
n n n /
||A (1'1, e ,.’Ek)”/ = A <Z alvileil, Z 01271'261'2, ey Z ak,ikeik> S
i1=1 ig=1 ig=1
n n n
< Z Z T Z |a1,i1| ‘a27i2| s |ak,ik| ”A(eiueiw ) eik)”/ <
i1=lig=1  qp=1
n n n
SKEY Y > ar | a, - lak, | =
i1=lig=1  ip=1
ny na ng
(3 tonal) (S ol ) e (3 o) -
i1=1 in=1 ig=1
= K|zl [lwally - - llwlly <
<KC-C-...-Cla|| |zl - - - - |zl <
k
< KC* T llayl
j=1
egyenlGtlenség adddik. Tehat ha
k
X:H{xi eK" | |l <1},
i=1
akkor sup [|A(z)| < KO < co.
zeX
Vezessiik be a ¢ = sup ||Az||" jelolést. Minden z,...,zr € K*\ {0} vektor esetén ekkor
zeX
x x !
! 1 k
J4Gor. ol =l -l [ 4 (2o 2 )| < lall ool
[E3Y [kl
teljesiil.
Az (1.1) képlet alapjan minden j € {1,..., m} indexre pr; oA nem mas, mint egy olyan véges Gsszeg,
melynek tagjai véges sok projekci6 szorzatanak szdmszorosai. Ezért minden j € {1,...,m} indexre

pr; oA folytonos, tehét az 1.92 tétel alapjan A folytonos.

1.113. Tétel. Legyen k € N, (K", |-||) és (K™, ||-||") normdlt tér. Ekkor a

k

) Lin® ("), K™) >R A sup {Ax”' eRf | ze[[{m e K il <1}

i=1

leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen k € Nt (K®, ||-||) és (K™, |-|') normalt tér, valamint vezessiik be az

k
X =]]{zieK"| |jas] <1}
=1

jelolést. Legyen A, B € Lin® ((K“)k ,Km) és A € K. Az 1.112 tétel alapjan ||A||, | B|| < co. Ekkor

|A+ Bl = sup [|(A+ B)z|" = sup [|Az + Bz||" < sup (||Az| + || Bz|’) <
reX reX reX

IN

sup HAJ,‘H/ +
zeX

x

sup || Bz||" = [|A]| + || B] ;
re X

INA|| = sup [[AAz||" = [A| sup [|[Az||" = [A] - | All.
zeX zeX
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Tegyiik fel, hogy egy A € Lin® ((K“)k ,Km) elemre ||A|| = 0 teljesiil. Ekkor minden xy,...,x; €
K"\ {0} vektorrendszerre

T x
A(fcl,...,xw:mlmlww(1 k )ZO

a7l

teljesiil, vagyis A = 0. Tovabba ||0|| = 0 nyilvanvalé modon teljesiil.

1.114. Tétel. Ha k € N+, (K" ||) és (K™, |-|') normdlt tér, akkor (Link ((K“)’“,Km),n.n)
Banach-tér.

Bizonyitds. Mivel dim Lin® ((K“)]c ,Km) =m-n" < oo, ezért véges dimenzids normalt tér, tehat
az 1.88 tétel alapjan teljes.

1.115. Definicié. Legyen k € NT. Azt mondjuk, hogy az A : (]K“)lC — K™ fiiggvény szimmetrikus
leképezés, ha minden o : {1,...,k} — {1,...,k} permutaciora és minden z1,...,z; € K" elemre

Az, .. o) = A(To(1y, - To(r))

teljesiil. A (K™)* — K™ szimmetrikus multilinesris leképezések halmazét Lin” (K™ K™) jeldli a
tovabbiakban.

1.116. Tétel. Legyen k € N, (K", |-||) és (K™, ||-|") normdlt tér. A
p:Lin (K", Lin® ((K“)k ,Km))) — Lin*t! ((K")kH ,K"‘)
A ((xl,xg, T Th1) (A(xl))(xg,...,xkﬂ))
leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcio és minden A € Lin (K",Link ((K“)k ,Km)> elemre

(A = [IA]
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k € Nt, (K, ||]]) és (K™, ||-||') normalt tér A, B € Lin(K“,Link ((K")’c ,Km)>,
z K", ye (K" és A € K. Ekkor

p(A+ B)(z,y) = (A+ B)(2))(y) = (A(z) + B())(y) = (A(2))(y) + (B())(y) =

teljesiil, vagyis p(A + B) = p(A) + p(B) és p(AA) = Ap(A), tehat p linearis.
Most igazoljuk, hogy p injektiv. Tegyiik fel, hogy A € Lin (K“,Link ((K“)k ,Km))) olyan, hogy
p(A) = 0. Legyen z € K" tetszoleges. Ekkor minden y € (K“)]~c esetén
0= p(A)(z,y) = (A@))(y),
vagyis A(z) = 0. Mivel minden z € K" elemre A(z) =0, ezért A = 0.

Mivel p lineéris injektiv leképezés, ezért a képterének a dimenzidja megegyezik az értelmezési tarto-
méanyanak a dimenzi6javal. Az

dim Lin (K”,Link ((K“)’f ,Km))) — m-n* ! = dim Link ! <K“ x (K™ ,K"‘) ,
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egyenldség alapjan p sziirjektiv, tehat linearis bijekci6.
Hasznaljuk a tovabbiakban az

k
X =]]{zieK"| |jas]| <1}
i=1

jelslest. Ha A € Lin (K“, Lin® ((K“)k ,K“‘))), akkor

lp(A[ = sup [[A(z)(y)|| = sup sup [[A(z)(y)|| = sup [[A(z)| = [|A]
vt oy <1 S, veX o

teljesiil.

1.117. Definicié. Legyen k € N* és A € Lin” ((K")k 7R>.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv, ha Vo € K® vektorra A(z,...,x) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ, ha Vo € K" vektorra A(zx,...,z) <0.
— Az A multilinedris leképezés pozitiv definit, ha Vo € K" \ {0} vektorra A(zx,...,z) > 0.
— Az A multilinedris leképezés negativ definit, ha Va € K"\ {0} vektorra A(z,...,z) < 0.
— Az A multilinedris leképezés indefinit, ha 3z, y € K" melyre A(z,...,x2) > 0és A(y,...,y) <O0.

1.118. Tétel. Legyen k € Nt és A € Lin® ((K“)k ,R). Ha A leképezés pozitiv definit, akkor létezik

olyan K € RY, hogy minden v € R™ esetén A(w*) > K ||v||*; illetve ha A negativ definit, akkor
létezik olyan K' € R, hogy minden v € R" esetén A(vlF)) < —K' ||v||*.

Bizonyitds. Legyen k € Nt és A € Lin” ((K“)k ,IR) pozitiv definit leképezés. Tekintsiik az S =
{v € R" ||lv|| = 1} halmazt. Az S halmaz korlatos, zart, tehat az 1.86 tétel alapjan kompakt. Vagyis
az A folytonos fiiggvény korlatos ezen a kompakt halmazon és felveszi a minimumat is. Az A fiiggvény
minimumat jeldlje K € Rar, vagyis minden v € S esetén K < A(v["]). Ez a K szam szigortan pozitiv,
ugyanis a K = 0 esetben a folytonos A fiiggvény valamely vy € S pontban felvenné a minimumat, és
arra A(v([)n]) = 0 teljesiilne, ami ellentmondana A pozitiv definitségének.

Megmutatjuk, hogy minden z € K" esetén A(z®) > K ch||]’C teljesiil. Ha z = 0, akkor nyilvan igaz

az allitas. Ha x # 0, akkor € S, vagyis

K<A($qu)
[l ll ||

teljesiil, amibsl az A operator multilinearitdsa miatt

x
Il

Aw,....2) > K - |||*
adodik.

Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit, amire alkalmazva az el6z6 eredményt, kapjuk a
bizonyitandé allitdst ebben az esetben is.

1.17. Kontrakciék és a Banach-féle fixponttétel
1.119. Definicié. Egy f: K" — K™ fiiggvény kontrakcid, ha

3C € [0, 1¥a,y € Dom [+ (d(f (@), f)) < Cd(w,)).
A C szamot gyakran kontrakcids egyitthatonak nevezik.

1.120. Tétel. Minden kontrakcid folytonos.
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Bizonyitds. Legyen f : K* — K™ kontrakcio a C' € [0, 1] kontrakcios egyiitthatoval. Legyen z €
Dom f és € € RT tetsz6leges. Ha y € B.(x) N Dom f, akkor

d(f(x), f(y)) < Cd(x,y) < d(z,y) <&,

vagyis f(y) € Be(f(x)), amibdl f (B:(x)) C B:(f(z)) kovetkezik. Ez viszont éppen az f fiiggvény =
pontbeli folytonossagat jelenti.

1.121. Tétel. (Banach-féle fizponttétel euklidészi terekben.) Legyen Q C K" egy teljes részhalmaz és
f:Q — Q kontrakcio. Ekkor létezik egyetlen olyan y € Q2 pont melyre f(y) =y teljesiil.

Bizonyitds. Legyen 2 C K" egy teljes részhalmaz és f : Q@ — Q kontrakci6é a C' € |0, 1] kontrakcios
egylitthatoval és a tetsz6leges pont. (Feltehets, hogy C' > 0 teljesiil, hiszen ha C; a kontrakcios
egylitthatoja a fiiggvénynek, akkor barmely C € [Cy, 1] szam is kontrakcios egyiitthatoja.) Vegyiik
azt az © : N — M sorozatot, melyre o = a és minden n € N esetén x,11 = f(x,) teljesiil. Mivel
minden n € N esetén

A(@nt2; Tng1) = d(f(Tn41), f(@n)) < Cd(Tni1, 70)
teljesiil, ezért teljes indukcidval egyszertien igazolhatd, hogy minden n € N szamra
d(xpy1,Tn) < C"d(x1,20).
Ennek felhasznéalasaval az adédik, hogy minden n,m € N m > n szdmra

B e
1-C

d
d(ar, wo) < Cm - A1)

m—1 m—1
ATy n) < Y d(@igr,2i) < Y Cld(wy, m0) = C e,

d(z1,z0)

teljestil. Mivel az n — C™ - sorozat hatarértéke nulla, ezért = Cauchy-sorozat. Legyen

y = lim z,. Ekkor az f folytonossaga alapjan
n—oo

F) = f (Jim a,) = T f(a,) = T a0 =y,

n— 00 n— oo

vagyis y fixpontja az f fiiggvénynek.
Tegyiik fel, hogy y1,y2 € Q az f fiiggvény két kiilonb6z6 fixpontja. Ekkor az

d(y1,y2) = d(f(y1), f(y2)) < Cd(y1,92)

egyenlGtlenséghdl a 1 < C ellentmondéas adédik.

1.18. Konvex halmazok szétvalasztasa

1.122. Definicié. Legyen (K", ||-||) norméalt tér és A C K". Ekkor az A halmaztdl valé tdvolsdg
fiigguénye

disty : K" - R zZ ing d(z,x).
rEe

1.123. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és A C K" nem dres halmaz. Ekkor
1. minden z,y € K" esetén
|dist4(x) — dista(y)| < d(z,y)

teljesiil;

2. a dist 4 fiiggvény egyenletesen folytonos és folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.
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Bizonyitds. Legyen (K", ||-||) normélt tér és A C K" nem iires halmaz.
1. Legyen z,y € K" és z € A tetszbleges elem. Ekkor

dist4(z) < d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),

vagyis
dista(z) — d(z,y) < d(y, 2).

Mivel ez az egyenl6tlenség minden z € A elemre fenndll, ezért
dist4(x) — d(z,y) < irelg d(y, z) = dist 4 (y),

amibdl atrendezéssel
dist 4 (x) — dista(y) < d(z,y)

adodik. Ebbdl az x és az y pontok cseréjével
dist4(y) — dista(z) < d(z,y)

adodik, vagyis
|dist 4 () — dista(y)| < d(z,y).

2. A fenti egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy dist 4 egyenletesen folytonos, amibdl pedig a folytonos-
saga kovetkezik.
3. Mivel a dist4 fliggvény folytonos, ezért a B = {z € M| dist4(z) = 0} halmaz zart, hiszen a zart

{0} halmaz folytonos fiiggvény altali Gsképe (B = dis‘é 4({0})), tovabba a dist4 definicidja alapjan
A C B nyilvan teljesiil, ezért A C B. Tehat azt kell még megmutatni, hogy B C A, vagy ami ezzel
ekvivalens M \ A C M \ B. Ennek igazolasahoz legyen = € M \ A. Mivel M \ A nyilt halmaz, ezért
létezik olyan r € RT, hogy B,(x) C M \ A, vagyis B,(z) N A = (). Teh&t minden z € A esetén
d(x,z) > r, ezért

dist4(x) = erelg d(z,z) >,

vagyis dist 4 (z) # 0, ebbdl pedig « ¢ B és x € M \ B kovetkezik.
1.124. Definicié. Az A, B C K" halmazok tdvolsdga a ||-|| norma szerint

dist(A, B) = inf {|}z — y|| |z € A, y € B}.

1.125. Definici6. A K C K" halmaz konvez, ha minden z,y € K pontra és ¢ € [0, 1] paraméterre
(1—t)x +ty € K teljesiil.

1.126. Tétel. (Zdrt konvex és kompakt konvex halmazok szétvilasztdsa.) Tegyiik fel, hogy K, Z C R"
olyan diszjunkt konvex halmazok, hogy K kompakt és Z zdrt.
1. Létezik olyan a € K és b € Z, melyre d(a,b) = dist(K, Z) teljesiil.
2. Létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy minden x© € K esetén (z,z) > ¢ és minden x € Z esetén
(z,2) < c.

Bizonyitds. Tekintsiik az (R", [|||) norméalt teret. Legyenek K,Z C R" olyan diszjunkt konvex
halmazok, hogy K kompakt és Z zart. A jelolések egyszertsitése végett legyen r = dist(K, Z).
Vizsgaljuk az

distzy : K - R y — distz(y)

fliggvényt. Az 1.123 tétel értelmében ez folytonos fiiggvény, ezért a K kompakt halmazon felveszi
minimuméat. Tegyiik fel, hogy az a € K pontban veszi fel a minimumét. Ekkor distz(a) > 0, ugyanis
ha distz(a) = 0 teljesiilne, abbol az 1.123 tétel alapjan a € Z = Z teljesiilne, amib6l az a € KNZ = ()
ellentmondéas adédna.
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Igazoljuk, hogy distz(a) = r. Ha distz(a) > r lenne, akkor minden y € K esetén distz(y) > distz(a),
vagyis minden x € Z esetén d(z,y) > distz(a) adodna, ebbdl pedig az

r=inf{d(z,y)| x € Z, ye€ K} >distz(a) >r

ellent. Ezért distz(a) = r.

Megmutatjuk, hogy B,y1(a) N Z # 0. Ha B,11(a) N Z = ) teljesiilne, akkor minden = € Z esetén
d(a,z) > r+ 1 lenne, amibdl distz(a) > r + 1 adédna. Tekintsiik a

d(a,"): Bry1(a)NZ = R x> d(a,x)

kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvényt. Ennek legyen a minimuma a b € Z pontban.
Megmutatjuk, hogy ekkor d(a,b) = distz(a) teljesiil. A distz(a) definicidja alapjan

distz(a) = inf {d(a,z)| x € Z} < d(a,b).

Ha distz(a) < d(a,b) lenne, akkor létezne olyan b’ € Z melyre distz(a) < d(a,b’) < d(a,b) teljesiilne.
Ekkor ' € B,11(a) N Z olyan pont lenne, ahol a d(a,-) fiiggvény kisebb értéket venne fel, mint a
minimumhelyén, a b pontban.

Ezzel igazoltuk, hogy az a € K és b € Z pontra d(a,b) = r = dist(K, Z).

A tovabbiakban tekintsiik az R" teret a ||-||, norméaval és tegyiik fel, hogy az el6zGekben ezen norma

1
mellett hataroztuk meg az a,b pontokat. Legyen z = a — b, ¢ = B <||a|\§ - Hb||§) ész € K\ {a}
tetszéleges pont. Tekintsiik a

a:R=R  te |tz —a)+a—b|;
kvadratikus kifejezést, melyet az
alt) = ¢ ||z — all5 + 2t (x — a,a = b) + a— bl

(x —a,a —b)

alakban is felirhatunk. Ennek a fiiggvénynek a minimumbhelye a tg = — pontban van. Ha

lz = all3
0 < to teljesiilne, akkor létezne olyan t' € |0, 1] ahol a(0) > (') lenne, vagyisap =t'(r—a)+a € K
pontra a d(a,b) > d(p,b) teljesiilne, ami ellentmonda annak, hogy a két halmaz tavolsdga éppen
d(a,b).

Tehét to < 0, ami éppen az (x — a,a — b) > 0 egyenl6tlenséget jelenti. Ebbol

(x,a —b) > (a,a — b)

lla — I3
(x,2) —c>{a,a—b) —c= TQ >0
. . ) P lla — b3 :

kovetkezik. Egyszertien ellendrizhets, hogy az ¢ = a esetben (a,z) — ¢ = —s > 0. Vagyis
minden z € K esetén (z,x) > c.

Legyen most © € Z \ {b} tetsz6leges pont. Tekintsiik a

B:R—=R  te |tz —b)+b—al
kvadratikus kifejezést, melyet az
B(t) = ¢ [lx — bl + 2t {x — b.b— a) + [|a — bll3
(x —b,b—a)

alakban is felirhatunk. Ennek a fliggvénynek a minimumbhelye a t5 = — pontban van. Ha

[ER
0 < to teljesiilne, akkor létezne olyan ¢’ € |0, 1] ahol 5(0) > S(¢') lenne, vagyisap =t (x —b)+b€ Z
pontra a d(a,b) > d(a,p) teljesiilne, ami ellentmonda annak, hogy a két halmaz tavolsidga éppen
d(a,b). Tehat ty < 0, ami éppen az (x — b, b — a) > 0 egyenlStlenséget jelenti. Ebbdl

(x—b,a—0b) <0
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(z,z) < (b,a —b)

2
a—2>b
bl

5 0

(x,2) —c < ({b,a—b) —c=

—plI?
kovetkezik. Egyszeriden ellendrizhets, hogy az © = b esetben (b,z) — ¢ = —u < 0. Vagyis

minden z € Z esetén (z,z) < c.

1.127. Tétel. (Zart konvex halmaz és pont szétvdlasztdisa.) Legyen Z C R™ zdrt konvex halmaz és
p € R"\ Z Ekkor létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy (z,p) > ¢ és minden x € Z esetén (z,x) < c.

Bizonyitds. Az 1.126 tételt kell alkalmazni a K = {p} kompakt konvex halmazra.
1.128. Tétel. Legyen Z C R" zdrt konvexr halmaz és
H={(z,0) ER"XR|Vx € Z: (2,7) <c}.

Ekkor

Z= (] {weR" (z,y) <c}
(z,c)€H

teljesiil.
Bizonyitds. Legyen Z C R" zart konvex halmaz és
H={(z,0) ER*"XR|Vz € Z: (2,2) <c}.

Ha p € Z, akkor minden (z,c) € H esetén (z,p) < ¢, tehat

pe [\ {veRY (zy) <c}
(z,c)€EH

Ha p ¢ Z, akkor létezik olyan (z,c¢) € H, hogy (z,p) > ¢, tehat

p¢ () WeR (zy) <c}.

(z,c)eH

1.19. Az algebra alaptétele
1.129. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre

VO eRTIreRTVz eC: r<|z| = C<|f(2)]
VeeC: f(z)#0 = JyeC: [fy) <I|f(z)l

teljesil. Ekkor létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.

Bizonyitds. Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre teljesiilnek az allitas feltételei.
Legyen o = in£ |f(z)|. Ekkor a C = o+ 1 szamhoz létezik olyan r € R, hogy minden x € C, r < |z|
S

esetén C' < |f(z)]. A C normalt térben K = B,(0) korlatos és zart halmaz, ezért kompakt. Az f
fiiggvény a K kompakt halmazon felveszi minimumat, vagyis létezik olyan a € K, melyre f(a) = «
teljesiil. Ha o = 0, akkor készen vagyunk a bizonyitassal, hiszen létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.
Ha a > 0, akkor létezik olyan y € C, melyre |f(y)| < |f(a)|. Ekkor az r < |y| esetben az

L+a<|f(yl<|fla)=a

ellentmondast kapjuk. Az |y| < r esetén y € K, ami pedig annak mond ellent, hogy a K kompakt
halmazon az a pontban minimalis az |f| fiiggvény. Tehat az o > 0 feltevés esetén ellentmondést
kapunk, igy o = 0.
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1.130. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden C € RT esetén létezik olyan
r € R, hogy minden z € C, r < |z| esetén C < |p(z)| teljesiil.

Bizonyitds. Legyen n € NT és tekintsiik a
n
p:C—C zZ Z apz”
k=0

polinomot, ahol a,, = 1. Ekkor minden z € C\ {0} szamra

n—1
ak
P = 12" 1+ 30
k=0
teljestil. Mivel minden k € {0,...,n — 1} esetén
lim akk ‘ =0,
|z|—o0 | 27

ezért létezik olyan 7y, hogy minden z € C, ry < |z| esetén

ag 1
z"—k’ <o
Legyen R = max {ro, ..., ,—1}. Ekkor minden z € C, R < |z| szamra
n—1 a n—1 a n—1 1 n 1
k k
1 >1-Y 1=y =1 =
DI D e e R D R R m
k=0 k=0 k=0
Tehat, ha z € C és R < |z|, akkor
2"
> =,
()] >
ha még 1 < |z| is teljesiil, akkor
21" _ |2l
> > —.
)l > B2

Legyen C € RT tetszbleges paraméter esetén
r=max{R,1,2C}.
Ekkor minden z € C, r < |2| szamra
lp(2)[ > C
teljesiil.
C
Ha a, ¢ {0,1} ¢és adott egy C € Rt paraméter, akkor az el6z6ek alapjan a —— szamhoz létezik

|an|
olyan r € RT, hogy minden z € C, r < |z| szamra

C

[an]’

p(2)

— | >
|an|

vagyis |p(z)| > C.

1.131. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden x € C esetén, ha p(x) # 0,
akkor létezik olyan y € C, melyre |p(y)| < |p(x)| teljesil.

Bizonyitds. Legyen n € NT és tekintsiik a

n
p:C—C zHZakzk
k=0
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polinomot, ahol a,, # 0. Legyen = € C olyan szam, melyre p(z) # 0. Alakitsuk 4t a p polinomot az
alabbiak szerint.

iak (2 — 2) + )" zzak( ) ooy ZZ ( ) o yiad

k=0 j=0 7j=0 k=3

S (Sa(f)e

=0 k=j

n
k .
Minden j € {0,...,n} esetén bevezetve a b; = E ak< ,)xk_] jelolést
’ J
k=j

z) = Zbk(z —x)k
k=0

adodik. Mivel p(z) # 0, ezért by # 0, valamint b, = a,, # 0. Tekintsiik a ¢ : C — C, ¢(z Z b "

polinomot. Ha van olyan ¢’ € C, melyre |q(y')| < |bo| teljesiil, akkor készen vagyunk a blzonyltassal
hiszen az y = y' + x szédmra

n

Z b (x — x)k

k=0

-3

= la(y)| < lbo| = = |p(@)]

teljesiil.

Tehét azt kell megmutatnunk, hogy létezik olyan y’ € C, melyre |¢(y’)| < |bo|.- Ehhez legyen
m=min{k € {1,...,n}| by #0}.

Mivel b, = a,, # 0, ezért 1 < m < n. Ekkor

n

bm m bkk
EZL—F Z —z"|.

k
bo + by 2™ + Z bz b
k=m+1

k=m+1

la(2)] = = [bo] - |1 +

Olyan 3y’ € C szamot kell talalnunk, melyre

b " by
1+ 2™ )k <1
+ o, W) > 5 )
k=m+1
) m bo . .o . L s
Legyen w € C egy olyan komplex szam, melyre w™ = 5 teljesiil és keressiik az y' értékét tw

alakban, ahol ¢t € R. Ekkor olyan ¢t € R szadmot keresiink, meﬁfre

n
by
1 —¢m tm YK ktk—m
LD D
k=m+1

< 1.

n
. . b .
Mivel }111(1) E b—kwktk_m =0, ezért van olyan r € R*, hogy minden ¢ € R, |t| < r; esetén
- k=m+1 0
n
b
iwktk—m
0

<1
5"

k=m+1
Legyen t € ]0, min {1, 7}[ tetszdleges. Mivel ekkor 1 — ™, t™ € RT, ezért

=~ b
1 — ™M 4 ¢m Z iwktkfm

1 1
(0]
k=m+1

min {1, r}

Tehat példaul i = w olyan, melyre |g(y")| < |bo| teljesiil.
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1.132. Tétel. (Az algebra alaptétele.) Minden legaldbb elsdfoki C — C polinomnak létezik gyoke.

Bizonyitds. Minden C — C legalabb els6ka polinom folytonos fiiggvény, valamint az 1.130 és
az 1.131 tétel miatt teljesiilnek ra az 1.129 tétel feltételei, ezért az 1.129 tétel alapjan létezik gydke.
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2. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok véges dimenziéban

2.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

2.1. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz, A C M, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(M,K™).
Ekkor az (f,)nen rendszert fiigguénysorozatnak nevezziik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

I {te (] Dom f,, | 3 lim fn(t)} S K™t lim fo(2) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nl;ngo fn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha A C Dom f és 1i_>m fala = fla
teljestil; o
— pontonként konvergens az A halmazon, ha létezik olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon;
— pontonként konvergdl az f figguényhez, ha az egész M halmazon konvergal az f fiiggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal;
— egyenletesen konvergdl f figguvényhez az A halmazon, ha

Vee RFAN e NVn e NVt € A: (N <n — ||fu(t) — fF(D)]| <¢)

teljesiil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f figgvényhez, ha az egész M halmazon egyenletesen konvergél az f
fliggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergél;

— lokalisan egyenletesen konvergens ha minden ¢ € Dom f pontnak van olyan kérnyezete, ahol az
(fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

2.2. Definici6. Legyen M C K" nem iires halmaz és minden n € N esetén f,, € F(M,K™).
— A7z (fn)nen fiigguvénysorozathoz rendelt fiigguvénysort a

k
S fiN= FIMK™) ke [t ) f5(1)
n =0
képlettel definialjuk.
A Z fn fliggvénysor pontonkénti dsszegfiigguénye

n

an:{tE () Dom £, | Han@)}%K“‘ ter Y falt) -

neN neN neN neN

Azt mondjuk, hogy a an fliggvénysor az A halmazon pontonként abszolit konvergens, ha

n
A C Dom Z fn és minden t € A esetén Z I fn ()] < oo teljesiil.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a Z fn fliggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a M halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.
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2.3. Tétel. Legyen M C K" nem tires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f,, € F(M,K™)
olyan figgvénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(M,K™) figgvényhez. Ekkor az (fn)nen
fiigguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve cRTIN eNVn,m e NVt € M : (N <n,m — [[fu(t) — frm(t)]| <€)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen M C K" nem iires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f,, €
F(M,K™) olyan fiiggvénysorozat, mely pontonként konvergal az f € F(M,K™) fliggvényhez.

Tegyiik fel, hogy az (fn)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen ¢ € R tetszéleges
paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan NV € N, hogy minden N < n € N szamra

vieM: | fut) = fO] < 5.

Ekkor minden N < n,m € N szamra

VEE M 1falt) = Fm (O < Ialt) = SOI+ 170 = fm(O)ll < 5+ 5 =

teljesiil, ami bizonyitja az egyik irdnyu kiévetkeztetést.
Most tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozatra

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € M : (N <n,m — | fu(t) — f(D)| <)

teljesiil és legyen ¢ € RT tetszoleges paraméter. Ekkor a feltevés miatt létezik olyan N € N, hogy
minden N < n,m € N szamra
VieM: |[fa(t) = ()]l <€

teljesiil, amibdl a ||-|| folytonossaga miatt

Ve M lim fu(t) = f(®)] = |

fa®) = Tim_ ()] = 12 (0) = £ <&
adodik.
2.4. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyiik fel,

hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).

Bizonyitds. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyiik fel,
hogy létezik az f = lim f,, hatarfiggvény, Dom f = M és az (fy,)nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergal az f fiiggvényhez. Azt kell megmutatni, hogy az f fliggvény minden z € M pontban
€
folytonos. Legyen x € M tetszdleges pont és ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor az 3 szamhoz

létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra

Wl ™

sup || fn(t) = (@) <
teM

Mivel az fy. fiiggvény folytonos az x pontban, ezért létezik olyan § € RT, hogy minden t € Bs(z)
pontra fyi1(t) € Be(fn+1()) teljesiil. Ekkor

teBs(x) = |f@) = F@I <) = Fvaa Ol + 12 (t) = Fva (@) + v () = F@)] <e,
vagyis az f fliggvény folytonos az x pontban.

2.5. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f,, € C(M,K™). Tegyiik fel, hogy
létezik az f = i fn 0Osszegfiigguény, Dom f = M és a Z fn fligguénysor egyenletesen konvergdl az

n

n=0
f fiigguényhez. Ekkor f € C(M,K™).
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Bizonyitds. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Minden

n
n € N természetes szamra definidljuk a g, = Z fr fuggvényt. Ekkor a (g,)nen fliggvénysorozatra

k=0
alkalmazva a 2.4 tételt adodik az allitas.

2.6. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyik fel,
hogy létezik az [ = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan
n—oo

egyenletesen konvergdl az [ figgvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz esetén az (fn)nen
fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez a K halmazon.

Bizonyitds. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyiik fel,
hogy létezik az f = lim f, hatarfiiggvény, Dom f = M és az (f,)nen fliggvénysorozat lokalisan
n—oo

egyenletesen konvergal az f fiiggvényhez. Legyen tovabba K C M kompakt halmaz és ¢ € RT
tetszéleges paraméter.

Ekkor a lokalisan egyenletes konvergencia miatt minden = € K ponthoz létezik olyan r(z) € RT,
hogy az (fn)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,(;)(x) halmazon. A K halmaznak
természetes moédon adott a

TEK

nyilt halmazokkal valo befedése, amibél a K halmaz kompaktsiga miatt az kivetkezik, hogy létezik
olyan n € N és xg,...,z, € K, hogy

n
K C | Braw (z1)
k=0

teljestil. Mivel minden k € {0,...,n} esetén az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a

By (z,)(zr) halmazon, ezért létezik olyan mj, € N szdm, hogy minden my <1 € N szamra

sup  [If(2) = fi(2)] <&

2€EBy () (Tk)

teljesiil. Legyen N = max {my| k € {0,...,n}}, valamint legyen N <l € N és z € K tetszSleges.
Ekkor létezik olyan k € {0,...,n}, hogy z € B,(4,)(2x). Tovabba m) < N <[ miatt

1f(z) = filz)] <e

teljesiil. Tehat minden e € RT szamhoz létezik olyan N € N, hogy minden N < [ € N szamra és
z € K pontra || f(z) — fi(2)]] < e teljesiil, ami éppen a K halmazon valé egyenletes konvergenciat
jelenti.

2.2. A korlatos folytonos fiiggvények tere

2.7. Definicié. Legyen M C K" nem iires halmaz és f : M — K™ tetszGleges fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az f fligguény korldtos, ha Ran f C K™ korlatos halmaz. Ha M C K", akkor az
M — K™ folytonos korlatos fiiggvények halmazat CP(M,K™) jeloli.

2.8. Tétel. Legyen M CK". A

||'||sup :

:CP(MK™) =R frsup | f(t)
teM

leképezés norma a CP(M,K™) vektortéren, azaz
1. Vfe C*(M,K™): [[fllap =0 < f=0;
2. VA€ KVf € CP(M,K™) : [ fllgup = Al £ lgups
3. Yf,9€ CP(M,K™) = |[f + gllsup < 1 fllsup + 19]l5up-
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Bizonyitds. A ||| sup figgVény nyilvanvalé médon teljesiti a norma tulajdonségait.

2.9. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen a CP(M,K™) halmazban haladé pontonként konvergens fiigg-
vénysorozat, melyre f = lim f, € CP(M,K™) teljesiil. Ebben az esetben az (fn)nen fiigguénysorozat
n—oo

pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha konvergens a (CP(M,K™), ||-Hsup) normdlt térben, azaz,
ha
Ve e R¥IN € NVn € N : (N<n = ||fn—f||sup<s)

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen (fn)nen @ C?(M,K") halmazban haladé pontonként konvergens fiiggvénysoro-
zat, melyre f = lim f, € C*(M,K") teljesiil.
n—oo
Tegyiik fel, hogy az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen € € R tetsz6leges
paraméter. Ekkor az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan N € N, hogy
VneNVzeM: (N<n — | fu(z) - f2)] <e),

vagyis minden N < n természetes szamra

[ = fllsup = sup [l fn(2) = f(2)[| < e
xeM

Tehét az (fy)nen sorozat konvergens a (CP(M,K"), ||-,,) normélt térben.

Most tegyiik fel, hogy az (fn)nen sorozat konvergens a (C*(M,K"), ||-[|,,) normélt térben és legyen
e € RT tetszoleges paraméter. Ekkor a létezik N € N, hogy minden N < n természetes szamra

an - f”sup <g,

vagyis
VneNVz e M: (N<n — |[fa(z) — f(2)]| <e),

tehat az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

2.10. Tétel. Ha M C K", akkor (C*(M,K™),|-|l,,,) Banach-tér, azaz minden olyan C*(M,K™)
halmazban haladd (f,)nen fligguénysorozathoz, melyre

Ve e RYIN € NVn,m € N : (N <n,m — |[fn— mesup < 6),
teljesiil, létezik olyan f € C*(M,K™), melyre
VeeR*"INeNVReN: (N<n = ||fo— fllyp <)

Bizonyitds. Legyen M C K" és (fn)nen olyan CP(M,K™) halmazban haladé fiiggvénysorozat,
melyre
Ve e R"AN e NVn,m e N: (N <n,m — ||fn — frnllgup < £).

Ha z € M és e € R™, akkor létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n,m > N természetes
szamra

€ > o = fmllsup = sup [17n(t) = (@) = [[fn(2) = fr(@)]]
teM

teljesiil. Vagyis minden x € M pont esetén az n — f,(x) sorozat Cauchy-sorozat a K™ Banach-
térben, ezért létezik a nh_)rrolo fn(z) = f(z) hatérérték.

Megmutatjuk, hogy az f fiiggvény korlatos. Mivel ( f,,)nen Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N,
hogy minden N < n természetes szamra || fy11 — fallg,, <1 teljesiil. Mivel fy.1 korlatos fiiggvény,
ezért létezik olyan K € RT paraméter, hogy minden x € M pontra ||fxi1(z)]| < K teljesiil. Ezek
alapjan minden N < n természetes szdmra és x € M pontra

[fn1(@) = fa(@)] < 1fnva = falla < 1o
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vagyis
Ifn@)| <14 fypa(x)] <1+ K

adodik, ebbdl pedig ||f(z)]| = nh_}n;@ | fn(2)]] <14 K. Tehat az f fiiggvény korlatos.

A 2.3 tétel alapjan az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az f fliggvényhez. Mivel az
(fn)nen fiiggvénysorozat elemei folytonos fiiggvények, ezért az egyenletes konvergencia miatt az f
fiiggvény is folytonos, vagyis f € CP(M,K™).

A 2.9 tétel alapjan az (f,)nen egyenletesen konvergencidja éppen a (CP(M,K™), |||,,) térbeli
nhﬁngo fn = f konvergenciat jelenti.

2.11. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban haladé fiigguénysorozat. Ha a
Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként konvergens is.

n

Bizonyitds. Legyen M C K" és (f,)nen az F(M,K™) halmazban halado fiiggvénysorozat. Tegyiik
fel, hogy a Z frn fiiggvénysor pontonként abszolut konvergens. Ekkor minden ¢ € M esetén a

n

Z fn(t) sor abszolut konvergens a K™ Banach-térben, ezért konvergens is. Tehat a fliggvénysor

n
minden pontban konvergens.

2.12. Tétel. (Weierstrass-tétel.)  Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban halado
fiigguénysorozat. Ha

S sup £ (8)] < oo

neN teM

teljesiil, akkor a Z fn fligguénysor konvergens és egyenletesen is konvergens.

n

Bizonyitds. Legyen M C K" és (fn)neny az F(M,K™) halmazban haladé olyan fiiggvénysorozat,
melyre

S sup [lfa(®)] < .

neN teM

Ekkor a Z fn fiiggvénysor pontonként abszolit konvergens, tehat konvergens is. Legyen f = Z fn-
n n=0
Definialjuk az

a: N>Ry nesup|fu)]
teT

o0
sorozatot. Ekkor Z an, < oo. Legyen ¢ € Rt tetszSleges paraméter. Ekkor létezik olyan N € N,

n=0
0o

hogy minden N < n € N szamra Z aj, < € teljeslil. Ekkor minden N < n természetes szamra és

k=n
t € T pontra
Hf(t)—ka(t) =11 > AO)< D IR@I< Y a<e
k=0 k=n-+1 k=n-+1 k=n+1

teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy a Z fn fliggvénysor egyenletesen konvergens.

n
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2.3. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor derivalasa és integralasa

2.13. Definici6. Adott x,y € R" esetén a
{tz+ (1 —-t)y| t €[0,1]}

halmazt szakasznak nevezziikk. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jeldlni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig |a,b].

2.14. Tétel. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R diffe-
rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és az (f))nen fiigguvénysorozat egyenletesen
konvergens a B,(a) halmazon, akkonrﬁoo

1. minden x € B,(a) esetén létezik a nh~>nc}o fn(x) hatdrérték;

2. az f: B.(a) > R, f(z) = nh_}n;o fn(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-

vénysorozat;

3. minden x € B,(a) esetén

F(x) = T fi ()

Bizonyitds. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f,, : B.(a) — R diffe-
rencidlhato fliggvény. Tegyiik fel, hogy létezik a lim f,,(a) hatarérték és az (f))nen fliggvénysorozat
n

egyenletesen konvergél a g : B,.(a) — R fiiggvényhez a B, (a) halmazon.
Legyen € € R tetsz6leges paraméter. Mivel az (f,,(a))nen sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat,
vagyis létezik olyan N; € N, hogy minden Ny < m,n € N szamra

€
|fn(a) = fm(a)| < )
teljestil. Mivel az (f])nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,(a) halmazon ezért a 2.3
tétel alapjan létezik olyan No> € N, hogy minden Ny < m,n € N szdmra

sup |fr(y) — fr(w)] < o
yEB,(a) T

teljesiil. Legyen N = max {Ny, No}.

Legyen m,n € N és © € B,.(a) \ {a} tetsz6leges pont. Ekkor az f, — f,, fliggvényre és az |a,z|
szakaszra alkamazva a véges novekmények formulajét

[fn(@) = fn(2) = (fn(a) = fm(a))| < ( sup |(fn — fm)’(y)|> ‘|z = al

y€la,z|

adodik. Ekkor minden N < n,m természetes szamra

€
—r=c.
2r

menwn$mw>fmw+<%mynmww>m:ﬂ<§+
yeEla,x
Vagyis (fn(x))nen valos Cauchy-sorozat, tehat létezik a li_)m fu(x) = f(x) hatarérték.

Az eddigiek szerint minden ¢ € R™ szdmhoz létezik olyan N, hogy minden N < n,m esetén minden
x € By(a) pontra

[fn(2) = fm(z)| <&

teljesiil, amibdl a 2.3 tétel alapjan adodik, hogy az (f,, )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.
Legyen t € B,.(a) tetsz6leges pont. Minden n € N esetén legyen

fe) =50~ OG-0
©n : Br(a) > R T |z — 1 ’ ’
0, ha =z =t,
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tovabba legyen

— J(t) —g(t -1
@O =aOa=0 o,
¢:B(a) > R x> |z — 1|
0, ha =z =t.
Az f, fiiggvény t pontbeli differencidlhatosaga miatt a ¢, fliggvény folytonos a B,(a) halmazon. Ha
a (¢n)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergélna a ¢ fiiggvényhez az B,.(a) halmazon, akkor a 2.4

tétel miatt a ¢ fliggvény is folytonos lenne a B,.(a) halmazon, vagyis az f fliggvény differencialhaté
lenne a t pontban, és teljesiilne a bizonyitandd

fit)=g(t)

egyenlGség.

Most megmutatjuk, hogy a (., )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal a ¢ fiiggvényhez a B,.(a)
halmazon.

Legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Mivel az (f!),cn fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a
B, (a) halmazon ezért a 2.3 tétel alapjan létezik olyan N € N, hogy minden N < n,m € N szamra

sup | fn(y) — frn(w)| < 5

YEB,(a) 2
teljesiil. Legyen x € B, (a) tetszbleges pont. Ekkor a
Br(a) =R ur fulu) = fn(u) — (fo(t) = fr.(0)u

fliggvényre és az |t, x| szakaszra alkalmazva a véges ndvekmények formuldjat
[fa(@) = fn(2) = (fu(t) = f(t)) = (fo(®)(@ —1) = fr.(®) (@ —1)| <
( sup |(fn — fm)'(y) — (fn(t) — J%(ﬂ)l) |t —al

y€lt,z|

adédik, vagyis ha N < m,n € N, akkor
[fu(@) = fu(t) = o) (@ = 1) = (fm(2) = fin(t) = frn () (@ = 1))| <
< ( sup — fm) W+ 1f0(t) — fln(t))> e =t <

yEtac[

((;E‘Ea) ~ ) >|> + 2) o=t <

<(5+5) la—tl=clo—1.

Ezek alapjan minden N < n,m természetes szamra x # t esetén

e-lz—t|

lon () — Pm(x)] < z 1]

valamint x = t esetén is |¢on(z) — pm(x)| = 0 < e. Ezzel megmutattuk, hogy a (¢n)nen fliggvényso-
rozatra
Ve € RTAN € NVn,m € NVx € B,(a): (N <n,m — |pn(7) — om(x)| < ¢)

teljesiil, amibol a 2.3 tétel értelmében kovetkezik, hogy a a (p,)nen fliggvénysorozat egyenletesen
konvergal a pontonkénti hatarfliggvényhez, a ¢ fliggvényhez a B,.(a) halmazon.

2.15. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatdsdga.) Legyen Q C R nyilt intervallum, valamint min-

den n € N esetén legyen f,, : Q@ — R differencidlhatd figgvény. Ha az (f])nen fliggvénysorozat lokd-

lisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € ) pont, melyre létezik a lim f,(a)
n—oo

hatdrérték, akkor
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1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oo
2.0z f: Q= R, f(x) = lim f,(z) figguényhez lokdilisan egyenletesen konvergdl az (fn)nen
n—roo
fligguénysorozat;

3. minden x € ) esetén

f(@) = lim_f(x).

n—oo

Bizonyitds. Legyen €2 C R nyilt intervallum, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q@ —
R differencialhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az (f])nen fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen
konvergens az ) halmazon és létezik olyan a €  pont, melyre létezik a lim f,(a) hatarérték.

n—oo

Definialjuk az
/ .
0= {:U € Q| ﬂnli)ngofn(x)}

halmazt. Megmutatjuk, hogy €’ nyilt halmaz. Legyen = € Q'. Mivel az (f))nen fiiggvénysorozat
lokélisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan r € R, hogy (f/)nen egyenletesen konvergens
a B,(z) halmazon. Az el6z6, 2.14, tétel alapjan ekkor (f)ncn egyenletesen konvergens a B,.(x)
halmazon, tehat B, (z) C .

Tegyiik fel, hogy Q' # Q. Vegyiink egy z € Q\ Q' elemet. Legyen

H={te0,1]] |a,a+t(x—a)|] CQ},

c=supH ésp=a+c(xr—a). Az a pontra és olyan B, (a) kornyezetére alkalmazva a 2.14 tételt, ahol
az (f!)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens, az adodik, hogy ¢ > 0. Az Q' halmaz nyiltsdga
miatt pedig p ¢ Q. Mivel p € Q, ezért létezik olyan r > 0, hogy a B,(p) halmazon egyenletesen
konvergens az (f])nen fliggvénysorozat.

A ¢ szam konstrukcidja folytén létezik olyan to € H, melyre ¢ — < tg, ezért a ¢ = a+to(x —

r
4|z — af
a) € QV elemre

r

1

Ekkor viszont alkalmazhat6 a 2.14 tétel a Br (q) halmazon, mely szerint az (f,)nen fiiggvénysorozat
konvergens ezen a halmazon, tehdt a p € Bz (q¢) pontban is konvergens. Ez azonban ellentmond a
p ¢  feltevésnek. Tehat Q' = Q.

Legyen x € Q. Mivel az (f],)nen fliggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan
r € R, hogy (f!)nen egyenletesen konvergens a B, (x) halmazon. Az el6zs, 2.14, tétel alapjan ekkor
(fn)nen egyenletesen konvergens a B,.(x) halmazon, tehét (f,)nen lokélisan egyenletesen konvergens.

p—al =la+cl@—a)—a—to(x—a)|=lc—to|- |z —a| <

2.16. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének differencidlhatdsdga.) Legyen 2 C R nyilt intervallum
és minden n € N esetén legyen f, : Q — R differencidlhato fiigguény. Ha a Zf,@ fiigguénysor

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre konvergens a

an(a) sor, akkor
n=0

o0
1. minden x € Q) esetén konvergens a Z fn(x) sor;

n=0
2.0z f:Q =R, f(x) = Z fn(x) fligguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl a an fiigg-
n=0 n
VENYSOT;
3. minden x € Q) esetén -
fl@) =" fil@)
n=0

Bizonyitds. Legyen Q) C R, nyilt intervallum és minden n € N esetén legyen f,, : Q@ — R differenci-
alhat¢ fiiggvény. Legyen a € 2 olyan pont, ahol konvergens a Z fn(a) sor, és tegyiik fel, hogy az

neoo
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Z f/ fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens. Minden n € N esetén legyen g,, = Z fr-
n k=0
Ekkor a (gn)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 2.15 allitast adodik a tétel.

2.17. Tétel. (Figgvénysorozat hatdrfiggvényének integrdilhatésiga.) A C(la,b],R) halmazban hala-
d6 (fn)nen a fiigguénysorozatrdl tegyik fel, hogy egyenletesen konvergdl a hatdrfigguényéhez az |a, b

intervallumon. Ekkor , ,
lim / fn= / lim f,
n—oo a a n— oo

Bizonyitds. Legyen (f,)nen a C([a,b],R) halmazban haladé fiiggvénysorozat, mely egyenletesen
konvergél az f : [a,b] — R fiiggvényhez. Ekkor a 2.4 tétel miatt f folytonos fiiggvény, tehat Riemann-
integralhat6. Legyen ¢’ € RT tetszéleges paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan
N €N, hogy minden N <n € N szamra || f, — fl|,, <&'- Ekkor minden N < n természetes szamra

LU—LUn LQ%J@s[ﬁﬂwusL@—w—@a

teljesiil. Vagyis minden e € Rt szamhoz létezik olyan N € N, hogy minden N < n € N szamra
b b

u/ f‘i/mfﬁ
b b

i [ £~ [ f
n—roo a a

2.18. Tétel. (Figgvénysor hatdrfigguényének integrdlhatdsiga.) Legyen (frn)nen a C([a,b],R) hal-

teljesiil.

<e

teljesiil, ami éppen a bizonyitand6

hatéarértéket jelenti.

mazban haladd figguénysorozat. Tegyiik fel, hogy a an fiigguénysor egyenletesen konvergdl az
n
dsszegfiigguényéhez az [a,b] intervallumon. Ekkor

oo b b oo
E:u/ ﬁl:u/ E:j%
n=0"4a a n=0

teljestil.

Bizonyitds. Legyen (f,)nen a C([a,b],R) halmazban halado fiiggvénysorozat. Minden n € N esetén
n

legyen g, = Z fr. Ekkor a (gp)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 2.17 tételt adodik az allités.
k=0

2.4. Hatvanysorok

2.19. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen a : N — K tetszsleges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt az alabbi moédon.

o0 o0
P, : {x ceK ‘ Zanx" konvergens} —-K z— Z anpx”

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyiitthatdji 0 kdozépponti hatvdnysornak nevezziik.
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- Az a : N — K sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
—— . ha 0<limsup {/|a,| < oo;
limsup V/|an| n—o0
AN n—o0
Rq = 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo
00, ha limsup {/|a,| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardinak nevezziik.

2.20. Tétel. (Cauchy—Hadamard-tétel.) Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és x € K.
1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.
2. Ha |z| > R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor divergens.
3. Har € [0,R,[, akkor a B,(0) halmazon a P, hatvdnysorra

> sup lant"| < oo
neNteBr(o)

teljesiil.
4. A P, hatvdnysor a Br,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen konvergens.
5. A P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon folytonos fiigguény.

Bizonyitds. Legyen a : N — K tetszGleges sorozat, tovibba legyen R, az a sorozat &ltal meghaté-
rozott hatvanysor konvergenciasugara.
3. Legyen r € [0, R,[. Ekkor

o0 o0 o0 o]
Yo oswp Jana"[ =) lag|- sup |2 = an|- sup [z|" = |as| " < oo,
n—o T€B-(0) n—0 z€B,.(0) n=0 z€B,-(0) "0

ahol az utolsé egyenl6tlenségnél az elemi Cauchy-Hadamard-tételt hasznéltuk.
1. Ha z € K és |z| < R,, akkor legyen r € ||z|, R,| tetsz6leges paraméter. A 3. pont alapjan a
hatvanysor nomalisan konvergens a B, (0) halmazon, ezért ott abszolit konvergens is.

2. Legyen |z| > R, és tegyiik fel, hogy a Zanx” sor konvergens. Ekkor az 1.94 tétel alapjan

lim a,z" = 0 teljesiil. Tehat létezik olyan N € N, hogy minden N < k € N szamra |akxk| < 1, azaz

n—oo

1
Y \ak| < —.

]

Vagyis

L = infsup{{“/|ak| ‘ an} §sup{\’“/\ak\ ’ k2N+1} < i,
R, neN |z|

amibdl az |z| < R, ellentmondas adodik.

4. Legyen = € Bp,(0) tetszoleges pont. Valasszunk egy r € |]|z|, R, paramétert. A 3. pont
alapjan a hatvanysorra a B,.(0) halmazon alkalmazhat6 a 2.12 Weierstrass-tétel, ezért ezen a halmazon
egyenletesen konvergens a hatvanysor. Vagyis az « pontnak a B,.(0) halmaz olyan koérnyezete ahol a
hatvanysor egyenletesen konvergens.

5. Mivel a fiiggvénysor barmely véges Gsszege folytonos fiiggvény és a Bpg, (0) halmazon lokélisan
egyenletes a konvergencia, ezért a 2.4 tétel alapjan az Osszegfiiggvény is folytonos.

2.21. Tétel. (Hatvdinysor tagonkénti differencidlhatisdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal
meghatdrozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden x € R,
|z| < R, esetén a hatvdnysor tagonként differencidlhatd az x pontban, azaz

Pl(z) = Z apka®1,
k=1
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Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat, P, : R — R a sorozat altal meghatarozott hatvanysor R,
konvergenciasugarral. Tekintsiik a

b:N—R E— (k4 1ags1

sorozatot és az dltala meghatarozott P, hatvanysort. A P, hatvanysor konvergenciasugarara R, = R,
teljesiil. Ekkor a Cauchy-Hadamard-tétel alapjan a P, hatvanysor lokalisan egyenletesen konvergens
az I = |—R,, R,[ intervallumon, valamint 2y = 0 olyan pont az I intervallumban, ahol a P, hatvanysor
konvergens. Ezért a 2.16 tétel alapjan a P, hatvanysort lehet tagonként derivalani az I intervallum
minden pontjaban.

2.22. Tétel. (Hatvdinysor tagonkénti integrilhatdsdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal megha-
tarozott P, : R — R hatvdanysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden o, € R, a < f,
[, B] C ]—Ra, Ra| esetén a hatvinysor tagonként integrdlhato az o, 8] intervallumon, azaz

/(Zakx >dxia/ﬁak:r dz.

0

Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat, P, : R — R a sorozat altal meghatarozott hatvanysor R,
konvergenciasugarral. Legyen tovabba [«, 8] olyan korlatos intervallum, melyre [«, 8] C |—R,, R4 [ tel-
jesiil. A Cauchy-Hadamard-tétel alapjan a P, hatvanysor lokalisan egyenletesen konvergens az [, (]
kompakt halmazon, azonban a 2.6 tétel miatt egyenletesen is itt. Figyelembe véve, hogy a hatvanysor
minden részletdsszeg fliggvénye folytonos és egyenletesen konvergens az [«, 3] véges intervallumon,
a 2.18 tétel alapjan a hatvanysor tagonként intergralhato.

2.5. Abel-tétel
2.23. Tétel. Ha a: N — R olyan sorozat, hogy a Z an sor konvergens, akkor minden n € N esetén

n

n+m

> o

lim sup = 0.

n—oo meN

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens. Vezessiik be az

n

n+m
A= Zan jelolést valamint, minden n € N esetén legyen C,, = sup Z ag| és o, = A — Zak
n=0 meN k=n k=0
Ekkor lim «, = 0, valamint minden n € N* esetén
n— oo
n+m n+m
'n = sup Zak = sup Zak—Zak
meN meN

= sup |(A - an+wz) - (A - a7z—1)| = sup |a7z—1 - OZ’n—f—'m| .
meN meN

Mivel az (o, )nen sorozat konvergens, ezért korlatos is, tehat létezik olyan K € RT, hogy minden
n € N esetén |a,,| < K. Ekkor minden n € NT esetén

Cp = sup |ap_1 — pam| < lan_1| + sup lantm| < K+ K < 0.
meN

Tegyiik fel, hogy a (Cp)nen sorozat nem tart a nullahoz. Ekkor létezik olyan €g € RT, hogy minden
N € N esetén van olyan N < n € N, hogy ¢p < C,. Vagyis minden N € N esetén van olyan
N < n €N, hogy

€0 S Cn = sup ‘Oén—l - an-&-m‘
meN
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teljestil. Mivel hm ay, = 0, ezért létezik olyan Np € N, hogy minden Ny < n € N szamra || < 4

vagyis minden N1 + 1 < n € N szadmra

€0

Cp = sup |an_1 — Qngm| < |an— 1|+sup |t | < +Z: >

meN Z
Ezek alapjan az N; + 1 szamhoz létezik olyan N7 +1 < n € N, hogy ¢9 < C,,, ugyanakkor minden

€ . o . 2 . .
Ny +1<néeNszamra C),, < 50’ ami nyilvanvaléan ellentmondas, ezért lim C,, = 0.
n—oo

2.24. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesil. Ha a P,
hatvdanysor konvergens az xo € {R,, —Rq} pontban, akkor egyenletesen konvergens a |0, x| szakaszon
€s a Py||0,z0 fligguény folytonos.

o0
Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre R, = 1 teljesiil és a Z an sor konvergens. Ha
n=0
€ [0,1[, akkor a P, hatvanysor konvergens az = pontban és minden n € NT esetén

n—1 n+m
— E akxk = lim g akxk
m—00
k=0 k=n

teljesiil. Az m € NT valtozo szerinti teljes indukcioval igazolhato az alabbi Abel-féle dtrendezés.

n+m n+m—1 n+m
E akxk — § ( k+1 § aj + xn-&-m § aj
k=n k=n

o0
Mivel a Z a, sor konvergens, ezért a 2.23 tétel alapjan ha minden n € N esetén
n=0

n+m

>

akkor lim C, = 0. Mivel z € [0, 1], ezért minden m € Nt szamra
n— 00

Cp = sup
meN

)

n+m n+m—1 n+m
Z apx® Z xk k“’ Za + ||t Z a;
k=n k=n
n+m—1
< Z |xk — xk+1| Cp + |z|"t C, =
k=n
n+m—1
=Cy < > (@h—att) +x"+m> =
k=n

=C, (2" — 2"t + ") C,, = Cpa”

teljesiil, vagyis

n—1 n+m
— Zakxk = lim Z apz®| < lim Cpa" = C,z" < C,
m—r 00 m— 00
k=0 k=n
Az P,(1) értékre
n—1 n+m n+m
P,(1) —Zak —n%gnoo Z ap| < 7Snuell)\1 Z ar| = C,
k=0 k=n k=n
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teljesiil. Tehat minden x € [0, 1] esetén

n—1

P,(x) — Z apz®| < Oy,
k=0
vagyis
n—1
sup |P,(x) — Z apz®| < C,.
z€[0,1] =0

Mivel a 2.23 tétel alapjan a (C,)nen sorozat a nulldhoz tart, ezért a hatvanysor egyenletesen konver-
gens a [0, 1] intervallumon.
Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesiil és a P, hatvanysor konvergens az R,

o0

pontban. Definidljuk a b : N = R, b,, = a, R} sorzatot. Ekkor R, =1 és a Z b,, sor konvergens. Az
n=0

el6zdek alapjan a P, hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon. Amibdl az

sup
z€[0,R4]

= sup
teo,1]

P,(tR,) — Zak (tR,)"| = sup
=0 t€l0,1]

Pa<.');‘) — Z akxk Pb(t) — Z bktk
k=0 k=0

azonossagok alapjan kovetkezik, hogy a P, hatvanysor egyenletesen konvergens az [0, R,] halmazon.
Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesiil és a P, hatvanysor konvergens a —R,
pontban. Definialjuk a b : N — R, b, = (—1)"a, sorzatot. Ekkor R, = R, és a P, hatvanysor
konvergens az R;, pontban. Az el6zéek alapjan a P, hatvanysor egyenletesen konvergens a [0, Rp]
halmazon. Amibdl a

sup
z€[—Rq,0]

= sup
tc[0,R,]

P,(x) — Z apa”
k=0

Py(t) = byt*
k=0

azonossagok alapjan kovetkezik, hogy a P, hatvanysor egyenletesen konvergens a [—R,, 0] szakaszon.
A P, hatvanysor folytonossiga a folytonos részletosszeg fiiggvények egyenletes konvergenciajabol
kovetkezik.

2.6. Approximacié polinomokkal

2.25. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] - K és n € N*. Az f fiiggvény n-edik Bernstein-
polinomjdnak nevezzik az

Bi:R—K tH(b_chylkZl(Z)f(a+i<b—a>) (t— )b — o

polinomot.

2.26. Tétel. (Approzimdcid Bernstein-polinomokkal.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] = K
folytonos fiigguény. Ekkor
lim ( sup |B}:(t) . f(t)|> =0.

n—=00 \tcla,b]

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — K folytonos fiiggvény, valamint legyen ¢ € R™
tetszbleges paraméter. Mivel [a,b] kompakt halmaz és f folytonos, ezért: f korlatos, vagyis létezik
olyan C' € R*, hogy minden ¢ € [a,b] pontra ||f(¢)|| < C; valamint a Heine-tétel miatt f egyenletesen
folytonos, vagyis a késébb rogzitends ¢/ € RT paraméterhez létezik olyan 6 € R, hogy minden
t,t' € [a,b], [t —¢'| <d esetén ||f(t) — f(t')] < &’ teljesiil. Legyen ¢ € [a,b] és n € N rogzitett. Ekkor

3 (1) (o o) -v0) (22 =0 |

B () — f(t)] =

(2.1)
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Tekintsiik az

In{ke{o,...,nﬂ

a+k(ba)t‘ <5}
n

Jn:{ke{o,...,nﬂ

a—l—k(b—a)—t‘ 25}
n

halmazokat. Ekkor I, N J, =0 és I, U J, = {0,...,n}, vagyis a (2.1) egyenlet alapjan

OB OIEDS (Z) ‘f (a+ i(b—a)) —f(t)‘ (Z:Z)k (::Z)n_k+

kely

5 (D) (o boma) 50 (22) (=) =
< kgl:n (Z) e (Z_Z)k (:_Z)n_kka;n <Z> .20 - (lt)—l;)k (:_2)"_k <
<2 () (=) (=) ez (0620 (=)

k n—k
o n\ [t—a b—t
HZCZ(kﬁ)(b—a) <b—a) '
keJ,

Ha k € J,, akkor definici6 szerint

amibdl

adodik. Ezért

o k - n—k N2 _ 2 o k - n—k
Z(n) (t a) (b t) (bQZ) Z(n) (k—t a.n) (t a) (b t) <
=, k b—a b—a 6%n : k b—a b—a b—a

IN

t —
ahol x = bJ' Minden y, z € R esetén

ES
Il
=3

aln =157+ 27 = 3 () th -

adodik. Ha z = 1 — y, akkor ezekbdl
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n(n—1y* +ny =Y (Z)kzykﬂyylk

k=0

kovetkezik, vagyis
n

3 <Z> (k —nz)® 281 — 2)"F = nz(1 — 2).

k=0

Figyelembe véve, hogy |z|,|1 —z| <1

2C (b — a)?
f /
1B - s <& + 2520
4C(b — a)?
adodik. Vagyis ha ¢/ = g és N € N tetszéleges természetes szam, melyre N > ( 52 ) teljestil,

akkor minden n > N és t € [a, b] esetén

2C (b — a)?
— <
T, 5O

| ™

ezért
sup |BL(t) — f()| <e.
t€la,b]

2.27. Tétel. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K folytonos figguény. Ekkor minden ¢ € RT
esetén létezik olyan p : K — K polinom, hogy minden = € [a,b] szdmra

|f(z) —p(z)| <e
teljesiil.

Bizonyitds. A 2.26 Bernstein-polinomokkal valé approximécios tétel kozvetlen kivetkezménye.
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3. Differencialszamitas véges dimenziéban

Jel6lés. A tovabbiakban kovetjiik azt az irodalomban elterjedt gyakorlatot, hogy az (R", ||-||) normalt
térre csak az alaphalmaz R" jelolésével utalunk.

Jelslés. Ha n € NT, X tetsz6leges halmaz és a € X, akkor al™ jeloli azt az X™ halmazbeli elemet,
melynek minden komponense a, vagyis

n-szer

Jelolés. Tetszoleges (A;)i=1,....», halmazrendszer, a € HAZ' és ke {l,...,n} esetén
i=1

n
ina,k:Ak%HAi x> (a1, g1, Ty At 1y - - -, )
i=1

a k. koordinatahoz és az a ponthoz tartozo6 inklazié fiiggvény.

3.1. Differencidlhat6sag
3.1. Tétel. Legyen f : R™ — R™ fiiggvény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy u,v € Lin(R", R™),

melyre
fo J@) = f@) —u—a) | J@) = f(a) vz —a)

=0
z—a [l —af z—a [z = af

teljesil. Ekkor v =v.
Bizonyitds. Legyen f : R" — R™ fiiggvény, a € Int Dom f és legyen u,v € Lin(R",R™) olyan,

melyre
o @) @) e —a) @)~ ) (e —a)
@—a | — all 2o | —all
Tegyiik fel, hogy A = u — v # 0. Ekkor létezik olyan 0 # e € R" vektor, hogy Ae # 0. Legyen
A
_ HII6T” € R*. A fenti két hatarértek kiilonbségeként

limm_o

wa |lz—all

adodik, a hatarérték definicioja alapjan pedig létezik olyan § € R, hogy minden = € Bs(a) vektorra

Alx —
H@ ) ‘ <.
= —al
Azx=a+ 3Tl - e € E vektorra x € Bj(a) teljesiil, azonban a fenti egyenlStlenségbdl az
e
‘ Alx —a) ‘ Ae
— = =c<e¢
|z — al el

ellentmondés adoédik.

3.2. Definicié. Legyen f:R" — R™ fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhatd, vagy (Fréchet-) derivdlhaté az a pontban ha
létezik olyan A € Lin(R",R™), melyre

1o 1) = fla) = Az — a)

va [ = all

=0

teljesiil. Ezt az A leképezést az f fiigguény a pontbeli differencidljanak vagy deriviltjinak
nevezziik és a tovabbiakban a (Df)(a) szimbolummal jeldljiik.
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— Az f:R"™ — R™ fiiggvény derivdltjianak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik a

Df = {(a,A) € (Int Dom f) x Lin(R", R™) | 1im & =f(@ =Alz=0a) _ 0}
z—a |z — al
fliggvényt.
— Az f differencidlhatd, ha Dom f = DomDJ.
— Az f folytonosan differencidlhato, ha differencidlhatd és Df folytonos. Az A C R" nyilt hal-
mazon értelmezett, R™ értékii, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazét C'(A,R™)
jeloli.

3.3. Tétel. (A differencidlhatosdg jellemzése.) Legyen f : R™ — R™ figguény, valamint a €
Int Dom f. Az A € Lin(R",R™) leképezés pontosan akkor az f fiigguvény a pontbeli deriviltja, ha

Ve e RT35 € R*Vz € R™ (||x —all<d = |f@) - fla) — Ax—a)|| < e ||z — a||)

teljesiil.

3.4. Tétel. Legyen f : R™ — R™ fiiggvény és a € Int Dom f. Az f fligguény a pontbeli differencidl-
hatdsiga és (Df)(a) értéke figgetlen az R™ és R™ tereken vdlasztott normdtol.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R™ fiiggvény és a € Int Dom f. Legyen [-||y), [|[|5) norma az R"
téren és ||-[| ), [|-l| ;) norma az R™ téren. Az 1.78 tétel alapjan léteznek olyan ¢, d € R™T paraméterek,
hogy minden z € R" esetén c||z|[;) < [[z[|,) és minden y € R™ esetén [|y[|,, < d|yl[,)-

Ha f differencialhat6 az a pontban a ||-[|(;, és az ||-[|,) norma szerint, akkor az

i I/ (@) = f(a) = (D) (@)@ — a)ll ) _ @) = £la) = (DS)(@)(x — a)llw)

% |z — a”(z) B |z — a||(1)

egyenldtlenség alapjan a ||-[|(5) és a |||,y norma szerint is differencialhato, ugyanazzal a derivalttal.
3.5. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
L @) @)

z—a Tr—a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linedris leképezés, melyre
L (@)~ Ja) ~ (D) (@)~ a)

z—a |z — al

=0

teljesil. Tovdbbd ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

Bizonyitds. Legyen f: R — R fliggvény és a € Int Dom f.
Ha f differencialhat6é az a pontban és létezik a

o {0 = 1(0)

lim =———— = f'(a)

hatarérték, akkor legyen A olyan R — R linearis leképezés, melyre minden x € R esetén
Az = f'(a)x

teljesiil. Ekkor

oty (HLE _ piy) -y KIS Oa0) _y, S0) = )= Mz

)

T—a xr—a z—a r—a Tz—a r—a
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tehat
o g |[0) = (@) — A —a)

T—a T —a

= lim

r—a

vagyis
i 1@ = f(@) — Al = a)

Tr—a |I — a,|

=0.

Tegyiik fel, hogy létezik olyan (Df)(a) : R — R folytonos linearis leképezés, melyre
i 10— (@) ~ (D) (@)~ )

T—a ‘x —a‘

=0

teljestil és legyen ¢ = ((Df)(a))(1). Ekkor

f(x) = f(a) = (Df)(a))(x — a) f(z) = fla) — c(z — a)

0 = lim = lim ,
T—a |x—a| T—a |I‘—a‘
vagyis
o [ @) f) e —a)| (@)~ f@) e —a)| | @)~ fa)
z—a | — al z—a Tr—a z—a Tr—a
ezért
0 = lim <f(x)—f(a) _ c) ,
r—a T —a
tehat létezik a
lim M = c
T—a r—a

hatéarérték és ¢ = f/(a).

3.6. Tétel. Legyen f : R* — R™ fiigguény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhatd az a
pontban, akkor f folytonos az a pontban.

Bizonyitds. Legyen f: R"™ — R™ fiiggvény, valamint a € Int Dom f. A differencidlhatésag jellemzé-
sérdl szol6 3.3 tétel alapjan ekkor létezik olyan 6 € RT, hogy minden x € R™ vektorra a ||z —al| < §
esetben

1f(z) = f(a) = (Df)(a)(z = a)|| < [lz —al
teljesiil, aminek az atrendezésébdl

1f(2) = f(a)ll <z —all- (L + [[(DS)(@)]])
adodik. Ezért ligl I f(x) — f(a)]| = 0, vagyis lign f(z) = f(a), amibdl kovetkezik az f fliggvény a

pontbeli folytonossaga.

3.7. Tétel. Legyen f : R" — R™ és a € Int Dom f. Az f fiiggvény pontosan akkor differencidlhato

az a pontban, ha minden i € {1,...,m} index esetén az f; : R* — R figgvény differencidlhaté az a
pontban. Tovdbbd ha f differencidlhaté az a pontban, akkor minden i € {1,...,m} index esetén
(Dfi)(a) = pr;o(Df)(a)
teljesil, amit a mdtrizok nyelvén gy is kifejezhetink, hogy ha minden i € {1,...,m} esetén
(Dfl)(a) = (Azl Aig e Azn) 5
akkor
A1 Asp ... Agy
Df)a)=1] . : .

Aml Am2 R Amn
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Bizonyitds. Legyen f:R"™ — R™ és a € Int Dom f.

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény differencialhaté az a pontban és jelolje A = (Df)(a) a derivaltat.
A 3.4 tétel alapjan megtehetjiik, hogy a végtelen normét tekintjiik a R™ téren. Legyen i € {1,..., m}
tetszéleges index és ¢ € RT tetszdleges paraméter. Mivel f fiiggvény differencidlhaté az a pontban
ezért létezik olyan § € R*, hogy minden z € R" elemre 0 < ||z — al| < § esetén

If (@) = fla) — Alz —a)lloc _

[l —af

teljesiil. A

|fi(z) = fila) = (A(z —a))i| _ If(@) = f(a) = A(z — a)ll
| — al - | — al
egyenlGtlenséghdl azt kapjuk, hogy az f; : R®™ — R fiiggvény differencidlhaté az a pontban és
(Df;)(a) = pr; oA teljesiil.
Most tegyiik fel, hogy minden ¢ € {1,...,m} index esetén az f; : R® — R fiiggvény differencialhato
az a pontban, és legyen B; = (Df;)(a). Tekintsiik a

B:R" - R" z— (Biz,..., Bnx)

leképezést. Megmutatjuk, hogy (D f)(a) = B. Legyen € € R™ tetszbleges paraméter. Mivel minden
i€{1,...,m} esetén f; differencidlhaté az a pontban, ezért

36; € R*Vz € R : (||:v —al <& — |Ifiz) — fi(a) = Bi(z —a)||, <e-|lz — a||>
teljesiil. Legyen 6 = min {d1,...,dm . Ha z € Bs(a), akkor

|£(x) = f(a) = B(x — a)|. =
— |(f1(@) = fi(a) = Bule = a)s..., (ful@) = fala) = Bulx — ). =
= max{|fi(2) - fi(a) = Bi(w —a)|| i € {L,...,m}} <e- [z —q]

teljesiil, vagyis az f fiiggvény differencidlhat6 az a pontban, és (Df)(a) = B teljesiil.

3.2. Differenciilas miiveleti tulajdonsagai

3.8. Tétel. Legyen f,g : R — R™, ¢ : R® — R fiiggvény, tovdbbd a tetszdleges belsd pontja a
(Dom f N Dom g N Dom ) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhatsé az a pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhatd az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = ¢(Df)(a);

3. of differencidlhaté az a pontban és (D(pf))(a) = f(a) - (Dy)(a) + ¢(a)(Df)(a).

Bizonyitds. Legyen f,g : R®™ — R™, ¢ : R" — R fliggvény, tovabba a tetszéleges bels§ pontja
a (Dom f NDom g N Dom ) halmaznak és legyen f, g és o differencidlhaté az a pontban. Legyen
tovabba F' = (Df)(a), G = (Dg)(a) és ® = (Dy)(a). Mivel a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢), ezért
vehetiink egy olyan r € RT paramétert, melyre B,.(a) C a € Int (Dom f N Dom g N Dom ¢) teljesiil.
Ekkor

f(x) = fla) = F(z —a)

lim = lim =0
z—a |z — all z—a |z — all

o)~ ) =B —a) _

z—a |z — all

1. Az
(f+9)(z) = (f+g)(a) - (F+G)(z—a)

lim =

T—a Hx_aH
= lim f(x) = f(a) = F(z —a) + lim g(x) —g(a) — G(x —a)

v—a [z = a z—a [l —af

=0
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egyenl6ség igazolja, hogy f + g is differencialhat6 az a pontban és (D(f + g))(a) = F + G.
2. A
L @@ (D@~ (F)e—a) . f(@) = fa) = F(z —a)

z—a [ = all a—a [ = all

=0

egyenlSség igazolja, hogy cf is differencialhato az a pontban és (D(cf))(a) = cF.
3. A minden = € B,(a) vektorra teljesiils

(o f) () - (sof)() f(@)®(@—a) - pa)F(a — a)]| =
= [[(¢@) = el@) - @z - @) £(2) + ¢l@) (1@) = £(a) = Pl@ = 0)) + (f(2) = @)@z — a)| <
E

< (e )—s@(a)— (z —a)ll - (@) + le(a)| - [[f(x) — fla) = F(z —a)|| +
+ /@) = fla)ll - [l - [l — af

egyenlGtlenség felhasznalasaval

lim || 2)(@) = (pf)(a) — fla)®(z —a) — p(a)F'(z — a) ‘ -
e e —al :
< iﬂ% o(x) — <p|;a)_a|‘|1>(x —a)ll I1f ()| + |o(a hrn H flz |x)_aﬁ*—’(o: —a)

+ lim | f(z) — f(a)] - | 8] =
=0-[f(a)ll +[e(a)-0+0-[[®] =0
adodik, amibdl
L eD(@) — (p(@) — [(@P(@ = 0) = pla)F(z — o)

=—a [l —a

=0

kovetkezik, vagyis a of fliggvény is differencialhat6 az a pontban és D(¢f) = f(a)® + ¢(a)F.
3.9. Tétel. Minden Q2 C R" nyilt halmaz esetén C'(Q,R™) vektortér.
Bizonyitds. Az el6z6 allitast kell minden egyes a € 2 pontra alkalmazni.

3.10. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen g : R™ — R"2 f:R" —
R" és a € IntDom f o g. Ha g differencidlhaté az a pontban és f differencidlhaté a g(a) pontban,
akkor f o g differencidlhatd az a pontban és

(D(f e g))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

Bizonyitds. Legyen g : R" — R"™ f : R" — R" és a € IntDom f o g. Mivel az f fiiggvény
differencidlhato a g(a) pontban, ezért g(a) € Int Dom f, tehat

Ve, € RT36; € Ry € R"2:
ly —g(a)ll <01 —= [f(y) = flg(a)) = (Df)(g(a))(y — g(a))[| < er-[ly —g(a)l.
Mivel a g fiiggvény differencialhaté az a pontan, ezért a € Int Dom g, tehat
Vey € RT3 € RTVz € R™ :
[z —al <d2 = llg(z) — g(a) — (Dg)(a)(z — a)l| < &2 ||z —al|.
Tovabba a g fiiggvény folytonos is az a pontban, ezért
Vez € RT353 € RTVz € R™ ¢ |z —all <83 — |g(x) —gla)] < es.

Legyen 1 € RT rogzitett paraméter. Ekkor a 1 szdmhoz tartozé §; paramétert valasztva ¢z para-
méternek kapjuk, hogy létezik olyan d3 € R*, hogy minden z € R™ esetén

[z —al <d3 = [f(9(x)) = flg(a)) = (Df)(g(a))(g9(x) = g(a))l| < &1 - [lg(z) = g(a)ll-
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Az e, szdmot valasztva gy paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan d, € RT, hogy minden x € R™
esetén

lz —all <d2 = lg(z) - g(a) — (Dg)(a)(z — a)l| < &1 - |z —al|.

Legyen 6’ = min {2, §3}. Ekkor az eddigieket 6sszegezve mondhatjuk, hogy minden « € R™ vektorra,
ha ||z — a|| < ¢’, akkor

1/ (g(x)) = f(g(a)) = (Df)(g(a))(g(x) — g(a))]| < er-[lg(x) — g(a)]l
lg(2) = g(a) = (Dg)(a)(z —a)[| < er - [|lz - all

teljesiil, valamint az utols6 egyenlStlenség alapjan ha ||x — al| < ¢’, akkor
lg(z) —g(a)ll < e1-[lz —all + |(Dg)(a)]| - |z — all
Ezek alapjan, ha ||z — al| < ¢’, akkor

Hf( (z)) = f(g(a)) — ((Df)(g(a)) o
a)) — (Df)(g(a))(g(z) — g(a))+

= |I£(g(x)) = f(g( (
+(Df)(9(a)(g(z) = g(a)) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a))(z - a)|| <
< |[If(g(x)) = flg(a)) — (Df)(g(a))(g(z) — g(a))ll +
|- ll(9(z) = g(a)) = (Dg)(a)(z — a)|| <

+ 1(DF)(g(a))]
<eillg(e) = g(a)l + [(Df)(g(a)) e llz —all <
<ei (e |lz —al + [(Dg) (@)l [l — all) + [(Df)(g(a))l 1 |2 — all =
= e1 (a1 + [(Dg) (@)l + |(DF)(g(a)]) = = all

Mivel barmely € € R szamhoz létezik olyan e; € R, melyre

e1 (g1 + [(Dg) (@)l + [(DF)(g(a)ll) < e

teljesiil, ehhez a &1 szamhoz pedig létezik olyan ' € R*, hogy minden ||z — a|| < § esetén

1/(g(x)) = f(g(a)) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a))(g(x) — g(a))[| <& [lz - all,
ezért a f o g fliggvény derivaltja az a pontban (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

3.3. IrAnymenti derivalt

3.11. Definicié. Legyen f : R" — R™ fliggvény, a € Dom f és e € R". Azt mondjuk, hogy az f
fiigguénynek létezik az a pontban az e iranyd derivdltja, ha létezik a

o Fla+10) = f(@)

teR t
t—0

hatarérték, amit a (D, f)(a) szimbolummal jeloliink és az f figguény a pontbeli, e irinyi (Gateaux-)
derivdltjinak neveziink.

3.12. Tétel. Legyen f : R* — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhaté az a
pontban, akkor minden e € U wvektorra létezik az f fiigguény e iranymenti derivdltja az a pontban,

tovdbbd (D.f)(a) = (Df)(a))(e) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f: R"™ — R™ olyan fliggvény, mely differencidlhaté az a € Int Dom f pontban,
valamint legyen A = (Df)(a) és e € R" tetszbleges vektor. Az e = 0 esetben nyilvan teljesiil az
allitas, igy feltehets, hogy e # 0. A

g L0 = fla)

t—0 t
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egyenl6tlenség igazolasahoz valasszunk egy tetszSleges ¢ € RT paramétert. A fiiggvény a pontbeli

differencidlhatosaga alapjan az ﬁ szdmhoz létezik olyan &’ € RT melyre
€
Vz € By(a): [|f(z) = fla) — Alz —a)| < el Iz —all
6/
teljesiil. Ha 6 = el ést € R, |t| < 4, akkor a + te € Bs:(a), vagyis
€
1f(a+te) — fla) — A(te)]| < e [tlllell = ¢l .

Amibdl lim
t—0

Hf(a+f€) — f(a) — tA(e)
t

’ = 0 kovetkezik.

3.4. Néhany specialis fiiggvény derivaltja
3.13. Tétel. Az A € Lin(R",R™) linedris leképezés minden pontban differencidlhatd és
DA :U — Lin(R",R™) a— A

teljestil.

Bizonyitds. Legyen a € R" tetsz6leges pont. Az A € Lin(R",R™) linearitasa miatt minden x € U

esetén
Ax — Aa— A(z —a) =0

teljesiil, ezért
. Az —Aa— Az —a)
lim

a—a [ — all

207

amibgl (DA)(a) = A kovetkezik.

k
3.14. Tétel. Ha u = (u1,...,u;) € HR‘”, és j e {l,...,k}, akkor az
i=1

k

. - .

1nu,j.RJ—>HRL T (UL, e, U1, By Ujp 1, - e U
i=1

inklizio fiiggvény derivdltjira minden a € R™ pontban
(Diny,;)(a) = ing,,

teljesiil, azaz

k
(Dinuj)(a):R"f%HR"i x+—(0,...,0, = ,0,...,0).
? / ~—~
=1 j. hely

Bizonyitds. Az allitas jelolései mellett az
in, j(x) —in, j(a) = ing ;(z — a)

egyenl@ség miatt
iy B (%) — My (@) —ing,i(z — a)
z—a |z — al

=0.
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3.15. Tétel. Legyen k € Nt és f : Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*. Ekkor minden a € Lin(R")
esetén
k—1

(Df)(a) : Lin(R") - Lin(R") b Y a'ba*~'~
i=0

teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k € N*, f: Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*, a € Lin(R") és tekintsiik a
7:Lin(R") - Lin(R") b~ Y a'ba* '~

leképezést. Ekkor A olyan Banach-tér, melyen a norma szubmultiplikativ. A minden h € Lin(R") \
{0}, ||h]] < 1 esetén érvényes

k—1
Hf(l+h) ||}.Lf||()7'(h)H:”h| (a—&—h)"—a"—Zaihak*l*i <
1=0

1 - k—1 i—2 ki
= TRl & ()”h” ol <hllZ<)|hH ol <
<ty (5) v <3 (4) tot = -1+ o
=2 i=0

becslésbdl kovetkezik, hogy (Df)(a) = 7.

3.16. Tétel. Ha
GL4(R) = {a € Lin(R")| 3a™'},

akkor az invertdlds i : GL,(R) — GL,(R), i(a) = a~! fiiggvényére minden a € GL,(R) pontban
(Di)(a) : R* =R b+ —a ‘ba?
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen a € GL,(R) tetszéleges pont és tekintsiik a 7 € Lin(R"), 7(b) = —a *ba™!

leképezést. A jelolések egyszertisitése végett most jelolje 1 az idg» leképezést. Ha 0 # h € Lin(R") és
1

IR < a1’ akkor a —a~!h elemre alkalmazhat6 a Carl Neumann-féle sorfejtés, vagyis ebben az
a

esetben érvényes a

i(aJrh)i(a)T(h)H 1 ey
+h +a'h =
Il g Mt~ a'ha” !
—i -1 _1_ —1 - _1 —1
‘th @+ att = 1ot < kz W)l <
- ||h|| ZHa " < ||h|| g ot )
-1 —1(|2 .

a1 =lla=- th

becslés, amibdl kovetkezik az allités.
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3.5. Vektor-vektor fiiggvény derivaltja

k
3.17. Definicié. Legyen k € NT, f : HR'” — R™, a = (a1,...,ax) € Dom f, valamint ¢ €
i=1
{1,...,k} tetszsleges index.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény parcidlisan derivdlhatd a i-edik vdltozdja szerint az a pontban,
ha az

foing; : R"™ —R™ x> flar, ..., a4i—1,%, ity ..., ak)

fiiggvény differencialhat6 az a; pontban és ekkor a

(0if)(a) = (D(f oing,))(a:)

jelolést hasznaljuk.
— Az f fliggvény i-edik vdltozo szerinti deriviltfiigguvényének nevezziik a

oif = {(a, A) € (Dom f) x Lin(R™ ,R™)

foin,; differencialhaté az a; pontban
és A= (D(f oina.q))(a)

fliggvényt.

— Az f fiigguény parcidlisan differencidlhaté az i-edik viltozdja szerint, ha Dom 0; f = Dom f.

— Az f fiiggvény parcidlisan folytonosan differencidlhaté az i-edik vdltozdja szerint, ha parcidlisan
differencidlhat6 az i-edik véltozoja szerint és 9; f folytonos.

k
3.18. Tétel. Ha az f : HR‘” — R™ fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor
i=1
k
minden x € HR'” vektorra
i=1
k
((Df) (@) (@) =Y _((9:f)(a))(z:)
i=1

teljestil.

Bizonyitds. Legyen az f : H]R“i — R™ fliggvény differencidlhat6 az a € Int Dom f pontban és

=1
legyen j € {1,...,k}. Mivel f és az in, ; fuggvény differencidlhato, ezért a kozvetett fliggvény
derivalasi szabalya alapjan

(9jf)(a) = (D(f oing ;))(a;) = (Df)(ina,;(a;))) o (Ding;)(a;) = (Df)(a) o ing,; .

k
Legyen z € HR‘” tetszéleges vektor. Mivel
i=1

k
T = Z ing ;(x;)
i=1

és (Df)(a) linearis leképezeés, ezért

k k

k
(Df)(a)(z) = (Df)(a)) D ing(xs) = Y _((Df)(a) o ing,)(zs) = Y (0if)(a) ()
i=1

i=1 i=1

teljesiil.
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3.19. Tétel. Ha az f : R" — R fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor minden

z € R" vektorra
n

(DA @)() =D (9:f) (@)

i=1

teljesiil, vagyis a mdtrizok nyelvén

(Df)(a) = ((8:1f)(a) (92f)(a) ... (9uf)(a)).
Bizonyitds. Az el6z6 allitas kivetkezménye.

3.20. Tétel. Legyen f: R™ — R™ olyan fiigguény, mely differencidalhaté az a € R™ pontban. Fkkor a
(Df)(a) € Lin(R",R™) linedris leképezés mdtriza

(O1f1)(a)  (O2f1)(a) -+ (Onf1)(a)
(01f2)(a)  (O2f2)(a) -+ (9nf2)(a)

(Df)(a) = ; : - :

(O1fwm)(@)  (O2fm)(a) -+ (Onfm)(a)

Bizonyitds. A 3.7 és a 3.19 tétel egyszerii kovetkezménye.

3.21. Definici6. Legyen f : R" — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € R" pontban.

Ekkor a (Df)(a) € Lin(R",R™) linearis leképezés matrixat az f figgvény a pontbeli Jacobi-mdtrizdnak
nevezziik. Az Jacobi-métrix alakja

(O fi)(a) (92f1)(a) -+ (Oufr)(a)
(O f2)(a) (O2f2)(a) -+ (Onfo)(a)

(O fw)(@) (O2fwm)(a) -+ (Onfw)(a)
Az n = m esetben ezen matrix determinansat nevezziik Jacobi-determindnsnak.

3.22. Tétel. Legyen f: R" - R™, a € Int Dom f és legyen k € {1,...,n} tetszéleges index. Ekkor
az [ fligguvénynek pontosan akkor létezik a k-adik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja az a pontban, ha
létezik az ey, irdnymenti derivdltja az a pontban és ebben az esetben (O f)(a) = (D, f)(a) teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f : R"™ — R™, a € IntDom f és legyen k € {1,...,n} tetszileges index.
Vélasszunk egy olyan r € Rt szdmot, melyre B,.(a) C Dom f teljesiil.
Az alabbi ekvivalens atalakitasok igazoljak az allitast.

(f oing 1)(x) = (f o ingk)(ar) = (Oxf)(a)(z — ak)

A0k f)(a) <= rliglk  —ar] =0 &
o am |[fAFE—wWE) Zf@) p n0) g o
z—ak T — ag
o i LT _ )

< 3D, f)(a)

3.6. Gradiens, divergencia és rotacié

3.23. Definici6. Legyen f : R"™ — R tetsz6leges fliggvény.
— Ha az f fiiggvény differencidlhato az a € R" pontban, akkor a ((01f)(a),...,(0nf)(a)) € R"
vektort az f fiiggvény a pontbeli gradiensének nevezziik és a (grad f)(a) szimbélummal jeloljiik.
— Az f fiigguény gradiensének nevezzik a

grad f : Dom(Df) = R a— ((81f)(a),...,(0nf)(a))

fliggvényt.
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Bevezetjiik a V f = grad f jelolést, ahol a V szimboélumot nabla-operdtornak nevezziik.

3.24. Tétel. Legyen f : R™ — R olyan fiigguény, mely differencidlhaté az a € R™ pontban. FEkkor
minden x € R" vektor esetén

((Df)(a))(z) = ((grad f)(a), x)
teljesiil.

3.25. Tétel. Legyen f : R"™ — R tetszdleges fligguény és legyen a,e € R™. Ha az f fiigguény diffe-
rencidlhato az a pontban, akkor létezik az f fligguény a pontbeli e iranymenti derivdltja és

(Def)(a) = {(grad f)(a), €) .
Bizonyitds. A 3.12 és a 3.24 tétel kozvetlen kovetkezménye.
3.26. Definici6. Legyen f: R"™ — R" fliggvény.
— Ha az f fiiggvény differencialhaté az a € R" pontban, akkor a Tr((Df)(a)) szamot az f fiiggvény
a pontbeli divergencidjinak nevezzik és a (div f)(a) szimbolummal jeloljiik.
— Az f fiigguény divergencidjinak nevezzik a
div f : Dom(Df) - R a— Tr((Df)(a))
fliggvényt.
A divergencidra hasznéljuk még a V f 2 div f jelolést.
3.27. Tétel. Ha f:R"™ — R" differencidlhato az a € R"™ pontban, akkor

n

(div f)(@) = Y (9ifi)(a).

i=1
Bizonyitds. A 3.20 tételbdl és a nyom értelmezésébdl rogton adodik.
3.28. Definicié. Minden f : R"™ — R fliggvényhez bevezetjiik a
Af :Dom(D(grad f)) - R a — (divgrad f)(a)
jelolést és a A szimbolumot Laplace-operdtornak nevezziik. Tehat formélisan A = V2.

3.29. Tétel. Legyen f: R™ — R tetszdleges figgvény. Ekkor minden a € Dom(Af) elemre

n

(Af)(a) = (97 f)(a)

k=1
teljesiil.

3.30. Definicié. Legyen f : R?® — R3 tetszoleges fiiggvény.
— Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az a € R® pontban, akkor a

((92f3)(a) = (B3f2)(a), (D3/1)(a) = (D1 fs)(a), (D1 f2)(a) — (B2f1)(a)) € R®

rot f :Dom(Df) — R3
a ((02f3)(a) — (95f2)(a), (93 f1)(a) — (01 f3)(a), (01 f2)(a) — (D2f1)(a))
fliggvényt.

A rotéciora hasznéaljuk még a V x f 2 rot f jelolést.
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3.7. Folytonosan differencialhaté fiiggvények

3.31. Tétel. Legyen f : R® — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az [a,b] szakaszon. Ekkor
létezik olyan c € )a, b[, hogy
1£ () = fa)ll, < (D) - [[b—ally

ahol
DA = sup [(Df)(c))zll,-

llzll, <1

Bizonyitds. Legyen f : R" — R™ olyan fiiggvény, mely differencialhaté az [a,b] szakaszon. Ha
f(a) = f(b), akkor nyilvan teljesiil az allitas, ezért tegyiik fel, hogy f(b) — f(a) # 0. Tekintsiik a

@:[0,1] =Rt (f(b) = f(a), fla+t(b—a)) = f(a))

fliggvényt. A ¢ fiiggvényre alkalmalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt, kapjuk, hogy létezik
olyan tg € ]0, 1], hogy
o(1) — ¢(0)

/
tn) =
(P(O) 1-0 3

vagyis
(F(0) = f(a). D) (a+to(b—a))(b— a) = [ £(b) = F(a)]l3-
Legyen ¢ = a + to(b — a). Ekkor a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség szerint
1£(0) = f(@)]l5 < 1F () = F(@]l, - (D))= a)lly < [1£(B) = f(@)lly - (D] - [Ib—all,
Amit elosztva a || f(b) — f(a)|l, szdmmal kiadja a bizonyitandé egyenl6tlenséget.

3.32. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Ha f : R® — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhato
az [a,b] szakaszon, akkor

1£(b) = fa)ll < < :}lpb[(Df)(C)H) [|b—ally,
ahol
DS ()] = S [((Df)(e))z[, -

Bizonyitds. Az el6zé allitas nyilvanvalo kovetkezménye.

3.33. Tétel. Legyen 2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R™ olyan differencidlhato fiiggvény,
melyre Df = 0 teljesil. Ekkor f dllando.

Bizonyitds. A véges novekmények formulajanak kovetkezménye.

3.34. Tétel. Legyen f : R*™ — R fiigguény és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f fligguény pontosan
akkor folytonosan differencidlhaté az Q0 halmazon, ha minden i € {1,...,n} esetén Q C Dom 0, f és
a O;f figgvény folytonos az ) halmazon.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R filiggvény és 2 C Dom f nyilt halmaz. Tegyiik fel, hogy minden

i€{l,...,n} esetén Q@ C Dom 9;f és a 0, f fliggvény folytonos az 2 halmazon.
Legyen a € Q és 7o € RT olyan szam, melyre B,,(a) C  teljesiil, valamint definialjuk az

A:R"—> R (X1, ooy ) — Z((@f)(a))(%),

linearis leképezést. Legyen € € RT tetsz6leges rogzitett szam és az R™ téren hasznaljuk a végtelen
normét. Megmutatjuk, hogy létezik olyan § € R*, hogy minden z € Bs(a) esetén

[f(2) = fla) = A(z —a)| < ez —al
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teljesiil, melybdl kovetkezik, hogy f differencialhat6 az a pontban és (Df)(a) = A.
Mivel minden ¢ € {1,...,n} esetén a 0;f fiiggvény folytonos az a pontban, ezért létezik olyan § €
10, 7o[, hogy minden = € Bjs(a) és i € {1,...,n} esetén

1(0:f) (@) = (@i f)(a)l| < %

teljestl.
Legyen x € Bs(a) tetszoleges pont. Definidljuk a zg, 21, ..., 2 € R" vektorokat az alabbi modon.
20 = (x17x27l‘3"'7mn)
21 = (a1,.’f2,.’1}3 s 71"‘[‘1)
z2 = (alv az, T3, ... 7xl1)
Zi = (al, ag, ..., A;j—1,Q;, Ti41y- - ,Z‘n)
Zn = (a17a27"')a’l‘l)
Ekkor

A(zg — zn) =

f@) = fa) = Aa)(z — a) = f(20) = f(2n) =
D fzima) = f(z) = Alzia —2) =

N
Il
—

Il

s
Il
—

f(ziz1) — f(zi) = ((0if) (@) (@i — a;)

adodik. Minden ¢ € {1,...,n} esetén legyen
Vit lwia] > Rt (foing, )(t) — (Aoing, i)(t),
vagy masképp irva

Wl(t) = f(t,l‘Q,JTg, s 73;11) - A(t,]}Q,Jfg, s 73;11)
v2(t) = f(a1,t, 23, ..., 2q) — Alas, t,z3,...,2Tn)

’yz(t) = f(al,ag, e ,ai—lataxi—l-la e ,lL’n) — A(al,ag, e ,ai_l,t,$i+1, e ,lL’n)

w(t) = flar,a9,...,an_1,t) — A(ay,a9,...,an_1,1).

teljesiil. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} indexre

f(zic1) = f(zi) = ((0if)(@) (@i — ai) = vi(wi) — vi(ai).

(3.13 tétel) és az inkluzio derivalasi szabéalyabol (3.14 tétel) adodik, hogy minden w € [z;, a;] esetén

(Dyi)(w) = (0i f)(ar,az,...,ai—1,w,Tit1,...,20) — (0 f)(a).

A ~; fiiggvényre és az [x;, a;] szakaszra alkalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt, azt kapjuk, hogy
létezik olyan ¢; € |z;, a;[, hogy

[vi(zi) = yilas)| = [(v) (el - |z — aq] -
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Minden ¢; € [z;, a;] esetén legyen w; = ing, ;(¢;), azaz
w; = (ah sy A1, Ciy Tjq 1y - - - ,xn).

Ekkor w; € Bs(a) miatt
[vi(wi) — vilai)| = [(0i f)(wi) — (0i f)(a)] - | — a;| <

Osszerakva ezeket az eredményeket

[f(x) = fa) — Ala)(z — a)| < Z RACHERACHIESY) % |[zi —ai| <ellz —all,

i=1
adodik. Ezzel igazoltuk, hogy
Ve e RT3 € R™Vz € Bs(a):  [f(x) — fla) — Az —a)| <ellz—al -

Tehat f differencidlhato az © halmazon és minden a € Q pontban (Df)(a) = A.

Legyen a € Q tetszSleges pont ¢s e € RT tetsz6leges szam. Mivel minden i € {1,...,n} esetén a 9, f
fiiggvény folytonos az a pontban, ezért létezik olyan § € R™, hogy minden z € Bs(a) ési € {1,...,n}
esetén

[1(0if)(x) = (0if)(a)|| < %

teljesiil. Ezekbdl « € Bs(a) esetén az (Df)(a) — (Df)(z) linearis leképezés norméjara

I(Df) (@) = (DAl =D 1(9if)(a) = (9if) ()] < &
i=1

adodik, amivel igazoltuk a D f fiiggvény folytonossigat.

Most tegyiik fel, hogy az f fliggvény folytonosan differencialhato az Q2 halmazon. A parcialis derivéalt
értelmezése, a kozvetett fliggvény derivalasi szabélya és az inklaziofiiggvény derivaltja alapjan minden
ke{l,...,n} és a € esetén

(Orf)(a) = (D(f oingk))(ar) = (Df)(ingk(ar)) o (Dingx)(ar) = (Df)(a) o ing

teljesiil. Ezért a minden k € {1,...,n} esetén a O f fliggvény értelmezett az 2 halmazon, tovabba
az ing , fiiggvény és a D f fliggvény folytonossdga miatt a O f fiiggvény is folytonos.

3.35. Tétel. Legyen f : R" — R™ és Q C Dom f nyilt halmaz. Az f fiigguény pontosan akkor
folytonosan differencidlhats az Q) halmazon, ha minden i € {1,...,n} és j € {1,...,m} index esetén
a 0;f; fiiggvény folytonos az Q halmazon.

Bizonyitds. Legyen f :R"™ — R™ és 2 C Dom f nyilt halmaz.

Tegyiik fel, hogy minden i € {1,...,n} és j € {1,..., m} index esetén a 0, f; fiiggvény folytonos az
2 halmazon. Ekkor a 3.34 tétel alapjan minden j € {1,...,m} mellett az f; fiiggvény folytonosan
differencidlhaté. A 3.7 tétel alapjan ebbdl f : R® — R™ differencidlhatosidga kovetkezik és az 1.92
tételbdl pedig D f folytonossaga.

Most tegyiik fel, hogy f folytonosan differencidlhaté az €2 halmazon. Ekkor a projekciofiiggvény
folytonos differencialhatésdga miatt minden j € {1,..., m} indexre f; fiiggvény folytonosan differen-
cialhato, a 3.34 tétel miatt pedig minden ¢ € {1,...,n} esetén 0, f; folytonos.

3.8. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor differencidlhatésaga

3.36. Tétel. Legyen r € RT, a € R", valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R™ diffe-

rencidlhato figguény. Ha létezik a lim f, (a) hatdrérték és az (Df,)nen fligguénysorozat egyenletesen
n

konvergens a B,(a) halmazon, akkor

1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;
n—oQ
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2. az f: B.(a) = R, f(z) = lim f,(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n—oo
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

(Df)() = lim (Df)(x).

Bizonyitds. Mivel a tételben szerepld fogalmak fliggetlenek az R" és az R™ téren valasztott normé-
tél, valamint a bizonyitas soran hasznalni szeretnénk a véges novekmények formulajat, ezért az R"™ és
az R™ téren tekintsiik a ||-||, (euklidészi) normat.

Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R™ differencialhato fiigg-
vény. Tegytiik fel, hogy létezik a 7}1_{1;0 fn(a) hatarérték és az (Df,)nen fliggvénysorozat egyenletesen
konvergal a g : Q — Lin(R",R™) fiiggvényhez a B,.(a) halmazon.

Legyen € € R tetsz6leges paraméter. Mivel az (f,,(a))nen sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat,
vagyis létezik olyan N; € N, hogy minden Ny < m,n € N szamra

@) = Funl@)l, < 5

teljesiil. Mivel az (D f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,.(a) halmazon ezért a 2.3
tétel alapjan létezik olyan No € N, hogy minden Ny < m,n € N szdmra

sup [[(Dfx)(y) = Dfm) W) < 3
y€Br(a) r

e

teljesiil. Legyen N = max {N7, N2}.
Legyen m,n € N és ¢ € B,(a) \ {a} tetszoleges pont. Ekkor az f, — f,, fliggvényre és az |a,z|
szakaszra alkalmazva a véges novekmények formuléjat

[fn(@) = fin(@) = (fn(a) = fm(a))]ly < < sup [|(D(fn — fm))(y)|> |z —all,

y€la,z]

adodik. Ekkor minden N < n,m természetes szamra

€
—T=c.
,

wmm—mmmswmw—mwm+<3mymn—mmw0wwwm<§+2

Vagyis (fn(x))nen Cauchy-sorozat, tehat létezik a li_>m fn(x) = f(x) hatérérték.

Az eddigiek szerint minden € € R* szdmhoz létezik olyan N, hogy minden N < n,m esetén minden
x € B,(a) pontra

| fn(z) = f(@)]l, <€

teljesiil, amibdl a 2.3 tétel alapjan adodik, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.
Legyen t € B,.(a) tetsz6leges pont. Minden n € N esetén legyen

fo(2) = fut) = (Dfn) () (2 — 2)

, ha x#t
©n : Br(a) = R™ T~ [z =1,
0, ha x=t,
tovabba legyen
@ fO=gOa=1 o,
¢ : Br(a) > R™ x> lz =]l
0, ha =z =t.

Az f, fiiggvény ¢ pontbeli differencialhatosidga miatt a ¢, fiiggvény folytonos a B,.(a) halmazon. Ha
a (¢n)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergalna a ¢ fliggvényhez az B,.(a) halmazon, akkor a 2.4
tétel miatt a ¢ fliggvény is folytonos lenne a B,.(a) halmazon, vagyis az f fliggvény differenciadlhaté
lenne a t pontban, és teljesiilne a bizonyitandd

(D)) = g(t)
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egyenldség.
Most megmutatjuk, hogy a (¢, )nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal a ¢ fiiggvényhez a B,.(a)
halmazon.
Legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Mivel az (Df,),en fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens
a B.(a) halmazon ezért a 2.3 tétel alapjan létezik olyan N € N, hogy minden N < n,m € N szédmra

sup [[(Dfa)(y) — Dfr) W) < =

vEB.(a) 2
teljesiil. Legyen = € B,.(a) tetsz6leges pont. Ekkor a
Br(a) = R™  ur fo(u) = fi(w) = (Dfy)(t) — (D fim)(t))u

fiiggvényre és az [t, x| szakaszra alkalmazva a véges névekmények formulajat

[fn(2) = frm(2) = (fu(t) = fm(8)) = (DFn) () (2 = 1) = (Dfm) () (z = )], <
(sup I(D(fn = fm))(y) — ((Dfn)(t)(Dfm)(t))> -t = all,

y€Elt, x|

adédik, vagyis ha N < m,n € N, akkor
[fn(z) = fu(t) = (Dfa) O (x — 1) = (fm(2) — fr(t) = (D)) (@ — 1)]l5 <

< ( sup = fm)) W+ (DFa) () — (Dfm)(t)|)> e —tfly <

y€Elt, x|
<(< sup [(D(fy - »(H) )x—ﬂb
yeB, (a
< (5 Q o~ tlly =l —tl,.

Ezen egyenl6tlenség alapjan minden N < n,m természetes szamra x # t esetén

e-llz—tl, _

len (@) = pm ()] <

b

‘|$—t||2

valamint « =t esetén is ||¢n(z) — @m ()|, = 0 < €. Ezzel megmutattuk, hogy a (¢, )nen fliggvény-
sorozatra

Ve € RYIN e NVn,m € NVz € B,(a) : (N <n,m — |on(z) — om(@)], <€)

teljesiil, amibdl a 2.3 tétel értelmében kovetkezik, hogy a a (p,)nen fliggvénysorozat egyenletesen
konvergél a pontonkénti hatarfiiggvényhez, a ¢ fliggvényhez a B,.(a) halmazon.

3.37. Tétel. (Figguvénysorozat differencidlhatdsdga.) Legyen Q@ C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhato figgvény. Ha az (f])nen fligguénysoro-
zat lokdlisan egyenletesen konvergens az 0 halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a
lim f,(a) hatdrérték, akkor
n—oo

1. minden x € Q) esetén létezik a nhﬁn;o fn(x) hatdrérték;

2. az (fn)nen fiigguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergendl az f : Q — R", f(z) =

lim f,(x) figguényhez;
n—oo
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = nlgI;o(Df”)(x)

Bizonyitds. Legyen Q C R" konvex nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q —
R differencidlhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az (f))nen fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen
konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a lim f, (a) hatarérték.

n—oo
Definialjuk az

o = {a: e Q) anlggofn(x)}
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halmazt. Megmutatjuk, hogy Q' nyilt halmaz. Legyen z € . Mivel az (f)nen fliggvénysorozat
lokélisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan r € R, hogy (f/)nen egyenletesen konvergens
a B,(z) halmazon. Az el6z6, 3.36, tétel alapjan ekkor (fy)ncn egyenletesen konvergens a B,.(x)
halmazon, tehat B, (z) C .

Tegyiik fel, hogy € # Q. Vegyiink egy = € Q\ Q' elemet. Legyen

H={tel0,1]] [a,a+t(x —a)] CQ'},

c=supH ésp=a+c(xr—a). Az a pontra és olyan B, (a) kornyezetére alkalmazva a 3.36 tételt, ahol
az (f] )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens, az adodik, hogy ¢ > 0. Az @' halmaz nyiltsaga
miatt pedig p ¢ Q. Mivel p € Q, ezért létezik olyan r > 0, hogy a B,(p) halmazon egyenletesen
konvergens az (f])nen fliggvénysorozat.

A ¢ szam konstrukcidja folytéan létezik olyan tg € H, melyre ¢ — < tg, ezért a g = a+to(x—

7"
4llz —all
a) € QV elemre

.

lp =gl = lla + c(z — a) = a —to(z — al| = |e —to] - lz —af| < 7

Ekkor viszont alkalmazhat6 a 3.36 tétel a Br (q) halmazon, mely szerint az (f,,)nen fiiggvénysorozat
konvergens ezen a halmazon, tehat a p € Bz (¢) pontban is konvergens. Ez azonban ellentmond a
p ¢ ' feltevésnek. Tehat Q' = Q.

Legyen x € Q. Mivel az (f} )nen fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan
r € R, hogy (f!)nen egyenletesen konvergens a B, (x) halmazon. Az el6z6, 3.36, tétel alapjan ekkor
(fn)nen egyenletesen konvergens a B,.(x) halmazon, tehat (f,),ecn lokélisan egyenletesen konvergens.

3.38. Tétel. (Figgvénysor differencidlhatdsdga.) Legyen Q C R"™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : @ — R™ differencidlhato fiiggvény. Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan xo € Q pont, melyre létezik a

Z fn(xo) Osszeg, akkor

n=0
o0
1. minden x € Q esetén létezik a Z fn(x) dsszeg;
n=0

2. az Z(f”) fiiggvénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q — R", f(x) = an(x)
n=0

n
figguényhez;

3. minden x € Q esetén (Df)(x) = Z(Dfn)(:zr)
neN

Bizonyitds. Legyen Q) C R" konvex nyilt halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q —

R™ differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a Z(D fn) fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen

konvergens az (2 halmazon és létezik olyan xg € 2 pont, melyre létezik a Z fn(xo) Osszeg. Minden

neN
n € N esetén legyen

gn : 2 — R™ x»—)an(x)
k=0

Ekkor a (g,,)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 3.37 tételt adodik az allités.

3.9. Inverzfiiggvény tétel

3.39. Tétel. (Inverzfiiggvény tétel.)  Legyen f : R® — R" tetszéleges fiigguény és a € R*. Ha
a € Int Dom(Df), Df folytonos az a pontban és det(Df)(a) # 0, akkor létezik olyan Q C Dom f nyidlt
kornyezete az a pontnak, melyre
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1. flqo injektiv;
2. f(Q) nyilt halmaz;
3. fla homeomorfizmus Q és f(Q) kézott;
4. az (fla)~! figgvény differencidlhato;
5. minden x € Q) pontra
(O((flo)™N(f(2) = (Df) (=)~
teljesiil;

6. a D(f|a)~! figgvény folytonos az f(a) pontban.

Bizonyitds. Mivel a tételben szerepld fogalmak fliggetlenek az R" és az R™ téren vélasztott normé-
t6l, valamint a bizonyitas soran hasznalni szeretnénk a véges novekmények formulajat, ezért az R"™ és

n
az R™ teret az euklidészi (kettes) normaval latjuk el. (Azaz minden = € R" esetén ||z|| = Z z3 és
k=1

hasonloan az R™ térben 1évs vektorokra.)
Legyen f : R" — R" tetsz0leges fiiggvény és a € Int Dom(Df) olyan pont, hogy Df folytonos az a
pontban.
A bizonyitast tobb lépésben végezziik.
1. Vezessiik be az A = (Df)(a) jelolést és legyen ry € R olyan paraméter, melyre B, (a) C Dom(Df)
teljesiil. A Df fiiggvény a pontbeli Df folytonossidga miatt létezik olyan r € |0, o[, hogy minden
x € By(a) esetén

1

I(Df)(z) — All < AT

Definialjuk az Q = B,.(a) halmazt. Lépésenként megmutatjuk, hogy erre az 2 halmazra teljesiilnek
a tételben felsorolt tulajdonsagok. El6bb azonban megjegyezziik, hogy az 1.109 tétel miatt minden
x € Q pont esetén a (Df)(x) leképezés invertalhato.

2. A bizonyitas folyamén sziikségiink lesz az alabbi fiiggvényre. Minden y € R"™ esetén legyen

0y : = R" r x4+ ANy — f(2)).

Vegyiik észre, hogy egy « € R" pont pontosan akkor fixpontja a ¢, fiiggvénynek, ha y = f(x) teljesiil.
A o, fiiggvénynek pontosan akkor létezik fixpontja, ha y € Ran f, valamint pontosan akkor van egy
darab fixpontja, ha az f fliggvény csak egyszer veszi fel az y értéket.
Mivel minden y € R" estén

@y = idps +(A7'y) — A7 o f,

ezért minden z € ) pontra

(Dgy)(z) = idgs =A™ o (Df)(2) = A7 (A~ (Df)())
teljesiil, amibdl

1 1

(D) (@)l < [|AH[ - I(A = DA @I < A7 AT 2

kovetkezik. Vagyis minden y € R" és barmely z1,z2 € € pont esetén a véges névekmények formulajat
felirva az [z1, 2] szakaszra és a ¢, fliggvényre

ley(21) =y (22)ll < < sup II(Dwy)(x)H) 1 — @ <

z€]T1,T2
|21 — 22|

< (228 I(Dwy)(x)) oy — wall <

adodik. Tehat ¢, kontrakcié és

21 — 2|

VyeR Van,z € loy(21) = py(22)ll <



3.9 INVERZFUGGVENY TETEL 7

teljesiil.
3. Most megmutatjuk, hogy az f|q fliggvény injektiv. Ehhez tegyiik fel, hogy 1, x4 € Q olyan, hogy
f(z1) = f(x2). Hay = f(x1), akkor ¢, (x1) = 21 és @y (x2) = z2, amibdl a (3.1) egyenlet segitségével

|71 — 22|

|z — 22| = ||<Py($1) - @y(mZ)H < B

adodik, vagyis x1 = 3.

4. Most igazoljuk, hogy minden X C Q nyilt halmaz esetén f(X) nyilt halmaz. Legyen yo € f(X)
tetszdleges pont. Ekkor f|q injektivitasa miatt létezik egyetlen olyan 2y € X pont, melyre f(z9) = yo.
Mivel X nyilt halmaz, ezért létezik olyan r € RT, hogy Ba,(xg) € X. Legyen p € RT tetszéleges
paraméter és x € B,(x¢), y € B,(yo) tetszéleges pontok. Ekkor

[y (2) = zoll < [lpy () = @y (o)l + [l¢y (x0) = 2ol <

1
< 5l = ol + A7y — Fo))]| <
<5 1Ay - woll <

r -1
<z tllaT-e

akkor minden x € B,.(z) esetén

_1|| -p=r,azaz p =

I . r r
teljesiil, vagyis ha 3 + ||A m;

ley(x) = zoll < 7.

Mostantol legyen p = Ekkor az el6z6 egyenlGtlenség alapjan

_r
21 A1

oy (Br(wo)) € Bylwo).

Mivel R" teljes és B, (xg) zart részhalmaza, ezért az 1.43 tétel alapjan a B, (z¢) halmaz is teljes.
Ekkor az M = B,(x¢) halmazra és a ¢, | fiiggvényre alkalmazva az 1.121 Banach-féle fixponttételt,
az adodik, hogy létezik egyetlen olyan = € B,.(x¢) pont, melyre

py(z) =2

teljesiil, ez pedig azzal ekvivalens, hogy f(z) = y. Tehat azt kaptuk, hogy minden y € B,(yo) pont-
hoz létezik olyan = € X, melyre f(x) = y, ez pedig éppen azt jelenti, hogy B,(yo) C f(X). Ezzel
igazoltuk, hogy f(X) nyilt halmaz.

5. Az egyszertibb irasmod kedvéért bevezetjik a g = f|g és az Q' = f(2) jeloléseket. Most meg-
mutatjuk, hogy g homeomorfizmus Q és Q' kozott. Mivel f differencidlhaté az Q halmazon, ezért
ott folytonos is, vagyis g folytonos. A folytonossig topologikus jellemzése alapjan a ¢! fiiggvény

folytonossdga azzal ekvivalens, hogy minden X C R" nyilt halmazra létezik olyan X’ C R" nyilt
-1

halmaz, melyre (g_l)(X) = X'NDom g~ teljesiil. Mivel g injektiv, ezért azt kell igazolnunk, hogy
minden X C R" nyilt halmazhoz létezik olyan X’ C R™ nyilt halmaz, melyre
g(X)=X"nQ.

Ha X C R" nyilt halmaz, akkor g(X) = g(Q2NX) és mivel QN X nyilt halmaz, ezért a 4. pont alapjan
g(Q N X) nyilt halmaz. A nyilvanval6 ¢(Q N X) C ' tartalmazas miatt

g(X) =g@nX)ng,

vagyis az X' = g(Q2 N X) nyilt halmazra teljesiil a kivant tartalmazés.
6. Most igazoljuk, hogy ¢! differencidlhat6 és minden x € Q pontra

(D(g™)(f(2)) = (Df) (=)~
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teljesiil. Ezzel ekvivalens, hogy minden minden y € €' pontban ¢! differencidlhat6 és

(D(g~N() = ((Dg) (g~ (y) "

teljesiil. Ennek igazolasahoz legyen 1y, € €)' tetszdleges pont és ¢ € RT tetszbleges paraméter. Azt
kell bizonyitani, hogy

I eRT VyeR":
(ly = wll <6 = g™ (v) — 97" (wo) = (D)9~ (wo)) " (¥ —v0) || < € lly = oll)
teljesiil. Mivel Q' nyilt halmaz a 4. pont alapjan, ezért létezik olyan r; € RT paraméter, melyre

B, (yo) C €. Legyen 1o = g~ (yo). Ekkor a bizonyitand6 egyenlétlenséghen szerepld kifejezésen
végezziik el a kovetkezd dtalakitasokat, ahol y € By, (yo) tetszéleges és x = g~ (y).

o) — (Dg) (g~ (w0)) " (y —wo)|| =
—xo — Dg)(xo))’l(y—yo)H:
)~ ((Dg)(x0)) (x = w0) — (y — w0))|| <
) 7H| - 1((Dg) (o)) (@ — 20) = (y — yo) || =
N7 lly = yo — (D) (x0)) (z — o) | =
N7 - lo(a™ () = 9(g™ (w0)) — (Dg) (g™ (%0))) (g () — g~ (%))

Legyen ¢’ € RT egy paraméter, melynek majd késébb rogzitjiik az értékét. Mivel zo € Q, Q nyilt
halmaz és a g fiiggvény differencialhat6 az x¢ pontban, ezért létezik olyan ro € RY, melyre B,.,(z¢) C
Q és

lg™" ()
:H
(D)
1((Dg)
[((Dg)
1((Dg)

o
<

vz e R": (le =20l <r2 = lg(x) — g(z0) — ((Dg)(x0))(z — x0)|| <& [|lz — zol]) -

Mivel a ¢! fiiggvény folytonos az yo pontban, ezért létezik olyan r3 € |0, 71| paraméter, hogy

vyeRY:  (ly—woll<rs = |lo7' W) —g "(wo)|| <r2)-

Ezekbdl

Yy € By, (o) : |lg(g™ @) — 9(g7 (o)) — (Dg) () (g™ (W) — g wo))|| <€ |l (W) — g (o) ||

kovetkezik. Tetszoleges y € By, (yo) pont esetén

g™ ) =g wo)|| = llg™" @) — 97 (o) = A~ (y —wo) + A~ (y — wo)|| <

<g7'w) =g " wo) — A (w—wo) || + |47 (= wo)|| <
< lewo g7 @) = @y (g™ o) || + [|A™H | - ly — woll <

et @) =g o]

< . Ay ol

adodik, ahol az utolso lépésnél felhasznaltuk a (3.1) becslést és ennek az egyenlStlenségnek az atren-
dezésébdl
g7 W) =g wo)|| < 2|47 lly — woll

kovetkezik. Tehat az eddigiek alapjan

Yy € By, (o) : |l9(g™" (v) — 9(g~ " (w0)) — (Dg)(z0)) (g~ () — g~ " (wo))|| < 2¢" [|A7H]] - lly — woll -

3

2 A=Y - [(Dg) (o)) I

[(Dg) (o))~ H|| - [|9(g™" ®)) — 9(g™ (w0)) — (Dg)(x0)) (g~ (w) =9~ (wo))|| < e lly — woll

Vagyis ha ¢’ = akkor minden y € By, (yo) pontra teljesiil a bizonyitando
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egyenlStlenség. Tehat a fent definialt €’ paraméterhez kell ro és r3 szamokat valasztani, és r3 lesz a
keresett 9.
7. Végiil igazoljuk, hogy a D(g~!) fiiggvény folytonos az f(a) pontban. Méar megmutattuk, hogy

D(g~")=io(Dg)og ",

ahol i jeloli az invertalast. A g—! fiiggvény folytonossagét igazoltuk, a (Dg) fiiggvény folytonossagat
feltettiik az a pontban és az 1.109 tétel alapjan tudjuk, hogy i folytonos. Ezek alapjan a D(g~ 1)
fiiggvény is folytonos az f(a) pontban.

3.10. Implicitfiiggvény tétel

3.40. Tétel. (Implicitfiigguény tétel.) Legyen f: R™ x R™ — R™ tetszdleges figgvény. Ha (a1,as) €
Int Dom(Df), Df folytonos az (a1,as) pontban és det(daf)(a1,as) # 0, akkor létezik olyan Q1, Qo
nyilt kornyezete az a1, as pontnak, melyre

1. Ql X Qg - DOII’I(Df),

2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qo differencidlhatd fiiggvény, melyre p(a1) = a2, minden

x € Q4 esetén

f(x,0(@) = flar,a3) és (D)(x) = = ((9a)(w, ()" (O1f)(, p(x)
teljesiil, valamint Dy folytonos az a1 pontban.

Bizonyitds. Legyen f:R"™ x R™ — R™ (a1,as) € Int Dom(D f) olyan pont, melyben D f folytonos
és det(ﬁgf)(al, az) 7£ 0.

A Dom f halmazon értelmezziik az
7:R" xR™ - R" x R™ (x1,22) = (21, f(21,22))

fiiggvényt. Ekkor ha (b1,bs) € Dom(Df), akkor

01f)(b1,b2) (02f)(b1,b2)) \z2

teljesiil. Ebbdl adodik, hogy (a1,a2) € Int Dom(Df) miatt (a1, a2) € Int Dom(Dn), tovabba a Df
fiiggvény (a1, as) pontbeli folytonossaga miatt a Dy fiiggvény is folytonos az (a1, ae) pontban. Egy-
szerd szamolassal igazolhatd, hogy

det((Dn)(b1,b2)) = det(d2f) (b1, b2),

((Dn)(b1,b3)) : R® x R™ —» R x R™ @h@m(( idgs 0 )(x)

vagyis det((Dn)(by,b2)) # 0, ezért alkalmazhato az n fliggvényre az inverzfiiggvény tétel. Az n
fliggvényre és az (a1, az) pontra alkalmazva a 3.39 inverzfiiggvény tételt az adodik, hogy létezik olyan
Qf, Q) nyilt kérnyezete az a1, as pontnak, melyre

L. nlo;xq, injektiv;

2. az Q =n (2] x Q) CR" x R™ halmaz nyilt;

3. az (77|Q/1XQ/2)’1 fliggvény differencialhato;

4. minden z € Q] x Qf pontra

(D((Mlayxy) ™)) () = (D) ()~

teljestl;
5. a D(T]|Q’1XQ’2)_1 fiiggvény folytonos az n(ay, az) pontban.
Vezessiik be a p = (n\g/lxg/z)*l jelolést, tehat p : Q@ — R™ x R™ differencialhato fiiggvény, melynek
komponensei legyenek

p1: Q=R (2,y) = pry(p(z,y))
p2: Q2 —R™ (z,y) = pro(p(z,y)).
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Ha (z1,y) € 2 C R" x R™, akkor

(w1,y) = n(p(x1,y) = n(p1(z1, ), p2(z1,9)) = (p1(z1,9), f(p1(21,9), p2(71,9))),

vagyis minden (z1,y) € ) pont esetén

vy =pi(z1,y) & y= f(z1,p2(21,9)) (3.2)

Legyen ¢ = f(a1,as2). Ekkor (a1,as) € Dom f miatt (a1,as) € Domn is teljesiil és n(a1,a2) = (a1,¢)
miatt (a1,c) € Q, mivel Q nyilt halmaz, ezért létezik olyan ; C Q) C R" nyilt halmaz, melyre
Ql X {C} - Q.
Tekintsiik a

©: 0 — Qo x — pry(p(x, c))
fiiggvényt, ahol 25 = Q). Mivel p differencidlhatoé és pry lineéris leképezés, ezért ¢ is differencialhato
fliggvény. A (3.2) egyenlet alapjan minden z € {0y pontra

c= f(z, pa(z,c)) = f(z,0(z))

teljesiil, melybdl a kozvetett fiiggvény derivalasi szabélya alapjan az adédik, hogy minden x €
esetén

0= (01f)(@,0(x)) + (92f)(z, p(x)) o (Dp)(x)

teljesiil, aminek atrendezésébdl

(D) () = = ((02f) (@, 9(x)) ™" (91 f)(x, ()

adodik.
Az implicitfiiggvény egyértelmiiségének igazolasahoz tegyiik fel, hogy @9 : Q1 — 9 olyan fliggvény,
hogy minden z € ; pontra ¢ = f(x, p2(z)) teljesiil. Ekkor minden = € Q; esetén

0z, o(x)) = (2, f(z,0(2)) = (2, ¢) = (z, f(z, p2(2))) = n(z, pa(2))

teljesiil, amibd6l n injektivitasa miatt p(z) = o (x) kovetkezik.

3.11. Tobbszoros derivaltak

3.41. Definicié. Legyen f: R™ — R™ fiiggvény és k € N\ {0,1}.
— Az f fiigguény k-szor differencidlhaté az a pontban ha a € Dom D(D®*—1) f).
~ Az a € DomD(D*=V f) esetben (D(D* 1V f))(a) € Lin(R®, Lin*~*((R")*~',R™)), ennek a

s sz

pr—1 : Lin(R", Lin* ! (R")*! ,R™)) - Lin*((R")* ,R™))
A ((:cl,...,a?n) — (A(xl))(xg,...,:z:n))
izometrikus bijekcioval jelolje (D) f)(a). Az f fliggvény k-adik derivdltjanak nevezziik a
D) £ : Dom D(DED f) = Lin (R, R™) s pry o (DD 1)) (a)

fliggvényt.

— Az f figguény k-szor differencidlhaté, ha Dom f = Dom D) f.

— Az f fiigguény k-szor folytonosan differencidlhaté, ha differencialhato és D) f folytonos fiigg-
vény. Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értéki, k-szor folytonosan differencialhatéd
fiiggvények halmazat C*(A,R™) jeloli.

— Az f fligguény végtelenszer differencidlhaté, ha minden k € N esetén k-szor differencialhato.

Az A C R" nyilt halmazon értelmezett, R™ értékid, végtelenszer differencialhato fiiggvények
halmazat C*°(A,R™) jeloli.
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3.42. Tétel. Legyen 2 C R" nyilt halmaz, k € N* és f : Q — R k-szor differencidlhaté fiiggvény.
Ekkor minden a € Q és (M, ... () € R esetén

n

(O® @) @D,...a®)y = 3 (0.0 ) a) 2 al? )

i1,..,0=1

Bizonyitds. Legyen Q C R" nyilt halmaz, k € Nt és f: Q) — R k-szor differencialhato fiiggvény.
A k = 1 esetben az allitas a 3.19 tételbsl adodik. Tegyiik fel, hogy valamilyen p € N*, p < k szdmra
teljesiil az allitas és legyen g = D) f. Megmutatjuk, hogy ekkor a p + 1 szamra is igaz az allitas.
Ekkor

g:Q — Lin® ((R")” | R)

és minden a € Q, valamint z(), ..., 2®) ¢ R" esetén
n
(9(@) (@D, 2Py = 3" (8, ...0, ) a) -2 PDaP 2P,

i1yeeip=1
A
n: Lin® (RY)?,R) = R™) A (Ales, €iso063,)),, (L}
215--050p yeeny

linearis izomorfizmus segitségével elkészithetjiik a
nog:Q — R™) a—> ((81 .. 'aipf)(a))il,m,ipe{l,...,u}

fliggvényt, erre alkalmazva a 3.18 tételt azt kapjuk, hogy minden 2 € R" vektorra

(Do g @)@) = 37 (000 9) (@) (5)))
teljesiil, ebbdl pedig
(@O N@E) = 3 (0 00@),

adodik. Mivel
(D(nog))(a)) = (Dn)(g(a)) o (Dg)(a) =no (Dg)(a),

ezért .
D ©) =3 (4001 - 03, ) (@)
1o PO@E) = 3 (1) Ouh- 2 N@),
ami pontosan azt jelenti, hogy (), ..., z(") € R" esetén

(Dg)(a)(@@)(V,....a®) =3 3 (ngj)(aioail...az-pf)(a))xgﬁxg?..,m(m.

ip
io=11i1,...,ip=1

Ebbsl a DTV f = p, oD (DW)f) definicié figyelembe vételével adodik, hogy minden a € Q és
2O 2 2() € R esetén
n

(DD ) (@) (@@, 2D, ey = 3" (00, -0, )(0) 22V

10,01,-,0p=1

3.43. Tétel. (Schwarz-tétel vagy Clairaut tétele a vegyes parcidlis derivdltakrdl.) Legyen @ C R
nyilt halmaz és f : Q@ — R olyan figgvény, hogy minden i,j € {1,...,n} index esetén a 0,0;f
fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor minden i,j € {1,...,n} indexre 0,0;f = 0;0;f teljesiil az
Q halmazon.
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Bizonyitds. Az R" téren tekintsiik a végtelen normat. Legyen Q C R" nyilt halmaz és f: Q@ — R
olyan fiiggvény, hogy minden ¢, j € {1,...,n} index esetén a 0;0; f fliggvény folytonos az { halmazon.
Legyen a = (aq,...,a,) € Q és ehhez r € RT olyan paraméter, melyre B, (a) C  teljesiil. Tovabba
legyen i,5 € {1,...,n}, i < j tetszGleges index. Minden ¢ € ]0,r| esetén definidljuk az alabbi
fliggvényeket.

a:B.(0) >R x> fla+ze; +cej) — fla+ xe;)

B:B.(0) >R x> fla+zej +ce;) — fla+ xe;)

A Lagrange-féle kozépérték tételt alkalmazva az « fliggvényre az [0,c] szakaszon az adodik, hogy
létezik olyen ¢, € ]0, 1] paraméter, hogy

a(c) — a(0) = ((0if)(a+ P1ce; + ce;) — (0: f)(a + V1e;)) c.

A
BT(O) - R t— (81]()(0. + ’191661' + tej)

fiiggvényre alkalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt a [0, ¢] szakaszon, azt kapjuk, hogy létezik
olyan ¥ € ]0, 1], hogy

(0 f)(a+D1ce; + cej) — (0if)(a + Vice;) = (0;0; f)(a + V1ce; + Vace;)c,

tehat
ale) — a(0) = (9;0:f)(a+ F1ce; + Vacej)c?.

A Lagrange-féle kozépérték tételt alkalmazva az ( fliggvényre az [0, c| szakaszon az adodik, hogy
létezik olyen 95 € ]0, 1] paraméter, hogy

Be) = B(0) = ((9; /)@ + Dzcej + cei) = (9 f)(a + Dzce;)) c.

A
B.(0) > R t—= (0;f)(a+ Vscej + te;)

fiiggvényre alkalmazva a Lagrange-féle kozépérték tételt a [0, ¢] szakaszon, azt kapjuk, hogy létezik
olyan ¥4 € ]0, 1], hogy

(0;f)(a+ Vscej + ce;) — (05 f)(a+ I3ce;) = (0;05f)(a + V3ce; + Vace;)c,

tehat
B(C) — ,6(0) = (&@f)(a + Yyce; + 19366]')62.

Tekintettel arra, hogy
a(c) — a(0) = B(c) — B(0)
azt kapjuk, hogy minden ¢ € |0, r[ esetén létezik olyan 1, ¥, 93,94 € ]0,1[, hogy
(8j8if)(a + Yqce; + 1920(3]') = (618]f) (CL + Y4ce; + 19366]').

Legyen ¢ € RY tetszleges paraméter. Mivel a (9;0;f) és a (9;0; f) tiiggvény folytonos az a pontban
ezért, létezik olyan 6 € |0, r[, hogy minden = € Bs(a) esetén

€ ) €
19;0:f)(2) = Q;0:f)a)l < 5 es [(8:0;f)(z) = (9:0;f)(a)| < 5.
Ezek alapjan, ha c € )0, d[ tetsz6leges paraméter, akkor létezik olyan 1,92, 93,94 € ]0, 1], hogy
(8]81]”)(@ + 191661' + 19266j) = (326'Jf) (CL + 194061‘ -+ 193063’),

tovabba
|(a + D1ce; + Vace;) — al| <6, ||(a+ Vace; + D3ce;) —all <06

miatt

1(0;0:f)(a) = (9:0; f)(a)| =



3.12 TAYLOR-SORFEJTES 83

= |(8J61f)(a) — (8]81f)(d + Y1ce; + 1920(3]‘) + (818]f)(a + Y4ce; + 19306]') — (8167]()((1” < % + %
Amibdl az € — 0 hatarértékkel a bizonyitando

(9;0,f)(a) = (9;0;f)(a)
egyenlGséget kapjuk.

3.44. Tétel. Legyen Q C R™ nyilt halmaz, k € Nt és f : Q — R olyan figguény, hogy minden
i1,...,0k € {1,...,n} index esetén a 0, ...0;, [ figgvény folytonos az Q) halmazon. Ekkor f k-szor
folytonosan differencidlhaté és minden a € Q pontban (D) f)(a) szimmetrikus k-linedris leképezés.

Bizonyitds. Legyen 0 C R"™ nyilt halmaz, k € Nt és f : O — R olyan fiiggvény, hogy minden
i1,...,0k € {1,...,n} index esetén a 9, ...0;, f figgveény folytonos az ) halmazon.

A 3.42 tétel értelmében minden a € Q pontban a (D®*) f)(a) multilinearis leképezés szimmetrikussaga
azon mulik, hogy a ((9;, ... 0;, f)(a)) _n} Darcialis derivalatak sorrendje invarians a permu-

i1yeesin €{1,..
taciokra.
Legyen i1,...,ix € {1,...,n} éspe {1,...,k — 1}. Ekkor a
ailkl 811f Q- R
fliggvényre teljesiilnek a 3.43 Schwarz-tétel feltételei, ezért
0iy 101,05, 1 ...04f=0;,0i,,,0;,_,...0i f
teljesiil, amibél pedig
Oy, -+ 03y, 50i, 103,05, .0 f =04y ... 03, 03,0i, 0y, - O\ f

kovetkezik. Tehat a parcidlis derivaltak invaridnsak az egyméas melletti elemek cseréjére. Mivel min-
den permutéacio felirhato véges sok egymas uténi elem cseréjének kompozicidjaként, ezért a parcialis
derivaltak invaridnsak a permutaciokra.

3.12. Taylor-sorfejtés

3.45. Definici6. Legyen k € Nt, f: R" — R fiiggvény és a € Dom(D®) ). Az f fiigguény a pontbeli
k-ad foki Taylor-polinomjdnak nevezziik a

k
T/ R SR (@) o T )23 (D)) — o)

polinomot, amit az

k n

f@J@=ﬂ@+§:ﬁ (B3, -0, F)(@) (wiy — aiy) - oo (2, — agy).

1=1 " dy,..,i=1

alakban is felirhatunk. Ha f végetelenszer differencialhat6 az a € Dom f pontban, akkor az f fligguény
a pontbeli Taylor-sordnak nevezzik a

a

TR SR T LAY L (W ) - a¥

hatvanysort.

3.46. Tétel. (Taylor-formula skaldrértékd figguényekre.) Legyen k € NT a,b € R" és f : R* - R
olyan fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f figgvény k-szor folytonosan differenci-
dlhato az [a,b] halmazon és (k + 1)-szer differencidlhato az |a,b[ nyilt szakaszon. Ekkor létezik olyan
€ € la,b[, melyre

HOEDY

1

1
il (k+1)!

, (DFDF)(E)(b — )+,

(DD f)(@)(b—a) +

~

k
=0
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Bizonyitds. k € Nt a,b € R" és f : R® — R olyan fiiggvény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel,
hogy az f fiiggvény k-szor folytonosan differencialhaté az [a, b] halmazon és (k+1)-szer differencialhato
az ]a, b[ nyilt szakaszon.
Tekintsiik a

v:R—R" t—a+tb—a)

fliggvényt és legyen f = fo~. Mivel a v fiiggvény derivéltjara
Dy:R— #[R,U) t— (b—a)

teljesiil, vagyis Dy konstans fiiggvény, ezért minden p € N, p > 2 esetén D®)y = 0, vagyis v
végtelenszer differencidlhaté az R halmazon. Ezért az f fiiggvény k-szer folytonosan differencialhato a
[0, 1] szakaszon, illetve (k+1)-szer differencialhato a ]0, 1] szakaszon. A Taylor sorfejtést alkalmazva az
f fiiggvényre a [0, 1] szakaszra a p = 1 valasztassal az adodik, hogy létezik olyan £ € ]0, 1] paraméter,
melyre

7 Lz i 1 F(k+1) (& 1
vagyis
k
£6) = £(@) + 3 3700 + o P, (33

(k+1)!

A kozvetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan minden Z € [0, 1] esetén

F'(2) = (Df)(4(2)7'(2) = (Df)(a + 2(b — a)) (b — a) = (Df)(2) (b — a),

ahol z = y(Z). Tegyiik fel, hogy valamilyen p € N szamra minden % € [0, 1] esetén

fPE) = (P )(2)b—a)l!

teljesiil. Ha az f figgvény (p—+1)-szer differencialhato a zg € [a, b] pontban, akkor a derivalt definicioja
alapjan
L (D) (@) — (DWf)(z0) — (DU ) (z0) a — 20)

w20 lz — 2ol

ezért ha x = zg + h(b — a), ahol h € R, akkor

(D@ f)(z0 + h(b—a)) — (DPf)(z0) — H(DP+V f)(20)(b—a) _

:0,

}Lli% || =0.
A Zy = v 1(20) jeloléssel a fenti egyenletbol

L (DD + ) — (DW H(5(E0) ~ ADTD NG —a)

h—0 h

kovetkezik. Ezért
(DX £)(v(Z0 + 1) (b — ) — (DB £)(1(%)) (b — )M — RDETV F)(y(%)) (b — a) <+

li =0
hg% h ;

vagyis

N F(k) (5 _ fh) (3
f(kﬂ)(éo):%ii%f (Zo+h})l f™ (%)

= (D™ ) (7(2)) (b — a) 1,
Ezen eredményt beirva a (3.3) képletbe a £ = 7*1(5) helyettesitéssel a bizonyitando

1
(k+1)!

f(b) = f(a) + Z (PP (@) - ) + (DED(E)(b — )t

formula adodik.
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3.47. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen k € N, a,b € R" és f : R® — R olyan fiiggvény melyre
[a,b] € Dom f. Tegyiik fel, hogy az f figguény k-szor folytonosan differencidlhato az [a,b] halmazon
és (k + 1)-szer differencidlhaté az ]a,b| nyit szakaszon. Ekkor

f(b) —T,ﬁa(b)‘ < ( sup H D+ £) (z H) [lb— aHkH.

xz€a,b[

Bizonyitds. A 3.46 tétel kozvetlen kovetkezménye.

3.48. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula skaldrértéki fiigguvényekre.) Legyen k € Nt f: R" - R
és a € R", melyhez létezik olyan v € R, hogy az f fiiggvény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon
és DX f folytonos az a pontban. Ekkor

f@) =T ,(x)

im
we |z —al|*

Bizonyitds. Legyen k € NT, f : R® — R és a € R", melyhez létezik olyan r € R, hogy az f
fiiggvény k-szor differencidlhaté a B,.(a) halmazon és D) f folytonos az a pontban.
Ha z € B,(a), akkor a 3.46 tétel alapjan létezik olyan £ € [a, x], melyre

F@) = Ty o) = (OO — ),

amibél
7(@) = T (@) = 0P P~ ) — (DD f)(a)(z - )
kovetkezik. Tehat

£@) - T @) < 7 [0® )€ ~ O )@ - o — al

Legyen ¢ € RY tetszdleges paraméter. A k-adik derivalt a pontbeli folytonossdga alapjan létezik
olyan ¢ € ]0, 7], hogy minden z € Bjs(a) esetén

|0 1)(=) = @D )| <,

amibdl kovetkezik, hogy minden = € Bs(a) \ {a} esetén

f(@) =T ()
el ‘ﬂi sw [ - W] <.
- * 2€Bs(a)

Ez pedig éppen bizonyitandé hatarértéket jelenti.

3.13. LokAlis szélsGérték jellemzése

3.49. Definici6. Legyen f:R"™ — R és a € Dom f.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik » € RT, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden = €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden
a # x € By(a) N Dom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) < f(z).
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— Az f fiigguénynek lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha lokalis minimuma vagy lokilis ma-
ximuma van az a pontban.

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha szigoru lokélis minimuma
vagy szigoru lokalis maximuma van az a pontban.

3.50. Tétel. Legyen f:R™ — R tetszbleges fiigguény és a € Dom(Df). Ha az [ fiigguénynek lokdlis
szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

Bizonyitds. Legyen f : R" — R tetszoleges fliggvény és a € Dom(Df). Tegyiik fel, hogy az f
fiiggvénynek lokalis maximuma van az a pontban. Legyen r € RT olyan, hogy B,.(a) C Dom f és
minden z € B, (a) esetén f(x) < f(a). Vezessiik be az A = (Df)(a) jelolést. Tegyiik fel, hogy létezik
olyan v € R" vektor, melyre Av # 0 teljesiil, és legyen g = Av.
A 3.12 tétel alapjan ekkor

fla+tv) — f(a)

1. —_— = (.
tl—% t q

Ha t € R\ {0} olyan, hogy |¢| - ||v]| < r, akkor az a + tv € B,(a) tartalmazas miatt

fla+tv) — f(a) <0.
Tehat t € ]0, HZ—” [ esetén

illetve t € } —H—TH, 0[ esetén
v

Vagyis az

0< i L@FW =S oy Slett)=fe) ) flatt)=fla)
t—0— t t—0 t t—0+ t

t _
egyenl6tlenségekbdl a }in% M
—
v vektor, amire Av # 0 teljesiilne, tehat A = 0.

Ha az f fiiggvénynek lokilis minimuma van az a pontban, akkor a —f fliggvénynek ott lokalis maxi-
muma van, vagyis az el6z8 gondolatmenet alapjan (D(—f))(a) = 0, amibdl (Df)(a) = 0 adddik.

= q¢ = 0 ellentmondast kaptuk. Tehat nem létezik olyan

3.51. Tétel. Legyen f : R* — R, 1 < k € N és a € R", melyhez létezik olyan r € R, hogy az
f figguény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon és D) f folytonos az a pontban. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <i < k esetén (D f)(a) =0 és (D) f)(a) # 0.
1. Ha az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
2. Ha az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D) f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.
3. Ha a (DY f)(a) multilinedris leképezés pozitiv definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
minimuma van az a pontban.
4. Ha a (D) f)(a) multilinedris leképezés negativ definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
mazimuma van az a pontban.
5. Ha a (DW) f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsé-
értéke az a pontban.
6. Ha k pdratlan, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsdértéke az a pontban.

Bizonyitds. Legyen f : R - R, 1 < k € N és a € R", melyhez létezik olyan r € R™, hogy az
f fiiggvény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon és D) f folytonos az a pontban. Tegyiik fel
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tovabba, hogy minden i € N, 1 < i < k esetén (D f)(a) = 0 és (D®) f)(a) # 0. Vezessiik be a
Q = (D™ f)(a) jelclést és az

f(@) =T ,(2)
———— ha z#aq;
¢:B.(a) > R T ||x—a||k a

0, ha z=a

fiiggvényt. Az infinitezimalis Taylor-formula alapjan lim ¢(x) = ¢(a), vagyis a ¢ fiiggvény folytonos
r—ra

az a pontban, az a ponton kiviil pedig nyilvanvaléan folytonos. A derivaltakra vonatkozo feltételezés

alapjan minden = € B,(a) pontra

£(@) ~ f(@) = ola) e — al* + 3 Qe — ) (34)

teljesiil.

1. Tegyiik fel, hogy az f fliggvénynek lokalis maximuma van az a pontban. Legyen ¢ € ]0,r[ olyan
szém, hogy minden = € Bs(a) esetén f(z) < f(a) teljesiil. Ekkor a (3.4) egyenlet alapjan minden
x € Bs(a) pontra

1
o@) o —all* + Q@ —a)¥ <.

d
Legyen v € R" \ {0} tetszoleges vektor. Ekkor minden t € [O, ol [ esetén az x = a + tv vektorra
v

x € Bs(a) teljesiil, vagyis az el6z6 egyenlet alapjan

tk
pla+to) o] ¢ + SR <o,

azZazZ
Klo(a+ to) ||[v]|* + Q) < 0.

Végrehajtva a ¢ — 0 hataratmenetet
QWM <0

adodik, vagyis @ negativ. A Young-tétel alapjan @ szimmetrikus, ezért a —v vektorra felirva a fenti
egyenlGtlenséget

0> Q(-v)" = (-1)* Q)"
adédik, amibdl pedig kovetkezik, hogy k paros.
2. Ha az f fiiggvénynek lokélis minimuma van az a pontban, akkor a —f fiiggvénynek lokalis maxi-
muma van ott és az 1. pontban igazolt eredmény alapjan ekkor @) pozitiv leképezés lesz.
3. Tegyiik fel, hogy a Q leképezés pozitiv definit. Az 1.118 tétel alapjan ekkor létezik olyan K € R™
szam, hogy minden v € R" vektorra Q(v)*¥ > K ||v||k teljesiil. Ekkor a (3.4) egyenlet alapjan minden
x € B,(a) pontra

F(@) — Fla) — p(a) |2 — ol = 1@~ ) > Tl —al"
vagyis

F(@) - £(@) > [z — all* (m) " f,) |

K
Mivel hin p(x) = 0, ezért létezik olyan § € |0, r[, hogy minden x € Bs(a) \ {a} esetén |p(x)| < ol

Ekkor minden ilyen z vektorra

@)= 10 2 o= ol (9o + 35 ) > e =l (=5 + 37) 20

teljesiil, vagyis az f fiiggvénynek szigoru lokalis minimuma van az a pontban.
4. Ha (D*f)(a) negativ definit, akkor (D¥(—f))(a) pozitiv definit és a 3. pontban igazolt eredmény
alapjan ekkor a — f fiiggvénynek szigort lokélis minimuma van az a pontban, tehét az f fliiggvénynek
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szigord lokalis maximuma van ott.
5. Tegyiik fel, hogy a Q leképezés indefinit. Legyen v;,v; € R® olyan vektor, melyre Q(v1)* > 0

és Q(ve)* < 0. Ha u; = ”ZZ” (i = 1,2), akkor a multilinearitas miatt Q(u1)* > 0 és Q(uz)® < 0
teljesiil. Legyen oy = Q(u1)* és ap = —Q(uz)*. Ekkor minden t € [0, r[ esetén ha z; = a + tu; és

x9 = a + tug, akkor x1,x2 € B, (a), vagyis a (3.4) egyenlet alapjan
f@) = fla) = ¢* (p(a) + 71)
f(w2) = f(a) = t* (plwz) = 7).

al
2k!
Legyen 6 = min {d1,d2}. Ekkor minden ¢ € ]0,d[

Mivel hgl p(x) = 0, ezért létezik olyan d1, d2 € ]0,7[, hogy minden = € By, (a)\{a} esetén |p(z)| <
o

és minden x € Bs,(a) \ {a} esetén |p(z)| < Tk

esetén ha r1 = a + tuy és To = a + tus

a1 ka
f(xl)_f(a):tk (90(«751)"‘?) > tQTll >0

04; tk'Oég
J(w2) = fa) = t* (o) = T3) < =52 <0,

Tehat az a pont barmely kis sugara kornyezetében taladlhatd olyan x; és xo vektor melyre f(zq2) <
fla) < f(z1) teljesiil, ezért az f fiiggvénynek nem lehet lokalis szélsGértéke az a pontban.
6. Az 1. és a 2. pontbdl adodik.

3.52. Definici6. Legyen f: R™ — R és a € Dom f. Ha az f fiiggvény kétszer differencidlhaté az a
pontban, (Df)(a) = 0 és (D® f)(a) indefinit leképezés, akkor azt mondjuk, hogy a nyeregpontja az
f fliggvénynek.

3.14. Feltételes szélsGérték
3.53. Tétel. Legyenk € NT, f : R" — R folytonosan differencidlhatdé figgvény, valamint minden i €

E
{1,...,k} esetén legyen g; : R* — R folytonosan differencidlhato figguény. Tekintsik a H = m é,l(O)
i=1
halmazt. Tegyiik fel, hogy az a € HNDom f olyan pont, hogy a ((Dgi)(a))ic(1,....k} rendszer linedrisan
fiiggetlen. Ekkor, ha az f|g figgvénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor egyértelmiien

léteznek olyan aq, ..., ax € R paraméterek, melyekre
k
(Df)(a) = > ai((Dg;)(a))
i=1
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen k € N, f : R® — R folytonosan differencialhaté fiiggvény, valamint minden
i€ {l,...,k} esetén legyen g; : R® — R folytonosan differencialhato fliggvény. Definidljuk a
k

G mDomgi—ﬂRk z = (g1(),...,9x(x))
i=1

~1

fiiggvényt és a H = G(0) N Dom f halmazt. Tegyiik fel, hogy az a € H olyan pont, hogy a
((Dgi)(a))iequ,...,ky rendszer linedrisan fiiggetlen és az f|g fliggvénynek lokalis szélsGértéke van az
a pontban. Ekkor a

(O191)(a)  (O2g1)(a) ... (Ong1)(a)

812& 822@ 8n2a
(DC)(a) = ( g.)() ( g.)() ' ( 9.)()

Grge)(@) (@)@ . (Dugi)(a)
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méatrixnak k linedrisan fiiggetlen sora van, vagyis a sorrangja k. Mivel a métrix oszloprangja meg-
egyezik a sorranggal, azért a fenti matrixnak k£ darab linearisan fiiggetlen oszlopa van. Az R" téren
hasznélt koordinaték atszamozasaval elérhetd, hogy a (DG)(a) méatrix utolso k oszlopa legyen lineé-
risan fiiggetlen. Legyen d = n — k és tekintsiik az

Q:RdXRk—»Rk (Zl,xg)'—)G(LEhiﬂg)

fiiggvényt és az a = (a1, az) pontot. Ebben az esetben alkalmazhato6 az implicitfiggvény tétel, tehat
létezik az aq, as pontnak olyan nyilt €2y, Qs kdrnyezete, hogy 21 x Q5 € Dom G N Dom f, valamint
létezik egyetlen olyan ¢ : 0y — Qy fliggvény, hogy minden z; € Q; esetén

G(x1,0(x1)) = G(ar,az) = 0.

Ez alapjan minden z; € Q; esetén
(019) (21, (1)) + (02G) (21, 0(21)) - (D) (1) = 0. (3.5)
Tovabba ha x1 € Q1 és o € Qg olyan pont, hogy G(z1,x2) = 0, akkor x5 = ¢(x1). Tekintsiik az
f:RT - R x1 = f(z1,0(z1))

fiiggvényt. Hogy az f|g fiiggvénynek feltételes szélsGértéke van az (a1, as) pontban, pontosan azt
jelenti, hogy az f fiiggvénynek szélsGértéke van az a; pontban. Ez utébbibol

(Df)(a1) = (01f)(a) + (92f)(a) - (Dg)(a1) =0 (3.6)

kovetkezik. A 3.5 egyenletet alkalmazva az a; pontra

(D) (a1) = ((926)(a)) " (91G)(a)

adodik ami a 3.6 egyenlet felhasznéalasaval az alabbi egyenletre vezet.

(011)(a) = (92£)(a) ((329)(a) ™" (216)(a)
Bevezetve a
A= (M) = (926)(a) ((029)(a) ™"
jelolést (01f)(a) = A(1G)(a) adodik. Tovabba
(02)(a) = (92£)(a) ((026)(a) ™" (826)(a) = A(026)(a)

miatt

(Df)(a) = ((01f)(a) (92f)(a)) = (A(@1G)(a) A(D26)(a)) = A ((01G)(a) (02G)(a)) = A(DG)(a).
Tehat tetszoleges i € {1,...,n} index esetén

k

((Df)(@)); = D X (Dg;)(a)),

Jj=1

teljesiil.

3.15. Konvexitas differencialis jellemzése

3.54. Definici6. Legyen f: K" — R fiiggvény és A C K" konvex halmaz.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény konvexr az A halmazon, ha minden z,y € A és ¢ € [0, 1] esetén

[tz + 1 =t)y) <tf(x)+ 1 —1)f(y)

teljesiil.
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— Azt mondjuk, hogy az [ fligguény szigorian konvex az A halmazon, ha minden z,y € A és
t €10, 1] esetén
flte+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 =) f(y).
— Az f fiiggvény konkdv az A halmazon, ha — f konvex az A halmazon.
— Az f fiigguény szigorin konkdv az A halmazon, ha — f szigortan konvex az A halmazon.
— Az f fiigguény (szigorian) konvezx/konkdv, ha f (szigortan) konvex/konkiv a Dom f halmazon.

3.55. Tétel. Legyen Q@ C R" konvex nyilt halmaz és f : Q0 — R kétszer differencidalhatd fiigguény.
Ekkor az alabbi dllitdsok ekvivalensek.

1. Az f fiiggvény konvez.
2. Minden x,y € Q) esetén
f(@) + (D) @)y —z) < fy).

3. Minden x € Q esetén (D) f)(x) pozitiv.

Bizonyitds. Legyen 2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R kétszer differencialhatoé fliggvény.
1= 2 Legyen z,y € Q, x # y. Ekkor a konvexitas definicioja alapjan minden ¢ € ]0, 1] esetén

flx+tly —x)) < fx) +t(f(y) — f(x)),

b o+ ty =)~ (@)

r+ity—zx))— flx

t < 7o) - (@) (3)

adodik. Mivel f differencidlhaté az x pontban, ezért ebben a pontban létezik az e = y — x irAnymenti

derivaltja és a 3.12 tétel alapjan (D.f)(x) = (Df)(x))(e) teljesiil. Az iranymenti derivalt definicioja
és a (3.1) képlet alapjan ekkor

Ez pedig éppen az

egyenl&tlenséget jelenti.

2 =1 Legyen z,y € Q, x # y, t €0, 1] és definialjuk a z =tz + (1 — t)y pontot. Ekkor a feltételezés
szerint

f(x) = f(z) + (Df)(2))(z — 2)

fy) = f(z) + (D)) (y — 2)

Az els6 egyenletet megszorozva t-vel, a masodikat (1 — ¢)-vel és Gsszeadva
tf(x)+ A =0)f(y) = f(2) + L {(DF)(2))(z = 2) + (1 =) (Df)(2))(y = 2) =
= [+ ((DAHE)(Ez + (1 =)y = 2) = f(2) + (Df)(2))(0) = f(2) =
= fltz + (1 =1)y)

?d:0>dl3k'Legyen x € Qésve R\ {0} tetsz6leges vektor. Legyen R € R olyan, hogy Br(x) C Q és
legyen r = || H Tekintsiik a
a:B.(0) >R t— f(z+tv)
fiiggvényt. Az « fliggvény konvex, ugyanis ha t1,t2 € B,.(0) és A € [0, 1], akkor
a(Aty + (1 = Nt2) = f(Mz +tiv) + (1 = A)(z +tav)) <
<Az +tv) + (1 = A) f(z+t2v)) = Aa(tr) + (1 — X)a(ts).

Az o fiiggvény kétszer derivalhato6 és a derivalési szabalyokbol

o/(t) = (Df) (@ + 1)) a”"(t) = (DP f)(z + tv))(v,v)
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adodik. Az egyvaltozos, kétszer differencialhato konvex fiiggvények méasodik derivaltja nem negativ,
ezért

0 < a”(0) = (D f)(2)) (v, ).

3= 2 Legyen x,y € Q,  # y. A skalarértékd fiiggvényekre vonatkozoé Taylor-formula (a 3.46 tétel)
alapjan létezik olyan z € [x,y] pont, melyre

fy) = f(z) + (D)) (y —x) + %((D@)f)(Z))(y —z,y — )

teljesiil. Felhasznalva (D) f)(z) porzitivitasat, ebbdl

fy) = f(2) = (D) (@)(y — =) = %((D@)f)(Z))(y —z,y—x) =0

kovetkezik, vagyis

fy) = f(z) + (Df)(@)(y — ).

3.56. Tétel. Legyen 2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R kétszer differencidlhato fiiggvény.
1. Az f fiigguény pontosan akkor szigorian konvex, ha minden x,y € Q, x # y esetén

f() + (D) @)y — ) < f(y)
2. Minden z € Q esetén (D@ f)(z) pozitiv definit, akkor f szigorian konver.

Bizonyitds. Legyen 2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R kétszer differencialhaté fliggvény.
1. Tegyiik fel, hogy f szigorian konvex és z,y € €2, x # y. Mivel f konvex, ezért a 3.55 tétel alapjan

f(@) + (D)) (y — ) < f(y)-
Indirekt modon tegyiik fel, hogy f(x) + ((Df)(z))(y — x) = f(y) teljesiil. Az
a:{teRlz+tly—z€Q)} =R t— f(z+tv)
fliggvény konvex és kétszer differencidlhatd. Konvexitdsa miatt a derivaltja monoton nové, tehat
0<a —a(0)

0< /O o (t) = o/ (0) = a(1) = a(0) = (D) (@))(y — 2) = f(y) — f(z) = (Df)(@))(y — 2).

A nem negativ t — o/(t) — «(0) folytonos fiiggvény integralja csak akkor lehet nulla, ha minden
pontban nulla a fiiggvény. Ekkor viszont minden ¢ € [0, 1] esetén

/0 a'(0) = /0 o (3.2)
D)y —=z) = flz+ty —2)) - fz). (3.3)

At= % esetben ebbdl

F(55) = 5@+ (@) -2

adodik, az f szigoru konvexitasabol viszont az

F(552) < 370+ 570) = @)+ SO -2

ellentmodas.
Most tegyiik fel, hogy minden =,y € €, x # y esetén

f(@) + (D)) (y — ) < f(y)-
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Legyen z,y € Q, x # y, t € ]0,1] és definidljuk a z = tz + (1 — t)y pontot. Ekkor a feltételezés szerint

f(@) > f(2) + ((Df)(2)(z = 2)
fy) > f(2) + (DF)(2)(y = 2)

Az els6 egyenletet megszorozva t-vel, a masodikat (1 — ¢)-vel és Osszeadva

tf(@) + @ =1)f(y) > f(z) +t((Df)(2)) (@ — 2) + A = )(Df)(2))(y — 2) =
= f(2) + (Df)(2)(tx + (1 = t)y — 2) = f(z) + ((Df)(2))(0) = f(z) =
= fltz+ (1 —t)y)
adodik.
2. Tegyiik fel, hogy minden x € Q esetén (D3 f)(x) pozitiv definit. Legyen z,y € Q, z # y. A

skalarértéki fiiggvényekre vonatkozo Taylor-formula (a 3.46 tétel) alapjan létezik olyan z € [z,]
pont, melyre

F() = 1)+ DN~ 2) + 5 (DN — .y - 2)

teljesiil. Felhasznalva (D) f)(z) pozitiv definitséget, ebbdsl

fy) = f(@) = (D) (@)(y — =) = %((D@)f)(Z))(y —zy—x)>0

kovetkezik, vagyis
fy) > f(@) + (Df)(@)(y — ).

Viszont ebbdl az 1. pont alapjan kiévetkezik, hogy f szigoriian konvex.
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4. Fourier-sorok

4.1. Trigonometrikus polinomok
4.1. Definicié. Legyen V vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a
<'7'>:VXV_>K (m,y)'—><:v7y>

leképezés skaldris szorzds, ha
Ve eV: (z,x) € RY;

eVreV: (z,2) =0 < 2z =0;
Vo,uz €V (@42 = (,2) + (5 2);
e Vz,yc VVA € K: (z,y) = Xx,y);

[ ]

Ve,y e Ve (z,y) = (y, ).

4.2. Tétel. (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenség.) Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V vektorra

(@, 9)|* < (@,2) - (y,)
teljesiil.

Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett és legyen x,y € V. Ha x = y = 0, akkor
nyilvan teljesiil az egyenlGtlenség, ezért tegyiik fel, hogy y # 0. Tekintsiik minden ¢ € K esetén a
z = x — ty vektort. Ekkor a skalaris szorzas alaptulajdonsiga miatt

0<(2,2) = (z —ty,x — ty) = (z,2) — T {y,2) — t {x,y) + [t|" (v,9) .

Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe a t = EZ; Z; értéket
_zy) oy ) (y,2) (z,y) _
0= @0 G T ) Y e Y
= 7 (@.2) (9) = |z )P)

adodik.

4.3. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett, I nem f{ires halmaz és minden ¢ € 1
esetén legyen 0 # e; € V. Azt mondjuk, hogy az (e;);ecs vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden i, j € I elemre, ha ¢ # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € I elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonélis rendszer;

— teljes rendszer, ha

Vo € V((Vi el:(e,z)=0) —>m:0>
teljestl.
Jel6lés. A jelen fejezetben kiiléndsen sokat fogjuk hasznalni a
Con(R,K) £ {f € CR,K)| Vz € R: f(z) = f(z + 27)}
jelolést.
4.4. Definici6é. Az R — C fliggvények

T(R,C) 2 {t — Z (ar cos(kt) + besin(kt)) € F(R,C) | n e N,Vk € {0,...,n} : az, by € (C}
k=0

részhalmazét trigonometrikus polinomoknak nevezziik.
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4.5. Tétel. (A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsdgai.)
1. A pontonkénti miveletekkel T (R, C) algebrdt alkot.
2. Minden P : R — R polinom esetén P ocos € T(R,C).
3. Minden f € T(R,C) és x € R esetén a t — f(t+ x) fiiggvény is trigonometrikus polinom.

Bizonyitds.
1. A trigonometrikus polinomok halmaza az Osszeadésra és a szammal vald szorzasra nyilvan zart, a
szorzasra pedig a minden k,l € N és ¢ € R szamra érvényes

sin(kt) sin(lt) :% cos((k —)t) — % cos((k + 1)t)
sin(kt) cos(lt) :% sin((k — 0)t) + % sin((k + 0)t)
cos(kt) cos(lt) :% cos((k —I)t) + % cos((k + 1)t)

addiciés formulak miatt zart.

2. Megmutatjuk, hogy minden n € N esetén cos™ trigonometrikus polinom. Az n =0 és n = 1 ese-
tekben igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy cos™ trigonometrikus polinom. Ekkor a cos™ trigonometrikus
polinomot megszorozva a cos trigonometrikus polinommal, az 1. pont értelmében megint trigonomet-
rikus polinomot kapunk, tehat cos™t! is trigonometrikus polinom. Ebbél az 1. pont alkalmaziséaval
adédik, hogy minden P polinomra P o cos trigonometrikus polinom.

3. A minden t,z € R és k € N szdmra fennallo

sin(k(t + x)) = cos(kz) sin(kt) + sin(kx) cos(kt)
cos(k(t + x)) = cos(kx) cos(kt) — sin(kx) sin(kt)
azonossagokbol kovetkezik az allitas.

4.6. Tétel. (Weierstrass approzimdcids tétele.)  Minden f € Con(R,C) fiiggvényhez és minden
e > 0 szdmhoz létezik olyan ¢ € T(R,C), melyre || f — ¢, < € teljesiil.

Bizonyitds. Tobb 1épésben bizonyitjuk a tételt.
1. Legyen f € Cor(R,R) péros fiiggvény, és legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor az foarccos :
[—1,1] — R fiiggvény folytonos és a 2.27 tétel szerint létezik olyan p : [—1, 1] — R polinom, hogy

sup |f(arccos(t)) —p(t)| <e
te[—1,1]

teljesiil. A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsigairdl szolo tétel alapjan a ¢ = po cos fiiggvény
trigonometrikus polinom. Mivel az f és a ¢ fliggvény 27 szerint periodikus, ezért

sup|f(z) —p(z)| = sup |f(z) —p(2)],

z€R z€[—m,m]

valamint mivel az f és a ¢ fiiggvény paros, ezért

sup [f(z) — (@)l = sup [f(z) = p(z)].

x€[—m,m] z€[0,7]

Minden « € [0, 7] esetén arccoscosx = x és minden ¢t € [—1, 1] esetén cosarccost = t, ezért

sup |f(z) — ¢(z)| = sup |(f oarccos)(cosx) — ((p o cos) o arccos)(cosx)| =
z€[0,7) z€[0,7)
= sup |[(foarccos)(t) —p(t)] <e,
te[—1,1]

vagyis || f — ¢l <e.
2. Legyen f € Con(R,R) tetszéleges fiiggvény, és legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Most

megmutatjuk, hogy létezik olyan ¢ € T(R,R), melyre ||fsin® —¢||_ < ¢ teljesiil. Legyen

f(@) + f(=x)

fi:R—=>R T 3
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x) .
fo:R—>R T ————“sinx.

Ekkor fsin® = fsin? + fosin, valamint f, fo € C(R,R) paros 27 szerint periodikus fiiggvények,

vagyis az 1. pont alapjan létezik olyan ¢, @y trigonometrikus polinom, melyre ||fi — @1, < 3 és

Ilfo — @2l < % teljesiil. A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsigairol szolo tétel alapjan a

@ = 1 sin? 4y sin fiiggvény trigonometrikus polinom. Ekkor

(| £ sin® —@||__ = || f1 sin® +f2 sin — (g1 sin® +-py sin) || _ <
< | frsin® =y sin®|| 4+ || fa sin o sin|| , <

S 3
<fi= il 12— allog < S+ 5 =

teljesiil.

3. Legyen f € Ca,(R,R) tetszéleges fliggvény, és legyen € € R tetszbleges paraméter. Megmutatjuk,
hogy létezik olyan ¢ trigonometrikus polinom, melyre || f cos? —<pHDO < ¢ teljesiil. Legyen

fi:R=>R xl—>f(33—|—g).
Ekkor f; € C(R,R) 27 szerint periodikus fiiggvény, vagyis az 2. pont alapjan létezik olyan ¢y
trigonometrikus polinom, melyre H f1sin? —py Hm < ¢ teljesiil. A trigonometrikus polinomok alaptu-
lajdonségairél szolo6 tétel alapjan a
™

p:R—=R x'—><p1<x—§)

fliggvény trigonometrikus polinom. Ekkor

Hf0052 —<pH :sup|f(x)0082x—<p(ac)‘ zsup‘f <x+ I) cos? (ac—i— E) — ¢ (ac—i— E)‘ =
e z€R TER 2 2 2

= sup | f1(x) sin®(z) — ¢1| = || f1 sin® —<p1HOO <e
r€R
teljesiil.
4. Legyen f € Ca(R,R) tetszbleges fiiggvény, és legyen € € R tetsz6leges paraméter. A 2. pont
%; a 3. pont alapjan
létezik olyan ¢, trigonometrikus polinom, melyre ||fcos2 7902”00 < g teljesiil. Legyen ¢ = 1 + @a.
Ekkor

alapjan létezik olyan ¢ trigonometrikus polinom, melyre H f sin? —gale <

If =l = Hfsir12 +fcos? —pp — <p2HOO < Hfsin2 —cleoo + Hf0082 —<p2HOO < %—&— % =c.

5. Végiil legyen f € Oy, (R,C) tetszSleges fiiggvény, és legyen ¢ € R tetszbleges paraméter. A

€
4. pont alapjan létezik olyan ¢; és ¢y trigonometrikus polinom, melyre [|[Re f — 1| < 3 és

€
ITm f — 2|, < 3 teljesiil. Legyen ¢ = @1 + ipa. Ekkor

2 2
If =@l = [Re f — 1) +iIm f — @), < m< .

4.2. Fourier-féle ortogonalis fliggvényrendszer
4.7. Tétel. Legyen a € R, k,l,m € N olyan, hogy 0 # k # | # m. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

a+21 a+27
/ cos(kz)dx =0 / sin(kz)dx =0
a a
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a+2m a+2m
/ cos?(kx)dx =7 / sin?(kz)dx =
aa+27r aa+2ﬂ'
/ cos(mx) cos(lz)dx =0 / sin(mz) sin(lz)dz =0
aa+27r ¢
/ cos(mz) sin(kx)dx =0

Bizonyitds. Legyen a € R, k,I,m € N olyan, hogy 0 # k # [ # m.
1. Ekkor kihasznalva, hogy a sin fliggvény 27 szerint periodikus

a+2m . a+2m . L
/ cos(kz) dz = [sm;kx)} _ sin(ka) slg(ka—k k2m)

a

a+27

adodik. Hasonléan igazolhato, hogy / sin(kz)dx = 0.

2. A minden = € R és k € N* szamra érvényes cos(2kx) = cos?(kz) —sin? (k) és sin’(kx)+cos? (kx) =
1 formulabol az 1. pont eredményének a felhasznalasaval

a+27 1 a+27
/ cos?(kz)dx = 3 / 14+ cos(2kx)dz =7

a

a+2m 1 a+2m
/ sin?(kz)dz = = / 1—cos(2kz)dx=m

2
adodik.
3. A trigonometrikus fliggvényekre vonatkozé addicios tételek és az 1. pont alapjan
a+2m 1 a+2m
cos(mz) cos(lx)dx = 3 / cos((k + D)x) + cos((k —l)z)dx =0
a+2m 1 a+27
/ sin(ma) sin(lz) dx = 3 / cos((m —1)x) —cos((l+m)z)dxz =0
a+27 1 a+2m
/ cos(mz) sin(kx) dx = 3 / sin((m + k)z) + sin((k —m)z)dz =0

adodik.

4.8. Tétel. Legyen a,b: N — R olyan sorozat, hogy az

Sp i [-ma] =R t—ag+ Z a, cos(kt) + by, sin(kt)
k=1

fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f hatdrfiigguényhez a [—m, | intervallumon. Ekkor minden
k € NT esetén

ag = 2i froar=={ f(t)cos(kt)dt, by= . f(t)sin(kt) d ¢
L — — TJ-m

teljesiil.
a n
Bizonyitds. Legyen a,b : N — R olyan sorozat, hogy az S, (t) = ?0 + Zak cos(kt) + b, sin(kt)

k=1
fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal a [0, 27| intervallumon az f hatarfiiggvényhez, azaz

lim sup [Sn(t) = f(£)] =0

N0 ¢e(0,27]
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teljesiil. Legyen k € N tetszéleges. Ekkor

lim sup |[S,(t)sin(kt) — f(t)sin(kt)] < lim  sup [Sp(t) — f(¢)][sin(kt)] <

N0 ¢e(0,27) n00 te(0,27)

< lim sup [Sy(t) — f(t)| =0,

N0 ¢c[0,27]

lim sup |S,(t)cos(kt) — f(t)cos(kt)] < lim sup |Sn(t) — f(¢)||cos(kt)| <

n=00 ¢c[0,27] N0 ¢c(0,27]

< dim o sup [Sa(t) — £(1)] =0,

N0 te(0,27]

vagyis a t — S, (t)sin(kt) és a t — S, (t) cos(kt) fliggvénysorozat is egyenletesen konvergal a ¢t —
f(t)sin(kt) és a t — f(t)cos(kt)) figgvényhez. Mivel minden n € N esetén az S, (t) sin(kt) illetve az
Sn(t) cos(kt) fliggvény folytonos, ezért a fiiggvénysorozat tagonkénti integralhatosiagarol szolo tétel
értelmében

! f(t)cos(kt) dt = lim ! Sp(t) cos(kt) dt

f(t)sin(kt) dt = lim Sp(t)sin(kt) dt,
o n—oo J_

tovabba a trigonometrikus fliggvények integraljardl szolo 4.7 tétel miatt

lim Sn(t) cos(kt) dt = lim { 0, ha n<k }:wak

n—oo [ o n—00 Tak ha nZk,

. T ) . 0, ha n< k, _
nh—>H;o » Sp(t)sin(kt) dt = 7}1_{20{ wbr, ha n>k; } = 7

amibdl kovetkezik az allitas.

4.9. Tétel. A Car (R, C) vektortéren tekintsik a

(1) : Con(l=m,7],€) X Con(l-m7],C) 5 R (frg) > | Tg

—1T

leképezést.

1. A fent definidalt mivelet skaldris szorzas.

2. A

1 .
x> —e™|ne Z}
{ V2T |
vektorrendszer ortonormdlt és teljes.
3 A

1 cos(nz) sin(nzx) ‘ +}
T —, T+ , T+ neN
{ V2 NS LS

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

Bizonyitds. 1. Egyszertien ellenérizhets, hogy a definialt mivelet teljesiti a skaléaris szorzés kritéri-
umait.

2. Legyen k,l € Z. Ha k # 1, akkor a 4.7 tétel alapjan

I R . . _
<me k 7Eel >— %/_ (cos(kx) — isin(kz))(cos(lz) + isin(lx))dx =

™
T

1 us .
=5 / cos(kx) cos(lxz) + sin(kx) sin(lx) d = + % cos(kx) sin(lx) — sin(kz) cos(lz) dz =0
L - us

—T

ami mutatja, hogy a fiiggvényrendszer ortogondalis. A minden k € Z esetén fennalld

< 1 eikz 1 eik:r> 1 /27Teika:eikmd 1 /27\'1d 1
, —— = — r = — xr =
V2T V2T 2 0 27 0
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egyenlet pedig mutatja, hogy a fiiggvényrendszer normélt.
3. Legyen k,l € NT. Ha k # [, akkor a 4.7 tétel alapjan

<m \fcos(kx)>:O

(= Jsintia) ) =0
sin(kx =
Var’ f
1 1
<\/77 cos(lx), 7 cos(kx)> =0
= sin(lx) = cos(kz) ) =0
VT G a
1
<ﬁ 7 sin(kx)> =0
ami mutatja, hogy a 2. pontban megadott fliggvényrendszer ortogonalis. Szintén a 4.7 tétel alapjan
a

sin(lx),

()
<\}E cos(kz), % cos(kx)> =1
<¢17,r sin(kz), % sin(kx)> =1

Osszefiiggések pedig azt mutatjék, hogy a megadott fliggvényrendszer normalt.
4. Most igazoljuk, hogy az 1. illetve a 2. pontban megadott fiiggvényrendszer teljessége ekvivalens.
Ehhez el6szor tegyiik fel, hogy f € Caor (R, C) olyan fliggvény, hogy minden n € Z esetén

teljesiil. Ekkor minden n € NT esetén

(@)= ) = (16a), 1We1 > 0
<f(x),\/17?cos nx > < 1nz>+\2<f(x)’\/127eim>0
(@), sinn) ) = = (fta), m> e ey <o

teljesiil. Tehat ha f merdGleges a

1 .
el nr n 6 Z
{ V2m | }
vektorhalmaz minden elemére, akkor meréleges az Gsszes
1 cos(nx) sin(nx) ‘ }
T , T , T ne Nt
{ V2w NG Vi

vektorra is.
Forditva, tegyiik fel, hogy f € Ca,(R,C) olyan fliggvény, hogy mersleges a
1 cos(nz) sin(nx) ‘ }
T , T , T ne Nt
{ V2 VT VT
vektorhalmaz Gsszes elemére. Ekkor minden n € Z esetén
1 1 i 1
5 { @),z ostna) ) + I (160,
@ 1. V2 < VT xf NG
x), —e" ) =
<f V2w >

sm(na:)> =0, ha, n>0;
ha, n=0;

\}§<f(x),\}7,rcos(na:)>\1[< (2), \}sm(nm)>0, ha, n <0
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teljesiil, tehat f merdleges minden

{ — 1 ein:z:| c Z}
T — n
V2T
vektorra.
5. Most megmutatjuk, hogy a megadott fiiggvényrendszer teljes. Ehhez tegyiik fel, hogy létezik
olyan nem azonosan nulla f € C2;(R,C) fiiggvény, hogy minden n € Z esetén (f(z),e!™*) = 0

27

teljesiill. Mivel f nem azonosan nulla, ezért 0 < |f\2. Legyen € € R tetszbleges. A 4.6

0
Weierstrass approximécios tétele szerint létezik olyan ¢ € T (R, C), hogy minden x € [—m, 7] esetén
|f(x) — p(x)] < e. Ekkor viszont a 4.2 Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenl6tlenség alapjan

A%Mf=4%ﬁ—@f=ﬁ—wdﬁ<¢<ghﬂﬁ-¢<£%ﬁ—wﬁ><¢<[hmﬁ-¢ha

adodik, amibdl viszont

27
/ 2 < Ve
0

2
kovetkezik. Mivel ez minden € € R szamra teljesiil, ezért ebbol a / |f |2 = 0 ellentmondas adodik.
0

4.3. Fiiggvény Fourier-sora

4.10. Definicié. Ha f: R — R olyan fiiggvény, melyre f|_r -] € R([—7, 7], R) teljesiil és 27 szerint
periodikus, akkor az f fliggvény Fourier—egydtthato’inak nevezzik a

1

ao % f
1 ﬂ‘

a :7/ F(t) cos(kt) dt Wk € N¥
ﬂ— —T
1 ™

by =— f(t)sin(kt)dt Vke NT
™ —T

szamokat. Az f figguény x € R pontbeli Fourier-sordnak nevezzik a

ap + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

sort. A Fourier-sor n — edik részletosszeg-fiigguényének nevezzik az
n
Sp:R—=R T ag+ Z ay, cos(kx) + by sin(kz)
k=1
fliggvényt.

4.11. Tétel. Legyen k € N és f € CF(R,R) 27 szerint periodikus fiigguény. Ekkor minden n € NT
esetén a Fourier-egyiitthatokra

an = - / F®(t) cos ntfkg)dt
™
_ (=DF (k) (4 4
by =-—— f ()51n(nt—k§)dt

7mk

1
teljesil. Tovdbbd a Dy = f/
L

f(k)’ jeldlés mellett minden n € Nt szdmra

D D
lan] < =% bal < =1
n n
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Bizonyitds. A k = 0 esetben a Fourier-egyiitthatok definicioja alapjan teljesiil az allitds. Tegyiik
fel, hogy valamilyen k& € N szamra igaz az allitas, és legyen f € C*+1(R,R) 27 szerint periodikus
fiiggvény. Ekkor minden n € NT esetén a parcialis integralds felhasznéalasaval

an, :% /7; £ () cos (nt — kg) dt =
:% ({f(k)( )n sin (nt— k;r)}i —% _: FEFD(t) sin (nt— k’g) dt) =

n’““ / FED(t) sm( k‘g)dtz(T/ f(k+1)()cos(nt—(k+1) )dt

adodik, ami mutatja, hogy a k + 1 szamra is igaz az allitds. A b, egyiitthatokra teljesen hasonloéan
igazolhat6 az allitas. Tovabba minden n € Nt esetén

1 T
lan| = 7Tnk / F cos ntfk )dt‘ P ()’.’cos(nt—kg)‘dtﬁ
1 D
<« (k) (¢ ‘ _ Yk
— mnk f ®) nk

teljesiil. A b, egyﬁtthatc’)kra teljesen hasonléan igazolhatd az egyenlétlenség.

4.12. Tétel. Minden f € C*(R,R) 27 szerint periodikus fiigguény esetén a Fourier-sor részletdssze-
geibdl allo (Sp)nen fliigguénysorozat egyenletesen konvergdl az [ fiigguényhez.

Bizonyitds. Legyen f € C?(R,R). Ekkor f” és |f"| is folytonos fiiggvény, tehat integrélhato.

Tekintsiik a g
p=—[ 1
m —Tr

szdmot. A 4.11 tétel alapjan minden n € NT esetén a Fourier-egyiitthatokra,

D D

teljesiil. Minden n € NT esetén legyen

fn:R=>R X+ ay cos(nx) + by, sin(nx).

Ekkor a oD
sup | fn ()| < sup(ay, cos(nz) + b, sin(nz)) < |a,| + |bn] < —
zeR x€R n
becslés alapjan
=1
Zsup|fn |§2DZ—2<OO
—1%€R "

adodik, vagyis a Z fn fuggvénysorra alkalmazhato a 2.12 Weierstrass-tétel, ezért a Z fn fuggvénysor

n
egyenletesen is konvergens. Mivel minden n € NT esetén

n
z) =ao+ Y fr,
k=1

ezért az (S, )nen fliggvénysorozat is egyenletesen konvergens, tovabba a g = lim S,, hatarfiiggvény
n—oo

folytonos is. Az (S,)nen fliggvénysorozat is egyenletesen konvergenciaja miatt a 4.8 tétel alapjan a
g fiiggvény Fourier-egyiitthatoira minden k € Nt esetén

1 ™ 1 7T 1 4 .
a = 5- - g, ap= ;/ g(z)cos(kx)dx, by = ;/ g(z)sin(kz)dz

—T —T

adodik, vagyis a h = f — g folytonos fiiggvény Gsszes Fourier-egyiitthatoja nulla. Ebbdl a trigono-
metrikus rendszer teljességérél szolo 4.9 tétel alapjan h = 0 adodik.
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