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1. Véges dimenzios terek topologiaja
1.1. Tétel. A K" tér a fenti miveletekkel vektortér.

1.2. Tétel. A K" téren a skaldris szorzdsra az aldbbiak teljesilnek.
.V eK": (z,z) € R
Ve eK": (z,2) =0 < 2=0

~

) 2)
Vr,y e KWA €K : Az, y) = Xz, y)
. Vr,y e KU (z,y) = (y,x)

v AN o o

1.3. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Minden x,y € K" vektorra
(@, y)|* < (z,2) - (y,9)
teljesiil.
1.4. Tétel. Minden p € [1,00[ esetén a K" téren a
n %
I, K" = RY 2 ], = (Z |$k|p>
k=1
Il K* = RY 20 2]l 2 max{|ax|| k€ {1,...,n}}
leképezések normdk (melyet p-normdnak vagy sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).
1.5. Tétel. A K" téren minden x € K* vektorra ||z||, = \/(z,z) teljesil.
1.6. Tétel. Minden x,y € R"\ {0} vektorra
(e,9) = llall 1yl cos
teljesiil, ahol o a vektorok dltal bezdrt szdg.
1.7. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Ekkor minden x,y € K" esetén
)l = llylll < llz =yl
teljestil.
1.8. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, x € K" és r € R*. Ekkor minden y € B,.(z) pontra és

p €10,7 — ||z — y||[ szdmra
Bp(y) - Br(x)

teljesiil.
1.9. Tétel. Legyen (K", ||||) normdilt tér. Ekkor a
d:K"xK"—=R (x,y) = ||z — vyl

leképezésre az aldbbiak teljesilnek.
1. Ve,yeK": d(z,y) =0 <>z=y
2. Ve,y e K*: d(x,y) = d(y, x)
3. Va,y,z € K" : d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)

1.10. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

1.11. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Minden x € K" pont és r € Rt szdm esetén B,(x)
korldatos, nyilt halmaz.
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1.12. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.
1. Az iires halmaz és K" nyilt.
2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unidja nyilt.

1.13. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér.
1. Az iires halmaz és K" zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zart halmazok tetszdleges rendszerének a metszete zart.

1.14. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és Z,U C K"*. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor
Z\U zdrt halmaz és U \ Z nyilt halmaz.

1.15. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszdleges X C K" halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbévebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

1.16. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér. Tetszdleges X C K" halmaz esetén
1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

1.17. Tétel. Legyen (K", |-||) normdlt tér. Az X C K" halmaz pontosan akkor zdrt, ha az dsszes
torlodasi pontjdt tartalmazza.

1.18. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K". Ekkor

It X = K"\ K"\ X,
X = K"\ Int(K" \ X).

1.19. Tétel. A (K™, ||-||) normdlt térben haladdé konvergens sorozat hatdrértéke egyértelm.
1.20. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

1.21. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

1.22. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, A CK" és z € K".
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {z} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

1.23. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér, c € K, a,b : N — K" és A : N — K konvergens soro-
zat.

1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (limb).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).

3. A Xa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lim a).

4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim |ja|| = ||lim a]|.

1.24. Tétel. Legyenn € NT, p € [1,00[U {00}, ésa: N — K" sorozat. Az a sorozat pontosan akkor
konvergens a (K", [-[|,,) térben, ha minden i € {1,...,n} esetén az a; = pr; oa sorozat konvergens és
ekkor minden i € {1,...,n} indezre

pr; (lima) = lim(pr; oa)

teljesiil.



1.25. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

1.26. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

1.27. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.
1.28. Tétel. A (K", ||-|| ) normdlt tér teljes, tovibbd minden A C K" zdirt halmaz teljes.

1.29. Tétel. A (K", ||-||,) normdlt tér Banach-tér.

1.30. Tétel. A (K", ||-||) normdlt térben
1. minden véges halmaz kompakt;
2. véges sok kompakt halmaz unidja kompakt.

1.31. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és X C K" kompakt halmaz.
1. Ekkor X korldtos és zart.
2. Az Y C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha zdrt.

1.32. Tétel. (Cantor-féle kozisrész-tétel.) Legyen (K", ||-||) normdlt tér és (K;);cr a K* kompakt,
nem tres halmazainak olyan rendszere, hogy minden i,j € I esetén létezik olyan k € I index, hogy
K, C K; N K; teljesiil. Ekkor

ﬂ K; # 0.

icl

1.33. Tétel. Minden R € RT esetén a [—R, R]" halmaz kompakt az (R", ||-|| ) normdlt térben.

1.34. Tétel. (Heine-Borel-tétel végtelen normdra.) Az (R, ||-|| ) normdlt tér egy részhalmaza pon-
tosan akkor kompakt, ha korldtos és zart.

1.35. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel euklidészi terekben végtelen normdra.) Legyen A CR"™. Az
(R*, |||lo) normdlt térben az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban halado
sorozatnak létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

1.36. Tétel. Legyen (K™, ||-|) és (K™, ||-||") normdlt tér, f : K* — K™ fiigguény, az a € K" pont az f
fiiggvény értelmezési tartomdnydnak torloddsi pontja és legyen A, B € K™ az f fiigguény hatdrértéke
az a pontban. Ekkor A = B.

1.37. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen (K®,|-||) és (K™, ||-|') normdit tér, f : K* — K™
fiiggvény és a z € K" pont a Dom f halmaz torléddsi pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor
z

létezik, ha minden olyan a : N — Dom f \ {2z} sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a
lim f o a hatdrérték.
1.38. Tétel. Legyen (K™, |-||) és (K™, |-|') normdlt tér, f,g : K* - K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € K" torléddsi pontja a Dom f N Dom g N Dom ¢ halmaznak. Teqyiik fel, hogy létezik lim f, lim g
és lim . Akkor az a pont torléddsi pontja a Dom(f + g), a Dom(Af), a Dom(pf) és a Dom(||f||)
a
halmaznak, valamint
1. lim(f 4+ ¢g) = lim f 4 lim g;
2. im(A\f) = A(lim f);
3. lim(pf) = (lim ¢)(lim f);

4. lim | £]) = [|tim -

1.39. Tétel. (Atviteli elv folytonossigra.) Legyen (K®, |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, f : K* — K™
és z € Dom f. A f fiigguény pontosan akkor folytonos a z pontban, ha minden olyan a : N — Dom f
sorozatra, mely a z ponthoz konvergdl, létezik a lim f o a hatdrérték és megegyezik az f(z) elemmel.
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1.40. Tétel. Legyen (K®,|-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, f : K* — K™, és aza € Dom f pont a Dom f
halmaz torldddsi pontja. Az f fliggvény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik és
a

lignf = f(a).

1.41. Tétel. Legyen (K®, ||-|) és (K™, |-||') normdlt tér, f,g : K* — K™, ¢ : K* - K, A € K és
a € Dom f N Dom g N Dom y. Tegyiik fel, f, g és ¢ folytonos az a pontban. Ekkor az a pontban

1L f+g;
2. \f;

3. »f;

4- AN
folytonos.

1.42. Tétel. Legyen (K™, ||-|) és (K™, ||-|') normdlt tér, X € K, valamint f, g : K* — K™ és ¢ :
K" — K folytonos figgvény. Ekkor f+ g, Af, of és || f]|| is folytonos.

1.43. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.)  Legyen (K™, |-||) és (K™, ||-|I') normdlt tér,
valamint f : K® — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiiggvény folytonos.

-1
2. Minden A C K™ nyilt halmazra létezik olyan U C K" nyilt halmaz, melyre f (A) = UNDom f
teljesiil.

-1
3. Minden A C K™ zdrt halmazra létezik olyan Z C K" zdrt halmaz, melyre f (A) = ZNDom f

teljesiil.

1.44. Tétel. (A folytonossig topologikus jellemzése.) Legyen (K™, |-||) és (K™, |-|') normdlt tér,
valamint f : K® — K™. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Az f fiigguény folytonos.

-1

2. Minden A C K™ nydt halmazra f (A) nyilt.
-1

3. Minden A CK™ zdrt halmazra f (A) zdrt.

1.45. Tétel. Véges dimenzids normadlt terek kézott hato folytonos fiiggvények kompozicidja folytonos
fiigguény.

1.46. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, |-||') normdlt tér és f : K* — K™ bijekcid. Az f fiiggvény
pontosan akkor nyilt, ha f~' folytonos.

1.47. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, |-|I') normdit tér K C K" kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos fiiggvény. Ekkor az f(K) halmaz is kompakt.

1.48. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen (K", |-||) normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f : K —
R folytonos figgvény. Ekkor létezik x,y € K, melyekre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K) teljesiil.

1.49. Tétel. Legyen (K™, |-|) és (K™, ||-|') normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és f : K — K™
folytonos injektiv fiigguény. Ekkor az f~' fiigguény is folytonos.

1.50. Tétel. Legyen (K%, |-||) és (K™, |-|') normdlt tér, K C K" kompakt halmaz, V. C K™ és
f: K =V folytonos bijekcio. Ekkor f homeomorfizmus.

1.51. Tétel. Normdlt terek kézétt hato egyenletesen folytonos fiigguény folytonos.

1.52. Tétel. (Heine-tétel.) Legyen (K, |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, K C K" kompakt halmaz és
f: K — K™ folytonos fiigguény. Ekkor f egyenletesen folytonos.

1.53. Tétel. Legyen ||| és ||-|| norma a K* vektortéren. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Minden ||-| norma szerinti X C K" nyilt halmaz nyilt a ||-| norma szerint is.

2. Minden x € K" és r € RT paraméterekhez létezik olyan R € R™, melyre B‘IL,:H/(:B) c Bl (x).



3. Létezik olyan K € Rt szim, hogy minden x € K" vektorra ||z|| < K ||z’

1.54. Tétel. Legyen ||-||" és ||-| norma a K* vektortéren. A ||| és ||| normdk pontosan akkor ekvi-
valensek, léteznek olyan K1, Ko € Rt paraméterek, hogy minden x € K* vektorra ||z|| < K, ||z’ és
lz||" < Ky ||| teljesiil, melyet 1igy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, 8 € RT paraméterek,
hogy minden = € K* vektorra o ||z|| < ||z||" < 8 |z||.

1.55. Tétel. Minden n € N* ésp € [1,00[ esetén a |-||,, és a ||-||, normdk ekvivalensek a K" téren.
1.56. Tétel. Minden n € N esetén a K" vektortéren barmely két norma ekvivalens.

1.57. Tétel. Az X C K" halmaz nyiltsdaga, zdrtsiga, korldtossiga és kompaktsdiga fiiggetlen attdl,
hogy a K" tér milyen normdval van elldtva.

1.58. Tétel. Legyen a : N — K" sorozat és A € K*. Az a sorozat hatdrértéke pontosan akkor A, ha
minden olyan Q C K" nyilt halmazra, melyre A € Q) teljesiil létezik olyan N € N, hogy minden n € N
természetes szaimra N < n esetén a,, € ) teljesiil.

1.59. Tétel. Az a : N — K" sorozat konvergencidja és hatdrértéke figgetlen a K" téren vdlasztott
normdtol.

1.60. Tétel. Legyen f : K* — K™ figgvény és a € K" olyan pont, mely torldddsi pontja a Dom f
halmaznak. Az f fligguény a pontbeli hatdrértéke fiiggetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdatol.

1.61. Tétel. Legyen f: K" — K™ fiiggvény és a € Dom f.
1. Az f fiigguény a pontbeli folytonossdiga fiiggetlen az K* és K™ tereken vdlasztott normadtdl.
2. Az f figguény folytonossdga figgetlen az K" és K™ tereken vdlasztott normdtol.

1.62. Tétel. (Heine—Borel-tétel.) Az (K™, ||||) normdlt tér egy részhalmaza pontosan akkor kompakt,
ha korldtos és zart.

1.63. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel véges dimenzids normdlt terekben.) Legyen a (K®,|||) nor-
mdlt tér és A C K". Az A halmaz pontosan akkor kompakt, ha minden A halmazban haladé sorozatnak
létezik olyan konvergens részsorozata, melynek a hatdrértéke eleme az A halmaznak.

1.64. Tétel. Az (K", ||||) normdlt tér Banach-tér, tovdibbd minden zdrt részhalmaza teljes.
1.65. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér és L C K" linedris altér, akkor L teljes.

1.66. Tétel. Ha (K", ||-||) normdlt tér és i € {1,...,n}, akkor a

pr; : K" - K (1, ooy Tn) 2
fiigguény folytonos.
1.67. Tétel. Legyen (K", |-||) és (K™, ||-|') normdlt tér, f : K* — K™ és a € K" torldddsi pontja a
Dom f halmaznak. Pontosan akkor létezik a lim f hatdrérték, ha minden i € {1,..., m} esetén létezik
a
a lim f; hatdrérték és ekkor minden i € {1,... ,m} indexre
a

(i), =1

teljesiil.

1.68. Tétel. Ha (K, ||-||) és (K™, |-||') normdlt tér, f : K* — K™ és a € Dom f. Az f fiigguény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha minden i € {1,...,m} esetén az f; figguény folytonos az
a pontban.

1.69. Tétel. (A konvergencia sziikséges feltétele.) Legyen (K™, ||-||) normdlt tér és a : N — K" olyan
sorozat, melyre a > a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljesiil.
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1.70. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és a : N — K" sorozat. Ha a " a sor abszolit konvergens,

akkor a > a sor konvergens és
oo oo
> ak| <D llax.
k=0 k=0

1.71. Tétel. Legyen a,b : N — K" olyan sorozat, melybdl képzett sor konvergens. Ekkor minden

A € K esetén - . . - -
Zan—l—bn:Zan—i—an Z)\anz)\Zan
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

teljestil.
1.72. Tétel. Hai € {1,...,n}, akkor a

pr, : K" > K (T1,...,2T0) — x;
fiigguény linedris.

1.73. Tétel. Legyen A € Lin (K",K™) és minden i € {1,...,n}, j € {1,...,m} esetén legyen A;; =
(Ae;);. Ekkor minden x € K" vektorra és j € {1,...,m} indexre

(Az); =Y Ajix;
=1

teljestil.

1.74. Tétel. (Riesz-féle reprezentdcids tétel véges dimenzicban.) Minden ¢ € Lin(K",K) esetén
létezik egyetlen olyan x € K", hogy minden y € K" vektorra

e(y) = (z,y)
teljesiil.

1.75. Tétel. Legyen (K, ||-||) és (K™, ||-|") normdit tér és A : K* — K™ linedris leképezés. Ekkor
1. a
X={zek"| |z| <1}

jellés mellett sup ||Az|’ < oo teljesiil;
zeX
2. minden x € K" vektorra
Az < [|z]| - sup || Az]|";
zeX
3. A folytonos.
1.76. Tétel. Legyen (K", ||-||) és (K™, ||-||") normdit tér. A Lin(K",K™) tér vektortér, melyen a

Il - Lin(K", K™) — RS‘ A sup ||A:EH,

lzll<1
leképezés norma.

1.77. Tétel. Legyen (K™, ||-||) és (K™, ||-|") normdlt tér, valamint legyen A € Lin(K", K™) és x € K".
Ekkor
/!
[Az[|” < [[A] - [[]]

2

1.78. Tétel. Legyen (K", |~||(i)) normdlt tér minden ¢ = 1,2, 3 esetén, legyen A € Lin(K",K"2) és

B € Lin(K"2,K"). Ekkor

IBA|l < B - [|All

teljesil, mely tulajdonsdagot a norma szubmultiplikativitdsanak nevezzik.



1.79. Tétel. A Lin(K",K™) tér Banach-tér.

1.80. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Ha az A € Lin(K") leképezésre |A|l < 1 teljesil, akkor a

Z A" sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhato és

n=0
doAr=(1-4)"
n=0
teljesiil, ahol id jeloli a K" — K" identitdsfiggvényt.
1.81. Tétel. Legyen
GL(n,K) £ {a € Lin(K")| Ja~'}

(Vagyis GL(n,K) jeloli az invertdlhato linedris leképezések halmazdt.) Ekkor
1. minden a € GL(n,K) elemre BH — (a) € GL(n,K);
2. a GL(n,K) halmaz nyilt;
8. azi:GL(n,K) — GL(n,K), i(a) = a=! leképezés folytonos.

1.82. Tétel. Legyen k € N*, valamint A € Lin® ((K“)k ,Km). Minden iy, ...,i; € {1,...,n} és

j € {l,...,m} esetén legyen Aji, i, = Ales, ...€i);. Ekkor minden (V... o) € K" vektor és
j€{l,...,m} index esetén

1k

n
1 k
A(x(l),...,x(k))j = Z Ajihm,ikxl('l)"'x(' ) (11)

i1pein=1
teljesiil.
1.83. Tétel. Legyen k € Nt, (K" |-||) és (K™, |-|') normdlt tér és A : (K™)* — K™ multilinedris

leképezés. Ekkor
1. a

k
i=1
jelolés mellett sup ||A(x)||" < oo teljesiil;
zeX
2. minden x1,...,x; € K" vektorra

Al <l -l - sup [|A()];
zeX

3. A folytonos.
1.84. Tétel. Legyen k € NT, (K, |-||) és (K™, |-||') normdlt tér. Ekkor a
k
) Tin® ()" K™) >R A sup {Ax”' eRf | ze[[{w ek Jloil < 1}}
i=1

leképezés norma.

1.85. Tétel. Hak € N*, (K, ||-[|) és (K™, ||-|') normalt tér, akkor (Lin’c ((K“)k ,Km) , ||.||) Banach-
tér.

1.86. Tétel. Legyen k € NT, (K, ||-||) és (K™, |-||') normdlt tér. A

p:Lin (K", Lin® ((K“)k ,Km))) — Lin*t! ((K")kH ,K"‘)
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A (@12, whwhi1) > (Al) (@2, 2001))
leképezés izometrikus bijekcid, azaz p bijekcio és minden A € Lin (K",Link ((K“)k ,Km)> elemre

(A = 1Al

teljesiil.

1.87. Tétel. Legyen k € Nt és A € Lin® ((K")k ,R). Ha A leképezés pozitiv definit, akkor létezik
olyan K € RT, hogy minden v € R" esetén A(vl*) > K ||v\|k; illetve ha A negativ definit, akkor
létezik olyan K' € R, hogy minden v € R™ esetén A(v¥) < —K' ||v||".

1.88. Tétel. Minden kontrakcio folytonos.

1.89. Tétel. (Banach-féle fixponttétel euklidészi terekben.) Legyen Q@ C K" egy teljes részhalmaz és
f:Q — Q kontrakcio. Ekkor létezik egyetlen olyan y € Q2 pont melyre f(y) =y teljesiil.

1.90. Tétel. Legyen (K", ||-||) normdlt tér és A C K™ nem dres halmaz. Ekkor
1. minden z,y € K" esetén
|dist 4(x) — dista(y)| < d(x,y)

teljesiil;
2. a dist fiigguény egyenletesen folytonos és folytonos;
8. A={z € M| dista(z) = 0}.

1.91. Tétel. (Zdrt konvex és kompakt konvezx halmazok szétvilasztdsa.) Tegyiik fel, hogy K, Z C R"
olyan diszjunkt konvex halmazok, hogy K kompakt és Z zdrt.
1. Létezik olyan a € K és b € Z, melyre d(a,b) = dist(K, Z) teljesiil.
2. Létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy minden © € K esetén (z,x) > ¢ és minden x € Z esetén
(z,2) < c.

1.92. Tétel. (Zart konvex halmaz és pont szétvdlasztdsa.) Legyen Z C R™ zdrt konvex halmaz és
p € R"\ Z FEkkor létezik olyan z € R™ és ¢ € R, hogy (z,p) > ¢ és minden x € Z esetén (z,x) < c.

1.93. Tétel. Legyen Z C R" zdrt konvex halmaz és
H={(z,c) eR*" xR|Vz € Z: (2,2) <c}.

FEkkor

Z= () WeRrR" (zy) <c}
(z,c)eH

teljesiil.
1.94. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre

VO eRTIreRTVz eC: r<|z| = C<|f(2)]
Ve eC: f(x)#0 = FyeC: [f(y) <|f(z)

teljesil. Ekkor létezik olyan a € C, melyre f(a) = 0.

1.95. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden C € R esetén létezik olyan
r € RY, hogy minden z € C, r < |z| esetén C < |p(z)| teljesiil.

1.96. Tétel. Minden legaldbb elséfoki p : C — C polinomhoz minden x € C esetén, ha p(xz) # 0,
akkor létezik olyan y € C, melyre |p(y)| < |p(x)| teljesil.

1.97. Tétel. (Az algebra alaptétele.) Minden legaldbb elséfoki C — C polinomnak létezik gyoke.



2. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok véges dimenziéban

2.1. Tétel. Legyen M C K" nem ires halmaz, valamint minden n € N esetén legyen f,, € F(M,K™)
olyan fiigguénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(M,K™) figgvényhez. Ekkor az (fn)nen
fiigguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € M : (N <n,m — |[fu(t) — fm(t)]| <€)
teljesiil.
2.2. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € C(M,K™). Tegyiik fel,

hogy létezik az f = lim f,, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat egyenletesen
n—oo
konvergdl az f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).

2.3. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f,, € C(M,K™). Tegyiik fel, hogy
oo

létezik az f = Z fn 0Osszegfiigguény, Dom f = M és a an fiigguénysor egyenletesen konvergdl az

n=0 n

f figgvényhez. Ekkor f € C(M,K™).

2.4. Tétel. Legyen M C K", valamint minden n € N esetén legyen f, € F(M,K™). Tegyik fel,

hogy létezik az f = lim f, hatdrfigguény, Dom f = M és az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan
n— oo

egyenletesen konvergdl az f figgvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz esetén az (fn)nen

fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez a K halmazon.

2.5. Tétel. Legyen M CK". A

CP(M,K™) =R frrsup | f(1)l]

- llsup : sup

leképezés norma a CP(M,K™) vektortéren, azaz

1.Vfe CP(M,K™) : [[fllgp =0 ¢ f=0;

2. VA KVf e CP(MK™) : [IAfllgup = Al [.f lgups

3. Vf,9 € CO(M,K™) : || + gllsup < Iflsup + 19lls0p-
2.6. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen a CP(M,K™) halmazban haladé pontonként konvergens fiigg-
vénysorozat, melyre f = nll_}n;o fn € CP(M,K™) teljesiil. Ebben az esetben az (fn)nen fiiggvénysorozat

pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha konvergens a (CP(M,K™), ||'Hsup) normdlt térben, azaz,
ha
Ve e R*3N € NVn e N : (N<n = ||fn—f||sup<a>

teljesiil.

2.7. Tétel. Ha M C K", akkor (CP(M,K"™),|||,,,) Banach-tér, azaz minden olyan C*(M,K™)
halmazban haladd (f,,)nen fliggvénysorozathoz, melyre

Ve e RTAIN e Nvn,m e N: (N <n,m = |[|fo = fnllsp <€),
teljesiil, létezik olyan f € C*(M,K™), melyre
Vee R"AN e NVneN: (N<n — ||fn—f||sup<5).

2.8. Tétel. Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban haladé figgvénysorozat. Ha a
Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként konvergens is.

n

2.9. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen M C K" és (fn)nen az F(M,K™) halmazban haladd fiigg-
vénysorozat. Ha

ZEUAI; [ (@) < o0

neN €

teljesiil, akkor a Z fn fligguénysor konvergens és egyenletesen is konvergens.

n
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2.10. Tétel. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R diffe-
rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és az (f))nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergens a B,.(a) halmazon, akkor
1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;
n—oo
2. az f: B.(a) = R, f(z) = lim f,(z) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n—,oo
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

f'(@) = lim_f(x).

2.11. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatdsdga.) Legyen Q@ C R nyilt intervallum, valamint min-

den n € N esetén legyen f, : Q@ — R differencidlhaté figgvény. Ha az (f])nen figguénysorozat lokd-

lisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q) pont, melyre létezik a lim f,(a)
n—oo

hatdrérték, akkor

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(z) hatdrérték;

n—oo
2.0z f: Q= R, f(x) = lim f,(z) figguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl az (fn)nen
n—oo
figguénysorozat;
3. minden x € Q) esetén
/ IRT ’
fi(@) = lim_f(x).

2.12. Tétel. (Figgvénysor hatdrfigguényének differencidlhatdésdiga.) Legyen Q@ C R nyilt intervallum
és minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R differencidlhato figgvény. Ha a Zfr’t fiiggvénysor

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre konvergens a

an(a) sor, akkor

n=0

oo
1. minden x € Q esetén konvergens a Z fn(x) sor;

n=0

2.0z f:Q =R, f(z) = Z fn(x) fligguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl a an fiigg-
n=0

n
venysor;

3. minden x € () esetén

Flx) =) fil).

2.13. Tétel. (Figgvénysorozat hatdrfiggvényének integrilhatésiga.) A C(la,b],R) halmazban hala-
d6 (fn)nen a fiigguénysorozatrdl tegyik fel, hogy egyenletesen konvergdl a hatdrfigguényéhez az |a, b)

intervallumon. Ekkor . .
lim / fn= / lim f,
n—oo a a n—oo

2.14. Tétel. (Figgvénysor hatdrfigguényének integrdlhatdsiga.) Legyen (frn)nen a C([a,b],R) hal-

teljesiil.

mazban haladd figguénysorozat. Tegyiik fel, hogy a an fiigguénysor egyenletesen konvergdl az

n
dsszegfiigguényéhez az [a,b] intervallumon. Ekkor

oo b b oo
n=0"% @ n=0
teljesiil.

2.15. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és x € K.
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1. Ha |z| < Ry, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.
2. Ha || > R,, akkor az x pontban a P, hatvinysor divergens.
3. Har € [0,R,[, akkor a B,(0) halmazon a P, hatvinysorra

Z sup |lant"|| < oo
L t€B.(0)

teljesiil.
4. A P, hatvdnysor a Br,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen konvergens.
5. A P, hatvinysor a Bg,(0) halmazon folytonos fiigguény.

2.16. Tétel. (Hatvdanysor tagonkénti differencidlhatisdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal
meghatdrozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden x € R,
|z| < R, esetén a hatvdanysor tagonként differencidlhatd az x pontban, azaz

o
= E apkz® L.
k=1

2.17. Tétel. (Hatvdanysor tagonkénti integrilhatdsdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal megha-
tarozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelélje R,. Minden o, € R, a < 3,
[, B] C ]—Ra, Ry| esetén a hatvinysor tagonként integrdlhatd az [, 8] intervallumon, azaz

/(Zakx )dxioa/ﬂakx dz.

2.18. Tétel. Ha a: N — R olyan sorozat, hogy a Z an sor konvergens, akkor minden n € N esetén

n

n+m
lim sup E ax| = 0.
n—oo meN .

2.19. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo teljesil. Ha a P,
hatvdnysor konvergens az xo € { Ry, —Rqa} pontban, akkor egyenletesen konvergens a |0, x| szakaszon
€s a Py||0,20 fligguény folytonos.

2.20. Tétel. (Approzimdcié Bernstein-polinomokkal.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K
folytonos fiigguény. Ekkor

lim ( sup |BJc f(t)|> =0.

n—=00 \tec[a,b]

2.21. Tétel. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K folytonos figguény. Ekkor minden ¢ € R™
esetén létezik olyan p : K — K polinom, hogy minden x € [a,b] szdmra

[f(z) —p(a)| <e

teljesiil.

3. Differencialszamitas véges dimenziéban
3.1. Tétel. Legyen f : R — R™ fiiggvény és a € Int Dom f. Tegyiik fel, hogy u,v € Lin(R",R™),

melyre
f S~ f@) —ule—a) () = () = oz —a)

z—a [l = all z—a [l — all

=0

teljesil. Ekkor u = v.
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3.2. Tétel. (A differencidlhatosdg jellemzése.) Legyen f : R™ — R™ figguény, valamint a €
Int Dom f. Az A € Lin(R", R™) leképezés pontosan akkor az f fiigguvény a pontbeli deriviltja, ha

Ve e RT3 € Rz € R™ <||3c —all<d = |f@) - fla) — Az —a)|| <e- ||z — a||)
teljesiil.

3.3. Tétel. Legyen f : R™ — R™ figgvény és a € Int Dom f. Az f fiigguény a pontbeli differencidl-
hatdsiga és (Df)(a) értéke figgetlen az R™ és R™ tereken vdlasztott normdtdl.

3.4. Tétel. Legyen f: R — R fiigguény és a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik a
L @)~ @)

z—a Tr—a

= f'(a)
hatdrérték, ha létezik olyan (Df)(a) : R = R folytonos linedris leképezés, melyre
i 1)~ F@) ~ (DA @)~ )

T—a ‘x —a‘

=0

teljesil. Tovabbd ekkor
(Df)(a)(1) = f'(a).

3.5. Tétel. Legyen f : R" — R™ figgvény, valamint a € IntDom f. Ha f differencidlhato az a
pontban, akkor f folytonos az a pontban.

3.6. Tétel. Legyen f : R"™ — R™ és a € Int Dom f. Az [ figgvény pontosan akkor differencidlhato

az a pontban, ha minden i € {1,...,m} index esetén az f; : R* — R figgvény differencidlhaté az a
pontban. Tovdbbd ha f differencidlhaté az a pontban, akkor minden i € {1,...,m} index esetén
(Dfi)(a) = pr;o(Df)(a)
teljesiil, amit a mdtrizok nyelvén gy is kifejezhetiink, hogy ha minden ¢ € {1,...,m} esetén
(Dfi)(a) = (A Az ... Ain),

akkor

App A .o Ap

A1 Agp ... Ay

op@=|"" T
Aml Am2 s Amn

3.7. Tétel. Legyen f,g : R®™ — R™, ¢ : R® — R fiiggvény, tovdbbd a tetszdleges belsd pontja a
(Dom f N Dom g N Dom ) halmaznak és legyen f, g és ¢ differencidlhaté az a pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhaté az a pontban és (D(f + g))(a) = (Df)(a) + (Dg)(a);

2. minden c € R esetén cf differencidlhaté az a pontban és (D(cf))(a) = c¢(Df)(a);

3. of differencidlhato az a pontban és (D(of))(a) = f(a) - (Dy)(a) + ¢(a)(Df)(a).

3.8. Tétel. Minden Q C R" nyilt halmaz esetén C1(Q,R™) vektortér.

3.9. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivildsi szabdlya, lancszabdly.) Legyen g : R™ — R"2 f: R" —
R" és a € IntDom f o g. Ha g differencidlhatdé az a pontban és f differencidlhaté a g(a) pontban,
akkor f o g differencidlhatd az a pontban és

(D(f e 9))(a) = (Df)(g(a)) o (Dg)(a).

3.10. Tétel. Legyen f : R® — R™ figgvény, valamint a € Int Dom f. Ha f differencidlhaté az a
pontban, akkor minden e € U wvektorra létezik az f fiigguény e iranymenti derivdltja az a pontban,
tovdbbd (D.f)(a) = (Df)(a))(e) teljesiil.
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3.11. Tétel. Az A € Lin(R*,R™) linedris leképezés minden pontban differencidlhatd és
DA :U — Lin(R",R™) a— A
teljesiil.
k
3.12. Tétel. Ha u = (u1,...,ux) € HR‘”, és je{l,...,k}, akkor az
i=1
k
in,; : RY — HR’” T (U, U1, Ty Ujg 1, - - -5 Uk)
i=1
inklizio figguény derivdltjira minden a € R" pontban
(Diny, j)(a) =ing
teljesiil, azaz

k
(Dmu,j)(a);R"j%HR"i z+(0,...,0, x ,0,...,0).
i=1 j. hely

3.13. Tétel. Legyen k € NT és f : Lin(R") — Lin(R"), f(a) = a*. Ekkor minden a € Lin(R")
esetén

k—1
(Df)(a) : Lin(R") - Lin(R") b Y a'bab~'~
=0

teljesiil.

3.14. Tétel. Ha
GLw(R) = {a € Lin(R")| Ja~'},

akkor az invertdlds i : GLy(R) — GL,(R), i(a) = a™! fiiggvényére minden a € GL,(R) pontban

(Di)(a) : R" —» R" b —a tba™!

teljesiil.
k
3.15. Tétel. Ha az [ : HR‘” — R™ fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor
i=1
i K3
minden x € HR'” vektorra
i=1
k
(DAY (@) (@) =D ((0:f)(a))(x:)
i=1
teljesiil.

3.16. Tétel. Ha az f : R"™ — R fiiggvény differencidlhaté az a € Int Dom f pontban, akkor minden

z € R" vektorra
n

(D) (@) (@) =D ((9:f)(a))x;

i=1

teljesiil, vagyis a mdtrizok nyelvén

(Df)(a) = ((Ouf)(a) (D2f)(@) ... (9uf)(a)).
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3.17. Tétel. Legyen f : R"™ — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhaté az a € R™ pontban. Ekkor a
(Df)(a) € Lin(R",R™) linedris leképezés mdtriza

(O1f1)(a)  (O2f1)(a) -+ (Onf1)(a)
(O1f2)(a)  (O2f2)(@) -+ (Ouf2)(a)
(Df)(a) = : . ) .

(Onfn)(@) (Bafu)(@) - (Oufm)(a)

3.18. Tétel. Legyen f: R" = R™, a € Int Dom f és legyen k € {1,...,n} tetszdleges index. Ekkor
az [ fligguénynek pontosan akkor létezik a k-adik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja az a pontban, ha
létezik az ey, irdnymenti derivdltja az a pontban és ebben az esetben (O f)(a) = (D, f)(a) teljesiil.

3.19. Tétel. Legyen f : R® — R olyan fiigguény, mely differencidlhaté az a € R™ pontban. FEkkor
minden x € R" vektor esetén

((Df)(a))(z) = ((grad f)(a), x)
teljesiil.

3.20. Tétel. Legyen f : R"™ — R tetszdleges figguény és legyen a,e € R™. Ha az f fiigguény diffe-
rencidlhaté az a pontban, akkor létezik az f fligguvény a pontbeli e iranymenti derivdltja és

(Def)(a) = ((grad f)(a),e) .
3.21. Tétel. Ha f:R"™ — R" differencidlhato az a € R™ pontban, akkor

n

(div f)(a) = Y (8ifi)(a).

i=1
3.22. Tétel. Legyen f : R"™ — R tetszdleges figgvény. Fkkor minden a € Dom(Af) elemre

n

(Af)(a) = (97 f)(a)

k=1

teljesiil.

3.23. Tétel. Legyen f : R* — R™ olyan figgvény, mely differencidlhaté az [a,b] szakaszon. Ekkor
létezik olyan c € ]a,b[, hogy

17(6) = f(a@)lly < (DY) - [[b = all,

ahol
D))= sup [[(Df)(e))z],-

=<1

3.24. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Ha f : R™ — R™ olyan fiiggvény, mely differencidlhato
az [a,b] szakaszon, akkor

1£(6) = fla)ll, < < sup (Df)(C)H) b —ally,

c€la,b|
ahol
(DS ()] = S [((Df)(e))x[, -

3.25. Tétel. Legyen 2 C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R™ olyan differencidlhato fiiggvény,
melyre Df = 0 teljesil. Ekkor f dllando.

3.26. Tétel. Legyen f : R® — R fiiggvény és Q C Dom f nyilt halmaz. Az [ fiigguény pontosan
akkor folytonosan differencidlhaté az Q2 halmazon, ha minden i € {1,...,n} esetén Q C Dom 0, f és
a 0;f figgvény folytonos az ) halmazon.
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3.27. Tétel. Legyen f : R" — R™ és Q@ C Dom f nyilt halmaz. Az f fiigguény pontosan akkor
folytonosan differencidlhats az Q2 halmazon, ha minden i € {1,...,n} és j € {1,...,m} index esetén
a 0;f; fiiggvény folytonos az Q halmazon.

3.28. Tétel. Legyen 7 € RT, a € R", valamint minden n € N esetén legyen f, : By(a) — R™ diffe-
rencidlhato figgvény. Ha létezik a lim f,,(a) hatdrérték és az (Dfy)nen fliggvénysorozat egyenletesen
n

konvergens a B,.(a) halmazon, akkor
1. minden x € B,(a) esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;
n—oo
2. az f : B.(a) > R, f(x) = lim f,(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen fiigg-
n—oo
vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

(Df)(@) = Tim (Df,)(x).

3.29. Tétel. (Figgvénysorozat differencidlhatdsdga.) Legyen Q C R™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhatd figgvény. Ha az (f])nen fligguénysoro-
zat lokalisan egyenletesen konvergens az £ halmazon és létezik olyan a € Q0 pont, melyre létezik a
nhﬁn;o fn(a) hatdrérték, akkor

1. minden x € Q esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;
n—oo

2. az (fn)nen fligguénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergendl az f : Q — R", f(z) =
lim f,(x) figgvényhez;

n—oo

3. minden x € Q esetén (Df)(x) = 1i_>m (Dfn)(x).

3.30. Tétel. (Figgvénysor differencidlhatdsiga.) Legyen Q@ C R"™ konvex nyilt halmaz, valamint
minden n € N esetén legyen f, : Q@ — R™ differencidlhato fiiggvény. Ha a Z(Dfn) fiigguénysorozat

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az ) halmazon és létezik olyan xo € Q0 pont, melyre létezik a

Z fn(xo) Osszeg, akkor

n=0

oo
1. minden x € Q) esetén létezik a Z fn(x) Osszeg;

n=0
2. az Z(f”> fiigguénysor lokdlisan egyenletesen konvergdl az f : Q@ — R*, f(x) = an(x)
n n=0
fligguényhez;
3. minden x € Q esetén (Df)(x) = Z(Dfn)(x)
neN

3.31. Tétel. (Inverzfiiggvény tétel.)  Legyen f : R" — R" tetszéleges fiiggvény és a € R*. Ha
a € Int Dom(Df), Df folytonos az a pontban és det(Df)(a) # 0, akkor létezik olyan Q C Dom f nyilt
kérnyezete az a pontnak, melyre
1. flao injektiv;
£(2) nyilt halmaz;
flo homeomorfizmus Q és f(Q) kézott;
az (flo)~! figguény differencidlhato;
minden x € { pontra

Suds Lo b

(D((fla) ™ N(f(x) = (Df) ()~
teljesiil;
6. a D(f|a)~?! fiigguény folytonos az f(a) pontban.

3.32. Tétel. (Implicitfiigguény tétel.) Legyen f: R™ x R™ — R™ tetszdleges figgvény. Ha (a1,as) €
Int Dom(Df), Df folytonos az (a1,a2) pontban és det(0af)(a1,as) # 0, akkor létezik olyan Q1, Qo
nyilt kornyezete az a1, as pontnak, melyre



16 3 DIFFERENCIALSZAMITAS VEGES DIMENZIOBAN

1. Ql X QQ - DOIH(Df),
2. létezik egyetlen olyan ¢ : Q1 — Qo differencidlhaté fiiggvény, melyre p(a1) = a2, minden
x € QO esetén

fa,p(@) = flar,az) € (Dyp)(z) = = ((9f) (@, p(2))) " (01f) (@, p(2))

teljestil, valamint Dy folytonos az a1 pontban.

3.33. Tétel. Legyen Q C R™ nyilt halmaz, k € NT és f : Q — R k-szor differencidlhato fiigguény.
Ekkor minden a € Q és (M, ... z(F) € R esetén

(P @)V, a®)y= S (@ ...0,0)(a) 2 Dal? 2,

i1,..,0=1

3.34. Tétel. (Schwarz-tétel vagy Clairaut tétele a vegyes parcidlis deriviltakrdl.) Legyen 2 C R
nydlt halmaz és f : Q@ — R olyan figgvény, hogy minden i,j € {1,...,n} index esetén a 0;0;f
fiigguény folytonos az Q halmazon. Ekkor minden i,j € {1,...,n} indexre 0;0;f = 0,;0;f teljesil az
Q halmazon.

3.35. Tétel. Legyen Q C R™ nyilt halmaz, k € Nt és f : Q — R olyan figguény, hogy minden
i1,...,0k € {1,...,n} index esetén a 0, ...0;, [ figguény folytonos az Q halmazon. Ekkor f k-szor
folytonosan differencidlhaté és minden a € Q pontban (D) f)(a) szimmetrikus k-linedris leképezés.

3.36. Tétel. (Taylor-formula skaldrértékd figguényekre.) Legyen k € NT a,b € R" és f : R = R
olyan fiigguény melyre [a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f figgvény k-szor folytonosan differenci-
dlhato az [a,b] halmazon és (k + 1)-szer differencidlhato az |a,b[ nyilt szakaszon. Ekkor létezik olyan
€ € la,b[, melyre

SN

k
=3 F(OON@)0 -0+ O (6 -

=0

3.37. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen k € NT, a,b € R" és f : R® — R olyan fiiggvény melyre
[a,b] C Dom f. Tegyiik fel, hogy az f figguény k-szor folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon
és (k + 1)-szer differencidlhaté az )a,b| nyit szakaszon. Ekkor

z€]a,b|

f(b)—Tzf,a(b)\ < ( sup H (DEHD £z H) o — aHkH.

3.38. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula skaldrértéki figgvényekre.) Legyen k € Nt f: R" = R
ésa 6 R“, melyhez létezik olyan r € RT, hogy az f fiigguény k-szor differencidlhaté a B, (a) halmazon
és DX f folytonos az a pontban. Ekkor

f(@) = T, (@)
m e =
e o —a
3.39. Tétel. Legyen f : R"™ — R tetszdleges figgvény és a € Dom(Df). Ha az f figgvénynek lokdlis
szélséértéke van az a pontban, akkor (Df)(a) = 0.

3.40. Tétel. Legyen f : R® - R, 1 < k € N és a € R", melyhez létezik olyan r € RT, hogy az
f figguény k-szor differencidlhaté a B,(a) halmazon és D¥)f folytonos az a pontban. Tegyiik fel
tovdbbd, hogy minden i € N, 1 <i < k esetén (D f)(a) =0 és (D) f)(a) # 0.
1. Ha az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, akkor k pdros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés negativ.
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2. Ha az f fiiggvénynek lokdlis minimuma van az a pontban, akkor k pdiros és a (D™ f)(a)
multilinedris leképezés pozitiv.

3. Ha a (DY) f)(a) multilinedris leképezés pozitiv definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
minimuma van az a pontban.

4. Ha a (D) f)(a) multilinedris leképezés negativ definit, akkor az f figguénynek szigori lokdlis
maximuma van az a pontban.

5. Ha a (D®) f)(a) multilinedris leképezés indefinit, akkor az f fiigguénynek nincs lokdlis szélsé-
értéke az a pontban.

6. Ha k paratlan, akkor az f figgvénynek nincs lokdlis szélséértéke az a pontban.

3.41. Tétel. Legyen k € NT, f : R"™ — R folytonosan differencidlhatd fiiggvény, valamint minden i €

E
{1,...,k} esetén legyen g; : R* — R folytonosan differencidlhato figguény. Tekintsik a H = m 5}(0)
i=1
halmazt. Tegyiik fel, hogy az a € HNDom f olyan pont, hogy a ((Dgi)(a))ic{1,....x} rendszer linedrisan
fiiggetlen. Ekkor, ha az flg figgvénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, akkor egyértelmiien
léteznek olyan aq, ..., ax € R paraméterek, melyekre

k
(Df)(a) = Z a;((Dgi)(a))

teljesiil.

3.42. Tétel. Legyen @ C R" konvex nyilt halmaz és f : Q0 — R kétszer differencidlhatd fiigguény.
Ekkor az aldbbi dllitisok ekvivalensek.

1. Az f fiigguény konvex.

2. Minden z,y € §) esetén

f(@) + (D) (@) (y —z) < f(y)-
3. Minden z € Q esetén (D f)(z) pozitiv.

3.43. Tétel. Legyen Q C R" konvex nyilt halmaz és f : Q — R kétszer differencidlhato fiigguvény.
1. Az f fiiggvény pontosan akkor szigorian konvex, ha minden x,y € Q, x # y esetén

f(@) + (D) @)y — =) < f(y)

2. Minden z € Q esetén (D f)(z) pozitiv definit, akkor f szigorian konver.

4. Fourier-sorok

4.1. Tétel. (Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.)  Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V vektorra

[z, )” < (z,2) (1, 9)
teljesiil.

4.2. Tétel. (A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsdgai.)
1. A pontonkénti miveletekkel T (R, C) algebrdt alkot.
2. Minden P : R — R polinom esetén P o cos € T (R, C).
3. Minden f € T(R,C) és x € R esetén a t — f(t+ x) fiigguény is trigonometrikus polinom.

4.3. Tétel. (Weierstrass approzimdcids tétele.)  Minden f € Cor(R,C) fiiggvényhez és minden
e > 0 szdmhoz létezik olyan ¢ € T(R,C), melyre ||f — ¢l < ¢ teljesil.
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4.4. Tétel. Legyen a € R, k,l,m € N olyan, hogy 0 # k # | # m. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

a+2m a+2m
/ cos(kz)dx =0 / sin(kz)dx =0
aa+27r aa+27r
/ cos?(kx)dx =T / sin?(kz)dz =m
aa+27r aa+27r
/ cos(ma) cos(lx) dx =0 / sin(mz) sin(lz)dz =0
a a

a+2m
/ cos(ma)sin(kz)dx =0

4.5. Tétel. Legyen a,b: N — R olyan sorozat, hogy az

Sp i [-m ] =R t—ap+ Z a, cos(kt) + by, sin(kt)
k=1

fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f hatdrfigguényhez a [—m, x| intervallumon. FEkkor minden
k € NT esetén

1

:27r

“ha= 2 [T rweostyat, be=L [ ) sin(kt) at

- s 0

ao

—T

teljesiil.

4.6. Tétel. A Cy(R,C) vektortéren tekintsik a

T

<'7 > : C2Tr([_7r’77] ’C) X Cgﬂ-([—ﬂ',ﬂ'} 7((:) - R (f’ g) = ?g

—T

leképezést.
1. A fent definidlt mivelet skaldris szorzds.
2. A
1 inx 7
{z — T e | ne }

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

3. A
{x»—> 1 . cos(nz) . sin(nx) ‘ neN+}

ez VT VT

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

4.7. Tétel. Legyen k € N és f € CF(R,R) 2 szerint periodikus fiigguény. Ekkor minden n € NT
esetén a Fourier-egyitthatokra

DR T m

an = -"—F B FY(¢) cos (nt - kzi) dt
_EDE Ty ul

b, = — % 77rf (t)sm(nt—k2)dt

1 T
teljesil. Tovabbd a Dy = 7/ f(k)‘ jeldlés mellett minden n € NT szdmra
m

—T

Dy,
ok

Dy,

bn| <

4.8. Tétel. Minden f € C*(R,R) 27 szerint periodikus fiigguény esetén a Fourier-sor részletdssze-
geibdl allo (Sy)nen fiigguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez.
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