
T�etelgy}ujtem�eny a norm�alt algebr�ak elemeib}olAndai AttilaAz itt szerepl}o t�etelekhez sz�uks�eges fogalmak �es bizony��t�a-sok megtal�alhat�ok a Krist�of J�anos: Anal��zis IV. jegyzetben.Ez tanul�asi seg�edanyag, melyben el}ofordulhatnak hib�ak!





Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 1XVI. Norm�alt algebr�ak1. Algebr�akLegyen A algebra a K test felett.(1) L�etezik olyan B egys�egelemes algebra K felett �es olyan j : A! B algebra-mor�zmus, hogy minden C egys�egelemes algebr�ahoz �es � : A ! C algebramor�zmushoz l�etezik egyetlen olyan �� : B ! C egys�egelem-tart�o algebra-mor�zmus, amelyre �� � j = � teljes�ul.(2) Legyenek (B1; j1) �es (B2; j2) olyan egys�egelemes algebr�ak melyekre 1.teljes�ul. Ekkor l�etezik egyetlen olyan � : B1 ! B2 algebra-izomor�zmus,hogy � � j1 = j2.Az A algebra m ide�alja pontosan akkor regul�aris, ha az A=m faktoralgebra nemnulla �es egys�egelemes.Legyen A algebra. Ha � 2 X(A), akkor ker� 1 kodimenzi�os regul�aris ide�al.Minden m � A 1 kodimenzi�os regul�aris ide�alhoz l�etezik egyetlen olyan � 2 X(A),hogy ker� = m, ��gy a � 7! ker�lek�epez�es bijekci�o az A nem nulla karaktereinek halmaza �es az A 1 kodimenzi�osregul�aris ide�aljainak halmaza k�oz�ott.Egys�egelemes algebra minden val�odi ide�alja r�esze egy maxim�alis ide�alnak.Ha A algebra K felett �es m regul�aris maxim�alis ide�al A-ban, akkor l�etezik olyan~m maxim�alis ide�al ~A-ban, hogy m = ~m \A:Ha A kommutat��v algebra a K test felett �es m regul�aris maxim�alis ide�al A-ban,akkor A=m testb}ov��t�ese K-nak.(1) Ha A algebra K test felett, akkor a; b 2 A eset�en Sp0(ab) = Sp0(ba).(2) Ha A egys�egelemes algebraK test felett, akkor a; b 2 A eset�en f0g[Sp(ab) =f0g [ Sp(ba).



2 XVI. Norm�alt algebr�akHa A �es B egys�egelemes algebr�ak �es � : A ! B egys�egelem-tart�o algebra-mor�zmus, akkor a 2 A eset�en SpB �(a) � SpA(a):Ha A �es B tetsz}oleges algebr�ak, �es � : A ! B algebra-mor�zmus, akkor a 2 Aeset�en Sp0B �(a) � Sp0A(a):Ha A egys�egelemes algebra, akkor minden � 2 X(A) karakterre �es a 2 A elemreteljes�ul, hogy ImG(a) � Sp(a):Ha A algebra, akkor minden � 2 X 0(A) karakterre �es a 2 A elemre teljes�ul, hogyImG(a) � Sp0(a):Legyen A egys�egelemes algebra a K test felett, �es a 2 A. Ekkor mindenP 2 K[X] polinomra P (Sp(a)) � Sp(P (a));�es ha a K test algebrailag z�art, valamint P legal�abb els}ofok�u, akkorP (Sp(a)) = Sp(P (a)):2. Norm�alt algebr�akHa A norm�alt algebra, �es a 2 A, akkor az ( npjjanjj)n2N sorozat konvergensR-ben, �es �(a) = limn!1 npjjanjj:Legyen A egys�egelemes norm�alt algebra, �es a 2 A. A Pk2N ak sor pontosanakkor konvergens, ha az 1� a elem invert�alhat�o �es limn!1 an = 0. Ha azPk2N aksor konvergens, akkor (1� a)�1 =Xk2N ak:



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 3Legyen A egys�egelemes Banach-algebra. Ha a 2 A olyan, hogy �(a) < 1, akkoraz 1� a elem invert�alhat�o, �es (1� a)�1 =Xk2N ak:Legyen A egys�egelemes Banach-algebra K felett, �es G(A) az A invert�alhat�oelemeinek halmaza. Minden a 2 G(A) elemreB 1jja�1 jj (a) � G(A);�es a i : G(A) ! A a 7! a�1lek�epez�es K-analitikus, �es minden a 2 A elemre, n 2 N sz�amra, �es (xk)k2n 2 Anrendszerre:�(Dni)(a)��(xk)k2n�= (�1)n X�2Sn a�1x�(0)a�1 : : : x�(n�1)a�1;ahol Sn az n halmaz teljes permut�aci�ocsoportja.Banach-algebr�aban minden regul�aris maxim�alis ide�al z�art.Legyen A egys�egelemes Banach-algebra K felett, �es a 2 A.(1) Sp(a) � �B�(a)(0;K), �es Sp(a) kompakt halmaz K-ban, �es az a 2 A elemrezolvens-f�uggv�enye v�egtelenben elt�un}o K-analitikus f�uggv�eny.(2) Ha K = C , akkor�(a) = minfr 2 R+ j Sp(a) � �Br(0; C )g;�es ha A nem nulla dimenzi�os, akkor Sp(a) 6= ;.Ha A Banach-algebra K felett, �es a 2 A, akkor(1) Sp0(a) � �B�(a)(0;K), �es Sp0(a) kompakt halmaz K-ban.(2) Ha K = C , akkor�(a) = minfr 2 R+ j Sp(a) � �Br(0; C )g:



4 XVI. Norm�alt algebr�akHa A egys�egelemes Banach-algebraK-felett, �es a 2 A olyan invert�alhat�o elem, hogyjjajj = jja�1jj = 1;akkor Sp(a) � TK.Nem nulla dimenzi�os komplex norm�alt algebr�aban minden elem spektruma nem�ures halmaz.Ha A olyan egys�egelemes komplex norm�alt algebra, hogy A minden nem nullaeleme invert�alhat�o, akkor A = C � 1.Kommutat��v komplex Banach-algerb�aban minden regul�aris maxim�alis ide�al 1-kodimenzi�os.Legyen A egys�eglemes Banach-algerba, �es (an)n2N az A invert�alhat�o elemeinekkonvergens sorozata. A limn!1 an elem pontosan akkor invert�alhat�o, ha az(a�1n )n2N sorozat korl�atos.Legyen A egys�egelemes Banach-algerba, �es B � A olyan z�art r�eszalgebra, hogy1 2 B. Ekkor minden b 2 B elemreFr(SpB(b)) � Fr(SpA(b)):Legyenek E;F;G norm�alt terek �es u : E�F ! G folytonos R-biline�aris oper�ator.Ha (ek)k2N olyan sorozat E-ben, hogy aXk2N eksor abszol�ut konvergens E-ben, �es (fk)k2N olyan sorozat F -ben, hogy aXk2N fksor abszol�ut konvergens F -ben, akkor aXk2N nXj=0 u(ej ; fk�j )



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 5sor abszol�ut konvergens G-ben, �es ha E;F;G Banach-terek, akkorXk2N nXj=0 u(ej ; fk�j ) = u( 1Xk=0 ek; 1Xk=0 fk):Legyen A egys�egelemes komplex Banach-algebra, �es a 2 A. EkkorE ! A f 7! fA(a)lek�epez�es olyan egys�egelem-tart�o algebra-mor�zmus, amely az IdC f�uggv�enyhez a-trendeli. Tov�abb�a, ha P 2 C [X], akkor a PC 2 E f�uggv�enyrePC (a) = P (a):Ha A egys�egelemes komplex Banach-algebra, a 2 A �es f 2 E, akkorf(Sp(a)) � Sp(fA(a)):Legyen A egys�egelemes Banach-algebra. L�etezik olyan (cn)n2N val�os sz�amsoro-zat, hogy a Pk2N cn sor abszol�ut konvergens, �es minden a 2 A, jjajj � 1 elemreb = 1Xk=0 ckak 2 Aelem olyan, hogy 1 + a = b2:3. Banach-algerba Gelfand-reprezent�aci�ojaHa A Banach-algebra, �es � 2 X 0(A), akkor minden a 2 A elemrej�(a)j � �(a) � jjajjteljes�ul, ��gy A minden karaktere folytonos line�aris funkcion�al A felett, amelyneknorm�aja kisebb-egyenl}o 1-n�el.Ha A Banach-algebra, akkor X 0(A) kompakt �es X(A) lok�alisan kompaktr�eszhalmazaA0-nek a �(A0; A) topol�ogia szerint. Ha A egys�eglemes Banach-algebra,akkor X(A) kompakt a �(A0; A) topol�ogia szerint.



6 XVI. Norm�alt algebr�akHa A Banach-algebra K felett, akkor minden a 2 A elemre G(a) 2 �C0(X(A);K)az X(A) feletti Gelfand-topol�ogia szerint.Legyen A kommutat��v komplex Banach-algerba, �es a 2 A. Ekkorf0g [ Im(G(a)) = Sp0(a); �es jjG(a)jj = �(a):Ha A egys�egelemes, akkor Im(G(a)) = Sp(a).Legyen A kommutat��v komplex Banach-algebra. AG : A! �C0(X(A); C )Gelfand-reprezent�aci�o pontosan akkor izometria �C0(X(A); C ) felett a sup-norm�atv�eve, ha minden a 2 A elemre jja2jj = jjajj2.Legyen A kommutat��v komplex Banach-algerbra, �es tekints�uk a k�ovetkez}ohalmazokat:(1) n1 = ker(G);(2) n2 = fa 2 A j �(a) = 0g;(3) n3 = fa 2 A j Sp0(a) = f0gg;(4) n4 = T�2X0(A) ker(�);(5) n5 az A regul�aris maxim�alis ide�aljainak a metszete, ha l�etezik A-nakregul�aris maxim�alis ide�alja, egy�ebk�ent n5 = A.Ezek a halmazok mind ide�alok A-ban �es, n1 = n2 = n3 = n4 = n5.Legyenek A �es B Banach-algebr�ak, �es tegy�uk fel, hogy B Gelfand-reprezent�aci�ojainjekt��v. Ekkor minden � : A! B algebra-mor�zmus folytonos.Ha A komplex Banach-algebra, �es B radik�almentes kommutat��v komplexBanach-algebra, akkor minden � : A! B algebra-mor�zmus folytonos.Legyen T lok�alisan kompakt t�er �es A = �C0(T;K). Minden F � T z�art halmazralegyen mF = fa 2 A j F � ft 2 T ja(t) = 0gg:(1) Az F 7! mF hozz�arendel�es bijekci�o a T z�art halmazainak halmaza �es az Az�art ide�aljainak halmaza k�oz�ott.(2) Ha F � T z�art halmaz, akkor az mF ide�al pontosan akkor regul�aris A-ban,ha F kompakt �es nem �ures.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 7(3) A t 7! mftg hozz�arendel�es bijekci�o a T halmaz �es az A regul�aris maxim�aliside�aljainak halmaza k�oz�ott. Az A minden regul�aris ide�alja 1-kodimenzi�os.(4) Minden t 2 T pontra �ertelmezz�uk az"t : A! K a 7! a(t)lek�epez�est. Ekkor t 2 T eset�en "t 2 X(A), �es az"T : T ! X(A) t 7! "tlek�epez�es a T -n adott eredeti topol�ogia �es az X(A) feletti Gelfand-topol�ogiaszerint.(5) Az "]T : �C0(X(A);K) ! �C0(T;K) � 7! � � "Tlek�epez�es olyan izometrikus algebra-izomor�zmus a �C0(X(A);K) �es Af�uggv�enyalgebr�ak k�oz�ott, hogy"]T � G = IdA :Legyenek S �es T lok�alisan kompakt terek.(1) Minden � : �C0(T;K) ! �C0(S;K) algebra-izomor�zmushoz l�etezik olyan� : S ! T homeomor�zmus, hogy ha�] : �C0(T;K) ! �C0(S;K) � 7! � � �;akkor �] = �.(2) A T �es S lok�alisan kompakt terek pontosan akkor homeomorfak, ha a�C0(T;K) �es �C0(S;K) algebr�ak izomorfak.Ha T �es S kompakt terek, akkor egy C(T;K) ! C(S;K) algebra-mor�zmuspontosan akkor t�erszer}u, ha egys�egelem tart�o.4. *-algebr�akLegyen A -algebra.(1) L�etezik olyan B egys�egelemes *-algebra K felett �es olyan j : A ! B *-algebra mor�zmus, hogy minden C egys�egelemes *-algebr�ahoz �es � : A! C*-algebra mor�zmushoz l�etezik egyetlen olyan �� : B ! C egys�egelem-tart�o*-algebra mor�zmus, amelyre �� � j = � teljes�ul.(2) Legyenek (B1; j1) �es (B2; j2) olyan egys�egelemes *-algebr�ak melyekre 1.teljes�ul. Ekkor l�etezik egyetlen olyan � : B1 ! B2 *-algebra izomor�zmus,hogy � � j1 = j2.



8 XVI. Norm�alt algebr�akEgys�egelemes *-algebr�aban minden Abel-prolektor v�eges projektor. Minde Abel-t��pus�u egys�egelemes *-algebra v�eges.5. Norm�alt *-algebr�akHa az E norm�alt t�ernek l�etezik v�eges kodimenzi�os teljes line�aris altere, akkorBanach-t�er.Legyen A norm�alt *-algebra, �es ~A az A *-algebra standard egys�egelemes��t�ese.(1) Az ~A *-algebra azjj � jj1 : ~A! R+ (�; a) 7! j�j+ jjajjnorm�aval egys�egelemes norm�alt *-algebra. Ha A Banach *-algebra, akkoraz ~A *-algebra ezzel a norm�aval ell�atva egys�egelemes Banach *-algebra.(2) Ha A egys�egelemes pre-C�-algebra, akkor azjj � jj2 : ~A! R+ (�; a) 7! max(j�j; jja + �1jj)lek�epez�es norma ~A *-algebra felett, �es ~A ezzel a norm�aval ell�atva egys�egele-mes pre-C�algebra, �es ha A C�-algebra, akkor ~A egys�egelemes C�-algebra.(3) Ha A nem egys�egelemes pre-C�algebra, akkor azjj � jj3 : ~A! R+ (�; a) 7! supa02A;jja0jj=1 jj�a0 + aa0jjlek�epez�es norma az ~A *-algebra felett, �es ~A ezzel a norm�aval ell�atvaegys�egelemes pre-C�algebra, �es ha A C�-algebra, akkor ~A egys�egelemes C�-algebra.Ha A pre-C�algebra, akkor minden a 2 Asa elemre �(x) = jjxjj.Ha A Banach *-algebra �es B pre-C�algebra, akkor minden � : A ! B algebra-mor�zmusra �es minden a 2 A elemrejj�(a)jj � jjajj:Ha A �es B C�-algebr�ak, akkor minden � : A! B *-izomor�zmus izometria.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 9Egy A *-algebra felett legfeljebb egy C�-norma l�etezik.Legyen A *-algebra �es p : A! R+ f�elnorma. A k�ovetkez}ok ekvivalensek.(1) p C�-f�elnorma A felett.(2) L�etezik olyan B C�-algebra �es olyan � : A ! B *-algebra mor�zmus, hogyminden a 2 A elemre p(a) = jj�(a)jjteljes�ul.Ha A olyan *-algebra, hogy l�etezik A felett Banach *-norma, akkor egy�ertelm}uenl�etezik olyan A feletti jj � jjSt C�-f�elnorma, hogy minden A feletti p C�-f�elnorm�arap � jj � jjSt; ezt a C�-f�elnorm�at minden A feletti Banach *-norma major�alja.Legyen A Banach *-algebra.(1) L�etezik olyan B C�-algebra �es olyan j : A ! B *-algebra mor�zmus, hogyminden C C�-algebr�ahoz �es � : A ! C *-algebra mor�zmushoz l�etezikegyetlen olyan �� : B ! C *-algebra mor�zmus, amelyre �� � j = � teljes�ul.(2) Legyenek (B1; j1) �es (B2; j2) olyan C�-algebr�ak melyekre 1. teljes�ul. Ekkorl�etezik egyetlen olyan � : B1 ! B2 *-algebra izomor�zmus, hogy ��j1 = j2.6. Kommutat��v C�-algebr�ak �es folytnos f�uggv�enysz�am��t�asLegyen A C�-algebra.(1) Ha A egys�egelemes �es u 2 U(A), akkor Sp(u) � T.(2) Ha x 2 Asa, akkor Sp0(x) � R, �es ha A egys�egelemes, akkor Sp(x) � R.Ha A C�-algebra, akkor � 2 X 0(A) eset�en a � line�aris funkcion�al �onadjung�alt.Ha A egys�egelemes C�-algebra, �es B � A olyan z�art *-r�eszalgebra, hogy 1 2 B,akkor minden b 2 B elemre SpA(b) = SpB(b) teljes�ul.Ha A kommutat��v C�-algebra, akkor aGA : A! �C0(X(A); C )Gelfand-reprezent�aci�o *-izomor�zmus.



10 XVI. Norm�alt algebr�akHa A C�-algebra �es a 2 A norm�alis elem, akkor �(a) = jjajj.Ha A kommutat��v Banach *-algebra, akkor a� �C0(Xsa(A); C );GA;sa�p�ar fed}o C�-algebr�ajaA-nak, teh�at mindenB C�-algebr�ahoz �es � : A ! B *-algebramor�zmushoz l�etezik egyetlen olyan �� : �C0(Xsa(A); C ) ! B *-algebra mor�zmus,hogy �� � GA;sa = �.Ha A C�-algebra, B norm�alt *-algebra, �es � : A ! B injekt��v *-algebramor�zmus, akkor minden a 2 A elemrejj�(a)jj � jjajj:Legyen A egys�egelemes C�-algebra, �es a 2 A norm�alis elem. L�etezik olyanCa : C(SpA(a); C ) ! Aegys�egelem tart�o *-algebra mor�zmus, amelyre Ca(IdSpA(a)) = a teljes�ul. Ez aCa lek�epez�es izometria a C�-norm�ak szerint, �es �ert�ekk�eszlete megegyezik az fa; 1ghalmaz �altal gener�alt A-beli C�-r�eszalgebr�aval.Legyen A egys�egelemes C�-algebra, �es a 2 A norm�alis elem. Ha f : C ! Cholomorf f�uggv�eny, akkor Ca(f jSpA(a)) = fA(a):Legyen A egys�egelemes C�-algebra, �es a 2 A norm�alis elem. Ha � : C ! C olyanf�uggv�eny, hogy SpA(a) � Dom(�) �es �jSpA(a) 2 C(SpA(a); C ), akkorSpA(�A(a)) = �(SpA(a)):Legyen A egys�egelemes C�-algebra, �es a 2 A norm�alis elem. Ha �; : C ! Colyan f�uggv�enyek, hogy Sp(a) � Dom( � �), �jSp(a) 2 C(Sp(a); C ), �es  jSp(a) 2C(�(Sp(a)); C ), akkor ( � �)A(a) =  A(�A(a)):



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 11Legyenek A �es B egys�egelemes C�-algebr�ak, �es � : A ! B egys�egelem tart�o*-algebra mor�zmus. Ha a 2 A norm�alis elem, �es � : C ! C olyan f�uggv�eny, hogySp(a) � Dom(�) �es �jSp(a) 2 C(Sp(a); C ), akkor�(�A(a)) = �B(�(a)):Legyen A C�-algebra �es a 2 A norm�alis elem. Jel�olje C 0(Sp0A(a); C ) azon� : Sp0(a) ! C folytonos f�uggv�enyek halmaz�at, amelyekre �(0) = 0, ez C�-r�eszalgebr�aja a C(Sp0(a); C ) C�-algebr�anak. L�etezik egyetlen olyanC 0a : C 0(Sp0(a); C ) ! A*-algebra mor�zmus, hogy C 0a(IdSp0(a)) = a. A C 0a lek�epez�es izometria �es Im(C 0a)egyenl}o az a 2 A elem �altal gener�alt C�-r�eszalgebr�aval.Legyen T teljesen regul�aris Hausdor�-t�er. L�etezik olyan K kompakt t�er �es olyanj : T ! K folytonos f�uggv�eny, hogy:(1) Minden S kompakt t�erhez, �es minden f : T ! S folytonos f�uggv�enyhezl�etezik egyetlen olyan �f : K ! S folytonos f�uggv�eny, amelyre �f � j = fteljes�ul.(2) Az Im(j) s}ur}u K-ban.(3) A j homeomor�zmus T �es Im(j) topologikus terek k�oz�ott.7. Pozit��v elemek C�-algebr�abanLegyen A C�-algebra, �es y 2 Asa olyan, hogy Sp0(y) � R+. Minden � > 0 val�ossz�amhoz l�etezik egyetlen olyan x 2 Asa, hogy Sp0(x) � R+ �es y = x�.Ha A C�-algebra �es x 2 Asa, akkor l�eteznek olyan u; v 2 Asa elemek, hogyuv = vu = 0 �es x = u2 � v2.Ha A C�-algebra, akkorfx 2 Asa j Sp0(x) � R+g � A+:Ha A C�-algebra, x 2 Asa, �es � 2 C(Sp0(a);R+) olyan f�uggv�eny, hogy �(0) = 0,akkor �(x) 2 A+.(1) Egy C�-algebra minden eleme el}o�all pozit��v elemek komplex line�aris kom-bin�aci�ojak�ent.(2) Egy C�-algebra feletti �onadjung�alt funkcion�alok k�oz�ott a term�eszetesel}orendez�es rendez�es.



12 XVI. Norm�alt algebr�akEgys�egelemes C�-algebra minden eleme el}o�all unit�er elemek val�os line�ariskombin�aci�ojak�ent.Legyen A egys�egelemes C�-algebra �es x 2 Asa.(1) Sp(x) � R+ ekvivalens azzal, hogy jj�jjxjj � 1� x�jj � jjxjj.(2) Ha jj1� xjj � 1, akkor Sp(x) � R+.(3) Ha Sp(x) � R+, �es jjxjj � 1, akkor jj1� xjj � 1.Legyen A egys�egelemes C�-algebra, �es x 2 Asa. A k�ovetkez}o �all��t�asokekvivalensek.(1) Sp(x) � R+.(2) L�etezik olyan y 2 Asa, hogy x = y2.(3) L�etezik olyan a 2 A, hogy x = a�a.(4) x 2 A+.Tov�abb�a, az A+ halmaz C�-norm�aban z�art A-ban, �esA+ \ (�A+) = f0g:Ha A egys�egelemes C�-algebra, akkor minden a 2 A elemre 1+a�a invert�alhat�o.Legyen A C�-algebra, �es x 2 Asa. A k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) Sp0(a) � R+.(2) L�etezik olyan y 2 Asa, hogy x = y2.(3) L�etezik olyan a 2 Asa, hogy x = a�a.(4) x 2 A+.Tov�abb�a, az A+ halmaz C�-norm�aban z�art A-ban, �esA+ \ �(A+) = f0g:Egy C�-algebra �onadjung�alt elemeinek halmaz�an a term�eszetes el}orendez�esrendez�es.Legyen A C�-algebra, �es m � A balide�al A-ban. L�etezik A-ban olyan (ei)i2I�altal�anos��tott sorozat, hogy(1) minden i 2 I indexre ei 2 m \A+ �es jjeijj � 1;(2) minden i; j 2 I indexre, ha i � j, akkor ei � ej ;(3) minden a 2 �m elemre a = limi;I(aei) a C�-norma szerint.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 13Ha A C�-algebra, �es m � A C�-norm�aban s}ur}u ide�al A-ban, akkor l�etezik A-nakolyan approximat��v egys�ege, hogy minden i 2 I indexre ei 2 m \ A+, jjeijj � 1, �esminden i; j 2 I indexre, ha i � j, akkor ei � ej .Egy C�-algebra minden z�art ide�alja *-ide�al.Legyen A C�-algerba.(1) Ha (xn)n2N �es (yn)n2N A+-ban halad�o monoton fogy�o sorozatok, �esinfn2N xn = infn2N yn = 0, akkor infn2N (xn + yn) = 0.(2) Ha infn2N xn A+-ban halad�omonoton fogy�o sorozat, �es infn2N xn = 0, akkorminden a 2 A elemre (a�xna)n2N A+-ban halad�o monoton fogy�o sorozat,�es infn2N (a�xna) = 0.(3) Ha infn2N xn A+-ban halad�o sorozat, x 2 A �es x = limn2N xn a C�-normaszerint, akkor minden " > 0 val�os sz�amhoz l�etezik olyan N 2 N, hogyminden n 2 N sz�amra, n > N eset�en x � "~1 + xn teljes�ul ~A-ban.Legyen A MSC-algebra, �es a; b 2 A. Ha a�a � b�b, akkor l�etezik olyan c 2 A,hogy a = cb. Ha a�a = b�b, akkor l�etezik olyan c 2 A, hogy a = cb �es b = c�a.Ha A MSC-algebra, akkor minden a 2 A elemhez l�etezik olyan w 2 A, hogya = wjaj �es jaj = w�a teljes�ul.Egy MSC-algebr�aban minden ide�al *-ide�al.8. *-algebr�ak �abr�azol�asai �es pozit��v funkcion�alokLegyen A *-algebra, (�i)i2I az A �abr�azol�asainak szumm�alhat�o rendszere, �esminden i 2 I indexre jel�olje Hi a �i �abr�azol�as ter�et. Ekkor a(�; �) :Mi2I Hi �Mi2I Hi ! C ((xi)i2I ; (yi)i2I) 7!Xi2I (xi; yi)ilek�epez�es skal�arszorz�as a Li2I Hi vektort�er felett; jel�olje ~Li2IHi az ezzel askal�arszorz�assal meghat�arozott Li2I Hi prehilbert-t�er teljes burk�at. L�etezik az A*-algebr�anak egyetlen olyan � �abr�azol�asa a ~Li2IHi Hilbert-t�erben, hogy mindena 2 A �es (xi)i2ILi2I Hi elemre�(a)(xi)i2I = (�i(a)xi)i2I



14 XVI. Norm�alt algebr�akteljes�ul.Legyen � �abr�azol�asa az A *-algebr�anak a H Hilbert-t�erben. Ekkor egy�ertelm}uenl�eteznek olyan H0;H1 � H z�art �-invari�ans line�aris alterek, hogy H0 ? H1, �esH = H0 � H1, �es �jH0 null�abr�azol�asa �es �jH1 nemelfajult �abr�azol�asa A-nak. A(�jH0) � (�jH1) Hilbert-�osszeg unit�er ekvivalens �-vel.Legyen � nemelfajult �abr�azol�asa az A *-algebr�anak a H Hilbert-t�erben. Ekkorl�etezik a � ciklikus r�esz�abr�azol�asainak olyan (�i)i2I szumm�alhat�o renszere, hogy~Li2I�i unit�er ekvivalens �-vel.Legyen � �abr�azol�asa az A *-algebr�anak a H Hilbert-t�erben, �es � 2 H. Ekkor azf�;� : A! C a 7! h�(a)�; �ilek�epez�es olyan line�aris funkcion�al, hogy minden a 2 A elemref�;�(a�a) � R+; f�;�(a�) = f�;�(a); jf�;�(a)j2 � jj�jj2 � f�;�(a�a)teljes�ul.Ha A *-algebra �es f : A! C pozit��v funkcion�al, akkor minden a; b 2 A elemref(b�a) = f(a�b);jf(b�a)j2 � f(a�a)f(b�b);teljes�ul.Ha A *-algebra �es f : A! C pozit��v funkcion�al, akkor azA�A! C (a; b) 7! f(b�a)lek�epez�es pozit��v konjug�alt biline�aris funkcion�al, �es aA! R+ a 7!pf(a�a)lek�epez�es olyan f�elnorma az A komplex vektort�er felett, amelyre teljes�ul aparallelogramma egyenl}os�eg.Ha A egys�egelemes *-algebra, akkor minden A ! C pozit��v funkcion�al regul�aris.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 15Ha A *-algebra, akkor az f : A! C pozit��v funkcion�al pontosan akkor regul�aris,ha l�etezik olyan ~A ! C pozit��v funkcion�al, amely f-nek kiterjeszt�ese.Legyen A *-algebra. Ha f : A ! C regul�aris pozit��v funkcion�al, akkor mindena 2 A elemre jf(a)j2 � jjf jj� � f(a�a)teljes�ul. Tov�abb�a, ha f; g : A! C regul�aris pozit��v funkcion�alok �es � 2 R+, akkorf + g �es �f is regul�aris pozit��v funkcion�alok, �esjjf + gjj� � jjf jj� + jjgjj�; jj�f jj� = �jjf jj�:Legyen A *-algebra �es jel�olje A] az A feletti regul�aris pozit��v funkcion�alokhalmaz�at. Ha r 2 R+, akkor azA](r) = ff 2 A] j jjf jj� � rghalmaz az A feletti line�arios funkcion�alok vektorter�enek konvex r�eszhalmaza.Ha A *-algebra, � �abr�azol�asa A-nak a H Hilbert-t�erben, �es � 2 H, akkorjjf�;�jj� � jj�jj2, tov�abb�a, ha a � vektor �-ciklikus, akkor jjf�;� jj� = jj�jj2.9. A GNS-konstrukci�o �es alkalmaz�asaiHa A egys�egelemes Banach *-algebra �es x 2 Asa, akkor jjxjj � 1 eset�en x � 1teljes�ul.Ha A Banach *-algebra, akkor minden f : A ! C regul�aris pozit��v funkcion�alfolytonos �es jjf jj � jjf jj�. Ha A egys�egelemes Banach *-algebra, akkor mindenf : A ! C pozit��v funkcion�alra jjf jj � f(1), tov�abb�a, ha jj1jj = 1, akkorjjf jj = f(1) = jjf jj� is teljes�ul.Ha A approximat��v egys�eges Banach *-algebra, akkor az f : A ! C pozit��vfunkcion�al pontosan akkor folytonos, ha regul�aris. Ha A olyan Banach *-algebra,amelyben l�etezik (ei)i2I approximat��v egys�eg, hogy minden i 2 I eset�en jjeijj � 1,akkor minden f : A ! C folytonos pozit��v funkcion�alra jjf jj = jjf jj�.Ha A Banach *-algebra �es f : A! C regul�aris pozit��v funkcion�al, akkor mindena; b 2 A elemre jf(b�ab)j � jjajj � f(b�b):



16 XVI. Norm�alt algebr�akHa A egys�egelemes C�-algebra, akkor az f : A ! C folytonos �onadjung�altfunkcion�al pontosan akkor pozit��v, ha jjf jj = f(1).Egy C�-algebra felett minden pozit��v funkcion�al folytonos.Legyen A *-algebra, �1; �2 ciklikus �abr�azol�asa A-nak a H1;H2 Hilbert-t�erben,�es �1 2 H1 �es �2 2 H2 �1- �es �2-ciklikus vektorok.(1) Legfeljebb egy olyan u : H1 ! H2 line�aris oper�ator l�etezik, hogy u 2C(�1; �2) �es u(�1) = �2.(2) Akkor �es csak akkor l�etezik olyan u : H1 ! H2 unit�er oper�ator, hogyu 2 C(�1; �2) �es u(�1) = �2, ha f�1;�1 = f�2;�2 .Ha A Banach *-algebra �es f : A ! C regul�aris pozit��v funkcion�al, akkor l�etezikA-nak olyan � ciklikus �abr�azol�asa, �es a � �abr�azol�asi ter�enek olyan � ciklikus vektora,hogy f = f�;�, vagyis minden a 2 A elemre f(a) = h�(a)�; �i.Legyen A Banach *-algebra �es f : A ! C pozit��v funkcion�al. Az f funkcion�alpontosan akkor regul�aris, ha *-reprezent�alhat�o. Ha A approximat��v egys�eges, akkoraz f *-reprezent�alhat�os�aga ekvivalens az f folytonoss�ag�aval.Ha A Banach *-algebra, �-ciklikus �abr�azol�asa A-nak a H Hilbert-t�erben, �es ��-ciklikus vektor H-ban, akkor l�etezik olyan f : A! C regul�aris funkcion�al �es vanolyan u : H ! Hf unit�er oper�ator, amelyre u 2 C(�; �f ) �es u(�) = �f .Ha A Banach *-algebra, f; g : A ! C regul�aris pozit��v funkcion�alok, �es mindena 2 A eset�en f(a�a) = g(a�a), akkor f = g.Legyen A Banach *-algebra �es f; g : A ! C regul�aris pozit��v funkcion�alok. Havan olyan 0 � c val�os sz�am, amelyre cf � g funkcion�al pozit��v, akkor van olyanw 2 C(�f ; �f ), hogy minden a 2 A eset�eng(a) = hw(�f (a)�f ); �f i:Legyen A Banach *-algebra, f 2 K(A), �es tekints�uk a k�ovetkez}o kijelent�eseket.(1) A �f �abr�azol�as algebrailag irreducibilis �es jjf jj� = 1.(2) f 2 Ext(K(A)) n f0g.(3) A �f �abr�azol�as geometriailag irreducibilis �es jjf jj� = 1.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 17Ekkor teljes�ulnek az 1) 2) 3 k�ovetkeztet�esek.Ha A Banach *-algebra, akkor K(A) � A0 olyan konvex �(A0; A)-kompakthalmaz, amely r�esze A0-ben a funkcion�alnorma szerinti z�art egys�egg�ombnek.Legyen A Banach *-algebra �es a 2 A. A k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) L�etezik olyan f : A! C regul�aris pozit��v funkcion�al, hogy f(a) 6= 0.(2) L�etezik olyan f : A! C regul�aris pozit��v funkcion�al, hogy f(a�a) > 0.(3) L�etezik A-nak olyan � geometriailag irreducibilis �abr�azol�asa, hogy �(a) 6= 0.(4) L�etezik A-nak olyan � �abr�azol�asa, hogy �(a) 6= 0.Ha A-nak l�etezik h}u �abr�azol�asa, akkor ezek az �all��t�asok ekvivalensek azzal, hogya 6= 0.Legyen A Banach *-algebra, �es minden a 2 A elemreva = (�f (a)�f )f2K(A) 2 Yf2K(A)Hf ;tov�abb�a HA = fva j a 2 Ag.(1) A HA line�aris altere a Qf2K(A)Hf line�aris szorzatt�ernek, �es minden x; y 2HA elemre a K(A) ! C f 7! hx(f); y(f )iHflek�epez�es folytonos, �es minden a 2 A �es x 2 HA vektorra��f (a)(x(f))�f2K(A) 2 HA:(2) Ha � pozit��v Radon-m�ert�ek a K(A) kompakt t�er felett, akkor ajj � jj� : HA ! R+ x 7!sZK(A) jjx(f)jj2Hf d�(f)lek�epez�es Hilbert-f�elnorma HA felett.(3) Legyen � pozit��v Radon-m�ert�ek a K(A) kompkakt t�er felett. Jel�olje H� aHA= ker(jj�jj�) prehilbert-t�er teljes burk�at, �es minden x 2 HA elemre legyenx� az x ekvivalencia-oszt�alya HA= ker(jj � jj�)-ben. Ekkor azA ! H� a! v�alek�epez�es a norm�ak szerint folytonos line�aris oper�atos, tov�abb�a l�etezikegyetlen olyan �� : A! L(H�)�abr�azol�as, hogy minden x; y 2 HA �es a 2 A elemre fenn�all ah��(a)x�; y�i� = ZK(A)h�f (a)x(f); y(f )iHf d�(f)egyenl}os�eg.



18 XVI. Norm�alt algebr�akLegyen A Banach*-algebra, �es � val�osz��n}us�egi Radon-m�ert�ek a K(A) kompaktt�er felett. Ekkor a ZK(A) �f d�(f) �es �b(�)�abr�azol�asok unit�er ekvivalensek, ez�ert aZK(A) �f d�(f)�abr�azol�as ciklikus.Legyen A szepar�abilis Banach *-algebra, �es � ciklikus �abr�azol�asa A-nak. L�etezikolyan � val�osz��n}us�egi Radon-m�ert�ek a K(A) kompakt konvex halmaz felett, hogy� koncentr�alt az Ext(K(A)) halmazon �esZK(A) �f d�(f)unit�er ekvivalens �-vel.Legyen A kommutat��v Banach *-algebra, �es jel�oljeMb+(Xsa(A)) a �C0(Xsa(A); C )C�-algebra feletti pozit��v funkcion�alok halmaz�at. Legyen tov�abb�a A] az A ! Cregul�aris pozit��v funkcion�alok halmaza. Minden � 2 Mb+(Xsa(A)) funkcion�alra� � GA;sa 2 A], �es az Mb+(Xsa(A)) ! A] � 7! � � GA;salek�epez�es olyan bijekci�o, hogy minden � 2 Mb+(Xsa(A)) elemre jj� � GA;sajj � jj�jj.Ha A-nak van olyan (ei)i2I approximat��v egys�ege, hogy minden i 2 I eset�enjjeijj � 1, akkor minden � 2 Mb+(Xsa(A)) elemre jj� � GA;sajj = jj�jj teljes�ul.10. Banach *-algebr�ak h}u �abr�azol�asaiMinden C�-algebr�aban l�etezik h}u �abr�azol�asa, �es C�-algebra b�armely h}u �abr�azo-l�asa izometria.Az A *-algebr�anak pontosan akkor l�etezik h}u �abr�azol�asa, ha l�etezik A felettpre-C�-norma.Az A Banach *-algebr�anak pontosan akkor l�etezik h}u �abr�azol�asa, ha az A !St(A) kanonikus lek�epez�es injekt��v.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 19Az A kommutat��v Banach *-algebr�anak pontosan akkor l�etezik h}u �abr�azol�asa,ha minden a 2 A n f0g elemhez l�etezik A-nak olyan � �onadjung�alt karaktere, hogy�(a) 6= 0.Legyen A Banach *-algebra, �es jel�olje jj�jjSt a legnagyobb A feletti C�-f�elnorm�at.Legyen tov�abb�a Rep(A) az A �abr�azol�asainak oszt�alya �es Irr(A) az A geometriailagirreducibilis �abr�azol�asainak oszt�alya. Ekkor minden a 2 A elemresupf2Ext(K(A))pf(a�a) = sup�2Irr(A) jj�(a)jj = sup�2Rep(A) jj�(a)jj = supf2K(A)pf(a�a) = jjajjSt:Ha A C�-algebra, akkor l�etezik az A geometriailag irreducibilis �abr�azol�asainakolyan (�i)i2I rendszere, hogy minden a 2 A elemrejjajj = supi2I jj�i(a)jj:Ha A szepar�abilis C�-algebra, akkor l�etezik az A geometriailag irreducibilis�abr�azol�asainak olyan (�n)n2N sorozata, hogy minden a 2 A elemrejjajj = supn2N jj�n(a)jj:Ha A C�-algebra �es x 2 Asa, akkor a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) x 2 A+.(2) Minden f : A! C funkcion�alra f(x) 2 R+.(3) Az A minden � �abr�azol�as�ara �(x) pozit��v oper�ator.(4) Az A-nak l�etezik olyan � h}u �abr�azol�asa, amelyre �(x) pozit��v oper�ator.Legyen A C�-algebra �es P (A) = Ext(K(A)) n f0g. A K(A) �es P (A) halmazokatl�assuk el a �(A0; A) topol�ogia lesz}uk��t�es�evel. Ekkor azAsa ! C(K(A);R) x 7! (f 7! f(x));Asa ! Cb(P (A);R) x 7! (f 7! f(x));lek�epez�esek szigor�uan rendez�estart�o R-line�aris izometri�ak. (Itt a C(K(A);R) �esCb(P (A);R) f�uggv�enytereket sup-norm�aval l�atjuk el.)Ha A norm�alt *-algebra �es f : A! C �onadjung�alt folytonos line�aris funkcion�al,akkor jjf jj = jj(f jAsa)jj:



20 XVI. Norm�alt algebr�akHa A C�-algebra �es f : A ! C �onadjung�alt line�aris funkcion�al. Az f pontosanakkor folytonos, ha l�eteznek olyan f+; f� : A! C pozit��v funkcion�alok, hogyf = f+ � f�; �es jjf jj = jjf+jj+ jjf�jj:Egy C�-algebra felett egy line�aris funkcion�al pontosan akkor folytonos, ha el}o�allpozit��v line�aris funkcion�alok komplex line�aris kombin�aci�ojak�ent.11. Baer-C�-algebr�akHa A olyan *-algebra, amelynek l�etezik h}u �abr�azol�asa, akkor a P (A) halmazona � �es � rel�aci�ok egyenl}ok.Ha A pre-C�-algebra, akkor a P (A) halmazon a � �es � rel�aci�ok egyenl}ok.Legyen A *-algebra, �es e; f 2 P (A).(1) Ha ef = fe, akkor e _ f �es e ^ f l�eteznek P (A)-ban, �ese _ f = e+ f � ef �es e ^ f = ef:(2) Ha ef = 0, akkor e _ f �es e ^ f l�eteznek P (A)-ban, �ese _ f = e+ f; �es e ^ f = 0:(3) Ha e � f , akkor f � e 2 P (A), �es e _ (f � e) l�etezik P (A)-ban, �ese _ (f � e) = f:(4) Ha ef = 0 �es g 2 P (A) olyan, hogy e � g � e _ f , akkor g � e � f:Ha A *-algebra �es (ei)i2I nem �ures v�eges kommutat��v rendszer P (A)-ban, akkorsupi2I ei �es infi2I ei l�etezik P (A)-ban, �essupi2I ei = XH�I;H 6=;(�1)Card(H)+1 Yi2H ei! ; infi2I ei =Yi2I ei:Ha A egys�egelemes *-algebra, akkor az?: P (A) ! P (A) e 7! e? = 1� e



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 21lek�epez�es ortokomplement�aci�o a P (A) korl�atos rendezett halmaz felett.Ha A egys�egelemes *-algebra, akkor P (A) a � rendez�essel �es a ? lek�epez�esselell�atva olyan ortokomplementumos rendezett halmaz, amelyben b�armely v�egesortogon�alis rendszernek l�etezik szupr�emuma, �es minden e; f 2 P (A) eset�en, hae � f , akkor l�etezik olyan g 2 P (A), hogy e ? g �es e ^ g = f . Ha A kommutat��vegys�egelemes algebra, akkor P (A) Boole-h�al�o.Ha A *-algebra �es e; f 2 P (A), akkor a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) L�etezik e _ f a P (A) halmazban a � rendez�es szerint.(2) A Re;f = fh 2 P (A) j he = 0; (f � fe)h = f � feghalmaznak l�etezik P (A)-ban legkisebb eleme a � rendez�es szerint.Ha A egys�egelemes *-algebra �es e; f 2 P (A) olyan elemek, hogy afh 2 P (A) j (f � fe)h = f � feghalmaznak l�etezik P (A)-ban legkisebb eleme a � rendez�es szerint, akkor e_f l�etezikP (A)-ban.Legyen A egys�egelemes *-algebra �esS = ff � fe j e; f 2 P (A)g:Ha minden a 2 S elemre a fh 2 P (A) j ah = aghalmaznak l�etezik P (A)-ban legkisebb eleme a � rendez�es szerint, akkor P (A) a �rendez�essl �es a ? lek�epez�essel ell�atva ortomodul�aris h�al�o.Ha A Baer-*-algebra, akkor P (A) a � rendez�essel �es a ? lek�epez�essel ell�atvaortomodul�aris h�al�o, �es minden e; f 2 P (A) elemre:e _ f = e+RP(f � fe); e ^ f = e�RP(e � fe):Ha A Baer-*-algebra, �es B Baer-*-r�eszalgebr�aja A-nak, akkor B is Baer-*-algebra, �es minden b 2 B elemre RP(b) megegyezik a b 2 B elem B-beli jobbldaliprojektor�aval.



22 XVI. Norm�alt algebr�akHa T kompakt t�er, akkor a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) A C(T; C ) f�uggv�enyalgebra Baer-C�-algebra.(2) Minden f 2 C(T; C ) f�uggv�enyre supp(f) ny��lt-z�art halmaz.(3) A T kompakt t�erben a ny��lt-z�art halmazok topologikus b�azist alkotnak,�es ha (En)n2N a T ny��lt-z�art r�eszhalmazainak tetsz}oleges sorozata, akkor[n2NEn ny��lt halmaz.Ha A Baer-C�-algebra, akkor a P (A) halmaz line�aris burka s}ur}u A-ban a C�-norma szerint.Legyen H Hilbert-t�er �es S � L(H) �onadjung�alt oper�atorhalmaz. Ekkor C(S) =C � IdH pontosan akkor teljes�ul, ha csak f0g �es H olyan z�art line�aris alterek H-ban,amelyek minden s 2 S oper�atorra n�ezve invari�ansak.Ha � �abr�azol�asa az A *-algebr�anak, akkor � algebrai �es geometriai irreducibili-t�asa ekvivalensek.Az A Baer-C�-algebra pontosan akkor kommutat��v, ha a P (A) h�al�o disztribut��v.Ha A Baer-C�-algebra, akkor a P (A) h�al�o �-teljes.12. Spektr�alis C�-algebr�akLegyen R halmazgy}ur}u a T halmaz felett, A *-algebra, �es p : R ! A projektor-�ert�ek}u addit��v f�uggv�eny.(1) Minden E;F 2 R halmazra, ha E � F , akkor p(E) � p(F ).(2) Minden E;F 2 R halmazra p(E \ F ) = p(E)p(F ) = p(E) ^ p(F ),k�ovetkez�esk�eppen Im(p) kommutat��v r�eszhalmaza P (A)-nak.(3) Minden E;F 2 R halmazra p(E [ F ) = p(E) + p(F ) � p(E)p(F ) =p(E) _ p(F ).Legyen R halmazgy}ur}u a T halmaz felett �es A olyan Banach *-algebra, hogy aP (A) halmaz korl�atos az A Banach *-norm�aja szerint.(1) Minden p : R ! A projektor-�ert�ek}u addit��v f�uggv�enyhez l�etezik egyetlenolyan �p : ÊC (T;R) ! A folytonos *-algebra-mor�zmus, hogy mindenE 2 R halmazra �p(�E) = p(E) teljes�ul.(2) Minden � : ÊC (T;R) ! A folytonos *-algebra-mor�zmushoz l�etezik egyetlenolyan p� : R ! A projektor-�ert�ek}u addit��v f�uggv�eny, hogy minden E 2 Rhalmazra p�(E) = �(�E ).



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 23Az A egys�egelemes C�-algebra pontosan akkor infraspektr�alis, ha minden a 2 Anorm�alis elemhez van olyanÊC (SpA(a);B0(SpA(a))) ! A*-algebra mor�zmus, amely a C(SpA(a); C ) ! A folytonos f�uggv�enysz�am��t�ooper�atornak kiterjeszt�ese.Ha A infraspektr�alis C�-algebra, akkor P (A) line�aris burka s}ur}u A-ban a C�-norma szerint.Legyen A C�-algebra �es M � A0 olyan line�aris alt�er, amelyreSP1. M sz�etv�alaszt A felett, �es minden a 2 A elemre �es f 2 M funkcion�alraa � f; f� 2M .teljes�ul.(1) Minden f 2M �es a 2 A elemre f � a 2M .(2) Az A invol�uci�oja folytonos a �(A;M) topol�ogia szerint.(3) Az A szorz�asa v�altoz�oiban folytonos a �(A;M) topol�ogia szerint.(4) Ha �M jel�oli az M lez�artj�at A0-ben a funkcion�alnomra szerint, akkor �M -reSP1. szint�en teljes�ul, �es minden B � A C�-norm�aban korl�atos halmazra�(A;M)jB = �(A; �M )jB.(5) Ha A sorozatteljes a �(A;M) topol�ogia szerint, �es minden A-ban halad�o�(A;M) topol�ogia szerint konvergens sorozat C�-norm�aban korl�atos, akkorA sorozatteljes a �(A; �M ) topol�ogia szerint is.Ha R halmazgy}ur}u a T halmaz felett, akkorM(T;R) olyan funkcion�alnorm�abanz�art line�aris alt�er ÊC (T;R)0 t�erben, amely sz�etv�alsztja ÊC (T;R) elemeit, tov�abb�aminden (�n)n2N ÊC (T;R)-ben halad�o sorozatra �es � 2 ÊC (T;R) f�uggv�enyre � =limn!1 �n pontosan akkor teljes�ul a �(ÊC (T;R);M(T;R)) topol�ogia szerint, haa (�n)n2N f�uggv�enysorozat sup-norm�aban korl�atos �es pontonk�ent konverg�al a Thalmazon �-hez.Legyen B �-algebra a T halmaz felett �es � : T ! C korl�atos f�uggv�eny. Ha l�etezikolyan (�n)n2N f�uggv�enysorozat, amely ÊC (T;B)-ben halad �es pontonk�ent konverg�al�-hez a T halmazon, akkor � 2 ÊC (T;B).Ha B �-algebra a T halmaz felett, akkor az M(T;B) � ÊC (T;B)0 line�arisalt�erre teljes�ulnek az ultraspektralit�asi felt�etelek, teh�at ÊC (T;B) ultraspektr�alis C�-algebra.Ha T �-kompakt lok�alisan kompakt t�er, akkor ÊC (T;B0(T )) ultraspektr�alis C�-algebra.



24 XVI. Norm�alt algebr�akLegyen H Hilbert-t�er, �es minden � 2 H vektorra legyen!� : L(H) ! C a 7! ha(�); �i:Legyen A Neumann-algebra H felett, �es legyenMA = spf!�jA j � 2 Hg;valamint �MA az MA halmaz lez�artja A0-ban a funkcion�alnomra szerint. EkkorMA �es �MA olyan line�aris alterek A0-ben, amelyekre teljes�ulnek a ultraspektralit�asifelt�etelek, teh�at A ultraspektr�alis C�-algebra.Minden ultraspektr�alis C�-algebra Baer-C�-algebra.Ha T lok�alisan kompakt t�er, �es H � ÊC (T;B0(T )) olyan halmaz, amelysorozatz�art a ��ÊC (T;B0(T ));M(T;B0(T ))�topol�ogia szerint �es C0(T; C ) � H, akkor H = ÊC (T;B0(T )).Legyen X;Y vektort�er �es X 0 � X�, Y 0 � Y � sz�etv�alaszt�o alt�er. Tegy�uk fel,hogy X0 olyan line�aris altere X-nek, hogy az X minden X0-t tartalmaz�o �(X;X 0)-sorozatz�art r�eszhalmaza egyenl}o X-szel. Ha Y sorozatteljes a �(Y; Y 0) topol�ogiaszerint, �es u0 : X0 ! Y olyan line�aris oper�ator, amely a �(X;X 0)jX0 �es �(Y; Y 0)topol�ogi�ak szerint folytonos, akkor u0 egy�ertelm}uen kiterjeszthet}o olyan u : X ! Yline�aris oper�atorr�a, amely a �(X;X 0) �es �(Y; Y 0) topol�ogi�ak szerint folytonos.Legyenek (X;X 0), (Y; Y 0), X0, u0 �es u ugyanazok, mint az el}oz}o lemm�aban.(1) Legyenek � : X � X ! X �es � : Y � Y ! Y olyan m}uveletek, amelyeka �(X;X 0) �es �(Y; Y 0) topol�ogi�ak szerint v�altoz�oikban folytonosak. Ha X0z�art a � m}uveletre n�ezve (azaz �(X0 � x0) � X0) �es u0 megtartja a � �es� m}uveleteket (azaz � � (u0 � u0) � u0 � �), akkor u is megtartja a � �es �m}uveleteket (azaz � � (u� u = u � �).(2) Legyenek i : X ! X �es j : Y ! Y olyan egyv�altoz�os m}uveletek, amelyeka �(X;X 0) �es �(Y; Y 0) topol�ogi�ak szerint folytonosak. Ha X0 invari�ans azi m}uveletre n�ezve (azaz i(X0) � X0), �es u0 megtartja az i �es j m}uveleteket(azaz j � u0 � u0 � i), akkor u is megtartja az i �es j m}uveleteket (azazj � u = u � i).Ha A ultraspektr�alis C�-algebra �esM � A0 olyan line�aris alt�er, amely teljes��ti azultraspektralit�asi felt�eteleket, akkor minden T lok�alisan kompakt t�erhez �es minden� : �C0(T; C ) ! A



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 25*-algebra-mor�zmushoz l�etezik egyetlen olyan�� : ÊC (T;B0(T )) ! A*-algebra-mor�zmus, amely �-nek kiterjeszt�ese, �es amely a��ÊC (T;B0(T ));M(T;B0(T ))��es �(A;M) topol�ogi�ak szerint folytonos.Legyen A ultraspektr�alis C�-algebra �es M � A0 olyan line�aris alt�er amelyre tel-jes�ulnek az ultraspektralit�asi felt�etelek. Ha (ek)k2N tetsz}olges ortogn�alis projektorsorozat A-ban, akkor a Pk2N ek sor konvergens a �(A;M) topol�ogia szerint �es az�osszege egyenl}o a supk2N ek elemmel, teh�at aPk2N ek sor �(A;M) topol�ogia szerintf�uggetlen az M-t}ol.Legyen A ultraspektr�alis C�-algebra �es R halmazgy}ur}u a T halmaz felett. Ha� : ÊC (T;R) ! A*-algebra-mor�zmus, akkor a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) A � lek�epez�es folytonos a �(ÊC (T;R);M(T;R)) �es �(A;M) topol�ogi�akszerint minden olyan M � A0 line�aris alt�erre melyre teljes�ulnek azultraspektralit�asi felt�etelek.(2) Van olyanM � A0 line�aris alt�er, melyre teljes�ul az ultraspektralit�asi felt�etel,�es � a �(ÊC (T;R);M(T;R)) �es �(A;M) topol�ogi�ak szerint folytonos.(3) Minden (Ek)k2N diszjunkt R-beli sorozatra, ha [k2NEk � R, akkorp� ([k2NEk) = supk2N p�(Ek);ahol p� : R ! A az a projektor-�ert�ek}u addit��v f�uggv�eny, amelyre E 2 Reset�en p�(E) = �(�E).Legyen R halmazgy}ur}u a T halmaz felett, A ultraspektr�alis C�-algebra �esp : R ! A projektor-�ert�ek}u �-ortoaddit��v f�uggv�eny. Ha � 2 ÊC (T;R) �es (�n)n2Nolyan ÊC (T;R)-ban halad�o sorozat, amely pontonk�ent konverg�al a T halmazon �-hez �es supn2N jj�njjT < +1, akkorZT �dp = limn!1ZT �n dpa �(A;M) topol�ogia szerint b�armely olyan M � A0 halmazra, amely teljes��ti azultraspektralit�asi felt�eteleket.



26 XVI. Norm�alt algebr�akLegyen R halmazgy}ur}u a T halmaz felett, H Hilbert-t�er �esp : R ! L(H)projektor-�ert�ek}u �-ortoaddit��v f�uggv�eny. Ha � 2 ÊC (T;R) valamint (�n)n2Nolyan ÊC (T;R)beli sorozat, amely pontonk�ent konverg�al a T halmazon �-hez �essupn2N jj�njjT < +1, akkor ZT �dp = limn!1ZT �n dpa H halmazon pontonk�ent.Legyen A ultraspektr�alis C�-algebra, T lok�alisan kompakt t�er, �es � : �C0(T; C ) !A *-algebra-mor�zmus. L�etezik egyetlen olyan p : B0 ! A projektor-�ert�ek}u �-ortoaddit��v f�uggv�eny, hogy a p �altal gener�alt egyszer}u integr�al, a �-nek kiterjeszt�ese,vagyis minden � 2 �C0(T; C ) f�uggv�enyre�(�) = ZT �dp:Erre a p lek�epez�esre teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:(1) Minden E 2 B0(T ) halmazra �es � 2 �C0(T; C ) f�uggv�enyrep(E)�(�) = �(�)p(E):(2) Minden E 2 B0(T ) halmazra �es � 2 �C0(T; C ) f�uggv�enyreSpp(E)Ap(E) (�(�)p(E) � �(E):(3) Az Im(�) �es Im(p) halmazok kommut�ansai A-ban egyenl}ok:C(Im(�)) = C(Im(p)):Legyen A ultraspektr�alis C�-algebra. Minden a 2 A norm�alis elemhez l�etezikegyetlen olyan pa : B0(SpA(a)) ! Aprojektor-�ert�ek}u f�uggv�eny, hogy pa(SpA(a)) = 1 �esa = ZSpA(a) IdSpA(a) dpa:Legyen H Hilbert-t�er �es u 2 L(H) norm�alis oper�ator. Egy�ertelm}uen l�etezikolyan p : B(Sp(u))! L(H)



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 27f�uggv�eny, amelyre teljes�ulnek a k�ovetkez}ok.(1) Minden E 2 B(Sp(u)) Borel-halmazra p(E) ortogon�alis projektor H felett.(2) p(Sp(u)) = IdH .(3) Minden (Ek)k2N diszjunkt B(Sp(u))-beli sorozatra aPk2N p(Ek) oper�ator-sor pontonk�ent konvergens �es1Xk=0 p(Ek) = p ([k2NEk) :(4) u = ZSp(u) IdSp(u) dp:Legyen A C�-algebra �es P olyan r�eszhalmaza az A-feletti pozit��v line�arisfunkcion�alok halmaz�anak, hogy:(1) minden x 2 A+ elemre f 2 P funkcion�alra x � f � x 2 P ;(2) minden x 2 A+ n f0g elemhez van olyan f 2 P , hogy f(x) > 0.Ekkor x; y 2 Asa eset�en x � y pontosan akkor teljes�ul, ha minden f 2 Pfunkcion�alra f(x) � f(y).Legyen A ultraspektr�alis C�-algebra, �es tegy�uk fel olyan M � A0 line�aris alt�erl�etez�es�et, amelyre teljes�ulnek az ultraspektralit�asi felt�etelek �es az al�abbi felt�etel isteljes�ul:SP3. Minden x 2 A+ n f0g elemhez van olyan f 2 M pozit��v line�aris funkcion�al,hogy f(x) > 0.Ekkor A MSC-algebra, �es �onadjung�alt elemek b�armely C�-nomr�aban korl�atosmonoton n�ov}o (xn)n2N sorozata konvergens a �(A;M) topol�ogia szerint, �eslimn!1 = supn2N xn:Ha T kompakt t�er, akkor a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) A C(T; C ) spektr�alis C�-algebra.(2) L�etezik olyan sz�urjekt��v̂EC (T;B0(T )) ! C(T; C )*-algebra-mor�zmus, amely az IdC(T;C) f�uggv�enynek kiterjeszt�ese.(3) A �T : X�ÊC (T;B0(T ))�! Tkanonikus lek�epez�esnek l�etezik folytonos jobbinverze.Egys�egelemes C�-algebra pontosan akkor spektr�alis, ha minden maxim�aliskommutat��v *-r�eszalgebr�aja spektr�alis.


