Tételgylijtemény a normalt algebrak elemeibol

Andai Attila

Az itt szereplo tételekhez sziikséges fogalmak és bizonyita-
sok megtalalhatok a Kristof Janos: Analizis IV. jegyzetben.
Ez tanulasi segédanyag, melyben elofordulhatnak hibak!
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XVI. Normalt algebrak

1. Algebrak

Legyen A algebra a K test felett.

(1) Létezik olyan B egységelemes algebra K felett és olyan j : A — B algebra-
morfizmus, hogy minden C egységelemes algebrahoz és n : A — C algebra
morfizmushoz létezik egyetlen olyan 7 : B — C egységelem-tarto algebra-
morfizmus, amelyre 7 o j = 7 teljestl.

(2) Legyenek (By,j1) és (Bz,j2) olyan egységelemes algebrak melyekre 1.
teljesiil. Ekkor létezik egyetlen olyan 7w : By — By algebra-izomorfizmus,
hogy 7o j1 = J2.

Az A algebra m idedlja pontosan akkor reguléris, ha az A/m faktoralgebra nem
nulla és egységelemes.

Legyen A algebra. Ha y € X(A), akkor ker y 1 kodimenzids regularis ideal.
Minden m C A 1 kodimenzids regularis idealhoz 1étezik egyetlen olyan xy € X(A),
hogy ker y = m, igy a

x — ker y

leképezés bijekcié az A nem nulla karaktereinek halmaza és az A 1 kodimenzios
reguléris idealjainak halmaza kozott.

Egységelemes algebra minden valodi idedlja része egy maximalis idealnak.

Ha A algebra K felett és m regularis maximalis ideal A-ban, akkor létezik olyan
m maximalis idedl A-ban, hogy

m=mn A.

Ha A kommutativ algebra a K test felett és m regularis maximalis ideal A-ban,
akkor A/m testbévitése I -nak.

(1) Ha A algebra K test felett, akkor a,b € A esetén Sp'(ab) = Sp'(ba).
(2) Ha A egységelemes algebra K test felett, akkor a,b € A esetén {0}USp(ab) =

{0} U Sp(ba).
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Ha A és B egységelemes algebrék és m 1 A — B egységelem-tarto algebra-
morfizmus, akkor a € A esetén

Spp m(a) € Sp(a).

Ha A és B tetszoleges algebrak, és 7 : A — B algebra-morfizmus, akkor a € A
esetén

Sp's m(a) C Sps(a).

Ha A egységelemes algebra, akkor minden y € X (A) karakterre és a € A elemre
teljestl, hogy
ImG(a) C Sp(a).

Ha A algebra, akkor minden y € X'(A) karakterre és a € A elemre teljesiil, hogy

ImG(a) C Sp'(a).

Legyen A egységelemes algebra a K test felett, és a € A. Ekkor minden
P € K[X] polinomra

P(Sp(a)) C Sp(P(a)),

és ha a K test algebrailag zart, valamint P legalabb elsofoku, akkor

P(Sp(a)) = Sp(P(a)).

2. Normalt algebrak

Ha A normalt algebra, és a € A, akkor az ({/||a"||)nen sorozat konvergens

R-ben, és
pla) = tim /T[]

n— 00

Legyen A egységelemes normaélt algebra, és a € A. A )7, a® sor pontosan
akkor konvergens, ha az 1 — a elem invertalhato6 és lim,, -, ¢ = 0. Ha az EkeN a®

sor konvergens, akkor
(1—a)™' = Zak.

keN
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Legyen A egységelemes Banach-algebra. Ha a € A olyan, hogy p(a) < 1, akkor
az 1 — a elem invertalhaté, és

(1-a)™ !t = Zak.

keN

Legyen A egységelemes Banach-algebra K felett, és G(A) az A invertdlhaté
elemeinek halmaza. Minden a € G(A) elemre

B_1 (a) CG(A),

[la=1]]

7
€S a

i GA)— A a—a !

leképezés K-analitikus, és minden a € A elemre, n € N szdmra, és (v )ren € A"
rendszerre:

((D™i)(a) ((zk)ken)= (=1)" > a '2pya" .. 2pa_nya ",

ocES,

ahol 5, az n halmaz teljes permutacidcsoportja.
Banach-algebraban minden regularis maximalis ideél zart.

Legyen A egységelemes Banach-algebra K felett, és a € A.
(1) Sp(a) C Bp(a)(O,K), és Sp(a) kompakt halmaz K-ban, és az a € A elem
rezolvens-fuggvénye végtelenben eltuno K -analitikus fuggvény.
(2) Ha I = C, akkor
pla) =min{r e Ry | Sp(a) C BT’(OvC)}v

és ha A nem nulla dimenzids, akkor Sp(a) # 0.

Ha A Banach-algebra K felett, és a € A, akkor
(1) Sp'(a) C Bya)(0, K), és Sp’(a) kompakt halmaz K-ban.
(2) Ha I = C, akkor

pla) =min{r € Ry | Sp(a) C B,(0,C)}.
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Ha A egységelemes Banach-algebra K -felett, és a € A olyan invertalhato elem, hogy
-1
lall = [la™"[] =1,

akkor Sp(a) C Tgk.

Nem nulla dimenziés komplex normalt algebraban minden elem spektruma nem
ures halmaz.

Ha A olyan egységelemes komplex normalt algebra, hogy A minden nem nulla
eleme invertalhaté, akkor A = C- 1.

Kommutativ komplex Banach-algerbaban minden regularis maximalis ideal 1-
kodimenzios.

Legyen A egységlemes Banach-algerba, és (a,)nen az A invertalhaté elemeinek
konvergens sorozata. A lim,_,. a, elem pontosan akkor invertalhatd, ha az
(a1 )nen sorozat korldtos.

Legyen A egységelemes Banach-algerba, és B C A olyan zart részalgebra, hogy
1 € B. Ekkor minden b € B elemre

Fr(Spp (b)) € Fr(Sp.s(h)).

Legyenek E. F, G normalt terek és u : Ex F — G folytonos R-bilinearis operator.
Ha (eg)ren olyan sorozat E-ben, hogy a

S

keN

sor abszolit konvergens E-ben, és (fi)ren olyan sorozat F-ben, hogy a

> ki

keN

sor abszolut konvergens F-ben, akkor a

DY ulej, fmj)

kEN j=0
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sor abszolut konvergens G-ben, és ha F, F, G Banach-terek, akkor

SN ulej i) = ulY x> fi).

kEN j=0 k=0

Legyen A egységelemes komplex Banach-algebra, és a € A. Ekkor
E—=A [ fala)

leképezés olyan egységelem-tarté algebra-morfizmus, amely az Idc fuggvényhez a-t

rendeli. Tovabba, ha P € C[X], akkor a Pr € £ fiiggvényre

Ha A egységelemes komplex Banach-algebra, a € A és f € &, akkor
f(Sp(a)) € Sp(fa(a)).

Legyen A egységelemes Banach-algebra. Létezik olyan (¢, )nen valos szamsoro-
zat, hogy a ), oy ¢n sor abszolit konvergens, és minden a € A, ||a|| < 1 elemre

oo

b= cra* € A
k=0
elem olyan, hogy
1+a=20b%

3. Banach-algerba Gelfand-reprezentacidja

Ha A Banach-algebra, és x € X'(A), akkor minden a € A elemre

Ix(a)] < pla) < [a|

teljestil, igy A minden karaktere folytonos linearis funkcional A felett, amelynek
normaja kisebb-egyenlo 1-nél.

Ha A Banach-algebra, akkor X’(A) kompakt és X(A) lokalisan kompakt
részhalmaza A’-nek a o(A’, A) topoldgia szerint. Ha A egységlemes Banach-algebra,
akkor X (A) kompakt a o(A’, A) topoldgia szerint.
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Ha A Banach-algebra K felett, akkor minden a € A elemre G(a) € Co(X(A), K)
az X (A) feletti Gelfand-topolégia szerint.

Legyen A kommutativ komplex Banach-algerba, és a € A. Ekkor

{0} UIm(G(a)) = Sp'(a), és [|G(a)ll = p(a).

Ha A egységelemes, akkor Im(G(a)) = Sp(a).

Legyen A kommutativ komplex Banach-algebra. A
G:A— Co(X(4),0C)

Gelfand-reprezentacié pontosan akkor izometria Co(X(A), C) felett a sup-normét
véve, ha minden a € A elemre ||a?|| = ||a||*.

Legyen A kommutativ komplex Banach-algerbra, és tekintsuik a kovetkezo
halmazokat:

(1) ny = ker(G);
np={a€A | pla)=0}
n={eeA | Sp'(a)=[0}}
Ny = mXEX/(A) ker(y);
ns az A regularis maximalis idedljainak a metszete, ha létezik A-nak
regularis maximalis idedlja, egyébként ns; = A.

(2
(3
(4
(

RN N

S

Ezek a halmazok mind idealok A-ban és, ny = ny = n3 = ny = ns.

Legyenek A és B Banach-algebrak, és tegytik fel, hogy B Gelfand-reprezentacidja
injektiv. Ekkor minden 7 : A — B algebra-morfizmus folytonos.

Ha A komplex Banach-algebra, és B radikdlmentes kommutativ komplex
Banach-algebra, akkor minden = : A — B algebra-morfizmus folytonos.

Legyen T lokélisan kompakt tér és A = Co(7T, K). Minden F C T zért halmazra
legyen
mp={a€eA | FC{teTla(t)=0}}.

(1) Az F — myp hozzarendelés bijekcié a T zart halmazainak halmaza és az A
zart idedljainak halmaza kozott.

(2) Ha F C T zart halmaz, akkor az mp idedl pontosan akkor regularis A-ban,
ha F kompakt és nem tres.
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(3) At = myy hozzarendelés bijekcié a T halmaz és az A reguldris maximalis
idedljainak halmaza kozott. Az A minden regularis idealja 1-kodimenziods.
(4) Minden t € T pontra értelmezziik az

et A=K arat)
leképezést. Ekkor ¢t € T esetén ¢, € X(A), és az
€T3T—>X(A) t+r ey

leképezés a T-n adott eredeti topoldgia és az X (A) feletti Gelfand-topoldgia
szerint.

(5) Az
et Co(X(A),K) = Co(T,K) ¢+ doer
leképezés olyan izometrikus algebra-izomorfizmus a Co(X(A4),K) és A
fuggvényalgebrak kozott, hogy

oG =1Ida.

Legyenek S és T lokalisan kompakt terek.
(1) Minden 7 : Co(T,K) — Co(S, K) algebra-izomorfizmushoz létezik olyan
o : S — T homeomorfizmus, hogy ha

ot Co(T,K) — Co(S,K) ¢+ ¢oo,

akkor of = 7.
(2) A T és S lokalisan kompakt terek pontosan akkor homeomorfak, ha a
Co(T,K) és Co(9, ) algebrak izomorfak.

Ha T és S kompakt terek, akkor egy C(T,K) — C(9, K) algebra-morfizmus

pontosan akkor térszeru, ha egységelem tarto.

4. *-algebrak

Legyen A -algebra.

(1) Létezik olyan B egységelemes *-algebra K felett és olyan j : A — B *-
algebra morfizmus, hogy minden C egységelemes *-algebrahoz és 7 : A — C
*-algebra morfizmushoz létezik egyetlen olyan 7 : B — (' egységelem-tarto
*_algebra morfizmus, amelyre 7 0 7 = 7 teljesiil.

(2) Legyenek (By,j1) és (Ba,j2) olyan egységelemes *-algebrédk melyekre 1.
teljestil. Ekkor létezik egyetlen olyan 7 : By — By *-algebra izomorfizmus,
hogy 7o j1 = J2.
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Egységelemes *-algebraban minden Abel-prolektor véges projektor. Minde Abel-
tipust egységelemes *-algebra véges.

5. Normalt *-algebrak

Ha az E normalt térnek létezik véges kodimenzids teljes lineéris altere, akkor
Banach-tér.

Legyen A normélt *-algebra, és A az A *-algebra standard egységelemesitése.

(1) Az A *-algebra az
I lh s A= Ry (Aa) = [\ 4 []al]

normaval egységelemes normalt *-algebra. Ha A Banach *-algebra, akkor

az A *-algebra ezzel a normaval ellatva egységelemes Banach *-algebra.
(2) Ha A egységelemes pre-C*-algebra, akkor az

1-ll2: A= Ry (N a) = max(|A],[|a + AL]])

leképezés norma A *-algebra felett, és A ezzel a normaval ellatva egységele-

mes pre-C*algebra, és ha A C'*-algebra, akkor A egységelemes C'*-algebra.
(3) Ha A nem egységelemes pre-C*algebra, akkor az

|-l A — Ry (A a) — sup [|\a’ + aa’||
a'€A,[[a’]]=1

leképezés norma az A *-algebra felett, és A ezzel a normédval ellitva

egységelemes pre-C*algebra, és ha A C*-algebra, akkor A egységelemes C*-
algebra.

Ha A pre-C*algebra, akkor minden a € Ag, elemre p(z) = ||z||.
Ha A Banach *-algebra és B pre-C*algebra, akkor minden 7 : A — B algebra-
morfizimusra és minden a € A elemre

Iw(a)l] < [lall.

Ha A és B C*-algebrik, akkor minden 7 : A — B *-izomorfizmus izometria.
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Egy A *-algebra felett legfeljebb egy C*-norma létezik.

Legyen A *-algebra és p: A — R4 félnorma. A kovetkezdk ekvivalensek.

(1) p C*-félnorma A felett.
(2) Létezik olyan B C*-algebra és olyan m : A — B *-algebra morfizmus, hogy
minden a € A elemre
pla) = ||x(a)]]

teljesul.

Ha A olyan *-algebra, hogy létezik A felett Banach *-norma, akkor egyértelmiien
létezik olyan A feletti || - ||sy C*-félnorma, hogy minden A feletti p C'*-félnormara
P <||-|lst; ezt a C*-félnormat minden A feletti Banach *-norma majoralja.

Legyen A Banach *-algebra.

(1) Létezik olyan B C*-algebra és olyan j : A — B *-algebra morfizmus, hogy
minden C' C*-algebrahoz és ©# : A — C *-algebra morfizmushoz 1étezik
egyetlen olyan 7 : B — C *-algebra morfizmus, amelyre 7 0 ;7 = 7 teljesiil.

(2) Legyenek (Bq,j1) és (B2, j2) olyan C*-algebrak melyekre 1. teljestil. Ekkor
1étezik egyetlen olyan 7 : By — By *-algebra izomorfizmus, hogy 707, = js.

6. Kommutativ C*-algebrak és folytnos fuggvényszamitas

Legyen A C*-algebra.

(1) Ha A egységelemes és u € U(A), akkor Sp(u) C T.
(2) Ha z € Ag,, akkor Sp'(x) C R, és ha A egységelemes, akkor Sp(z) C R.

Ha A C*-algebra, akkor y € X'(A) esetén a x linearis funkcional énadjungalt.

Ha A egységelemes C*-algebra, és B C A olyan zéart *-részalgebra, hogy 1 € B,
akkor minden b € B elemre Sp 4(b) = Spp(b) teljesiil.

Ha A kommutativ C'*-algebra, akkor a

Ga:A— Co(X(A),C)

*

Gelfand-reprezentéacié *-izomorfizmus.
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Ha A C*-algebra és a € A normélis elem, akkor p(a) = ||all.

Ha A kommutativ Banach *-algebra, akkor a

(Co(Xaa(4),C), Gasa)

par fedé C'*-algebréaja A-nak, tehat minden B C'*-algebréahoz és 7 : A — B *-algebra
morfizmushoz létezik egyetlen olyan 7 : Co(Xsa(A),C) — B *-algebra morfizmus,
hogy m 0 G = 7.

Ha A C*-algebra, B normalt *-algebra, és = : A — B injektiv *-algebra
morfizmus, akkor minden a € A elemre

[Iw(a)l| = [lall.

Legyen A egységelemes C*-algebra, és a € A normalis elem. Létezik olyan
Cy:C(Spyla),C) — A

egységelem tarté *-algebra morfizmus, amelyre C,(Ids;,(q)) = @ teljesiil. Ez a
C, leképezés izometria a C*-normék szerint, és értékkészlete megegyezik az {a, 1}
halmaz altal generalt A-beli C'*-részalgebraval.

Legyen A egységelemes C*-algebra, és ¢ € A normalis elem. Ha f : C — C
holomorf fuggvény, akkor

Ca(f|SpA(a)) = fA(a)‘

Legyen A egységelemes C'*-algebra, és a € A normalis elem. Ha ¢ : C — C olyan
fiiggvény, hogy Sp 4(a) C Dom(¢) és ¢|SpA(a) € C(Spy(a),C), akkor

Spa(@ala)) = ¢(Sp4la)).

Legyen A egységelemes C*-algebra, és ¢ € A normalis elem. Ha ¢, : C — C
olyan fliggvények, hogy Sp(a) € Dom(y o ¢), ¢lsp(a) € C(Sp(a),C), és ¥lspa) €
C((Spla), C), akkor

(¥ 0 d)ala) =pal(pa(a)).
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Legyvenek A és B egységelemes C*-algebrak, és # : A — B egységelem tarto

*_algebra morfizmus. Ha a € A normalis elem, és ¢ : C — C olyan fliggvény, hogy
Sp(a) € Dom(¢) és ¢|spay € C(Sp(a),C), akkor

m(¢ala)) = ép(w(a)).

Legyen A C*-algebra és a € A normélis elem. Jelolje C'(Sp’y(a),C) azon
¢ : Sp'(a) — C folytonos fiiggvények halmazat, amelyekre ¢(0) = 0, ez C*-
részalgebraja a C'(Sp'(a),C) C*-algebrdnak. Létezik egyetlen olyan

C!:C'(Sp'(a),C) — A

*-algebra morfizmus, hogy Cy(Idsp(q)) = a. A C} leképezés izometria és Im(CY)
egyenlo az a € A elem altal generalt C*-részalgebraval.

Legyen T teljesen regularis Hausdorff-tér. Létezik olyan K kompakt tér és olyan
j T — K folytonos fuggvény, hogy:

(1) Minden S kompakt térhez, és minden f : T — S folytonos fliggvényhez
létezik egyetlen olyan f : K — S folytonos fiiggvény, amelyre foj = f
teljesul.

(2) Az Im(j) strtt K-ban.

(3) A j homeomorfizmus T és Im(j) topologikus terek kozott.

7. Pozitiv elemek C*-algebraban

Legyen A C*-algebra, és y € Ag, olyan, hogy Sp'(y) € R4. Minden o > 0 valds
szamhoz létezik egyetlen olyan z € Ag,, hogy Sp'(z) C Ry és y = 2.

Ha A C*-algebra és x € Ag,, akkor léteznek olyan w,v € Ag, elemek, hogy

uv =vu =0 és x = u? — v2.

Ha A C*-algebra, akkor
{r€Am | S(x) CRy}C AL

Ha A C*-algebra, x € Ag,, és ¢ € C(Sp'(a), Ry) olyan figgvény, hogy #(0) = 0,
akkor ¢(x) € Ay.

(1) Egy C*-algebra minden eleme el6all pozitiv elemek komplex lineédris kom-
binaciéjaként.

(2) Egy C*-algebra feletti onadjungalt funkcionalok kozott a természetes
elorendezés rendezés.
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Egységelemes (C*-algebra minden eleme eloall unitér elemek valos lineéris
kombinacidjaként.

Legyven A egységelemes C*-algebra és @ € Ag,.

(1) Sp(x) C Ry ekvivalens azzal, hogy ||<||:1;|| -1 — :1;>|| < |z||.
(2) Ha ||1 — z|| <1, akkor Sp(x) C Ry.

(3) Ha Sp(x) C Ry, és ||z|| <1, akkor ||1 — || < 1.

Legyven A egységelemes C*-algebra, és = € Asa. A kovetkezo allitasok
ekvivalensek.

(1) Sp(z) € Ry.

(2) Létezik olyan y € Ag,, hogy x = y*.

(3) Létezik olyan a € A, hogy = = a*a.

Tovabba, az Ay halmaz C*-norméaban zart A-ban, és

Ay N (—Ay) = {0},

Ha A egységelemes C'*-algebra, akkor minden a € A elemre 1+ a*a invertalhato.

Legyen A C*-algebra, és @ € Ag,. A kovetkezo allitasok ekvivalensek.
(1) Sp'(a) C Ry4.

(2) Létezik olyan y € Ag,, hogy = = y2.

(3) Létezik olyan a € Aqa, hogy @ = a*a.

Tovabba, az Ay halmaz C*-norméaban zart A-ban, és

A N—(A4) = {0}.

Egy C*-algebra onadjungalt elemeinek halmazan a természetes elorendezés
rendezés.

Legyen A C*-algebra, és m C A balidedl A-ban. Létezik A-ban olyan (e;)ier
altalanositott sorozat, hogy

(1) minden ¢ € I indexre ¢; € mN Ay és ||e;]| < 1;

(2) minden ¢, 5 € [ indexre, ha i < j, akkor ¢; < e;;

(3) minden a € m elemre a = lim; j(ae;) a C*-norma szerint.
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Ha A C*-algebra, és m C A C*-norméaban surt ideal A-ban, akkor 1étezik A-nak
olyan approximativ egysége, hogy minden ¢ € [ indexre ¢; € mN A, ||¢;]| < 1, és
minden z, ) € I indexre, ha ¢ < j, akkor ¢; < e;.

Egy C*-algebra minden zart idedlja *-ideal.

Legyen A C*-algerba.

(1) Ha (2n)nen és (yYn)nen Af-ban haladé monoton fogyéd sorozatok, és
infpenya, = infpenyn, =0, akkor inf,en(zn + yn) = 0.

(2) Hainf, ey, A4-ban haladé monoton fogyé sorozat, és inf,, ey 2, = 0, akkor
minden a € A elemre (a*z,a)nen A4-ban haladé monoton fogyé sorozat,
és inf, en(a*x,a) = 0.

(3) Ha inf, ena, Ay-ban haladé sorozat, © € A és @ = lim,ena, a C*-norma
szerint, akkor minden & > 0 valés szamhoz létezik olyan N € N, hogy
minden n € N szdmra, n > N esetén z < 1 + a,, teljesiil A-ban.

Legyen A MSC-algebra, és a,b € A. Ha a*a < b*b, akkor létezik olyan ¢ € A,
hogy a = ¢b. Ha a*a = b*b, akkor 1étezik olyan ¢ € A, hogy a = ¢b és b = c¢*a.

Ha A MSC-algebra, akkor minden a € A elemhez létezik olyan w € A, hogy
a = wla| és |a| = w*a teljestil.

Egy MSC-algebraban minden idedl *-idedl.

8. *-algebrak abrazolasai és pozitiv funkcionalok

Legyen A *-algebra, (m;)icr az A abrézolasainak szummélhaté rendszere, és
minden ¢ € I indexre jelolje H; a m; abrazolas terét. Ekkor a

() PH P H = C ((wi)ier, (vidier) = ) (wi, i)

ie] el el

leképezés skalarszorzas a P, H; vektortér felett; jelolje @ie]Hi az ezzel a
skalarszorzassal meghatarozott O, H; prehilbert-tér teljes burkat. Létezik az A

*-algebranak egyetlen olyan m dbrézolasa a D, H; Hilbert-térben, hogy minden
a € Aés (2;)icr P, Hi elemre

m(a)(xs)ier = (mi(a)x;)ier
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teljesul.

Legyen 7 abrazolasa az A *-algebrdnak a H Hilbert-térben. Ekkor egyértelmiien
léteznek olyan Hy, Hy C H zéart m-invarians linearis alterek, hogy Hy 1 Hy, és
H = Hy ® Hy, és w|Hy nullabrazolasa és n|Hy nemelfajult dbrazoldsa A-nak. A
(w|Ho) & (w|Hy) Hilbert-6sszeg unitér ekvivalens w-vel.

Legyen 7 nemelfajult dbrézoldsa az A *-algebranak a H Hilbert-térben. Ekkor
létezik a 7 ciklikus részabrazoldsainak olyan (m;);e; szummalhaté renszere, hogy

D, ;i unitér ekvivalens w-vel.

Legyen m ébrazolésa az A *-algebranak a H Hilbert-térben, és £ € H. Ekkor az
fre: A= C a— (m(a)&§)

leképezés olyan linearis funkcional, hogy minden a € A elemre

frela®a) SRy, fre(a) = frela), |frgla)l® < EI1* - frela®a)

teljesul.

Ha A *-algebra és f: A — C pozitiv funkciondl, akkor minden a,b € A elemre

f(b%a) = f(a*b),
[f(0*a)l* < fla"a)f(b"D),

teljesul.

Ha A *-algebra és f: A — C pozitiv funkcional, akkor az
AxA—=C (a,b)— f(b*a)
leképezés pozitiv konjugalt bilinearis funkcional, és a
A—=Ry aw+/fla*a)

leképezés olyan félnorma az A komplex vektortér felett, amelyre teljesil a
parallelogramma egyenloség.

Ha A egységelemes *-algebra, akkor minden A — C pozitiv funkciondl reguléris.
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Ha A *-algebra, akkor az f : A — C pozitiv funkcionél pontosan akkor regularis,
ha létezik olyan A — C pozitiv funkcional, amely f-nek kiterjesztése.

Legyen A *-algebra. Ha f : A — C regularis pozitiv funkcional, akkor minden
a € A elemre

[f(a)* < [I£lls - fla®a)

teljesiil. Tovabba, ha f,g: A — C regularis pozitiv funkcionalok és A € R, akkor
f 4 g és \f is regularis pozitiv funkcionélok, és

17+ glle < A1+ gl [IAFIe = AllF]s-

Legyen A *-algebra és jelolje A* az A feletti regularis pozitiv funkcionélok
halmazat. Ha r € R4, akkor az

Ary={feA | lIfll-<r}

halmaz az A feletti linearios funkciondlok vektorterének konvex részhalmaza.

Ha A *-algebra, = &brazoldsa A-nak a H Hilbert-térben, és ¢ € H, akkor
|| Frell« <I€]]?, tovabbé, ha a & vektor m-ciklikus, akkor || fx¢|l« = [|€]|*

9. A GNS-konstrukcié és alkalmazasai

Ha A egységelemes Banach *-algebra és @ € A, akkor ||z]] < 1 esetén v <1
teljesul.

Ha A Banach *-algebra, akkor minden f : A — C regularis pozitiv funkcional
folytonos és ||f|| < [|fll«. Ha A egységelemes Banach *-algebra, akkor minden
f A — C pozitiv funkciondlra ||f|| < f(1), tovabba, ha ||1|] = 1, akkor
AN = f(1) = (1]« is teljestil.

Ha A approximativ egységes Banach *-algebra, akkor az f : A — C pozitiv
funkciondl pontosan akkor folytonos, ha reguléris. Ha A olyan Banach *-algebra,
amelyben létezik (e;);er approximativ egység, hogy minden i € I esetén ||e;|| < 1,
akkor minden f : A — C folytonos pozitiv funkciondalra ||f|| = || f]]«.

Ha A Banach *-algebra és f: A — C reguléris pozitiv funkcionél, akkor minden
a,b € A elemre

|f(b%ab)| < [[a][ - f(b7D).
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Ha A egységelemes C*-algebra, akkor az f : A — C folytonos onadjungalt
funkciondl pontosan akkor pozitiv, ha ||f|| = f(1).

Egy C*-algebra felett minden pozitiv funkcional folytonos.

Legyen A *-algebra, 71,7 ciklikus abrézolasa A-nak a Hy, Hy Hilbert-térben,
és & € Hy és & € Hy mp- és my-ciklikus vektorok.
(1) Legteljebb egy olyan w : H; — H, linearis operator létezik, hogy u €
C(m1,7m2) és u(&r) = Ea.
(2) Akkor és csak akkor létezik olyan u : Hy — H, unitér operator, hogy
u < 0(7717772) és u(gl) = 527 ha fﬂ'17€1 = fﬂ'27€2'

Ha A Banach *-algebra és f : A — C reguldris pozitiv funkcional, akkor létezik
A-nak olyan 7 ciklikus dbrazolésa, és a w abréazolasi terének olyan ¢ ciklikus vektora,
hogy f = fre, vagyis minden a € A elemre f(a) = (7(a)&, §).

Legyen A Banach *-algebra és f : A — C pozitiv funkcional. Az f funkcional
pontosan akkor regularis, ha *-reprezentalhatd. Ha A approximativ egységes, akkor
az [ *-reprezentalhatosaga ekvivalens az f folytonossagaval.

Ha A Banach *-algebra, w-ciklikus abrézolasa A-nak a H Hilbert-térben, és &
w-ciklikus vektor H-ban, akkor létezik olyan f: A — C regularis funkcional és van
olyan v : H — Hy unitér operéator, amelyre u € C(m,75) és u({) = £;.

Ha A Banach *-algebra, f,g : A — C reguldaris pozitiv funkcionélok, és minden
a € A esetén f(a*a) = g(a*a), akkor f = g.

Legyen A Banach *-algebra és f,g : A — C regularis pozitiv funkcionalok. Ha
van olyan 0 < ¢ valés szam, amelyre ¢f — g funkcional pozitiv, akkor van olyan
w € C(rg,my¢), hogy minden a € A esetén

gla) = (w(ms(a)lys), Er)-

Legyen A Banach *-algebra, f € K(A), és tekintsiik a kovetkezd kijelentéseket.

(1) A 7y dbréazolas algebrailag irreducibilis és || f||, = 1.
() f € Bxt(K(A))\ {0,

(3) A 7y abrézolas geometriailag irreducibilis és || f]], = 1.
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Ekkor teljestilnek az 1 = 2 = 3 kovetkeztetések.

Ha A Banach *-algebra, akkor K(A) C A’ olyan konvex o(A’, A)-kompakt

halmaz, amely része A’-ben a funkcionalnorma szerinti zart egységgoémbnek.

Legyen A Banach *-algebra és a € A. A kovetkezo éallitasok ekvivalensek.

(1) Létezik olyan f: A — C reguléris pozitiv funkcional, hogy f(a) # 0.

(2) Létezik olyan f: A — C reguléris pozitiv funkcional, hogy f(a*a) > 0.

(3) Létezik A-nak olyan m geometriailag irreducibilis dbrazoldsa, hogy =(«a) # 0.
(4) Létezik A-nak olyan = abrazolasa, hogy =(a) # 0.

Ha A-nak létezik hu abrazolasa, akkor ezek az éllitasok ekvivalensek azzal, hogy

a# 0.

Legyen A Banach *-algebra, és minden a € A elemre
va = (m(a)ls) rer(a) € H Hy,
fEK(A)

tovabba Hy = {v, | a € A}
(1) A H4 lineéris altere a erK(A) H linedris szorzattérnek, és minden x,y €
H 4 elemre a

K(A) = C e (a(f),u(f))n,
leképezés folytonos, és minden a € A és v € H 4 vektorra
<7Tf(a)(x(f))> FEK(A) € Ha.

(2) Ha p pozitiv Radon-mérték a I (A) kompakt tér felett, akkor a

[ 7S H\// 2(F)IBy, dulf)
K(A)

leképezés Hilbert-félnorma H 4 felett.

(3) Legyen p pozitiv Radon-mérték a K(A) kompkakt tér felett. Jelolje H, a
H 4/ ker(||-||,) prehilbert-tér teljes burkét, és minden « € H 4 elemre legyen
&' az v ekvivalencia-osztalya H 4/ ker(|| - ||,)-ben. Ekkor az

A—H, a— v,

leképezés a norméak szerint folytonos linearis operdtos, tovabba létezik
egyetlen olyan
Tt A— L(H,)

abrazolas, hogy minden z,y € Hy és a € A elemre fennall a

mula)s' )= [ (@) 0, dut)

egyenloség.
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Legyen A Banach™-algebra, és u valészintiségi Radon-mérték a K(A) kompakt
tér felett. Ekkor a

/ mpdu(f) és Th( )
K(A)

abrazolasok unitér ekvivalensek, ezért a

/ mpdu(f)
K(A)

dbrézolés ciklikus.

Legyen A szeparabilis Banach *-algebra, és 7 ciklikus abrézolasa A-nak. Létezik
olyan p valészintiségi Radon-mérték a K (A) kompakt konvex halmaz felett, hogy
p koncentralt az Ext(K(A)) halmazon és

/ mpdu(f)
K(A)

unitér ekvivalens m-vel.

Legyen A kommutativ Banach *-algebra, és jelolje ./\/lz_(Xsa(A)) a Co(Xea(A),C)
C*-algebra feletti pozitiv funkciondlok halmazat. Legyen tovabba Af az A — C
reguléris pozitiv funkcionalok halmaza. Minden p € Mz_(Xsa(A)) funkcionalra

[0oGAga € Al és az
ML (Xa(A) =AY g poGas
leképezés olyan bijekcis, hogy minden p € MY (Xga(A)) elemre || o Ga ]| < ||pell-

Ha A-nak van olyan (e;);er approximativ egysége, hogy minden i € I esetén
|le;|] < 1, akkor minden p € MY (Xsa(A)) elemre || o Gasall = ||p]] teljesiil.

10. Banach *-algebrak hui 4brazolasai

Minden C*-algebraban létezik hu abrazolasa, és C'*-algebra barmely ht abrazo-
lasa 1zometria.

Az A *-algebrdnak pontosan akkor létezik hii abrézolasa, ha létezik A felett
pre-C*-norma.

Az A Banach *-algebranak pontosan akkor létezik hit abrazolasa, ha az A —
St(A) kanonikus leképezés injektiv.
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Az A kommutativ Banach *-algebranak pontosan akkor létezik hii abrézolasa,
ha minden a € A\ {0} elemhez létezik A-nak olyan y 6nadjungdlt karaktere, hogy

x(a) # 0.

Legyen A Banach *-algebra, és jelolje ||-||s¢ a legnagyobb A feletti C*-félnormat.
Legyen tovabba Rep(A) az A dbrazolasainak osztélya és Irr(A) az A geometriailag
irreducibilis abrézolasainak osztdlya. Ekkor minden a € A elemre

sup  /f(a*a) = sup |[x(a)]l = sup |[x(a)l[ = sup \/f(a*a) = [lal|s:-

FEExt(K(A)) m€Irr(A) TERep(A) FEK(A)

Ha A C*-algebra, akkor létezik az A geometriailag irreducibilis abrazolasainak
olyan (m;);cr rendszere, hogy minden a € A elemre

||al| = sup [|mi(a)]].
=y

Ha A szeparabilis C*-algebra, akkor létezik az A geometriailag irreducibilis
abrazolasainak olyan (7, )nen sorozata, hogy minden a € A elemre

||al] = sup ||7a(a)|].
neN

Ha A C*-algebra és o € Ag,, akkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(2) Minden f: A — C funkciondlra f(x) € Ry.
(3) Az A minden 7 dbrazolasara w(x) pozitiv operétor.
(4) Az A-nak létezik olyan 7 hii dbrazolasa, amelyre 7(x) pozitiv operator.

Legyen A C*-algebra és P(A) = Ext(K(A)) \ {0}. A K(A) és P(A) halmazokat
lassuk el a o(A’, A) topolégia lesziikitésével. Ekkor az
Asa = C(K(A)R) o (f = f(2));
A = CU(P(A)R) o> (f o f(2));

leképezések szigorian rendezéstarté R-linedris izometridk. (Itt a C(K(A),R) és
Ct(P(A),R) fiiggvénytereket sup-norméval latjuk el.)

Ha A normalt *-algebra és f : A — C onadjungélt folytonos linearis funkcionél,

akkor

A= 11Cf

Asa)”'
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Ha A C*-algebra és f: A — C onadjungalt linearis funkciondl. Az f pontosan
akkor folytonos, ha léteznek olyan fi, f— : A — C pozitiv funkcionalok, hogy

F=r =1 s =1+ -l

Egy C*-algebra felett egy linearis funkciondl pontosan akkor folytonos, ha eloall
pozitiv linearis funkcionalok komplex linearis kombinacidjaként.

11. Baer-C*-algebrak

Ha A olyan *-algebra, amelynek létezik hit abrazolasa, akkor a P(A) halmazon
a < és < relaciok egyenlok.

Ha A pre-C*-algebra, akkor a P(A) halmazon a < és < relacidk egyenlék.

Legyen A *-algebra, és e, f € P(A).
(1) Ha ef = fe, akkor e V f és e A f 1éteznek P(A)-ban, és

eVf=c+f—ef és eAf=ef
(2) Ha ef = 0, akkor e V f és e A f léteznek P(A)-ban, és
eVf=e+f, és eAf=0.
(3) Ha e < f, akkor f — e € P(A), és eV (f — e) létezik P(A)-ban, és
eV(f—e)=Ff

(4) Haef =0és g € P(A) olyan, hogy e < g < eV f, akkor g — e < f.

Ha A *-algebra és (e;);er nem fires véges kommutativ rendszer P(A)-ban, akkor
sup;er €; ¢és infier e; 1étezik P(A)-ban, és

sup e; = Z (_1)Card(H)+1 (H ei> , 1I€l§ € = Hei.

= HCI,H#0 i€H el

Ha A egységelemes *-algebra, akkor az

1: P(A) —» P(A) crselt=1—c¢
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leképezés ortokomplementécid a P(A) korlétos rendezett halmaz felett.

Ha A egységelemes *-algebra, akkor P(A) a < rendezéssel és a L leképezéssel
ellatva olyan ortokomplementumos rendezett halmaz, amelyben barmely véges
ortogonalis rendszernek létezik szuprémuma, és minden e, f € P(A) esetén, ha
e < f, akkor létezik olyan g € P(A), hogy e L g és e A g = f. Ha A kommutativ
egységelemes algebra, akkor P(A) Boole-halé.

Ha A *-algebra és e, f € P(A), akkor a kovetkez6 éllitasok ekvivalensek.

(1) Létezik eV f a P(A) halmazban a < rendezés szerint.
(2) A
R.y={heP(A) | he=0, (f—fe)h=f—fe}

halmaznak 1étezik P(A)-ban legkisebb eleme a < rendezés szerint.

Ha A egységelemes *-algebra és e, f € P(A) olyan elemek, hogy a

{heP(A) | (f-fe)h=f—fe}
halmaznak létezik P(A)-ban legkisebb eleme a < rendezés szerint, akkor eV f 1étezik
P(A)-ban.

Legyen A egységelemes *-algebra és
S={f-Ffe | efePA)}
Ha minden a € S elemre a
{he P(A) | ah=a}

halmaznak létezik P(A)-ban legkisebb eleme a < rendezés szerint, akkor P(A) a <
rendezéssl és a L leképezéssel ellatva ortomodularis halo.

Ha A Baer-*-algebra, akkor P(A) a < rendezéssel és a L leképezéssel elldtva
ortomodularis halé, és minden e, f € P(A) elemre:

eVf=e+RP(f—fe), enf=e—RP(e— fe).

Ha A Baer-*-algebra, és B Baer-*-részalgebraja A-nak, akkor B is Baer-*-
algebra, és minden b € B elemre RP(b) megegyezik a b € B elem B-beli jobbldali

projektoraval.
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Ha T kompakt tér, akkor a kovetkezo éallitasok ekvivalensek.

(1) A C(T,C) fiiggvényalgebra Baer-C*-algebra.

(2) Minden f € C(T,C) fiiggvényre supp(f) nyilt-zart halmaz.

(3) A T kompakt térben a nyilt-zart halmazok topologikus bézist alkotnak,
és ha (E,)nen a T nyilt-zért részhalmazainak tetszéleges sorozata, akkor
UnenEr nyilt halmaz.

Ha A Baer-C*-algebra, akkor a P(A) halmaz linearis burka stirt A-ban a C*-

norma szerint.

Legyen H Hilbert-tér és S C L(H) énadjungalt operatorhalmaz. Ekkor C(S) =
C-1Id j7 pontosan akkor teljesiil, ha csak {0} és H olyan zart linearis alterek H-ban,
amelyek minden s € S operdtorra nézve invariansak.

Ha 7 abrazolasa az A *-algebrénak, akkor = algebrai és geometriai irreducibili-
tasa ekvivalensek.

Az A Baer-C*-algebra pontosan akkor kommutativ, ha a P(A) halé disztributiv.

Ha A Baer-C*-algebra, akkor a P(A) halé o-teljes.

12. Spektralis C*-algebrak

Legyen R halmazgytirti a T halmaz felett, A *-algebra, és p : R — A projektor-
értéku additiv fuggvény.
(1) Minden E, F € R halmazra, ha E C F, akkor p(E) < p(F).
(2) Minden E,F € R halmazra p(E N F) = p(E)WF) = p(E) A p(F),
kovetkezésképpen Im(p) kommutativ részhalmaza P(A)-nak
(3) Minden E,F € R halmazra p(E U F) = p(E) + (F) p(EW(F) =
PE)V p(E).

Legyen R halmazgytri a T halmaz felett és A olyan Banach *-algebra, hogy a
P(A) halmaz korlatos az A Banach *-normaéja szerint.

(1) Minden p : R — A projektor-értékti additiv fliggvényhez létezik egyetlen
olyan 7, : ff@(T, R) — A folytonos *-algebra-morfizmus, hogy minden
E € R halmazra m,(xr) = p(E) teljestiil.

(2) Minden r : ff@(T, R) — A folytonos *-algebra-morfizmushoz létezik egyetlen
olyan p, : R — A projektor-értéku additiv fuggvény, hogy minden E € R
halmazra p.(E) = n(xg).



IZNLIDLOL JdllUd. A4 dlldall/Zly CICLLICL 1V .

Az A egységelemes C'*-algebra pontosan akkor infraspektralis, ha minden a € A
normalis elemhez van olyan

~

Ec(Spala), Bo(Spa(a))) — A

*-algebra morfizmus, amely a C(Sp,(a),C) — A folytonos fliggvényszamito
operatornak kiterjesztése.

Ha A infraspektrélis C*-algebra, akkor P(A) linearis burka stirti A-ban a C*-

norma szerint.

Legyen A C*-algebra és M C A’ olyan linearis altér, amelyre

SP1. M szétvalaszt A felett, és minden a € A elemre és f € M funkcionalra

a-f,f* e M.

teljesul.

(1) Minden f € M és a € A elemre f-a € M.

) Az A involicidja folytonos a o(A, M) topoldgia szerint.

) Az A szorzésa véltozdéiban folytonos a o(A, M) topoldgia szerint.

) Ha M jeloli az M lezértjat A’-ben a funkcionalnomra szerint, akkor M-re
SP1. szintén teljestul, és minden B C A C*-norméaban korldtos halmazra
o(A, M)|B = o(A, M)|B.

(5) Ha A sorozatteljes a o(A, M) topoldgia szerint, és minden A-ban haladd

o(A, M) topolégia szerint konvergens sorozat C*-normaban korlatos, akkor
A sorozatteljes a o(A, M) topolégia szerint is.

Ha R halmazgyliri a T halmaz felett, akkor M (T, R) olyan funkciondlnorméban
zart linedris altér é@(T, R) térben, amely szétvilsztja é@(T, R) elemeit, tovabbé
minden (¢p )nen é@(T, R)-ben haladé sorozatra és ¢ € é@(T, R) fliggvényre ¢ =
lim,, 00 ¢n pontosan akkor teljesiil a U(é@(T, R),M(T,R)) topoldgia szerint, ha
a (¢n)nen fliggvénysorozat sup-normaban korlatos és pontonként konvergédl a T
halmazon ¢-hez.

Legyen B o-algebra a T halmaz felett és ¢ : T' — C korlatos fuggvény. Ha létezik
olyan (¢n)nen fliggvénysorozat, amely Ec (T, B)-ben halad és pontonként konvergél
¢-hez a T halmazon, akkor ¢ € Ec(T, B).

Ha B o-algebra a T halmaz felett, akkor az M(T,B) C é@(T,B)’ linearis
altérre teljestilnek az ultraspektralitési feltételek, tehat Ec (T, B) ultraspektralis C*-
algebra.

Ha T o-kompakt lokédlisan kompakt tér, akkor é@(T, Bo(T)) ultraspektralis C*-
algebra.
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Legyen H Hilbert-tér, és minden £ € H vektorra legyen
we: L(H) - C a— {(a(),&).
Legyen A Neumann-algebra H felett, és legyen
My =splwela | €€ HY,

Valaming My az M4 halmaz lezértja A’-ban a funkciondlnomra szerint. Ekkor
M4 és M 4 olyan linearis alterek A’-ben, amelyekre teljestilnek a ultraspektralitasi
feltételek, tehat A ultraspektralis C*-algebra.

Minden ultraspektralis C'*-algebra Baer-C*-algebra.

Ha T lokalisan kompakt tér, és H C é@(T, Bo(T)) olyan halmaz, amely
sorozatzart a

U<éC(T7 BO(T))v M(Tv BO (T))>
topolégia szerint és Co(T,C) C H, akkor H = é@(T, Bo(T)).

Legyen X,Y vektortér és X' C X* Y/ C Y* szétvélaszté altér. Tegytik fel,
hogy Xy olyan lineéris altere X-nek, hogy az X minden Xo-t tartalmazé o(X, X')-
sorozatzart részhalmaza egyenlé X-szel. Ha Y sorozatteljes a o(Y,Y”) topoldgia
szerint, és ug : Xo — Y olyan linearis operator, amely a o(X, X')|Xo és o(Y,Y")
topologidk szerint folytonos, akkor ug egyértelmuien kiterjesztheto olyan v : X — YV
linedris operdtorra, amely a (X, X’) és o(Y,Y”) topologidk szerint folytonos.

Legyenek (X, X"), (Y,Y"), Xo, ug és u ugyanazok, mint az el6z6 lemmaban.

(1) Legyenek 1 : X x X - X és v :Y xY — YV olyan miveletek, amelyek
ao(X,X") és o(Y,Y") topologidk szerint valtozdikban folytonosak. Ha Xj
zart a p muveletre nézve (azaz pu(Xo x x9) C Xo) és up megtartja a p és
v miveleteket (azaz v o (ug X ug) C ug o pt), akkor w is megtartja a p és v
miveleteket (azaz v o (u X u = wo p).

(2) Legyenek ¢ : X — X és j : Y — Y olyan egyvaltozds miiveletek, amelyek
a o(X,X") és o(Y,Y') topoldgidk szerint folytonosak. Ha Xy invaridns az
¢ milveletre nézve (azaz 1(Xo) C Xo), és up megtartja az i és j miiveleteket
(azaz j o ug C wg o), akkor u is megtartja az ¢ és j miveleteket (azaz
Jjou=uoi).

Ha A ultraspektralis C*-algebra és M C A’ olyan linearis altér, amely teljesiti az
ultraspektralitdsi feltételeket, akkor minden T' lokélisan kompakt térhez és minden

7:Co(T,C) — A
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*_algebra-morfizmushoz létezik egyetlen olyan

~

7:&(T,Bo(T)) - A
*_algebra-morfizmus, amely 7-nek kiterjesztése, és amely a
U(‘SA‘C(T? BO(T))v M(Tv BO (T))>

és o(A, M) topologidk szerint folytonos.

Legyen A ultraspektralis C*-algebra és M C A’ olyan linearis altér amelyre tel-
jestilnek az ultraspektralitasi feltételek. Ha (ey)ren tetszélges ortognalis projektor
sorozat A-ban, akkor a ), - er sor konvergens a o(A, M) topoldgia szerint és az
Osszege egyenl6 a supy ey ex elemmel, tehdt a ), o ex sor o( A, M) topolégia szerint
fuggetlen az M-tol.

Legyen A ultraspektralis C*-algebra és R halmazgytra a T halmaz felett. Ha

~

m:&(T,R) — A

*_algebra-morfizmus, akkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(1) A 7 leképezés folytonos a U(é@(T, R),M(T,R)) és o(A, M) topologidk
szerint minden olyan M C A’ linedris altérre melyre teljesiilnek az
ultraspektralitasi feltételek.

(2) Vanolyan M C A’ lineéris altér, melyre teljestil az ultraspektralitasi feltétel,
és ™ a U(é@(T, R),M(T,R)) és o(A, M) topoldgiak szerint folytonos.

(3) Minden (E%)gen diszjunkt R-beli sorozatra, ha UgenEr C R, akkor

pr (UrenEr) = sup p=(Ey),
kel

ahol pr : R — A az a projektor-értéku additiv figgvény, amelyre £ € R
esetén pr(E) = n(xE).

Legyen R halmazgyurt a T halmaz felett, A ultraspektralis C*-algebra és
p: R — A projektor-értékii o-ortoadditiv fiiggvény. Ha ¢ € é@(T, R) és (dn)nen
olyan é@(T, R)-ban haladé sorozat, amely pontonként konvergal a T' halmazon ¢-
hez és sup, ey ||on||7 < 400, akkor

/¢dp= im | éndp
T T

n— 00

a o(A, M) topoldgia szerint barmely olyan M C A’ halmazra, amely teljesiti az
ultraspektralitdsi feltételeket.
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Legyen R halmazgytru a T halmaz felett, H Hilbert-tér és
p:R— L(H)

projektor-értékit o-ortoadditiv fliiggvény. Ha ¢ € é@(T, R) valamint (¢ )nen
olyan &c(T, R)beli sorozat, amely pontonként konvergal a T halmazon ¢-hez és
SUpPy, e l|on||lT < 400, akkor

t/¢d”: lim | o dy
T T

n— 00

a H halmazon pontonként.

Legyen A ultraspektrélis C*-algebra, T lokélisan kompakt tér, és 7 : Co(T,C) —
A *-algebra-morfizmus. Létezik egyetlen olyan p : Bg — A projektor-értékit o-
ortoadditiv fuggvény, hogy a p altal generalt egyszerti integrél, a m-nek kiterjesztése,
vagyis minden ¢ € Co(T,C) fiiggvényre

ﬂ@zéﬁw

Erre a p leképezésre teljestilnek a kovetkezok:

(1) Minden E € Bo(T) halmazra és ¢ € Co(T,C) fiiggvényre

p(E)r(0) = m(¢)p(E).
(2) Minden E € Bo(T) halmazra és ¢ € Co(T,C) fiiggvényre

SPp(Eyap(p) (F(O)P(E) C &(E).

(3) Az Im(x) és Im(p) halmazok kommutansai A-ban egyenldk:
C(Im(r)) = C(Im(p)).

Legyen A ultraspektralis C'*-algebra. Minden a € A normalis elemhez létezik
egyetlen olyan

Pa : Bo(Spala)) — A
projektor-értéki fiiggvény, hogy p,(Sp 4(a)) =1 és

a = / IdSpA(a) dpg,.
Spala)

Legyen H Hilbert-tér és v € L(H) normaélis operator. Egyértelmtien létezik
olyan

p: B(Sp(u)) = L(H)
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fuggvény, amelyre teljestilnek a kovetkezok.
(1) Minden E € B(Sp(u)) Borel-halmazra p(E) ortogonélis projektor H felett.

(2) p(Sp(u)) = Idp.
(3) Minden (Ej)ren diszjunkt B(Sp(u))-beli sorozatra a ), . p(E) operéator-

sor pontonként konvergens és

> b(Er) = p (UrenEr).

k=0

U :/ IdSp(u) dp.
Sp(u)

Legyen A C*-algebra és P olyan részhalmaza az A-feletti pozitiv linearis
funkecionalok halmazanak, hogy:

(1) minden « € Ay elemre f € P funkcionalra « - f - x € P,
(2) minden x € Ay \ {0} elemhez van olyan f € P, hogy f(x) > 0.

Ekkor x,y € Ag, esetén x < y pontosan akkor teljesiil, ha minden f € P
funkciondlra f(x) < f(y).

Legyen A ultraspektralis C'*-algebra, és tegytik fel olyan M C A’ linearis altér
létezését, amelyre teljestilnek az ultraspektralitasi feltételek és az alabbi feltétel is
teljesul:

SP3. Minden = € Ay \ {0} elemhez van olyan f € M pozitiv linedris funkcionél,
hogy f(x) > 0.

Ekkor A MSC-algebra, és onadjungalt elemek barmely C*-nomraban korlatos
monoton névo (&, )nen sorozata konvergens a o(A, M) topolégia szerint, és

lim = sup x,.
n— 00 neN

Ha T kompakt tér, akkor a kovetkezo éallitasok ekvivalensek.
(1) A C(T,C) spektrélis C*-algebra.
(2) Létezik olyan sziirjektiv

Ec(T,Bo(T)) — C(T,C)

*-algebra-morfizmus, amely az Ide(r o) fliggvénynek kiterjesztése.
(3) A
pr: X (Ec(T,Bo(T))) = T

kanonikus leképezésnek 1étezik folytonos jobbinverze.

Egységelemes C*-algebra pontosan akkor spektrdlis, ha minden maximélis
kommutativ *-részalgebraja spektralis.

L



