
Önduális CAR-algebrák

Andai Attila előadása a BME Anaĺızisszemináriumán

Fizikában a másodkvantálásnál vezetik be a keltő és eltüntető operátorokat.
Ezek kommutálnak illetve antikommutálnak egymással, attól függően, hogy
bozonokat vagy fermionokat ı́rnak le. A fermionok léırásából fejlődött ki a
CAR-algebrák elmélete. Fizikai jelentése szerint egy keltés vagy eltüntetés
csak egy adott nézpontból értelmezhető, másképp nézve az eseményeket ezek
a jelenségek összemosódhatnak és meglehetősen elbonyolódhatnak. Ennek
a kiküszübölésére és a keltő és eltüntető operátorok közti éles matematikai
különbség megszüntetésére egyik lehetséges megoldás az önduális CAR al-
gebra használata.

Az a, a∗, 1 elemek által generált egységelemes C∗-algebrát egyértelműen
meghatározzzák a

aa∗ + a∗a = 1, a2 = 0

relációk. Ezek az egy generátorra vonatkozó CAR (Canonical Anticommu-

tation Relation) egyenletek.

Álĺıtás: Az algebra 4 dimenziós, báziselemei az alábbiak: a, a∗, aa∗, a∗a.
Bizonýıtás: A generátorokból elkezdünk monomokat képezni. Ahol három
generátorelem található egymás mellett, ott egyszerűśıthetünk, ugyanis az
aa∗a = a és a∗aa∗ = a∗ teljesül, a többi három tagot tartalmazó monom
pedig nulla, a2 = 0 miatt.

Ez az algebra izomorf a 2 × 2-es mátrixok algebrájával:

a =

(

0 1
0 0

)

, a∗ =

(

0 0
1 0

)

Vizsgáljuk meg a helyzetet két keltő (a1, a2) és eltüntető (a∗
1, a

∗
2) operátor

esetén. Ekkor az alábbi relációkat követeljük meg:

aia
∗
i + a∗

i ai = 1, i = 1, 2

aiaj + ajai = 0, i, j = 1, 2 .
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Ennek az algebrának az ábrázolásához vezessük be a

V :=

(

1 0
0 −1

)

operátort. Ekkor az

a1 := a ⊗ 1, a∗
1 := a∗ ⊗ 1, a2 := V ⊗ a, a∗

2 := V ⊗ a∗

4 × 4-es mátrixok teljeśıtik az elő́ırt relációkat, ahol a és a∗ a fent definiált
2×2-es mátrixok. Ekkor az algerba izomorf a 22×22-es mátrixok algerbájával.
Lineárisan független báziselemek ekkor a következők:









a1a
∗
1a2a

∗
2 a1a

∗
1a2 a1a2a

∗
2 a1a2

a1a
∗
1a

∗
2 a1a

∗
1a2a

∗
2 a1a

∗
2 a1a2a

∗
2

a∗
1a2a

∗
2 a∗

1a2 a∗
1a1a2a

∗
2 a∗

1a1a2

a∗
1a

∗
2 a∗

1a
∗
2a2 a∗

1a1a
∗
2 a∗

1a1a
∗
2a2









.

Három keltő és eltüntető operátor esetén az

a1 := a ⊗ 1 ⊗ 1, a2 := V ⊗ a ⊗ 1, a3 := V ⊗ V ⊗ a,

a∗
1 := a∗ ⊗ 1 ⊗ 1, a∗

2 := V ⊗ a∗ ⊗ 1, a∗
3 := V ⊗ V ⊗ a∗

23 × 23-as mátrixokra teljesülnek a CAR-relációk. Ezek az algebrák tovább
általánośıthatók az alábbi módon.

Álĺıtás: Legyen H pre-Hilbert tér, és legyen (hi)i∈I egy ortonormált bázis
H-ban. Ekkor a H pre-Hilbert térhez létezik U egységelemes C∗-algebra és

a : H → U f 7→ a(f)

leképezés mely teljeśıti az alábbi tulajdonságokat:

1. a antilineáris,

2. [a(f), a(g)]+ = 0,

3. [a(f), a(g)∗]+ = 〈f, g〉 · 1.
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Továbbá az U algebrát az {(a(hi))i∈I , 1} elemek generálják.

Ha (U1, a1) és (U2, a2) a fentieknek eleget tevő pár, akkor létezik egy
α : U1 → U2 ∗-izomorfizmus, mely teljeśıti az

α(a1(f)) = a2(f)

egyenletet minden f ∈ H elemre.

Vagyis adott H pre-Hilbert térhez létezik egy izomorfizmus erejéig egyér-
telmű U(H) C∗-algebra, ez a CAR-algebra.

Bizonýıtás : Tegyük fel, hogy H véges dimenziós Hilbert-tér és (fi)i=1,...,n

ortonormált bázis H-ban. Minden i ∈ {1, . . . , n}-re definiáljuk a következő
2 × 2-es mátrixot:

ei :=

(

a(fi)a
∗(fi) Vi−1a(fi)

Vi−1a
∗(fi) a∗(fi)a(fi)

)

,

ahol

Vi =
i

∏

k=1

(1 − 2a∗(fk)a(fk)) .

Az ei, ej mátrixok elemei i 6= j esetén kommutálnak. Ha ei
kl jelöli az ei mátrix

j, k elemét akkor ez azt jelenti, hogy

ei
kle

j
fg = ej

fge
i
kl

teljesül. Az ei
kl elemeket mátrixegységeknek nevezik. A CAR-relációkból még

az
ei

kle
i
fg = δlfe

i
kg

egyenlet is következik. Ezek az ei mátrixok ugyanazt az algebrát generálják
mint az a(fi) elemek az

a(fi) =

(

i−1
∏

l=1

(el
11 − el

22)

)

ei
12

egyenlőség miatt. Tehát ez az algebra megegyezik a 2n × 2n-es mátrixok
algebrájával.

Legyen H végtelen dimenziós Hilbert tér, melyben (fi)i∈I ortonormált
bázis. Legyen P0(I) az I indexhalmaz véges részhalmazainak halmaza, és
legyen ≤ a tartalmazás szerinti rendezés a P0(I) halmazon. Jelölje min-
den j ∈ P0(I) elemre |j| a j halmaz számosságát. Ekkor (J,≤) felfelé
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iránýıtott halmazrendszer, és minden j ∈ J elemhez a fenti konstrukcióval
hozzárendelhető egy U(H)j algebra, mely nem más a 2|j| × 2|j|-es mátrixok
algebrája. Ha j1, j2 ∈ J és j1 ≤ j2 akkor legyen

Tj1,j2 : U(H)j1 → U(H)j2 [z]2|j1|×2|j1| 7→ [z]2|j1|×2|j1| ⊗ E2|j2\j1| ,

ahol En az n × n-es egységmátrix. Ekkor minden j1 ≤ j2 esetén Tj1,j2 *-
algebrahomomorfizmus, mely injekt́ıv, de általában nem szürjekt́ıv. Tegyük
fel, hogy az U(H)j halmazok diszjunktak és képezzük az uniójukat:

U(H)∗ :=
⋃

j∈P0(I)

U(H)j .

Legyen a, b ∈ U(H)∗ ekkor létezik olyan i, j ∈ P0(I), hogy a ∈ U(H)i és
b ∈ U(H)j. Azt mondjuk, hogy a és b ekvivalens, jelölése a ' b, ha i ≤ j
vagy j ≤ i.

Legyen U(H)pre := U(H)∗/ ', [a], [b] ∈ U(H)pre és a, b ∈ U(H)∗ egy-egy
tetszőleges elem az [a] illetve [b] ekvivalenciaosztályból. Ekkor a ∈ U(H)i és
b ∈ U(H)j valamilyen i, j ∈ P0(I) elemre, mivel (P0(I),≤) felfelé iránýıtott
halmazrendszer, ezért létezik k ∈ P0(I) (például k = i ∪ j), hogy i, j ≤ k és
mindkét elemet beágyazhatjuk U(H)k-ba a Tj,k és Ti,k *-algebra homomor-
fizmusok seǵıtségével.

Definiáljuk az [a] + [b] és [a] · [b] elemeket az alábbi módon:

[a + b] := [Ti,k(a) + Tj,k(b)], [a · b] := [Ti,k(a) · Tj,k(b)] .

Igazolható, hogy a fenti defińıció nem függ az ekvivalenciaosztályból vett
reprezentáns elemtől. Ekkor minden U(H)pre elempárra értelmeztük az össze-
adást és a szorzást. Ahhoz, hogy C∗ algebrát kapjuk, az U(H)pre algebrát
teljessé kell tenni. Ezt jelölje U(H). Erre folytonosan kiterjeszthető az
összeadás és a szorzás.

A fenti konstrukciót nevezik az algebrák indukt́ıv limeszének vagy direkt

limeszének .

Álĺıtás: Legyen U(H) a H Hilbert-térhez rendelt CAR-algebra. Ekkor
minden f ∈ H elemre ‖a(f)‖ = ‖f‖ teljesül.

Bizonýıtás :

(a∗(f)a(f))2 = a∗(f)[a(f), a∗(f)]+a(f) = ‖f‖2a∗(f)a(f),

‖a(f)‖4 = ‖(a∗(f), a(f))2‖ = ‖f‖2 · ‖a∗(f)a(f)‖ = ‖f‖2 · ‖a(f)‖2 .
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Álĺıtás: Az U(H) C∗-algebra pontosan akkor szeparábilis, ha H szepa-
rábilis.

Bizonýıtás : Az álĺıtás az U(H) C∗-algebra bázisának számosságára vo-
natkozó számossági megfontolások alapján nyilvánvaló.

Álĺıtás: Az U(H) C∗-algebra egyszerű.

Bizonýıtás : Mivel [a(f), a∗(f)]+ = ‖f‖2 · 1 ezért U(H) miden π ábrázo-
lására π(a(f)) 6= 0. Ezért U(H)-nak nincs nemtriviális zárt kétoldali ideálja.

Álĺıtás: Legyenek U, V : H → H olyan korlátos operátorok, hogy U
lineáris, V antilineáris és teljeśıtik a következő egyenleteket

V ∗U + U∗V = UV ∗ + V U∗ = 0

U∗U + V ∗V = UU∗ + V V ∗ = 1 .

Ekkor létezik egyértelműen egy γ ∗-automorfizmusa U(H)-nak, melyre

γ(a(f)) = a(Uf) + a∗(V f),

γ−1(a(f)) = a(U∗f) + a∗(V ∗f)

teljesül.

Bizonýıtás : Az első álĺıtást kell alkalmazni az

a1(f) := a(f), a2(f) := a(Uf) + a∗(V f)

választással.

Ez a γ az U, V operátorokhoz tartozó Boguljobov-transzformáció.

Egy másik irányba általánośıtva tovább az eddigieket próbáljuk meg a
keltő és eltüntető operátorok közti jelentős különbséget enyh́ıteni. Legyen K
komplex pre-Hilbert tér. Vezessünk be a K pre-Hilbert téren egy Γ-antiunitér
involúciót:

Γ2 = idK, ∀f, g ∈ K : 〈Γf, Γg〉 = 〈g, f〉.
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Ezt a Γ involúciót a továbbiakban rögźıtettnek vesszük. Legyen (hi)i∈I egy
ortonormált bázis a K Hilbert-térben. Próbáljunk olyan V (K, Γ) C∗-algebrát
konstruálni, amelykihez létezik olyan

b : K → V (K, Γ) h 7→ b(h)

leképezés, melyre teljesülnek a következők minden hi, hj ∈ K vektorra

b(hi)
∗ = b(Γhi),

[b(hi), b(hj)
∗]+ = δij1,

[b(hi), b(hj)]+ = 0,

továbbá a {(b(hi))i∈I , 1} elemek generálják a V (K, Γ) algebrát.

Legyen K = C
2 komplex kétdimenziós Hilbert-tér az alábbi skalárszor-

zattal:

(z1, z2), (v1, v2) ∈ K, 〈(z1, z2), (v1, v2)〉 := z1v̄1 + z2v̄2 .

Minden h = (z1, z2) ∈ K vektorra legyen

Γ(z1, z2) := (z̄2, z̄1), és S(h) :=

(

0 z2

z1 0

)

.

Ekkor teljesülnek az alábbi egyenletek:

S(h)∗ = S(Γh), [S(h), S(h′)∗]+ = 〈h, h′〉 · 1, ha i 6= j : [S(hi), S(hj)] = 0.

Az előbbi konstrukciót ismételjük meg három példányban, vagyis legyen
(Ki)i=1,2,3 a C

2 Hilbert-tér, (Γi)i=1,2,3 a megfelelő Ki Hilbert-terekben lévő in-
volúció és (Si)i=1,2,3 az adott reprezentációk. Definiáljuk az alábbi (Bi)i=1,2,3

reprezentációkat:

B1(h1) := S1(h1) ⊗ 1 ⊗ 1, h1 ∈ K1

B2(h2) := V ⊗ S2(h2) ⊗ 1, h2 ∈ K2

B3(h3) := V ⊗ V ⊗ S3(h3), h3 ∈ K3 .

Vagyis ha a H hatdimeziós Hilbert-tér felbontható H = K1 ⊕ K2 ⊕ K3

terekre, ahol Ki ' C
2 i = 1, 2, 3 esetén és a Γ a fenti példának megfelelően
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esik szét (Γi)i=1,2,3 operátorokra, akkor egy tetszőleges x ∈ H elemhez meg-
határozzuk az xi ∈ Ki összetevőket és ekkor

B(x) = B1(x1) + B2(x2) + B3(x3)

lesz az x vektornak megfelelő V (K, Γ) C∗-algebrabeli elem.

Általánosan bevezethetők a Ti transzformációk:

Bi(hi) := TiSi(hi) .

Ez a Ti transzformációcsalád a Jordan-Wigner-transzformáció.

Az ı́gy definiált Bi ábrázolások teljeśıtik az alábbi összefüggéseket:

B(j)(hj)
∗ = Bj(Γjhj), és [Bj(hj), Bk(hk)]+ = δjk〈hj, hk〉 · 1 .

Az S ábrázolások a 2n × 2n-es mátrixok teljes algebráját generálják.

Álĺıtás: A B ábrázolás is ugyanazt az algebrát generálja mint az S
ábrázolás.

Bizonýıtás :

1. A B1 és az S1 ábrázolás esetén ez nyilvánvaló.

2. A Ti(Bi(hi)) = Si(hi) összefüggés miatt az álĺıtás a többi esetben is
nyilvánvaló.

Legyen K véges dimenziós Hilbert-tér az (ej)j∈n+1 ortonormált bázissal.

Álĺıtás: Az (ej)j∈n+1 ortonormált bázis választható Γ-invariánsnak, azaz
minden i ∈ n + 1-re Γei = ei.

Bizonýıtás :

1. Minden x ∈ K nem zérus vektorra az x + Γx, i(x−Γx) vektorok közül
legalább az egyik nem zérus Γ-invariáns vektor.
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2. Ha k < n és (ei)i∈k+1 Γ-invariáns ortonormált vektorrendszer, akkor a
K′ ortogonális komplementerre teljesül a ΓK′ = K′ egyenlet. Ha x ∈ K′

nem zérus vektor, akkor az ek+1 := x
‖x‖

választással élve (ei)i∈k+2 is egy
Γ-invariáns ortonormált vektorrendszer.

3. Az 1. és 2. pont rekurźıv alkalmazásával kapjuk az álĺıtást.

I. Vizsgáljuk meg azt az esetet, amikor dimK = 2n. Legyen (ei)i∈2n+1

Γ-invariáns ortonormált bázis. Legyen Kj := Span(e2j−1, e2j), Γj := Γ|Kj
.

Ekkor minden h ∈ K vektor feĺırható
∑

hi alakban, ahol hi ∈ Ki és ekkor
B(h) =

∑

B(i)(hi). Vagyis V (K, Γ) ' Mat(2n, 2n).

II. Nézzük meg a dimK = 2n + 1 esetet. Legyen (ei)i∈2n+2 Γ-invariáns
ortonormált bázis és K1 := Span((ei)i∈2n+1). A K1 Hilbert-térhez tartozó
CAR-algebrát jelölje U1 és a K Hilbert-térhez tartozó algebra legyen U0.
Mivel B(ei) = B(Γei) = B(ei)

∗, ı́gy

B(ej)B(ek) =

{

+B(ek)B(ej), ha k = j

−B(ek)B(ej), ha k 6= j .

Legyen z := B(e1)B(e2) · · · · · B(e2n+1). Ekkor z benne van az U0 al-
gebra centrumában. (Mert páros sok B-re kap −1-szorzót, ha felcseréljük a
tagokat.)

Az U0 algebrát az U1 algebra generálja, ugyanis

B(e2n+1) = 22nB(e2n)B(e2n−1) · · · · · B(e2)B(e1)z.

Például az n = 2 esetben:

22 · B(e2)B(e1)B(e1)B(e2)B(e3) = 22 · B(e2)
(

1
2
· 1

)

B(e2)B(e3) =

= 2 ·
(

1
2
· 1

)

B(e3) = B(e3) .

A z elem rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal:

z∗ = B(e2n+1) · · · · · B(e1) = (−1)nz,

z∗z = 2−(2n+1) · 1 .
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Legyen z0 := (2i)n
√

2z, ekkor az U0 algebra centrumát a z0 önadjungált,
unitér elem generálja.

III. Vizsgáljuk meg azt az esetet, amikor K megszámlálhatóan végtelen
dimenziós. Ekkor minden véges I páros számosságú indexhalmazra elkésźıt-
hető egy UI CAR-algebra, és ezek indukt́ıv limesze lesz V (K, Γ). (Természe-
tesen páratlan számosságú indexhalmazból is kiindulhatunk, ekkor azonban
bonyolultabb lesz az indukt́ıv limesznél szereplő *-algebra homomorfizmusok
elkésźıtése, azonban a végeredmény nem változik, mert tudjuk, hogy izomor-
fizmus erejéig V (K, Γ) egyértelmű.)

Álĺıtás: Minden h ∈ K elemre

1√
2
‖h‖ ≤ ‖B(h)‖ ≤ ‖h‖

teljesül.

Bizonýıtás :

B(h)∗B(h) ≤ [B(h), B(h)∗]+ = ‖h‖2 · 1,
‖B(h)‖ =

√

‖B(h)∗B(h)‖ ≤ ‖h‖,
‖h‖2 · 1 ≤ ‖B(h)∗B(h)‖ + ‖B(h)B(h)∗‖ = 2‖B(h)‖2.

Álĺıtás: Minden h ∈ K elemre

‖B(h)‖ =

√

‖h‖2 +
√

‖h‖4 − |〈h, Γh〉|2
2

teljesül.

Vagyis a B ábrázolás pontosan akkor tartja meg egy h ∈ H vektor
normáját, ha 〈h, Γh〉 = 0.

Egy h ∈ K vektor esetén B(h)-t felbonthatjuk keltő és eltüntető operá-
torok összegére:

B(h) = αa∗ + βa .
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Ez a felbontás a K-ban választott bázistól függ. Ettől a szoros bázisfüg-
géstől szeretnénk megszabadulni, ezért önkényesen választjuk ki a keltő és
eltüntető operátorok altereit.

Legyen K1 olyan lineáris altere K-nak, melyre teljesülnek az

K1 ⊥ ΓK1, K1 ⊕ ΓK1 = K

összefüggesek. Ekkor h ∈ K1 vektorokhoz tartozó B(h) elemet keltő operá-
tornak, az f ∈ ΓK1-hoz tartozó B(f) elemet eltüntető operátornak nevezzük.
Ekkor minden h ∈ K vektort felbonthatunk keltő és eltünktető operátorok
összegére, azonban ez a felbontás függ a K1 altér választásától.

Legyen P a K1 altérre való vet́ıtés operátora, ekkor a fenti egyenleteket
rövidebben kifejezhetjük:

P + ΓPΓ = idK .

Az egyenletnek eleget tevő ortogonális vet́ıtéseket nevezzük bázis projekciók-

nak .

Most megadjuk a (K, Γ) térhez tartozó CAR algebra egy másik repre-
zentációját. Legyen H := PK és definiáljuk minden n ∈ N

+ számra az
n-részecske alteret:

Fn(H):=Span







1√
n!

∑

p∈Perm(1,...,n)

sgn(p)hp1
⊗ · · · ⊗ hpn

∣

∣

∣∀i ∈ {1, . . . , n}: hi∈ H







,

ahol Span a vektorok komplex lineáris burkát jelöli. Egy másik jelölésmód
szerint

Fn(H) := Span
{

h1 ∧ · · · ∧ hn

∣

∣

∣ ∀i ∈ {1, . . . , n} : hi ∈ H
}

.

Az Fn vektortér a

〈h1 ∧ · · · ∧ hn, g1 ∧ · · · ∧ gn〉n := det
(

(〈hi, gj〉K)i,j∈{1,...,n}

)

skalárszorzással Hilbert-tér.

A C vektortérben tekintsünk egy Ω ∈ C vektort rögźıtettnek ez a vákuum

vektor és legyen F0(H) := C. (Tehát Ω ∈ F0(H).) Legyen

F (H) :=
⊕

k∈N

Fk(H),
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ahol ⊕ a Hilbert-terek terek direkt összegét jelöli, ezt nevezzük Fermion

Fock-térnek .
Ennek a térnek minden Fn(H) alterén megadjuk egy tetszőleges x ∈ H

vektorra az alábbi operátorokat:

a(x)∗(h1 ∧ · · · ∧ hn) := x ∧ h1 ∧ · · · ∧ hn,

a(x)∗Ω := x,

a(x)(h1 ∧ · · · ∧ hn) :=
∑n

r=1(−1)r−1〈hr, h〉K · h1 ∧ · · · ∧ ĥr ∧ · · · ∧ hn,

a(x)Ω := 0 ,

ahol a hr tag kihagyására az antiszimmetrikus szorzatból ĥr utal.

Az a(x), a(x)∗ operátorok kiterjeszthetők linearisan az Fn(H) alterek li-
neáris burkára. Minden a(x) és a(x)∗ operátor korlátos és sűrűn értelmezett
az F (H) Hilbert-téren, ezért kiterjesztésüket az egész térre szintén az a(x)
és a(x)∗ szimbólumokkal jelöljük.

Legyen πP a következő ábrázolás:

πP : K → Lin(F (H)) z 7→ πP (z) := a(Pz)∗ + a(PΓz) .

Ekkor a πP ábrázolás szintén teljeśıti a felcserélési relációkat, ezért a
(πP (z))z∈K elemek által generált C∗ algebra izomorf az előbb léırt V (K, Γ) al-
gebrával. A Fermion Fock-téren megadott ábrázolást Fock-reprezentációnak

nevezik.

Most általánośıtjuk a Boguljobov-transzformációt a V (K, Γ) algebrára.
Azokat az U : K → K unitér operátorokat, melyek kommutálnak Γ-val, azaz

U∗U = UU∗ = idK, [U, Γ] = 0

Boguljobov-operátoroknak nevezzük.

Ha végrehajtjuk az
RU : B(h) 7→ B(Uh)

transzformációt, akkor az ı́gy kapott elemek szintén teljeśıtik a CAR-reláció-
kat. A CAR algebrák egyértelműsége miatt minden U Boguljobov-operátor-
hoz definiálhatunk egy αU ∈ Aut(V (K, Γ)) elemet:

αU(B(h)) := B(Uh) .
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Ezeket az αU elemeket Boguljobov-automorfizmusoknak nevezzük.

Az egyik speciális Boguljobov-operátor U = −1 · idK. Az ehhez tartozó
α−1 automorfizmust nevezzük páros-páratlanság automorfizmusnak . Ennek
szemléletes jelentése van véges dimenziós Hilbert-terek CAR-algebrájában.

Legyen dim(H) = n, B(h) a h ∈ K vektor képe a CAR-algebrában (azaz
2n × 2n-szeres mátrix) és U = − idH. Határozzuk meg α−1 hatását egy
tetszőleges CAR-algebrabeli elemen!

Minden elem feĺırható B(h) alakú elemek polinomjaként. Ezt a polinomot
felbonthatjuk p+ és p− polinomok összegére, ahol p+ csak páros és p− csak
páratlan fokú tagokat tartalmaz. Ekkor α−1p+ = p+ és α−1p− = −p−. Az
α−1-nek +1,−1 lehetnek a sajátértékei, a +1-hez tartozó X+ alteret páros

altérnek, a −1-hez tartozót páratlan altérnek nevezzük.

A páros altér egyben C∗-részalgebra is a CAR-algebrában. Az n ge-
nerátorral megadott 2n × 2n-es mátrixok algebrájában jelölje X+

n a páros
algebrát.

1 generátor esetén a páros altér triviálisan következik az 1 álĺıtásból.
Vagyis

X+
1 =

(

a11 0

0 a22

)

'
(

(a11) 0

0 (a22)

)

= Mat(1) ⊕ Mat(1) .

2 generátor esetén a páros altér triviálisan következik a független bázise-
lemek megadásából. (2. oldalon!) Vagyis az

X+
2 =













a11 0 0 a14

0 a22 a23 0

0 a32 a33 0

a41 0 0 a44













'













(

a11 a14

a41 a44

)

0

0

(

a22 a23

a32 a33

)













izomorfia alapján
X+

2 = Mat(2) ⊕ Mat(2)

teljesül.
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3 generátor esetén az




































a11 0 0 a14 0 a16 a17 0

0 a22 a23 0 a25 0 0 a28

0 a32 a33 0 a35 0 0 a38

a41 0 0 a44 0 a46 a47 0

0 a52 a53 0 a55 0 0 a58

a61 0 0 a64 0 a66 a67 0

a71 0 0 a74 0 a76 a77 0

0 a82 a83 0 a85 0 0 a88





































'

'















































a11 a14 a16 a17

a41 a44 a46 a47

a61 a64 a66 a67

a71 a74 a76 a77













0

0













a22 a23 a25 a28

a32 a33 a35 a38

a52 a53 a55 a58

a82 a83 a85 a88















































izomorfia alapján álĺıthatjuk, hogy

X+
3 = Mat(4) ⊕ Mat(4)

teljesül.

n generátor esetén hasonló felbontás igaz. Az X+
n tér olyan 2n × 2n-es

mátrixokból fog állni melyek nemnulla aij elemeire az teljesül, hogy az i és
j szám kettes számrendszerbeli feĺırásában a jegyek összegeinek az összege
páros. Egy 2n−2×2n−2-es mátrixba csoportośıthatjuk azokat az aij elemeket,
melyekre teljesül, hogy az i és j szám kettes számrendszerbeli feĺırásában a
jegyek összege páros. Hasonlóan egy 2n−2×2n−2-es mátrixba csoportośıthatók
azok az aij elemek, ahol az i és j szám kettes számrendszerbeli feĺırásában a
jegyek összege páratlan.

Álĺıtás: Minden n ∈ N számra X+
n = Mat(2n−2) ⊕ Mat(2n−2) teljesül.

Bizonýıtás : A fentieket végiggondolva triviális.
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