Ondudlis CAR-algebrak

Andai Attila eldaddsa a BME Analizisszemindriumdn

Fizikaban a masodkvantalasndal vezetik be a kelto és eltiintetd operatorokat.
Ezek kommutdalnak illetve antikommutalnak egymassal, attél fliggden, hogy
bozonokat vagy fermionokat frnak le. A fermionok leirasabdl fejlodott ki a
CAR-algebrék elmélete. Fizikai jelentése szerint egy keltés vagy eltiintetés
csak egy adott nézpontbdl értelmezhetd, masképp nézve az eseményeket ezek
a jelenségek oOsszemosodhatnak és meglehetosen elbonyoléodhatnak. Ennek
a kikiisziibolésére és a kelté és eltiintetd operatorok kozti éles matematikai
kiilonbség megsziintetésére egyik lehetséges megoldds az ondualis CAR al-
gebra hasznélata.

Az a,a*,1 elemek altal generdlt egységelemes C*-algebrat egyértelmiien
meghatarozzzak a
aa* + a*a =1, a>=0

reldciék. Ezek az egy generatorra vonatkozé6 CAR (Canonical Anticommu-
tation Relation) egyenletek.

Allitas: Az algebra 4 dimenzids, baziselemei az alabbiak: a,a*, aa*, a*a.
Bizonyitds: A generatorokbol elkezdiink monomokat képezni. Ahol harom
generatorelem talalhaté egymas mellett, ott egyszeriisithetiink, ugyanis az
aa*a = a és a*aa® = a* teljesiil, a tobbi harom tagot tartalmazé monom
pedig nulla, a®> = 0 miatt.

Ez az algebra izomorf a 2 x 2-es méatrixok algebrajaval:
(01 « (00
““\oo) “T\ 10

Vizsgaljuk meg a helyzetet két kelt6 (aq, az) és eltiintet6 (aj, aj) operator
esetén. Ekkor az alabbi relacidkat koveteljiik meg:

aa; +ara; =1, 1=1,2

aiaj—i—ajai:O, z,j:1,2
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Ennek az algebranak az abrazolasahoz vezessiik be a
1 0
V= ( Lo )

a:=a®l, aj=a"®1, a:=V®a a =V®a

operatort. Ekkor az

4 x 4-es matrixok teljesitik az eloirt relaciokat, ahol a és a* a fent definidlt
2x 2-es matrixok. Ekkor az algerba izomorf a 22 x 22-es méatrixok algerbdjaval.
Linedarisan fliggetlen béaziselemek ekkor a kovetkezok:

1670205 Q1Q]02 10205 a10s
16705 a107G205 Q105 10205
* * * * * *
k% ko k * * * *

Harom kelto és eltiinteté operator esetén az
a=a®1®1, as =V ®a®l, az =V RV ®a,
a;=a"®1®1, ay =V ®a" ®1, a3 =V Vead

23 x 23-as métrixokra teljesiilnek a CAR-reldcidk. Ezek az algebrdk tovabb
altalanosithatok az alabbi moédon.

Allitas: Legyen H pre-Hilbert tér, és legyen (h;)ics egy ortonormaélt bézis
‘H-ban. Ekkor a ‘H pre-Hilbert térhez 1étezik U egységelemes C*-algebra és
a:H—-U fralf)
leképezés mely teljesiti az alabbi tulajdonsigokat:

1. a antilinedaris,
2. [a(f), a(g)l+ = 0,
3. [a(f), alg)]s = (f,9) - 1.



Tovabba az U algebrat az {(a(h;))ier, 1} elemek generaljak.
Ha (Uy,a1) és (Us,az) a fentieknek eleget tevé par, akkor létezik egy
a : U; — Uy x-izomorfizmus, mely teljesiti az

a(ar(f)) = as(f)

egyenletet minden f € H elemre.

Vagyis adott ‘H pre-Hilbert térhez létezik egy izomorfizmus erejéig egyér-
telmit U(H) C*-algebra, ez a CAR-algebra.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy H véges dimenziés Hilbert-tér és (fi)i=1,. .
ortonormdlt bazis H-ban. Minden i € {1,...,n}-re definidljuk a kovetkezd
2 X 2-es matrixot:

ol ( a(fi)a*(fi)  Vieia(f) >
' Viewa*(fi) a*(fi)a(fi) )
ahol '
Vi= 110 = 2a"(fi)a( i) -
k=1

Az €', e/ métrixok elemei i # j esetén kommutdlnak. Ha e}, jeloli az e’ métrix
J, k elemét akkor ez azt jelenti, hogy

eélei}g - 6j”g€;€l
teljesiil. Az e}, elemeket mdtrizegységeknek nevezik. A CAR-relacickbdl még
az

ezle’]}g = 5lf€§€g
egyenlet is kovetkezik. Ezek az e’ matrixok ugyanazt az algebrat generdljak
mint az a(f;) elemek az

alfy) = (f[@’u —eé2>>

1=1
egyenloség miatt. Tehdat ez az algebra megegyezik a 2™ x 2"-es matrixok
algebréjaval.

Legyen H végtelen dimenziés Hilbert tér, melyben (f;);e; ortonormalt
bézis. Legyen Py(I) az I indexhalmaz véges részhalmazainak halmaza, és
legyen < a tartalmazéds szerinti rendezés a Py(/) halmazon. Jelolje min-
den j € Py(I) elemre |j| a j halmaz szamossdgat. Ekkor (J, <) felfelé
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irdnyitott halmazrendszer, és minden j € J elemhez a fenti konstrukcidval
hozzarendelhetd egy U(H); algebra, mely nem mas a 2V x 2l7l-es métrixok
algebraja. Ha 71,72 € J és j; < jo akkor legyen

T 4o : UH)j — U(H)j, [2] 9511 xatinl > [2]atinixalinl @ Egliavil

ahol E, az n x n-es egységmétrix. Ekkor minden j; < j, esetén T}, j, *-

algebrahomomorfizmus, mely injektiv, de altalaban nem sziirjektiv. Tegyiik
fel, hogy az U(H); halmazok diszjunktak és képezziik az unidjukat:

UK = |J UM, .
JEPo(I)

Legyen a,b € U(H)* ekkor létezik olyan i,j € Py(I), hogy a € U(H); és
b€ U(H);. Azt mondjuk, hogy a és b ekvivalens, jelolése a ~ b, ha i < j
vagy j < 1.

Legyen U(H)P* := U(H)*/ ~, [a], [b] € U(H)P* és a,b € U(H)* egy-egy
tetsz6leges elem az [a] illetve [b] ekvivalenciaosztalybdl. Ekkor a € U(H); és
b € U(H); valamilyen i, j € Py(l) elemre, mivel (Py(I), <) felfelé irdnyitott
halmazrendszer, ezért 1étezik k € Py(I) (példaul k =i U j), hogy i,j < k és
mindkét elemet beagyazhatjuk U(H),-ba a Tjj és T; ) *-algebra homomor-
fizmusok segitségével.

Definialjuk az [a] 4 [b] és [a] - [b] elemeket az aldbbi médon:
a4+ 8] == [Tig(a) + Tjp ()], fa- 8] = [Tir(a) - Tj(b)] -

Igazolhatd, hogy a fenti definicié nem fiigg az ekvivalenciaosztalybdl vett
reprezentans elemtdl. Ekkor minden U(H)P* elemparra értelmeztiik az Ossze-
adast és a szorzast. Ahhoz, hogy C* algebrat kapjuk, az U(H)P™ algebrat
teljessé kell tenni. Ezt jeldlje U(H). Erre folytonosan kiterjesztheté az
Osszeadas és a szorzas.

A fenti konstrukciét nevezik az algebrak induktiv limeszének vagy direkt
limeszének.

Allitas: Legyen U(H) a ‘H Hilbert-térhez rendelt CAR-algebra. Ekkor
minden f € H elemre [[a(f)|| = ||f] teljesiil.

Bizonyitas:

(a*(Na(N)?* = a*(Hlalf), a*(Hl+alf) = [1f1a*(alf),
lalAI* = 11(a(£), a2 = 111 - lla* (FalHIF = LA - NalHI* -
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Allitas: Az U (H) C*-algebra pontosan akkor szeparébilis, ha H szepa-
réabilis.

Bizonyitds: Az &llitas az U(H) C*-algebra bézisdnak szédmossagara vo-
natkozo6 szamossagi megfontolasok alapjan nyilvanvalé.

Allitas: Az U(H) C*-algebra egyszerii.

Bizonyitds: Mivel [a(f),a*(f)]. = [|f]|* - 1 ezért U(H) miden 7 dbrazo-
lasara m(a(f)) # 0. Ezért U(H)-nak nincs nemtrividlis zart kétoldali ideélja.

Allitas: Legyenek U,V : 'H — 'H olyan korlatos operatorok, hogy U
linedaris, V' antilinearis és teljesitik a kovetkezo egyenleteket

VU+UV=UV*"+VU" =0
Uv+vv =U0U"+VV*=1.
Ekkor 1étezik egyértelmiien egy v *-automorfizmusa U (H)-nak, melyre
Ya(f)) = a(Uf) +a*(V ),
v Ha(f)) = alU"f) +a*(V*[)
teljestil.

Bizonyitdas: Az elsé allitast kell alkalmazni az

ai(f) ==a(f),  a(f)=alUf)+a*(V[)
valasztassal.

Ez a v az U,V operatorokhoz tartozé Boguljobov-transzformdcio.

Egy masik iranyba &altalanositva tovabb az eddigieket prébaljuk meg a
kelt6 és eltiintet6 operatorok kozti jelentds kiillonbséget enyhiteni. Legyen K
komplex pre-Hilbert tér. Vezessiink be a IC pre-Hilbert téren egy ['-antiunitér
involuciét:

I?=ide, VfgeK: (If.Tg) =g f).



Ezt a I" involiciét a tovdbbiakban rogzitettnek vessziik. Legyen (h;)ic; egy
ortonormalt bazis a IC Hilbert-térben. Prébaljunk olyan V (K, T") C*-algebrat
konstrualni, amelykihez létezik olyan

b: K — V(KT h +— b(h)
leképezés, melyre teljesiilnek a kovetkezdk minden h;, h; € K vektorra
b(h;)* = b(Th;),
[b(ha), b(hy)* ]y = zgl,
[b(hi), b(hy)]+
tovabba a {(b(h;))icr, 1} elemek generédljak a V(IC,I") algebrat.

Legyen K = C? komplex kétdimenziés Hilbert-tér az aldbbi skaldrszor-
zattal:

(zla 22)7 (U17U2) S ’Ca <(217 22)7 (U17U2)> = Zl'ljl + 22272 .

Minden h = (21, 22) € K vektorra legyen

_ , 0
[(21,29) := (%2,21), és S(h):= ( 2;)2 > :
Ekkor teljesiilnek az alabbi egyenletek:
S(h)* = S(Th), [S(h),S(h')]4 = (h,h')-1, hai##j: [S(h),S(h;)]=0.

Az elébbi konstrukeiét ismételjiik meg harom példanyban, vagyis legyen
(K)i=1.23 a C? Hilbert-tér, (T';);=1 2,3 a megfeleld K; Hilbert-terekben 1év6 in-
volici6 és (S;)i=1.23 az adott reprezentdciok. Definidljuk az aldbbi (B;)i=123
reprezentaciokat:

Bi(hy) == S1(h)®1®1, h €k,
Bg(h2> =V ® S2(h2) &® 1, he € ICQ
Bg(hg) :V®V®Sg(h3), hy € ICs .
Vagyis ha a H hatdimeziés Hilbert-tér felbonthaté H = K1 & Ky & K3

terekre, ahol K; ~ C? i = 1,2,3 esetén és a I' a fenti példanak megfeleléen
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esik szét (I';);=123 operdtorokra, akkor egy tetszéleges © € H elemhez meg-
hatarozzuk az z; € K; osszetevoket és ekkor

B(z) = Bi(z1) + Ba(22) + Bs(ws)

lesz az x vektornak megfelelé V(IC,I") C*-algebrabeli elem.

Altaldnosan bevezetheték a T, transzforméciok:

Ez a T; transzformaciocsalad a Jordan- Wigner-transzformadcio.

Az igy definidlt B; abrazolasok teljesitik az alabbi Gsszefliggéseket:

B(j)(h;)" = B;j(Lhy), és  [Bj(hy), Be(hi)l+ = djulhy, ha) - 1.

Az S abrézolasok a 2" x 2"-es matrixok teljes algebrajat generdljak.

Allitas: A B 4brdzolés is ugyanazt az algebrat generalja mint az S
abrazolas.
Bizonyitas:

1. A B és az S abrazolas esetén ez nyilvanvald.

2. A Ty(B;(hi)) = Si(h;) Osszefiiggés miatt az allitds a tobbi esetben is
nyilvanvalé.

Legyen IC véges dimenziés Hilbert-tér az (e;);jen+1 ortonormalt bazissal.

Allitas: Az (e;)jent1 ortonormalt bazis valaszthat6 [-invariansnak, azaz
minden ¢ € n + 1-re I'e; = ¢;.
Bizonyitas:

1. Minden = € K nem zérus vektorra az x + 'z, i(z — I'z) vektorok koziil
legaldbb az egyik nem zérus I'-invarians vektor.



2. Ha k < n és (e;)iers1 [-invaridns ortonormélt vektorrendszer, akkor a
K" ortogondlis komplementerre teljesiil a 'K’ = K’ egyenlet. Ha x € K
nem zérus vektor, akkor az ey := ﬁ valasztéassal élve (e;)icrro 1S egy
[-invarians ortonormalt vektorrendszer.

3. Az 1. és 2. pont rekurziv alkalmazasaval kapjuk az allitast.

I. Vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor dim /& = 2n. Legyen (€;)iconi1
[-invaridns ortonormédlt bézis. Legyen KC; := Span(eg;_1,es;), I'; := T'g;.
Ekkor minden h € K vektor felirhat6 ) h; alakban, ahol h; € K; és ekkor
B(h) = B(i)(h;). Vagyis V(K,T') >~ Mat(2",2").

IT. Nézziik meg a dim KC = 2n + 1 esetet. Legyen (e;);cant2 -invaridns
ortonormdlt bazis és Ky := Span((e;)icans1). A K; Hilbert-térhez tartozd
CAR-algebrat jelolje U; és a K Hilbert-térhez tartozé algebra legyen Up.
Mivel B(e;) = B(I'e;) = B(e;)*, igy

B(ej)B(ey) = { +BeBleg),  ba -k j
—DB(ex)B(ej), ha k#j.

Legyen z := B(e1)B(es) - -+ - B(eani1). Ekkor z benne van az U, al-
gebra centrumdaban. (Mert paros sok B-re kap —1-szorzét, ha feleseréljiik a
tagokat.)

Az U, algebrat az U, algebra generalja, ugyanis

B<€2n+1> = 22nB(62n)B(€2n_1) e B<€2)B(€1)Z.

Példaul az n = 2 esetben:
22 . B(QQ)B(Gl)B(€1>B(62)B<€3) = 22 . B(eg)(% . 1)B<€2)B(€3) =
=2-(5-1)B(es) = Bles) .

A z elem rendelkezik az alabbi tulajdonsédgokkal:



Legyen zy := (2i)"v/2z, ekkor az U, algebra centrumdt a z, énadjungalt,
unitér elem generdlja.

II1. Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor I megszamlalhatéan végtelen
dimenzids. Ekkor minden véges I paros szamossagui indexhalmazra elkészit-
heté egy Uy CAR-algebra, és ezek induktiv limesze lesz V (IC,T"). (Természe-
tesen paratlan szamossagu indexhalmazbdl is kiindulhatunk, ekkor azonban
bonyolultabb lesz az induktiv limesznél szereplé *-algebra homomorfizmusok
elkészitése, azonban a végeredmény nem valtozik, mert tudjuk, hogy izomor-
fizmus erejéig V(IC,T') egyértelmii.)

Allitas: Minden h € K elemre

1
Z IR < IBMAI < 7]

teljestl.
Bizonyitas:
B(h)*B(h) < [B(h), B(h)*]+ = [[h[* - 1,

I1B(W)| = VIIB(h)*B(h)|| < |[Al]

A2 - 1 < |1 B(R)*B(h)[| + (| B(h)B(h)*|| = 2|l B(h)|I*

Allitas: Minden h € K elemre

|1B(h)| = \/|Ih|l2 + \/Hh||24 T TR

teljestl.

Vagyis a B abrazolas pontosan akkor tartja meg egy h € 'H vektor
normdjat, ha (h,I'h) = 0.

Egy h € K vektor esetén B(h)-t felbonthatjuk kelt6 és eltiinteté opera-
torok Osszegére:
B(h) = aa* + fa .



Ez a felbontas a C-ban vélasztott bazistol fligg. Ettdl a szoros bazisfiig-
géstol szeretnénk megszabadulni, ezért onkényesen valasztjuk ki a kelto és
eltiintetd operatorok altereit.

Legyen Ky olyan linearis altere C-nak, melyre teljesiilnek az
K 1LTKy, KieI'Ki=K

Osszefiiggesek. Ekkor h € Ky vektorokhoz tartozé B(h) elemet kelt6 opera-
tornak, az f € ['KC1-hoz tartozé B(f) elemet eltiinteté operatornak nevezziik.
Ekkor minden h € K vektort felbonthatunk kelté és eltiinkteté operatorok
Osszegére, azonban ez a felbontas fiigg a I altér valasztasatol.

Legyen P a K; altérre vald vetités operatora, ekkor a fenti egyenleteket
rovidebben kifejezhetjiik:

P+TPT =idg.

Az egyenletnek eleget tevd ortogonadlis vetitéseket nevezziik bdzis projekciok-
nak.

Most megadjuk a (IC,T") térhez tartozé CAR algebra egy madsik repre-
zentdcidjat. Legyen H := PK és definidljuk minden n € Nt szdmra az
n-részecske alteret:

1
F,(H):=Span{ — Z sgn(p)hy, @ -+ @ hy,
\/H pePerm(1,...,n)

ahol Span a vektorok komplex linearis burkat jeloli. Egy masik jelolésmod
szerint

Vie{l,...,n}: he H

Fy(H) = Span { i A+ A b ‘ vie{l,...n}: hien}.
Az F,, vektortér a

(Ri N ANl gt A A G = det(((’li, gj>zc)z-,je{1,...,n})

skaldrszorzassal Hilbert-tér.

A C vektortérben tekintsiink egy €2 € C vektort rogzitettnek ez a vakuum
vektor és legyen Fy(H) := C. (Tehat Q € Fy(H).) Legyen

keN
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ahol & a Hilbert-terek terek direkt Osszegét jeloli, ezt nevezzik Fermion
Fock-térnek.

Ennek a térnek minden F,,(H) alterén megadjuk egy tetszbleges z € ‘H
vektorra az alabbi operdtorokat:

~

o) (hy A Ahy) =5 (=) Y he Ry -hy Ao ANhp A+ A by,

r=1

ahol a h, tag kihagyéasara az antiszimmetrikus szorzatbol h, utal.

Az a(x),a(z)* operdtorok kiterjesztheték linearisan az F,(H) alterek li-
nedris burkdra. Minden a(z) és a(x)* operator korlatos és stiriin értelmezett
az F'(H) Hilbert-téren, ezért kiterjesztésiiket az egész térre szintén az a(x)
és a(z)* szimbdlumokkal jeloljiik.

Legyen mp a kovetkezd abrazolas:
mp: K — Lin(F(H)) 2z 7p(z) :=a(Pz2)* +a(PT2) .

Ekkor a mp abrazolas szintén teljesiti a felcserélési relaciokat, ezért a
(mp(2)).ex elemek altal generdlt C* algebra izomorf az elébb leirt V(IC, ') al-
gebraval. A Fermion Fock-téren megadott dbrazolast Fock-reprezentdcionak
nevezik.

Most édltalanositjuk a Boguljobov-transzforméciét a V(IC,T") algebrara.
Azokat az U : K — K unitér operatorokat, melyek kommutalnak I'-val, azaz

U'U=UU"=idg, [UT]=0
Boguljobov-operdtoroknak nevezzik.

Ha végrehajtjuk az
Ry : B(h) — B(Uh)

transzformaciot, akkor az igy kapott elemek szintén teljesitik a CAR-relacié-
kat. A CAR algebrak egyértelmiisége miatt minden U Boguljobov-operator-
hoz definidlhatunk egy oy € Aut(V (K, ")) elemet:

au(B(h)) := B(UR) .
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Ezeket az ay elemeket Boguljobov-automorfizmusoknak nevezzik.

Az egyik specidlis Boguljobov-operator U = —1 - idx. Az ehhez tartozé
a_1 automorfizmust nevezziikk pdros-pdratlansdag automorfizmusnak. Ennek
szemléletes jelentése van véges dimenzios Hilbert-terek CAR-algebrajaban.

Legyen dim(H) = n, B(h) a h € K vektor képe a CAR-algebrédban (azaz
2" x 2"-szeres matrix) és U = —idy. Hatdrozzuk meg «_; hatdsat egy
tetsz6leges CAR-algebrabeli elemen!

Minden elem felirhaté B(h) alaki elemek polinomjaként. Ezt a polinomot
felbonthatjuk p. és p_ polinomok Osszegére, ahol p, csak paros és p_ csak
paratlan foku tagokat tartalmaz. Ekkor a_ip, = py és a_1p_. = —p_. Az
a_i-nek +1, —1 lehetnek a sajatértékei, a +1-hez tartozé X alteret pdros
altérnek, a —1-hez tartozot pdratlan altérnek nevezzik.

A péros altér egyben C*-részalgebra is a CAR-algebraban. Az n ge-
neratorral megadott 2™ x 2"-es matrixok algebrajaban jelolje X © a paros
algebrat.

1 generator esetén a paros altér trividlisan kovetkezik az 1 allitasbol.
Vagyis

xr= (™ ! ~ (a) 0 = Mat(1) ® Mat(1)
' 0 ax N 0 (a) |

2 generator esetén a paros altér trividlisan kovetkezik a fiiggetlen bazise-
lemek megadédsébdl. (2. oldalon!) Vagyis az

ai; 0 0 au ai; aia
0
0 92 A9 0
X; _ 3 ~ 41 A4y
0 aszx as O 0 (22 (23
apn 0 0 ay aszz ass

izomorfia alapjan
X = Mat(2) ® Mat(2)

teljestil.
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3 generator esetén az

a1
Q41
Qg1

a7l

12

a1

0
0

Q41

ae1

a7y

aiq
Q44
Ag4

Q74

22

32

52

ag2

Q16
Q46
Qg6

76

23

33

53

ags

aiy
Qa7
Qg7

a7

izomorfia alapjan allithatjuk, hogy

teljestil.

n generator esetén hasonlé felbontds igaz. Az X tér olyan 2" x 2"-es
métrixokbdl fog allni melyek nemnulla a,; elemeire az teljesiil, hogy az 7 és
j szam kettes szamrendszerbeli felirasaban a jegyek Osszegeinek az Osszege
paros. Egy 22 x 2"~ %-es métrixba csoportosithatjuk azokat az a;; elemeket,
melyekre teljestil, hogy az i és j szam kettes szamrendszerbeli felirasaban a
jegyek Osszege paros. Hasonldan egy 2"~ 2x 2" 2_es métrixba csoportosithaték
azok az a;; elemek, ahol az ¢ és j szdm kettes szdmrendszerbeli felirdsdban a

jegyek Osszege paratlan.

Allitis: Minden n € N szdmra X = Mat(2"2) & Mat(2"2) teljesiil.

Q14

Q44

Q64

%z

25

ass

Aas5

ass

Q16

Q46

Q66

Q76

@23
a33
53

ag3

X3 = Mat(4) & Mat(4)

Bizonyitds: A fentieket végiggondolva trividlis.
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a58

ags

Q28
ass
a58
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