
�Altal�anos��tott Stone-Neumann-t�etelAndai Attila, BME Anal��zis Szemin�arium el}oad�asA kvantummechanik�aban �zikai mennyis�egeknek �onadjung�alt oper�atorok felel-nek meg. A legfontosabb (�es legegyszer}ubb mennyis�egek) a hely �es az impulzus.Ezen mennyis�egeknek megfelel}o oper�atorok jele p �es q. (p = (px; py; pz), q =(qx; qy; qz)) Most csak az egydimenzi�os esetet vizsg�aljuk. Ekkor a k�oz�ott�uk l�ev}ofelcser�el�esi rel�aci�o: [q; p] = i IdH :Ha H = L2(R) akkor legyen:D := ff 2 Hjfv�egtelen sokszor di�erenci�alhat�o �es kompakt tart�oj�ug:A D alt�er s}ur}u H-ban. PD : D! D f 7! �i dfdx;QD : D! D f 7! xf:Ekkor [QD; PD] = i IdD �es PD; QD l�enyeg�eben �onadjung�alt. Ez a Schr�odinger-reprezent�aci�o. Egy �onadjung�alt oper�ator egy unit�er egyparam�eteres csoportot ha-t�aroz meg, most �att�er�unk erre az unit�er csoportra:U : R! L(H) a 7! U(a) := exp (iaPD)V : R! L(H) b 7! V (b) := exp (ibQD):Ekkor a felcser�el�esi rel�aci�o: U(a)V (b) = eiabV (b)U(a):A k�et egyparam�eteres r�eszcsoport helyett egy oper�atort vizsg�alunk:W : R2 !H (a; b) 7!W (a; b) := exp(� i2ab)U(b)V (a):Ekkor a felcser�el�esi rel�aci�o:W (a; b)W (c; d) = exp�� i2(ad � bc)�W (a+ c; b+ d):Algebrat��pusok(1) algebra + norma = norm�alt algebra(vektort�er norma, mely szubmultiplikat��v: jjabjj � jjajj � jjbjj.)(2) algebra + invol�uci�o = �-algebra, invol�ut��v algebra(3) �-algebra + norma = norm�alt �-algebra(az invol�uci�o izometria: jja�jj = jjajj.)(4) norm�alt �-algebra + (jja�ajj = jjajj2) = pre-C�-algebra(5) teljes norm�alt algebra = Banach algebra(6) teljes norm�alt �-algebra = Banach �-agebra(7) teljes pre-C�-algebra = C�-algebra



2 �Altal�anos��tott Stone-Neumann-t�etelCCR-algebr�anak nevezz�uk a W (a; b), a; b 2 R elemek �altal gener�alt komplexsz�amok feletti C�-algebr�at, ahol a szorz�as az al�abbi m�odon �ertelmezett:W (a; b)W (c; d) = exp�� i2(ad � bc)�W (a+ c; b+ d);a � invol�uci�o pedig: W (a; b)� =W (�a;�b). Ennek az algebr�anak A a jele.Legyen H komplex Hilbert-t�er, �es legyen B(H) a H Hilbert-t�er korl�atos oper�a-torainak a halmaza. A (H;�) p�ar a CCR-algebra �abr�azol�asa, ha teljes��ti az al�abbifelt�eteleket:(1) � : A ! B(H) W (a; b) 7! �(W (a; b)),(2) Minden a; b 2 R elemre �(W (a; b)) unit�er,(3) Minden a; b 2 R elemre �(W (a; b))� = �(W (�a;�b)),(4) Minden a; b; c; d 2 R elemre:�(W (a; b))�(W (c; d)) = exp�� i2(ad � bc)��(W (a + c; b+ d));(5) A �̂ : R2 ! H (a; b) 7! �(W (a; b))lek�epz�es folytonos a gyenge oper�atortopol�ogi�aban.A (H;�) CCR-algebra �abr�azol�as:(1) irreducibilis, ha csak a trivi�alis z�art alterek invari�ansak az �abr�azol�o oper�a-torok mindegyik�ere,(2) nem degener�alt, ha af�(W (a; b))xja; b 2 R; x 2 Hghalmaz line�aris burka s}ur}u H-ban,(3) ciklikus, ha l�etezik olyan x0 2 H (ciklikus vektor), hogy af�(W (a; b))x0 ja; b 2 Rghalmaz line�aris burka s}ur}u H-ban,(4) regul�aris, ha �̂ : (a; b) 7! �(W (a; b)) lek�epz�es folytonos az er}os oper�atorto-pol�ogi�aban.Stone-Neumann-t�etel. Legyen (H;�) CCR-algebra �abr�azol�as, mely nem de-gener�alt, irreducibilis �es regul�aris, ekkor (H;�) unit�er ekvivalens a Schr�odinger-�abr�azol�assal.Legyen AZ a W (1; 0) �es a W (0; 2�) elemek �altal gener�alt A-beli maxim�alis AbelC�-r�eszalgebra. Az AZ nemtrivi�alis karaktereinek a topol�ogikus tere azonos��that�oa T2 := [0; 1) � [0; 2�) szorzatt�errel.



�Altal�anos��tott Stone-Neumann-t�etel 3De�ni�aljuk a k�ovetkez}o lek�epz�est:UZ : L2(R)! L2(T2; 12�d�d�) f 7! UZ(f);ahol T2 = [0; 1)� [0; 2�) �esUZ(f)(�; �) =Xn2Z e�in�f(n + �):Ekkor UZ izometrikus izomor�zmus, neve Zak-transzform�aci�o.Az (L2(R); �S) CCR-algebra Schr�odinger reprezent�aci�oj�ar�ol t�erj�unk �at UZ seg��t-s�eg�evel egy �Z reprezent�aci�ora:�Z : A! B(L2(T2; 12�d�d�)) W (a; b) 7! UZ�S (W (a; b))U�1Z :R�ovid sz�amol�assal ellen}orizhet}ok az al�abbi kifejez�esek minden g 2 L2(T2; 12�d�d�)'megfelel}o' f�uggv�enyre:(�Z (W (a; 0))g)(�; �) = ei�[�+a]g((�+ a) mod1; �)(�Z (W (0; b))g)(�; �) = e�ib�g(�; (� + b)mod1):Az eddigiek alapj�an tudjuk, hogy minden nem degener�alt irreducibilis regul�a-ris �abr�azol�as ekvivalens az (L2(T2; 12� ); �Z ) �abr�azol�assal, ahol AZ elemei a Gelfand-transzform�altjuk szorz�as�aval hatnak. Az A C�-algebra Gelfand-transzform�altj�anaka jele Â, az a 2 A elem Gelfand-transzform�altja â.�All��t�as. Legyen (H;�) nem degener�alt �abr�azol�asa egy A �-algebr�anak. Ekkorl�etezik � ciklikus r�esz�abr�azol�asainak olyan (�i)i2I szumm�alhat�o rendszere, hogy^Li2I�i, az �abr�azol�asok Hilbert-�osszege, unit�er ekvivalens �-vel.Ha A Banach �-algebra, akkor az A �abr�azol�asainak b�armely rendszere szumm�al-hat�o.Legyen (H;�) nem degener�alt CCR-algebra �abr�azol�as �es legyen x 2 H. Ak�;x : A! C W (a; b) 7! hx; �(W (a; b))xilek�epez�es pozit��v regul�aris funkcion�al A felett. Ekkor k�;x pozit��v Radon-m�ert�ekÂ halmazon. Mivel Â lok�alisan kompakt t�er, ez�ert a Riesz-f�ele reprezent�aci�os t�etel�ertelm�eben l�etezik olyan �x : R0(Â)! R+�-addit��v halmazf�uggv�eny, hogyC0(Â) � L1R(Â;R0(Â); �x)



4 �Altal�anos��tott Stone-Neumann-t�etel�es minden a 2 A elemre: k�;x(a) = Z âd�x:A R0(Â) az A nemtrivi�alis karaktereinek Gelfand-topol�ogi�aval ell�atott Hausdor�topol�ogikus ter�en a relat��v kompakt Baire-halmazok �-gy}ur}uj�et jel�oli, L az in-tegr�alhat�o f�uggv�enyek prehilbert ter�et jel�oli.Mivel Â megsz�aml�alhat�o b�azis�u lok�alisan kompakt t�er (T2), ez�ert a Baire-hal-mazai megegyeznek a Borel-halmazokkal.Legyen (H;�) nem degener�alt CCR-algebra �abr�azol�as, �es legyen x 2 H. EkkorHx jel�olje a f�(W (a; b))xja; b 2 Rghalmaz line�aris burk�anak a lez�arjt�at.A (H;�) nem degener�alt CCR-algebra �abr�azol�as a H szepar�abilis Hilbert-t�eren.Azt mondjuk, hogy (H;�) multiplicit�as mentes, ha teljes��ti az al�abbi h�arom ekvi-valens felt�etel valamelyik�et:(1) Minden x 2 H vektor eset�en a Hx alt�erre vet��t}o projektor eleme a �(A)�altal gener�alt Neumann-algebr�anak (vagyis eleme �(A)��-nak).(2) A �(A)�� maxim�alis Abel r�eszalgebra B(H)-ban.(3) Minden x; y 2 H eset�en, ha Hx ? Hy akkor �x �es �y k�olcs�on�osen orto-gon�alisak. (Azaz ha Hx ? Hy akkor l�etezik Â-nak olyan Syx Baire-halmaza,hogy �x(Â n Syx) = 0 �es �y(Syx) = 0.)�All��t�as. Legyen (H;�) nem degener�alt, multiplicit�as mentes CCR-algebra �ab-r�azol�as. Ekkor l�etezik � pozit��v m�ert�ek a Â Baire-halmazain �es l�etezikU : H ! L2(Â; �)izometrikus izomor�zmus, hogy minden a 2 A elemre U�(a)U�1 oper�ator mege-gyezik a â-val val�o szorz�as oper�ator�aval.Most nem szepar�abilis Hilbert-t�erre terjesztj�uk ki az eddigi fogalmakat. A �(A)�altal gener�alt Baire �-algebra a legkisebb C�-algebra mely tartalmazza �(A)-t �esaz �osszes gyeng�e konvergens monoton sorozat�anak a hat�ar�ert�ek�et.Azt mondjuk, hogy a (H;�) nem degener�alt CCR-algebra �abr�azol�as spektr�alisanmultiplicit�asmentes, ha teljes��ti az al�abbi h�arom ekvivalens felt�etel valamelyik�et.(1) Minden x 2 H eset�en a Hx alt�erre vet��t}o projektor eleme a �(A) �altalgener�alt Baire �-algebr�anak.(2) Minden x; y 2 H eset�en, ha Hx ? Hy akkor l�etezik Â-nak olyan Syx Bairehalmaza, hogy �x(Â n Syx) = 0 �es �y(Syx) = 0.



�Altal�anos��tott Stone-Neumann-t�etel 5(3) L�etezik � pozit��v m�ert�ek Â Baire-halmazain, �es l�etezik U : H ! L2(Â; �)izometrikus izomor�zmus �ugy, hogy minden a 2 A eset�en az U�(a)U�1oper�ator megegyezik az â Gelfand-transzform�alttal val�o szorz�as oper�ator�a-val.Mivel a (H;�) nem degener�alt �abr�azol�as ciklikus �abr�azol�asokb�ol fel�ep��thet}o, ez�erta 3. felt�etelbe szerpl}o � m�ert�ek a k�ovetkez}o alakba ��rhat�o:� =Xi2I �xi:Legyen (X;M; �) �-v�eges pozit��v m�ert�ekt�er �es H Hilbert-t�er. Azt modjuk,hogy az f : X ! H f�uggv�eny megsz�aml�alhat�o �ert�ek}u, ha l�epcs}os f�uggv�eny, �esaz �ert�ekk�eszlet�enek a sz�amoss�aga nem nagyobb mind megsz�aml�alhat�oan v�egtelen.Azt mondjuk, hogy az f : X ! H f�uggv�eny �altal�anosan m�erhet}o, ha l�etezikfi2N : X ! H f�uggv�enysorozat, melynek minden tagja megsz�aml�alhat�o �ert�ek}u �es af�uggv�enysorozat pontok�ent konverg�al f-hez �-majdnem mindenhol.Azt mondjuk, hogy a V : X ! L(H) oper�ator �ert�ek}u f�uggv�eny (�altal�anosan)er}osen m�erhet}o, ha minden x 2 H vektorra aVx : X ! H a 7! V (a)xvektor �ert�ek}u f�uggv�eny �altal�anosan m�erhet}o.�All��t�as. A V : X ! L(H) f�uggv�eny pontosan akkor er}osen m�erhet}o, ha teljes��tiaz al�abbi k�et felt�etelt:(1) a V gyeng�en m�erhet}o:minden x; y 2 H vektorok eset�en aVx;y : X ! C a 7! hV (a)x; yif�uggv�eny m�erhet}o,(2) a V �-majdnem mindenhol szepar�abilis �ert�ek}u minden x 2 H vektorra n�ezve:minden x 2 H vektor eset�en l�etezik egy N � X nullm�ert�ek}u r�eszhalmazmelyre a fV (a)xja 2 X nNghalmaz szepar�abilis r�eszhalmaza H-nak.



6 �Altal�anos��tott Stone-Neumann-t�etelT�ETEL. Legyen (H;�) az A CCR-algebra �abr�azol�asa, mely(1) �abr�azol�as megszor��t�asa AZ-re spektr�alisan multiplicit�as mentes,(2) minden �x m�ert�ekre n�ezve er}osen m�erhet}o,ekkor az �abr�azol�as irreducibilis.Megjegyz�esek.(1) A spektr�alisan multiplicit�as mentess�eg miatt l�etezikU : H ! L2(T2; �)izometrikus izomor�zmus �ugy, hogy minden A 2 AZ elemre az U�(A)U�1oper�ator megegyezik az Â-val val�o szorz�as oper�ator�aval.(2) A � m�ert�ek az al�abbi form�aban ��rhat�o:� =Xi2I �xi;ahol fxigi2I p�aronk�ent ortogon�alis vektorok, melyek �altal gener�alt ciklikus�abr�azol�as megegyezik (H;�)-vel:H =Mi2I f�(A)xijA 2 AZg:Valamint a �xi m�ert�ek a Riesz-reprezent�aci�os t�etel �ertelm�eben az xi vek-torhoz rendelt m�ert�ek.(3) Minden i 2 I elemhez l�etezik Si � T2 Borel r�eszhalmaz �ugy, hogy �xi(Si) =�xi(T2) �es ha y ? Hx akkor �y(Si) = 0.Jel�ol�esek.(1) A �xi m�ert�eket gyakran �i-nek ��rjuk.(2) Ha f T2-en �ertelmezett f�uggv�eny �es (a; b) 2 R2, akkor az f eltoltj�at f (a;b)jel�oli, amit az al�abbi m�odon �ertelmez�unk:f (a;b)(�; �) := f�(� � a) mod1; (� � b) mod2��:(3) Ha � pozit��v m�ert�ek B(T2)-en, akkor a � m�ert�ek (a; b) 2 R2-vel val�o eltolj�at�(a;b)-vel jel�olj�uk �es a �(a;b)(f) := �(f (a;b))formul�aval �ertelmezz�uk minden T2-en �ertelmezett korl�atos Borel-m�erhet}of�uggv�enyre.



�Altal�anos��tott Stone-Neumann-t�etel 7A kimondott t�etelt (a t�obbi t�etelhez hasonl�oan) nem bizony��tjuk, csak az al�abbilemm�at n�ezz�uk meg r�eszletesen (mely igen fontos a t�etel bizony��t�as�an�al).1. Lemma. Minden (a; b) 2 R2 �es x 2 H eset�en a �(W (a; b))x vektorhozrendelt ��(W (a;b))x m�ert�ek egyenl}o �(a;b)x m�ert�ekkel.1. Lemma bizony��t�asa. Az al�abbi egyenl}os�eget kell igazolnunk tetsz}olegesa 2 AZ elemre:ZT2 âd��(W (a;b))x = ZT2 â�(�� a) mod1; (� � b) mod2��d�x(�; �):De�ni�aljuk a � lek�epz�est:� : R2 ! Aut(AZ) (x; y) 7! �a;b�a;b : AZ ! AZ A 7!W (a; b)�1AW (a; b):A �a;b bels}o automor�zmusa AZ-nek, a �̂a;b Gelfand-transzform�altja automor�z-musa C(T2)-nek. K�ozvetlen sz�amol�assal igazolhat�o, hogy�̂a;b(Â) = Â(a;b 8Â 2 ÂZ:Ezek ut�an m�ar igazolhatjuk a kiv�ant egyenl}os�eget:ZT2 Âd��(W (a;b))x = h�(W (a; b))x; �(A)�(W (a; b))xi =hx; �(W (a; b))�1�(A)�(W (a; b))xi = hx; ��W (a; b)�1AW (a; b)�xi =hx; �(�a;bA)xi = ZT2 �̂a;b(Â)d�x:


