Altaldnositott Stone-Neumann-tétel
Andar Attila, BME Analizis Szemindrium eldadds

A kvantummechanikaban fizikai mennyiségeknek onadjungalt operatorok felel-
nek meg. A legfontosabb (és legegyszertibb mennyiségek) a hely és az impulzus.
Ezen mennyiségeknek megfelelé operatorok jele p és ¢. (p = (pz,Py.pP:), ¢ =
(gz,qy,q-)) Most csak az egydimenziés esetet vizsgaljuk. Ekkor a kozottiik 1évé
feleserélési relacio:

Ha H = L*(R) akkor legyen:
D := {f € H|fvégtelen sokszor differencidlhaté és kompakt tartoja}.
A D altér saru H-ban.

d,
Pp:D—D fn—>—i—f,
dx

Qp:D—D f=af.

Ekkor [@Qp, Pp] = t1dp és Pp,Qp lényegében onadjungalt. Ez a Schrédinger-
reprezentdcio. Egy onadjungalt operator egy unitér egyparaméteres csoportot ha-
taroz meg, most attérunk erre az unitér csoportra:

U:R— L(H)  aw~ Ua) :=exp (iaPp)
V:R— L(H) b V(b):=exp(ibQp).
Ekkor a feleserélési reldci:
U(a)V(b) = "V (b)U(a).

A két egyparaméteres részcsoport helyett egy operatort vizsgalunk:
W:R?> > H (a,b) — W(a,b) := exp(—%ab)U(b)V(a).
Ekkor a felcserélési relacio:

Wi(a,b)W(c,d) = exp(—%(ad — bc))W(a +¢,b+d).

Algebratipusok

(1) algebra + norma = normdlt algebra
(vektortér norma, mely szubmultiplikativ: ||ab|| < ||al| - ]]0]].)
(2) algebra + involicié = *-algebra, involitiv algebra
(3) *-algebra 4+ norma = normdlt *-algebra
(az involicié izometria: ||la*|| = ||all.)
4) normélt x-algebra + (||a*a|| = ||a||*) = pre-C*-algebra
5) teljes normalt algebra = Banach algebra
6) teljes normalt x-algebra = Banach *-agebra
7)

teljes pre-C*-algebra = C*-algebra
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CCR-algebrdnak nevezzik a W(a,b), a,b € R elemek altal generélt komplex
szamok feletti C'*-algebrat, ahol a szorzas az alabbi moédon értelmezett:

Wi(a,b)W(c,d) = exp(—%(ad — bc))W(a + e, b+ d),

a * involtcié pedig: W(a,b)* = W(—a,—b). Ennek az algebranak A a jele.

Legyen H komplex Hilbert-tér, és legyen B(H) a H Hilbert-tér korlétos opera-
torainak a halmaza. A (H,n) par a CCR-algebra dbrdzoldsa, ha teljesiti az aldbbi
feltételeket:

(1) m: A— B(H) W(a,b) — n(W(a,b)),

(2) Minden a,b € R elemre n(W(a, b)) unitér,

(3) Minden a,b € R elemre n(W(a,b))* = (W(—a, -b)),

(4) Minden a,b,c,d € R elemre:

7(W(a,b))m(W(e,d)) = exp(—%(ad — bc))n’(W(a +¢,b+d)),
(5) A
#:R* = H (a,b)— x(W(a,b))
leképzés folytonos a gyenge operatortopoldgiaban.

A (H,n) CCR-algebra abrézolas:
(

1) irreducibilis, ha csak a trividlis zért alterek invaridnsak az abrazold opera-
torok mindegyikére,
(2) nem degenerdlt, ha a

{n(W(a,b))x|a,b e R, =€ H}

halmaz linearis burka stirtt H-ban,
(3) ciklikus, ha létezik olyan xo € H (ciklikus vektor), hogy a

{n(W(a,b))xola,b € R}

halmaz linearis burka stirtt H-ban,
(4) reguldris, ha 7 : (a,b) — w(W(a,b)) leképzés folytonos az erds operatorto-
pologiaban.

Stone-Neumann-tétel. Legyen (H,n) CCR-algebra abréazolas, mely nem de-
generalt, irreducibilis és reguldris, ekkor (H,7) unitér ekvivalens a Schrodinger-
abrazolassal.

Legyen Az a W(1,0) és a W(0,2r) elemek altal generdlt A-beli maximélis Abel
C*-részalgebra. Az Ay nemtrivialis karaktereinek a topolégikus tere azonosithatd
a T?:=[0,1) x [0,27) szorzattérrel.
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Definialjuk a kovetkezo leképzést:
1
Uz : L*(R) — L*(T?, Q—dadﬁ) f=Uz(f),
vis
ahol T? = [0,1) x [0,27) és

Uz(f)(a,8) =Y e ™ f(n+a).

neZ

Ekkor Uy izometrikus izomorfizmus, neve Zak-transzformdcio.

Az (L*(R), 7s) CCR-algebra Schrodinger reprezentdcidjardl térjiink &t Uy segit-
ségével egy 7y reprezentaciora:

Tz A— B(L*(T?, %dadﬁ)) W(a,b) = Uzrs(W(a,b))U,".

Rovid szdmoléssal ellendrizheték az aldbbi kifejezések minden g € L?(T?, %dadﬁ)
‘megfelelo’ fuggvényre:

(m2(W(a,0))g)(a, B) = e”l*Tg((a + a) modl, 3)
(mz(W(0,b))g)(e, ) = e~***g(a, (3 + b)mod1).

Az eddigiek alapjan tudjuk, hogy minden nem degeneralt irreducibilis regulé-

ris dbrézolés ekvivalens az (L*(T?, %), 7z ) dbrézolassal, ahol Az elemei a Gelfand-

transzformaltjuk szorzasaval hatnak. Az A C*-algebra Gelfand-transzforméltjdnak
a jele A, az a € A elem Gelfand-transzformaltja a.

Allitas. Legyen (H,n) nem degenerélt abrazolasa egy A *-algebréanak. Ekkor
létezik 7 ciklikus részabrazoldsainak olyan (;)ie; szummélhaté rendszere, hogy

D, i, az dbrézolasok Hilbert-0sszege, unitér ekvivalens m-vel.

Ha A Banach *-algebra, akkor az A abrazoldsainak barmely rendszere szummal-
hato.

Legyen (H,r) nem degeneralt CCR-algebra abrézolas és legyen @ € H. A
kry: A—C Wi(a,b) — (x,m(W(a,b))zx)

leképezés pozitiv reguléris funkciondl A felett. Ekkor k. , pozitiv Radon-mérték

A halmazon. Mivel A lokélisan kompakt tér, ezért a Riesz-féle reprezentaciés tétel
értelmében létezik olyan

TP RO(A) — RT
o-additiv halmazfiggvény, hogy

Co(A) C Li(A Ro(A). )
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és minden a € A elemre:

krs(a) = /&d/,Lx.

A Ro(A) az A nemtrivialis karaktereinek Gelfand-topologiaval ellatott Hausdorff
topologikus terén a relativ kompakt Baire-halmazok §-gytrtjét jeloli, £ az in-
tegralhato fuggvények prehilbert terét jeloli.

Mivel A megszamlalhaté bézisi lokélisan kompakt tér (T?), ezért a Baire-hal-
mazal megegyeznek a Borel-halmazokkal.

Legyen (H,n) nem degeneralt CCR-algebra dbrazolds, és legyen « € H. Ekkor
H, jelolje a
{r(W(a,b))z|a,b € R}

halmaz linearis burkanak a lezarjtat.

A (H,r) nem degenerdlt CCR-algebra abrazolas a H szepardbilis Hilbert-téren.
Azt mondjuk, hogy (H, ) multiplicitds mentes, ha teljesiti az aldbbi hirom ekvi-
valens feltétel valamelyikét:

(1) Minden @ € H vektor esetén a H, altérre vetito projektor eleme a m(.A)
ltal generalt Neumann-algebranak (vagyis eleme 7(.A)" -nak).

(2) A 7(A)"" maximadlis Abel részalgebra B(H )-ban.

(3) Minden z,y € H esetén, ha H, L H, akkor pu, és p, koélcsénosen orto-
gonalisak. (Azaz ha H, L H, akkor létezik A-nak olyan SY Baire-halmaza,

hogy i (A\ S¥) =0 és 11, (SY) = 0.)

Allitas. Legyen (H, ) nem degeneralt, multiplicitds mentes CCR-algebra ab-
rédzolas. Ekkor létezik p pozitiv mérték a A Baire-halmazain és 1étezik

U:H— L*A p)

izometrikus izomorfizmus, hogy minden a € A elemre Ur(a)U ™! operdtor mege-
gyezik a a-val vald szorzas operatoraval.

Most nem szeparabilis Hilbert-térre terjesztjiik ki az eddigi fogalmakat. A n(A)
altal generdlt Baire %-algebra a legkisebb C*-algebra mely tartalmazza w(A)-t és
az Osszes gyengé konvergens monoton sorozatanak a hatarértékét.

Azt mondjuk, hogy a (H, 7) nem degeneralt CCR-algebra abrazolas spektrdlisan
multiplicitasmentes, ha teljesiti az aldbbi harom ekvivalens feltétel valamelyikét.
(1) Minden @ € H esetén a H, altérre vetité projektor eleme a w(A) &altal
generalt Baire %-algebranak.
(2) Minden z,y € H esetén, ha H, L H, akkor létezik A-nak olyan SY Baire
halmaza, hogy p,(A\ S¥) = 0 és 11,(S¥) = 0.



Altalanositott Stone-NNeumann-tetel 5%

(3) Létezik p pozitiv mérték A Baire-halmazain, és létezik U : H — L2(A7M)
izometrikus izomorfizmus gy, hogy minden a € A esetén az Um(a)U™!
operator megegyezik az a Gelfand-transzformalttal vald szorzas operatora-
val.

Mivel a (H, ) nem degeneralt abrazolas ciklikus dbrazolédsokbdl felépithetd, ezért
a 3. feltételbe szerplo p mérték a kovetkezo alakba irhato:

H= Z/ul’i‘

el

Legyen (X, M, u) o-véges pozitiv mértéktér és H Hilbert-tér. Azt modjuk,
hogy az f : X — H fuggvény megszdmlalhato értéki, ha lépesos fuggvény, és
az értékkészletének a szamossdga nem nagyobb mind megszamlalhatéoan végtelen.

Azt mondjuk, hogy az f : X — H fuggvény dltaldnosan mérheto, ha létezik
fien : X — H fuggvénysorozat, melynek minden tagja megszamlalhato értéku és a
fuggvénysorozat pontoként konvergal f-hez p-majdnem mindenhol.

Azt mondjuk, hogy a V : X — L(H) operator értékli fiiggvény (dltaldnosan)
erosen mérheté, ha minden x € H vektorra a

Ve: X - H a— Via)x

vektor értéku fuggvény altalanosan mérheto.

Allitds. AV : X — L(H) fliggvény pontosan akkor erdsen mérhetd, ha teljesiti
az alabbi két feltételt:
(1) a V' gyengén mérheté:
minden z,y € H vektorok esetén a

Vey: X —=C a— (V(ia)z,y)

fuggvény mérheto,

(2) aV u-magdnem mindenhol szepardbilis értéki minden x € H vektorra nézve:
minden @ € H vektor esetén létezik egy N C X nullmértéku részhalmaz
melyre a

{V(a)xla € X \ N}

halmaz szeparabilis részhalmaza H-nak.
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TETEL. Legyen (H,r) az A CCR-algebra abrazolasa, mely

(1) abrazolds megszoritasa Ayz-re spektralisan multiplicitds mentes,
(2) minden pu, mértékre nézve erésen mérheto,

ekkor az &dbrézolés irreducibilis.

Megjegyzések.

(1) A spektralisan multiplicitds mentesség miatt 1étezik
U:H — L*(T? u)

izometrikus izomorfizmus gy, hogy minden A € Ay elemre az Un(A)U !

operator megegyezik az A-val valé szorzés operdtoraval.
(2) A p mérték az aldbbi forméban {rhato:

/“L:Z/“Ll’m

el

ahol {z; };cr paronként ortogonélis vektorok, melyek altal generalt ciklikus
abrazolas megegyezik (H, w)-vel:

H =P {r(A)z:A € Az}

el

Valamint a p,, mérték a Riesz-reprezentacios tétel értelmében az x; vek-
torhoz rendelt mérték.

(3) Minden i € I elemhez létezik S; C T? Borel részhalmaz tgy, hogy p.,(S;) =
pz;(T?) és hay L H, akkor 1,(S;) = 0.

Jelolések.

(1) A pp, mértéket gyakran p;-nek irjuk.
(2) Ha f T%en értelmezett fiiggvény és (a,b) € R?, akkor az f eltoltjat fle:)
jeloli, amit az alabbi médon értelmezink:

f(a’b)(oz,ﬁ) = f((oz —a) modl, (8 —b) modZﬂ').

3) Ha p pozitiv mérték B(T?)-en, akkor a u mérték (a,b) € R%-vel valé eltoljat
M I
pl@b) vel jelsljiik és a

D (f) = ()

formuléval értelmezzilk minden T?-en értelmezett korlatos Borel-mérhetd
fuggvényre.
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A kimondott tételt (a tobbi tételhez hasonldéan) nem bizonyitjuk, csak az alabbi
lemmat nézziik meg részletesen (mely igen fontos a tétel bizonyitasanal).

1. Lemma. Minden (a,b) € R? és v € H esetén a n(W(a,b))x vektorhoz
rendelt fi (1w (q,p))T mérték egyenld /,LSU“”’) meértékkel.

1. Lemma bizonyitasa. Az aldbbi egyenloséget kell igazolnunk tetszoleges
a € Ay elemre:

/11"2 adpir(w(a,b))e = /TZ a((a—a) modl, (s —0b) mod2m)du,(a,s).

Definialjuk a 7 leképzést:

7:R? = Aut(Ay) (2,y) — Tab
Tap: Az = Az A W(a,b)_lAW(a,b).

A 7,4 belsé automorfizmusa Az-nek, a 7,5 Gelfand-transzformaltja automorfiz-
musa C'(T?)-nek. Kozvetlen szdmoldssal igazolhatd, hogy

Fap(A) = AP VA e Ay
Ezek utdan mar igazolhatjuk a kivant egyenloséget:
[ Aoy = (¥ (b)), A)x(V (0. b)) =
(o, (W (,)) ™ w(A)e(W (a,5))r) = G w (W (a0, b) ™ AW (a,B) ) =

<x77T(Ta,bA)x>:/TQ%a,b(A)d/«Lx-



