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Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 1XVII. A harmonikus anal��zis elemei1. Csoport�abr�azol�asokHa G csoport �es V unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben, akkor V algebrai�es geometriai irreducibilit�asa ekvivalens.Ha G kommutat��v csoport, akkor minden irreducibilis unit�er �abr�azol�asa egydimenzi�os.Ha G csoport �es V irreducibilis unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben,akkor minden nemnulla x 2 H vektor ciklikus vektor.Ha G csoport �es V unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben, akkor Vfelbonthat�o ciklikus unit�er r�esz�abr�azol�asok �osszeg�ere.Ha G csoport �es V v�eges dimenzi�os unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben,akkor V felbonthat�o irreducibilis unit�er r�esz�abr�azol�asok �osszeg�ere.Minden G csoporthoz l�etezik olyan � kardin�alis sz�am, hogy a G minden ciklikusunit�er �abr�azol�as�anak Hilbert-dimenzi�oja kisebb-egyenl}o �-n�al.2. Topologikus csoportok �es folytonos �abr�azol�asokLegyenG csoport. Ha T csoport-topol�ogiaG felett �es B az e-nek k�ornyezetb�azisa,akkor B-re teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:(1) Minden U 2 B halmazhoz l�etezik olyan V 2 B, hogy V V � U .(2) Minden U 2 B halmazhoz l�etezik olyan V 2 B, hogy V �1 � U .(3) Minden U 2 B halmazhoz �es s 2 G elemhez l�etezik olyan V 2 B, hogysV s�1 � U .Megford��tva, ha B olyan r�acs, amelynek minden eleme e-t tartalmaz�o r�eszhalmazG-ben �es teljes�ulnek r�a a fenti tulajdons�agok, akkor l�etezik egyetlen olyan G felettiT csoporttopol�ogia, hogy B a e k�ornyezetb�azisa T szerint.Minden topologikus csoport regul�aris topologikus t�er.



2 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiHa G topologikus csoport, akkor az al�abbiak ekvivalensek:(1) A G topologikus t�er T2 t�er.(2) A G topologikus t�er T1 t�er.(3) A G topologikus t�er T0 t�er.Ha G topologikus csoport, akkor az al�abbiak ekvivalensek:(1) A G topologikus t�er M1 t�er.(2) Az e-nek l�etezik megsz�aml�alhat�o k�ornyezetb�azisa.(3) L�etezik olyanG feletti d balinvari�ans (illetve jobbinvari�ans) f�elmetrika, hogyTd egyenl}o a G topol�ogi�aj�aval, �es minden r > 0 sz�amra a Br(e; d) g�ombszimmetrikus halmaz.(4) A G topologikus t�er f�elmetriz�alhat�o.Ha G topologikus csoport, akkor az al�abbiak ekvivalensek:(1) A G topologikus t�er M1 �es T0 t�er.(2) Az e-nek van olyan B k�ornyezetb�azisa, hogy feg = TU2B U .(3) L�etezik olyan G feletti d balinvari�ans (illetve jobbinvari�ans) metrika, hogyTd egyenl}o a G topol�ogi�aj�aval, �es minden r > 0 sz�amra a Br(e; d) g�ombszimmetrikus halmaz.(4) A G topologikus t�er metriz�alhat�o.Szepar�alt topologikus csoport minden lok�alisan kompakt r�eszcsoportja z�art.Lok�alisan kompakt csoport z�art r�eszcsoportjai megegyeznek a lok�alisan kompaktr�eszcsoportjaival.A G topologikus csoport minden ny��lt r�eszcsoportja z�art. Speci�alisan, ha G�osszef�ugg}o topologikus csoport, akkor G az egyetlen ny��lt r�eszcsoport G-ben.Legyen G0 a G topologikus csoport neutr�alis elem�enek �osszef�ugg}o komponense.Ekkor G0 z�art invari�ans r�eszcsoport G-ben.Legyen V olyan k�ornyezete a G topologikus csoport neutr�alis elem�enek, hogyV �1 = V . Ekkor V (1) = Tn2N� V (n) halmaz ny��lt r�eszcsoport G-ben.Ha G olyan lok�alisan kompakt csoport, hogy G �osszef�ugg}o komponenseinekhalmaza megsz�aml�alhat�o, akkor G �-kompakt.Legyenek G1 �es G2 topologikus csoportok, �es f : G1 ! G2 folytonos, v�egtelenbenelt�un}o f�uggv�eny. Ekkor e2 minden V2 k�ornyezet�ehez l�etezik e1-nek olyan V1



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 3k�ornyezete, hogy minden sa; sb 2 G1 elemre, ha sb 2 saV1 vagy sb 2 V1sa akkorf(sb) 2 f(sa)V2 �es f(sb) 2 V2f(sa).A �G=H : G! G=H kanonikus sz�urjekci�o ny��lt.Legyen G topologikus csoport �es H r�eszcsoportja G-nek. A k�ovetkez}o �all��t�asokekvivalensek.(1) A H z�art r�eszcsoport G-ben.(2) A G=H T2 t�er.(3) A G=H T1 t�er.(4) A G=H T0 t�er.Legyen G topologikus csoport �es H r�eszcsoportja G-nek. Ekkor 
G=H tranzit��vfolytonos topologikus �abr�azol�asa G-nek a G=H topologikus t�erben.Ha G lok�alisan kompakt csoport �es H z�art r�eszhalmaza G-nek, akkor a G=Htopologikus t�er lok�alisan kompakt �es parakompakt.Legyen 
 tranzit��v folytonos topologikus �abr�azol�asa G topologikus csoportnakaz X topologikus t�erben. Ha G �-kompakt, tov�abb�a X T2 t�er, �es X nem �all el}omegsz�aml�alhat�o sok sehol sem s}ur}u halmaz uni�ojak�ent, akkor:(1) Minden x 2 X pontra a _�x : G=Gx ! X folytonos bijekci�o homeomor�zmus.(2) Minden x 2 X pontra a 
G=Gx �es 
 topologikus �abr�azol�asok topologikusanekvivalensek.(3) Az X t�er �-kompakt �es lok�alisan kompakt.Legyen 
 tranzit��v �abr�azol�asa a G csoportnak az X nem�ures halmazban.Ekkor minden G feletti csoport-topol�ogi�ahoz egy�ertelm}uen l�etezik olyan X felettitopol�ogia, hogy minden x 2 X pontra a _�x : G=Gx ! X bijekci�o homeomor�zmus.Ha adott G-n egy csoport-topol�ogia �es X-t ell�atjuk ezzel a topol�ogi�aval, akkor 
folytonos topologikus �abr�azol�as.Legyen G topologikus csoport �es V unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben.A k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) A V folytonos unit�er �abr�azol�as.(2) Minden x 2 H vektorra a G! H; s 7! V (s)x f�uggv�eny folytonos.(3) Minden x; y 2 H vektorra a G! C ; s 7! hV (s)x; yi f�uggv�eny folytonos.(4) L�etezik olyan D � H, hogy minden x; y 2 D vektorra a hV (�)x; yi : G ! Cm�atrixelem-f�uggv�eny e-ben folytonos, �es D line�aris burka s}ur}u H-ban.(5) Minden x 2 H vektorra a hV (�)x; yi : G ! C m�atrixelem-f�uggv�eny e-benfolytonos.



4 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiHa G csoport, s 2 G �es minden j 2 N� sz�amhoz l�etezik olyan k 2 N� �es t 2 G,hogy sjk = tst�1, akkor s 2 GF .3. Folytonos f�uggv�enyek lok�alisan kompakt t�er felettLegyenek T �es T 0 topologikus terek, F norm�alt t�er �es f : T � T 0 ! F folytonosf�uggv�eny. Minden K 0 � T 0 kv�azikompakt halmazhoz, t0 2 T ponthoz, �es " > 0val�os sz�amhoz l�etezik a t0-nak olyan U k�ornyezete T -ban, hogy:sup(t;t0)2U�K0 jjf(t; t0) � f(t0; t0)jj � ":Legyen T topologikus t�er, F norm�alt t�er, f 2 C(T ;F ) �es (gi)i2I olyan v�egesrendszer C(T ;R)-ben, hogy jjf jj � Pi2I gi �es minden i 2 I eset�en gi � 0. Ekkorvan olyan (fi)i2I rendszer C(T ;F )-ben, hogy minden i 2 I-re jjfijj � gi �es f =Pi2I fi. Ha f val�os (pozit��v) f�uggv�eny akkor az (fi)i2I rendszer megv�alaszthat�o�ugy, hogy minden tagja val�os (pozit��v) legyen.Legyen T lok�alisan kompakt t�er, �es f; g 2 C0(T ; C ) olyan f�uggv�enyek, hogyjf j � jgj. Ekkor l�etezik olyan (�n)n2N sorozat C0(T ; C )-ben, hogy minden n 2 Nsz�amra j�nj � 1 �es supp(�n) � [f 6= 0] �es limn!1(g�n) = f a T -n egyenletesen.Legyen T lok�alisan kompakt t�er, F norm�alt t�er, �es f 2 C0(T ;F ). Minden" > 0 val�os sz�amhoz l�etezik olyan (�i)i2I v�eges rendszer C0(T )-ben, �es olyan (zi)i2Irendszer F -ben, hogy minden i 2 I eset�en supp(�i) � supp(f), �es minden t 2 Tpontra jjf(t) �Xi2I �i(t)zijj < ":Legyenek T �es T 0 lok�alisan kompakt terek. Ha f 2 C0(T � T 0;K), �es K � T ,K 0 � T 0 olyan kompakt halmazok, hogy supp(f) � K � K 0, akkor minden " > 0val�os sz�amhoz l�etezik olyan g 2 C0(T ;K) 
 C0(T 0;K), hogy supp(g) � K �K 0, �esminden (t; t0) 2 T � T 0 pontra jf(t; t0) � g(t; t0)j < ":Legyen T lok�alisan kompakt t�er �es R olyan ekvivalenciarel�aci�o T felett, hogy aT=R topologikus t�er T2, �es a � : T ! T=R kanonikus sz�urjekci�o ny��lt lek�epz�es. HaT=R parakompakt, akkor l�etezik olyan f : T ! R+ folytonos f�uggv�eny, hogy:(1) Minden � 2 T=R pontra � \ [f > 0] 6= ;.(2) Minden K � T=R kompakt halmazra a ��1(K)\ supp(f) halmaz kompaktT -ben.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 5Ha T megsz�aml�alhat�o b�azis�u lok�alisan kompakt t�er, akkor a C(T ;K) f�uggv�enyt�era kompakt konvergencia topol�ogi�aj�aval ell�atva szepar�abilis metriz�alhat�o lok�alisankonvex t�er. 4. Komplex Radon-m�ert�ekekHa T lok�alisan kompakt t�er, akkor egy � : C0(T ; C ) ! C line�aris funkcion�alpontosan akkor Radon-m�ert�ek T felett, ha minden C0(T ; C )-ben halad�o (�n)n2N so-rozatra teljes�ul az, hogy ha (�n)n2N egyenletesen konverg�al 0-hoz �es Sn2N supp(�n)relat��v kompakt halmaz, akkor teljes�ul a limn!1 �(�n) = 0 egyenl}os�eg.Legyenek T �es T 0 lok�alisan kompakt terek g 2 C(T ; C ), �es � : T ! T 0olyan folytonos f�uggv�eny, hogy minden K 0 � T 0 kompakt halmazra ��1(K 0) � Tkompakt halmaz. Ekkor minden �0 2 C0(T ; C ) f�uggv�enyre g(�0 � �) 2 C0(T ; C ), �esminden � 2 M(T ; C ) Radon m�ert�ekre a�(g�) : C0(T ; C ) ! C �0 7! �(g(�0 � �))lek�epz�es Radon-m�ert�ek T 0 felett.Ha T lok�alisan kompakt t�er �es � : C0(T ; C ) ! C olyan line�aris funkcion�al, hogyminden � 2 C0(T )+ f�uggv�enyre �(�) 2 R+, akkor � pozit��v Radon-m�ert�ek T felett.Legyen T lok�alisan kompakt t�er �es �0 : C0(T )+ ! R+ f�uggv�eny. Akkor �es csakakkor l�etezik olyan T feletti � pozit��v Radon-m�ert�ek, hogy �0 � �, ha �0 addit��v.Legyen T lok�alisan kompakt t�er �es � 2 M(T ;R). L�etezik egyetlen olyan �+pozit��v Radon-m�ert�ek T felett, hogy minden � 2 C0(T )+ f�uggv�enyre�+(�) = sup�2C0(T )+��� �(�)teljes�ul. Tov�abb�a ekkor a �� := �+ � � funkcion�al szint�en pozit��v Radon-m�ert�ekT felett, �es � = �+ � ��.Ha T lok�alisan kompakt t�er, akkor a � : C0(T ; C ) ! C line�aris funkcion�alpontosan akkor Radon-m�ert�ek T felett, ha � el}o�all T feletti pozit��v Radon-m�ert�ekekkomplex line�aris kombin�aci�ojak�ent.



6 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiLegyen T lok�alisan kompakt t�er �es � 2 M(T ; C ). L�etezik egyetlen olyan j�jpozit��v Radon-m�ert�ek T felett, hogy minden � 2 C0(T )+ f�uggv�enyrej�j(�) = sup�2C0(T ;C)j�j�� j�(�)j:Ha T lok�alisan kompakt t�er �es � 2 M(T ; C ), akkor minden � 2 C0(T ; C )f�uggv�enyre j�j(j�j) = sup�2C0(T ;C)j�j�1 j�(��)j:Legyen T lok�alisan kompakt t�er, g 2 C(T ; C ), �es � 2 M(T ; C ). Ekkor ak�ovetkez}o teljes�ul jg�j = jgj � j�j:Ha T lok�alisan kompakt t�er, � 2 M(T ; C ) �es (Ui)i2I olyan halmazrendszer T -ben, hogy minden i 2 I indexre Ui ny��lt �-nullhalmaz, akkor Si2I Ui is ny��lt �-nullhalmaz.Ha T lok�alisan kompakt t�er �es � 2 M(T ; C ), akkor l�etezik lyan tartalmaz�astekintet�eben legnagyobb ny��lt halmaz T -ben, amely �-nullhalmaz.Legyen T lok�alisan kompakt t�er �es � 2 M(T ; C ). Ha � 2 C0(T ; C ) olyanf�uggv�eny, hogy supp(�) � [� = 0], akkor �(�) = 0.Ha T lok�alisan kompakt t�er, f; g 2 C(T; C ), �es � 2 M(T; C ), akkor g� = f�ekvivalens azzal, hogy supp(�) � [f = g].Legyen T lok�alisan kompakt t�er, F norm�alt t�er K felett, �es � 2 M(T ;K). MindenC0(T ;K)-beli (�i)i2I �es F -beli (zi)i2I v�eges rendszerre fenn�all����������Xi2I �(�i)zi���������� � j�j � ����������Xi2I �izi���������� :Legyen T lok�alisan kompakt t�er, F Banach-t�er K felett, �es � 2 M(T ;K). L�etezikegyetlen olyan Z : C0(T ;F )! F f 7! ZT f d�



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 7K-line�aris oper�ator, hogy(1) Minden � 2 C0(T;K) f�uggv�enyre �es z 2 F vektorra RT �z d� = �(�)z.(2) Minden f 2 C0(T ;F ) f�uggv�enyre��������ZT f d��������� � j�j � jjf jj:Legyen T lok�alisan kompakt t�er, F �es G Banach-t�er K felett, �es u 2 L(F;G).Ha � 2 M(T ;K) �es f 2 C0(T ;F ) akkorZT u � f d� = u�ZT f d�� :Legyenek T �es T 0 lok�alisan kompakt terek g 2 C(T ;K), �es � : T ! T 0 olyanfolytonos f�uggv�eny, hogy mindenK 0 � T 0 kompakt halmazra ��1(K 0) � T kompakthalmaz. Ha F Banach-t�er K felett, �es � 2 M(T ;K), akkor minden f 2 C0(T 0;F )f�uggv�enyre ZT 0 f d(�(g�)) = ZT (f � �)g d�:Legyen T lok�alisan kompakt t�er, F Banach-t�er K felett, �es � 2 M(T ;K)kompakt tart�oj�u Radon-m�ert�ek. Ha �; 2 C0(T ;K) olyan f�uggv�enyek, hogysupp(�) � [� = 1] �es supp(�) � [ = 1], akkor minden f : T ! F folytonosf�uggv�enyre ZT f� d� = ZT f d�:Legyenek X;Y;Z topologikus terek, Y lok�alisan kompakt �es p : X � Y ! Zfolytonos f�uggv�eny. Legyen F Banach-t�er K felett �es f 2 C(Z;F ) olyan f�uggv�eny,hogy minden x0 2 X pontnak l�etezik olyan V k�ornyezete, hogy az[x2V p(x; �)�1(supp(f))halmaz relat��v kompakt Y -ban. Ekkor(1) minden x 2 X pontra f(p(x; �)) 2 C0(Y ;F ), �es(2) minden � 2 M(Y ;K) Radon-m�ert�ekre azX ! F x 7! ZY f(p(x; y)) d�(y)param�eteres integr�alf�uggv�eny folytonos.



8 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiLegyen X topologikus t�er, Y lok�alisan kompakt t�er �es F Banach-t�er K felett.Ha f : X � Y ! F folytonos f�uggv�eny �es az X minden pontj�anak l�etezik olyan Vk�ornyezete, hogy a prY [(V � Y ) \ supp(f)] halmaz relat��v kompakt Y -ban, akkorminden x 2 X pontra f(x; �) 2 C0(Y ;F ), �es minden � 2 M(Y ;K) Radon-m�ert�ekreaz X ! F x 7! ZY f(x; y) d�(y)param�eteres integr�alf�uggv�eny folytonos.Ha T �es T 0 lok�alisan kompakt terek, �; �0 2 M(T � T 0; C ), �es minden � 2C0(T ; C ) �es �0 2 C0(T 0; C ) f�uggv�enyre �(�
 �0) = �0(�
 �0), akkor � = �0.Legyenek T �es T 0 lok�alisan kompakt terek. Minden � 2 M(T ; C ) �es �0 2M(T 0; C ) Radon-m�ert�ekhez egy�ertelm}uen l�etezik olyan � 
 �0 2 M(T � T 0; C ),hogy minden � 2 C0(T ; C ) �es �0 2 C0(T 0; C ) f�uggv�enyre(� 
 �0)(� 
 �0) = �(�) � �0(�0):Ha � �es �0 val�os (pozit��v) Radon-m�ert�ek, akkor � 
 �0 is val�os (pozit��v) Radon-m�ert�ek. Ha F Banach-t�er K felett, �es f 2 C0(T � T 0;F ), akkor minden t 2 T ,t0 2 T 0 pontra f(t; �) 2 C0(T 0;F ) �es f(�; t0) 2 C0(T ;F ), �es minden � 2 M(T ;K),�0 2 M(T 0;K) Radon-m�ert�ekre aT ! F t 7! ZT 0 f(t; t0) d�0(t0)T 0 ! F t0 7! ZT f(t; t0) d�0(t)f�uggv�enyek folytonosak, kompakt tart�oj�uak, �esZT�T 0 f d(� � �0) = ZT �ZT 0 f(t; t0) d�0(t0)� d�(t) = ZT 0 �ZT f(t; t0) d�(t)� d�0(t0):5. Haar-m�ert�ek lok�alisan kompakt csoport felettLegyen 
 tranzit��v topologikus �abr�azol�asa a G csoportnak az X lok�alisankompakt t�erben. Ekkor minden f 2 C0(X) f�uggv�enyhez �es g 2 C+0 (X) f�uggv�enyhezl�etezik olyan (ci)i2I v�eges rendszer R+-ban �es olyan (si)i2I rendszer G-ben, hogyf �Xi2I cig � 
(s�1i ):



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 9Legyen 
 tranzit��v topologikus �abr�azol�asa a G csoportnak az X lok�alisankompakt t�erben. Ha � nem nulla pozit��v topologikusan 
-kv�aziinvari�ans Radon-m�ert�ek X felett, akkor supp(�) = X �es egy�ertelm}uen l�etezik olyan � : G�X ! R�+f�uggv�eny, hogy minden s 2 G elemre a �(s; �) : X ! R�+ f�uggv�eny folytonos �es
(s)� = �(s�1; �)�, tov�abb�a erre a � f�uggv�enyre teljes�ul az, hogy s1; s2 2 G �esx 2 X eset�en �(eG; x) = 1;�(s1s2; x) = �(s1; 
(s2)(x)) � �(s2; x):Ha � baloldali vagy jobboldali Haar-m�ert�ek a G lok�alisan kompakt csoport felett,akkor supp(�) = G.Legyen G topologikus csoport �es 
 folytonos topologikus �abr�azol�asa G-nek az Xlok�alisan kompakt t�erben. Ha F Banach-t�er, f 2 C0(X;F ) �es � Radon-m�ert�ek Xfelett, akkor a G! F s 7! ZX f(
(s)x) d�(x)f�uggv�eny folytonos.Ha 
 folytonos topologikus �abr�azol�asa a G topologikus csoportnak azX lok�alisankompakt t�erban �es � nem nulla pozit��v relat��v 
-invari�ans Radon-m�ert�ek X felett,akkor a � multiplik�atora folytonos G! R�+ csoport-mor�zmus.Ha G lok�alisan kompakt csoport, F Banach-t�er, �es � Radon-m�ert�ek G felett,akkor minden f 2 C0(G;F ) f�uggv�enyre aG! F s 7! ZG f(ss0) d�(s0)G! F s 7! ZG f(s0s) d�(s0)f�uggv�enyek folytonosak.Legyen 
 tranzit��v topologikus �abr�azol�asa a G csoportnak az X lok�alisankompakt t�erben, � tetsz}oleges topologikusan 
-kv�aziinvari�ans pozit��v nem nullaRadon-m�ert�ek X felett, �es F Hilbert-t�er. Jel�olje � a � Radon-m�ert�ek 
-multiplik�ator�at.(1) A h�; �i� : C0(X;F ) � C0(X;F ) ! C (f; g) 7! �(hf; giF )



10 XVII. A harmonikus anal��zis elemeilek�epez�es skal�arszorz�as a C0(X;F ) f�uggv�enyt�er felett, ahol f; g 2 C0(X;F )eset�en hf; giF jel�oli azX ! C x 7! hf(x); g(x)iFfolytonos kompakt tart�oj�u f�uggv�enyt.(2) Minden s 2 G elemre aV (
;�;F )0 (s) : C0(X;F ) ! C0(X;F ) f 7!p�(s�1; �)f � 
(s�1)lek�epez�es olyan line�aris bijekci�o, amely megtartja a h�; �i� skal�arszorz�ast, �esa V (
;�;F )0 : G! GL(C0(X;F )) s 7! V (
;�;F )0 (s)lek�epez�es csoport-mor�zmus, vagyis V (
;�;F )0 line�aris �abr�azol�asa G-nek aC0(X;F ) vektort�erben.(3) Jel�olje V (
;�;F ) a V (
;�;F )0 �abr�azol�as teljes��t�es�et �es legyen L2F (X;�) ah�; �i� skal�arszorz�assal ell�atott C0(X;F ) prehilbert-t�er teljes burka. Ha Gtopologikus csoport, a 
 topologikus �abr�azol�as folytonos, �es a� : G�X ! R�+f�uggv�eny a szorzattopol�ogi szerint folytonos, akkor V (
;�;F ) folytonos unit�er�abr�azol�asa G-nek a L2F (X;�) Hilbert-t�erben.(4) Ha F 6= f0g �es a 
 topologikus �abr�azol�as injekt��v, akkor a V (
;�;F ) unit�er�abr�azol�as is injekt��v.Minden lok�alisan kompakt csoport felett l�etezik baloldali Haar-m�ert�ek, �eslok�alisan kompakt csoport felett b�armely k�et baloldali Haar-m�ert�ek ar�anyosegym�assal.Legyen G lok�alisan kompakt csoport. L�etezik egyentlen olyan �G : G ! R�+f�uggv�eny, hogy minden G feletti � baloldali Haar-m�ert�ekre �es minden s 2 G eset�en�G(s)� = �G(s)�:Ez a �G f�uggv�eny folytonos csoport-mor�zmus G �es R�+ k�oz�ott.Legyen G olyan lok�alisan kompakt csoport, hogy l�etezik e-nek olyanW kompaktk�ornyezete, hogy minden s 2 G eset�ensWs�1 �W:Ekkor G unimodul�aris.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 11Minden diszkr�et, kompakt vagy kommutat��v lok�alisan kompakt csoport uni-modul�aris.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es � 2 Aut(G). Ekkor van egyetlen olyanmodG(�) > 0 val�os sz�am, hogy minden G feletti baloldali Haar-m�ert�ekre�(�) = modG(�)�1�:Legyenek N �es H lok�alisan kompakt csoportok, � : H ! Aut(N) csoport-mor�zmus, �es tegy�uk fel, hogy aH �N ! N (h; n) 7! �h(n)lek�epez�es folytonos. Tekints�uk az N 
� H topologikus f�eldirekt szorzatot; ekkorN 
� H lok�alisan kompakt csoport.(1) L�etezik egyetlen olyan �� : H ! R�+ f�uggv�eny, hogy minden N feletti �Nbaloldali Haar-m�ert�ekre �es h 2 H eset�en�h(�N ) = �� (h)�1�Nteljes�ul. Ez a folytonos �� : H ! R�+ f�uggv�eny folytonos csoport-mor�zmus.(2) Legyen �N , �H baloldali Haar-m�ert�ek N , H felett. Ekkor a�N 
 (��1� �H)m�ert�ek baloldali Haar-m�ert�ek N 
� H felett.(3) Fenn�all az �N
�H = �N 
 (��1� �H)egyenl}os�eg.(4) Ha �N , �H jobboldali Haar-m�ert�ek N , H felett, akkor �N 
 �H jobboldaliHaar-m�ert�ek N 
� H felett.6. Lok�alisan kompakt csoport m�ert�ekalgebr�ajaLegyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett.(1) Minden � 2 C0(G; C ) f�uggv�enyre �� 2 C0(G; C ) �es supp(��) = (supp(�))�1.Minden �; 2 C0(G; C ) f�uggv�enyre � ��  2 C0(G; C ) �es supp(� ��  ) �supp(�) � supp( ).(2) A C0(G; C ) komplex vektort�er aC0(G; C ) �C0(G; C ) ! C0(G; C ) (�; ) 7! � ��  



12 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiszorz�assal, a C0(G; C ) ! C0(G; C ) � 7! ��invol�uci�oval, �es ajj � jj�;1 : C0(G; C ) ! R+ � 7! �(j�j)norm�aval ell�atva norm�alt *-algebra.(3) Minden s 2 G �es �; 2 C0(G; C ) eset�en(� ��  ) � 
G(s) = (� � 
G(s)) ��  ;(� ��  ) � �G(s) = � �� ( � �G(s)):Legyen G lok�alisan kompakt csoport, � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, �es�ertelmezz�uk a j� : C0(G; C ) !Mb(G; C ) � 7! � � �lek�epez�est. Ekkor (Im(j�); j�) p�ar teljes burka a jj � jj�;1 norm�aval ell�atott C0(G; C )f�uggv�enyt�ernek, ahol Im(j�) az Im(j�) � Mb(G; C ) line�aris alt�er m�ert�eknormaszerinti lez�artj�at jel�oli.Legyen G lok�alisan kompakt csoport. Minden � 2 C0(G; C ) f�uggv�enyhez l�etezikolyan  2 C0(G), 0 �  � 1 f�uggv�eny, hogy minden " > 0 val�os sz�amhoz l�etezikeG-nek olyan W k�ornyezete, hogy minden s 2W �es t 2 G pontraj�(s�1t)� �(t)j � " (t);j�(ts)� �(t)j � " (t)teljes�ul.Ha G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, akkor aG� C0(G; C ) ! C0(G; C ) (s; �) 7! � � 
G(s�1)lek�epez�es folytonos a T � Tjj�jj�;1 �es Tjj�jj�;1 topol�ogi�ak szerint, ahol T jel�oli a Gtopol�ogi�aj�at.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. LegyenB tetsz}oleges k�ornyezetb�azisa e-enk, �es a B halmazt rendezz�uk a � rel�aci�oval.Legyen (�W )W2B olyan rendszer C0(G)+-ban, hogy minden W 2 B halmazrasupp(�W ) � W �es �(�W ) = 1. Ekkor a (�W )W2B �altal�anos��tott sorozat



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 13approximat��v egys�eg az C0(G; C ) norm�alt algebr�aban, teh�at minden � 2 C0(G; C )f�uggv�enyre � = limW;B(� �� �W ) = limW;B(�W �� �)teljes�ul a Tjj�jj�;1 topol�ogia szerint.Lok�alisan kompakt csoport m�ert�ekalgebr�aja approximat��v egys�eges Banach *-algebra.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. Ak�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) A G csoport kommutat��v.(2) A C0(G; C )-ben a �� konvol�uci�os szorz�as kommutat��v.(3) Az L1C (G;�) Banach *-algebra kommutat��v.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. LegyenB tetsz}oleges k�ornyezetb�azisa eG-nek, �es a B halmazt rendezz�uk a � rel�aci�oval.Legyen (�W )W2B olyan rendszer C0(G)+-ban, hogy minden W 2 B halmazrasupp(�W ) �W �es �(�W ) = 1. Ha F Banach-t�er �es f 2 C(G;F ), akkorf(eG) = limW;B ZG �W d d�:Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. Ak�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) A G csoport diszkr�et.(2) A C0(G; C )-ben l�etezik neutr�alis elem a �� konvol�uci�os szorz�as szerint.(3) Az L1C (G;�) Banach *-algebra egys�egelemes.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a HHilbert-t�erben. Ha � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, akkor l�etezik egyetlen olyanV� : C0(G; C ) ! L(H)lek�epez�es, amelyre teljes�ul az, hogy minden � 2 C0(G; C ) f�uggv�enyre �es �� 2 Hvektorra hV�(�)�; �i = ZGhV (s)�; �i�(s) d�(s):Ez a V� lek�epez�es folytonos nemelfajult �abr�azol�asa C0(G; C ) norm�alt *-algebr�anaka H Hilbert-t�erben. Minden s 2 G �es � 2 C0(G; C ) elemreV (s) � V�(�) = V�(� � 
G(s�1))



14 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiteljes�ul.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. Ekkor�; 2 C0(G; C ) eset�en � ��  = ZG �(t) �  � 
G(t�1) d�(t):Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. Ha� : L1C (G;�) ! L(H)nemelfajult �abr�azol�asa az L1C (G;�) Banach *-algebr�anak a H Hilbert-t�erben, akkorl�etezik, egyetlen olyan, V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben,amelyre � = V̂� teljes�ul.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. Ha U�es V folytonos unit�er �abr�azol�asai G-nek, akkorC(U ;V ) = C(U�;V�) = C(Û�; V̂�):Legyen G lok�alisan kompakt csoport. Ha U �es V folytonos unit�er �abr�azol�asaiG-nek, akkor U �es V pontosan akkor unit�er ekvivalensek ha Û� �es V̂� �abr�azol�asokunit�er ekvivalensek. Ha V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek, akkor V pontosanakkor irreducibilis (illetve ciklikus), ha V̂� �abr�azol�as irreducibilis (illetve ciklikus).Legyen G lok�alisan kompakt csoport, � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, �es jel�oljeV a V (
G;�;C) baloldali regul�aris �abr�azol�ast.(1) Minden �; 2 C0(G; C ) f�uggv�enyreV�(�)( ) = � ��  teljes�ul.(2) Minden � 2 M(G; C ) �es  2 C0(G; C ) elemre legyen� �  : G! C t 7! ZG  (s�1t) d�(s):Ekkor � 2 M(G; C ) �es  2 C0(G; C ) eset�en � �  : G ! C folytonosf�uggv�eny, �es ha � 2 L(G), akkor minden  0 2 C0(G; C ) f�uggv�enyrehV̂�(�)( );  0 i� = ZG(� �  ) � � 0 d�teljes�ul, ahol h�; �i� jel�oli a skal�arszorz�as L2C (G;�)-ban.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 15Ha G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, akkor azL1C (G;�) Banach *-algebr�anak l�etezik h}u �abr�azol�asa.Ha G lok�alisan kompakt csoport, akkor minden s; t 2 G, s 6= t ponthoz l�etezikG-nek olyan V irreducibilis unit�er �abr�azol�asa, hogy V (s) 6= V (t).Ha G lok�alisan kompakt csoport, akkor Ĝ sz�etv�alaszt G felett.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, �es �val�osz��n}us�egi Radon-m�ert�ek a��L1C (G;�)0; L1C (G;�)� �� K(L1C (G;�))topol�ogi�aval ell�atott K(L1C (G;�)) kompakt t�er felett. Minden � 2 L1C (G;�) eset�enlegyen v� = (�f (�)�f )f2K(L1C(G;�)) 2 Yf2K(L1C(G;�))Hf ;tov�abb�a �ertelmezz�uk a HL1C(G;�) = �v� j � 2 L1C (G;�)	halmazt.(1) A HL1C(G;�) line�aris altere a Yf2K(L1C(G;�))Hfline�aris szorzatt�ernek, �es minden x; y 2 HL1C(G;�) elemre aK(L1C (G;�)) ! C f 7! hx(f); y(f )iHflek�epez�es folytonos, �es minden � 2 L1C (G;�) �es x 2 HL1C(G;�) vektorra��f (�)(x(f))�f2K(L1C(G;�)) 2 HL1C(G;�):(2) A jj � jj� : HL1C(G;�) ! R+ x 7!sZK(L1C(G;�)) jjx(f)jj2Hf d�(f)lek�epez�es Hilbert-f�elnorma a HL1C(G;�) komplex vektort�er felett. Jel�olje H�a HL1C(G;�)= ker(jj � jj�) prehilbert-t�er teljes burk�at, �es minden x 2 HL1C(G;�)elemre legyen x� az x ekvivalencia-oszt�alya HL1C(G;�)= ker(jj � jj�)-ben.



16 XVII. A harmonikus anal��zis elemei(3) Az fv�� j � 2 C0(G; C )ghalmaz s}ur}u line�aris alt�er a H� Hilbert-t�erben.(4) Az ZK(L1C(G;�)) Vf d�(f)unit�er �abr�azol�as tere egyenl}o H�-vel, �es mindenx; y 2 fv� j � 2 C0(G; C )gvektorra aK(L1C (G;�)) �G! C (f; s) 7! 
Vf (s)x(f); y(f)�Hff�uggv�eny folytonos a szorzattopol�ogia szerint, �es minden s 2 G eset�enfenn�all aD ZK(L1C(G;�)) Vf d�(f)! (s)x� ; y�E� = ZK(L1C(G;�))
Vf (s)x(f); y(f )�Hf d�(f)egyenl}os�eg, ahol h�; �i� jel�oli a H� feletti skal�arszorz�ast.Ha G megsz�aml�alhat�o b�azis�u lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, akkor az L1C (G;�) Banach *-algebra szepar�abilis.Legyen G megsz�aml�alhat�o b�azis�u lok�alisan kompakt csoport, � baloldali Haar-m�ert�ek G felett, �es V ciklikus folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek. A K(L1C (G;�))kompakt konvex halmaz felett ekkor l�etezik olyan � val�osz��n}us�egi Radon-m�ert�ek,amely az Ext�K(L1C (G;�))�halmazon koncentr�alt �es V unit�er ekvivalensZK(L1C(G;�)) Vf d�(f)�abr�azol�assal.7. Kompakt csoportok folytonos unit�er �abr�azol�asaiLegyen G lok�alisan kompakt csoport �es � baloldali Haar-m�ert�ek G felett. A Gtopologikus t�er pontosan akkor kompakt, ha � folytonos a sup-norm�aban, vagyisl�etezik olyan C � 0 val�os sz�am, hogy minden � 2 C0(G; C ) f�uggv�enyrej�(�)j � Cjj�jjG:



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 17Ha G kompakt csoport, � Haar-m�ert�ekG felett, �es � nemtrivi�alis folytonos unit�erkaraktere G-nek, akkor: ZG �d� = 0:Ha G kompakt csoport, �es � a G folytonos unit�er karaktereinek olyan halmaza,amely a pontonk�ent �ertelmezett szorz�assal csoport �es � sz�etv�alaszt G felett, akkor� egyenl}o a G folytonos unit�er karaktereinek halmaz�aval.Legyen (Gi)i2I kompakt csoportok olyan rendszere, hogy minden i 2 I indexrea Gi feletti folytonos unit�er karakterek halmaza sz�etv�alaszt Gi felett. A Qi2I Gitopologikus szorzatcsoport minden � folytonos unit�er karakter�ehez egy�ertelm}uenl�etezik olyan (�i)i2I rendszer, hogy minden i 2 I indexre �i folytonos unit�erkaraktere Gi-nek, �es az fi 2 I j �i 6= 1ghalmaz v�eges, �es minden (si)i2I 2Qi2I Gi elemre�((si)i2I) =Yi2I �i(si)teljes�ul.Legyen G kompakt csoport �es V olyan line�aris �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben, hogy G�H ! H (s; �) 7! V (s)�v�altoz�oiban folytonos f�uggv�eny. Ekkor l�etezik a H vektort�er felett olyan Hilbert-norma, amely ekvivalens a H norm�aj�aval, �es amelyre n�ezve V folytonos unit�er�abr�azol�asa G-nek.Legyen G kompakt csoport, �es � norm�alt Haar-m�ert�ek G felett.(1) Ha V1, V2 folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a H1, H2 Hilbert-t�erben, �es aV1 �es V2 �abr�azol�asok diszjunktak (vagyis C(V1;V2) = f0g), akkor minden�1; �1 2 H1, �2; �2 2 H2 vektorra:ZGhV1(s)�1; �1ihV2(s)�2; �2i d�(s) = 0:(2) Ha V irreducibilis folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben,akkor H v�eges dimenzi�os, �es minden �1; �1 2 H1, �2; �2 2 H2 vektorra:ZGhV (s)�1; �1ihV (s)�2; �2i d�(s) = 1dim(H) h�1; �2ih�1; �2i:



18 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiHa V1 �es V2 unit�er inekvivalens irreducibilis folytonos unit�er �abr�azol�asai a Gkompakt csoportnak, akkor V1 �es V2 diszjunktak (vagyis C(V1;V2) = f0g).Legyen G kompakt csoport. Ha V1 �es V2 unit�er ekvivalens folytonos unit�er�abr�azol�asai G-nek, akkor GV1(G) = GV2(G). Ha V1 �es V2 diszjunkt folytonos unit�er�abr�azol�asai G-nek, akkor GV1 ? GV2a h�; �i� skal�arszorz�as szerint, b�armely G feletti � Haar-m�ert�ekre.Legyen G kompakt csoport �es � � Ĝ olyan r�eszhalmaz, hogy a G trivi�alis unit�erkaraktere eleme �-nak, �es minden U 2 � �abr�azol�asra �U 2 �, tov�abb�a mindenU1; U2 2 � �abr�azol�ashoz l�etezik olyan (Vi)i2I v�eges rendszer �-ban, hogy U1 � U2unit�er ekvivalens Li2I Vi-vel. A k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) A � sz�etv�alaszt G felett.(2) A LU2�GU (G) alt�er s}ur}u C(G; C )-ben a sup-norma szerint.(3) ALU2�GU (G) alt�er s}ur}u az L2C (G;�) Hilbert-t�erben, ahol � Haar-m�ert�ekG felett.(4) � = Ĝ.Legyen G kompakt csoport �es � norm�alt Haar-m�ert�ek G felett. Ha mindenU 2 Ĝ elemre (�U;i)i2dim(U) ortonorm�alt b�azis az U �abr�azol�asi ter�eben, akkor a��pdim(U)hU(�)�U;i; �U;j i�i;j2dim(U)�U2Ĝrendszer ortonorm�alt b�azis az L2C (G;�) Hilbert-t�erben.Legyen G kompakt csoport �es jel�olje V a V (
G;�;C) baloldali regul�aris �abr�azol�ast,ahol � a norm�alt Haar-m�ert�ek G felett. Minden U 2 Ĝ elemre, �es az U �abr�azol�asHU ter�enek minden � 6= 0 elem�ere legyenGU;�(G) = fhU(�)�; �i j � 2 HUg:(1) Ha U 2 Ĝ �es � 2 HU elemre GU;�(G) � G invari�ans altere a V �abr�azol�asnak,�es ha � 6= 0, akkor dim(GU;�(G)) = dim(U):(2) Ha U 2 Ĝ �es � 2 HU n f0g, akkor a V jGU;�(G) r�esz�abr�azol�as unit�erekvivalens �U -val.(3) A M̂U2Ĝ �Udim(U)Hilbert-�osszeg unit�er ekvivalens V -vel.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 19Ha G v�eges diszkr�et csoport, akkor Ĝ v�eges halmaz, �es teljes�ul ajGj = XU2Ĝ(dim(U))2egyenl}os�eg. Ha G kommutat��v is, akkor jGj = jĜj.Legyen G kompakt csoport �es �G a norm�alt Haar-m�ert�ek G felett.(1) Ha U1; U2 unit�er inekvivalens v�eges dimenzi�os folytonos unit�er �abr�azol�asaiG-nek, akkor eU1 ��G eU2 = 0:(2) Ha U v�eges dimenzi�os folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek, akkor e�U = eU ,�es eU centr�alis elem az L1C (G;�G) algebr�aban, vagyis eU kommut�al azL1C (G;�G) minden elem�evel.(3) Ha U irreducibilis folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek, akkoreU ��G eU = eU :Az (eU )U2Ĝ rendszer ortogon�alis projektor-rendszer az L1C (G;�G) *-algeb-r�aban.(4) Ha U irreducibilis folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek, akkor minden � 2GU (G) f�uggv�enyre eU ��G � = � ��G eU = �teljes�ul.Legyen G kompakt csoport �es V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben. Egy�ertelm}uen l�etezik kardin�alis sz�amoknak olyan (mU )U2Ĝ rendszere, hogya M̂U2ĜUmUHilbert-�osszeg unit�er ekvivalens V -vel.8. Kommutat��v lok�alisan kompakt csoportok folytonos unit�er �abr�azol�asaiLegyen G kommutat��v lok�alisan kompakt csoport �es � Haar-m�ert�ek G felett.Egy�ertelm}uen l�etezik olyan �� : Ĝ! X�L1C (G;�)�



20 XVII. A harmonikus anal��zis elemeilek�epez�es, hogy minden � 2 Ĝ folytonos unit�er karakterre �es � 2 �C0(G; C )f�uggv�enyre (��(�))(�) = ZG ��d�teljes�ul. Ez a lek�epez�es bijekci�o Ĝ �es X�L1C (G;�)� k�oz�ott, �es fenn�all azX�L1C (G;�)� = Xsa�L1C (G;�)�egyenl}os�eg.Ha G kommutat��v lok�alisan kompakt csoport �es � Haar-m�ert�ek G felett, akkora �]� : �C0�X�L1C (G;�)�; C� ! �C0(Ĝ; C ) f 7! f � �Glek�epez�es *-izomor�zmus, �es azF� = �]� � GL1C(G;�) : L1C (G;�) ! �C0(Ĝ; C )lek�epez�es olyan injekt��v *-algebramor�zmus, hogy minden � 2 �C0(G; C ) f�uggv�enyre�es � 2 Ĝ elemre (F�(�))(�) = ZG ��d�teljes�ul, �es Im(FG) sup-norm�aban s}ur}u *-r�eszalgebra �C0(Ĝ; C )-ben.Ha G kommutat��v lok�alisan kompakt csoport, akkor a Ĝ feletti Gelfand-topol�ogiaegyenl}o a kompakt konvergencia topol�ogi�aj�aval.Ha G kommutat��v lok�alisan kompakt csoport, akkor Ĝ a pontonk�ent �ertelmezettszorz�assal �es a Gelfand-topol�ogi�aval ell�atva kommutat��v lok�alisan kompakt csoport.Legyen G kommutat��v lok�alisan kompakt csoport �es � Haar-m�ert�ek G felett.Ha V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben, akkor l�etezik egyetlenolyan P : �C0(Ĝ; C ) ! L(H)nemelfajult �abr�azol�as, hogy P � F� = V̂� teljes�ul. Megford��tva, haP : �C0(Ĝ; C ) ! L(H)nemelfajult �abr�azol�as, akkor egy�ertelm}uen l�etezik G-nek olyan V folytonos unit�er�abr�azol�asa, amelyre P � F� = V̂�



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 21teljes�ul.Ha T lok�alisan kompakt t�er, H Hilbert-t�er, �esp : B0(T ) ! L(H)projektor �ert�ek}u �-ortoaddit��v f�uggv�eny, akkor [E2R Im(p(E))!? = \�2 �C0(T ;C) ker�ZT �dp� = \�2C0(T ;C) ker�ZT �dp� :Legyen G kommutat��v lok�alisan kompakt csoport �es � Haar-m�ert�ek G felett.Ha V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben, akkor l�etezik egyetlenolyan p : B0(Ĝ)! L(H)nemelfajult projektor-�ert�ek}u �-ortoaddit��v f�uggv�eny, hogy minden � 2 L1C (G;�)elemre V̂�(�) = ZĜ F�(�) dpteljes�ul. Megford��tva, ha p : B0(Ĝ)! L(H)nemelfajult projektor-�ert�ek}u �-ortoaddit��v f�uggv�eny, akkor l�etezik G-nek egyetlenolyan V folytonos unit�er �abr�azol�asa, hogy minden � 2 L1C (G;�) elemreV̂�(�) = ZĜ F�(�) dpteljes�ul.9. Radon-m�ert�ekek faktoriz�aci�oja lok�alisan kompakt csoportonLegyen G lok�alisan kompakt csoport, H z�art r�eszcsoport G-ben, � Radon-m�ert�ekH felett, �es F Banach-t�er. Ha f : G! F olyan folytonos f�uggv�eny, amelyre mindenK � G kompakt halmaz eset�en (KH) \ supp(f)kompakt G-ben, akkor teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:(1) Minden s 2 G pontra(f � 
G(s))jH 2 C0(H;F ):



22 XVII. A harmonikus anal��zis elemei(2) Az f� : G! F s 7! ZH(f � 
G(s))jH d�f�uggv�eny folytonos.(3) [f� 6= 0] � (supp(f))H:(4) Ha a � Radon-m�ert�ek 
H kv�aziinvari�ans, akkor minden (s; t) 2 G�H p�arraf�(st) = f�(s).Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H z�art r�eszcsoport G-ben, �es �H baloldaliHaar-m�ert�ek H felett.(1) Ha F Banach-t�er K felett, g 2 C(G=H;F ) �es � 2 C0(G;K), akkor(�(g � �G=H))[ = �[g:(2) Ha F Banach-t�er �es f 2 C(G;F ) olyan f�uggv�eny, hogy minden K � Gkompakt halmazra (KH) \ supp(f)kompakt halmaz, akkor minden t 2 H �es s 2 G elemre(f � �G(t))[ = �H(t)f [ ;(f � 
G(t))[ = f [ � 
G=H(s):(3) Minden K 0 � G=H kompakt halmazhoz l�etezik olyan � 2 C(G)+, hogyK 0 � [�[ = 1].Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H z�art r�eszcsoport G-ben, �H baloldaliHaar-m�ert�ek H felett, �es F Banach-t�er. Ekkor aC0(G;F ) ! C0(G=H;F ) f 7! f [lek�epez�es sz�urjekci�o.Ha G lok�alisan kompakt csoport �es H z�art r�eszcsoport G-ben, �es �H baloldaliHaar-m�ert�ek H felett, akkor l�etezik egyetlen olyanM(G=H; C ) !M(G; C ) � 7! �]line�aris oper�ator, hogy minden � 2 M(G=H; C ) m�ert�ekre �es � 2 C0(G; C )f�uggv�enyre �](�) = �(�[)teljes�ul. Ez a line�aris oper�ator injekt��v.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 23Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H z�art r�eszcsoport G-ben, �H baloldaliHaar-m�ert�ek H felett, �es � 2 M(G; C ). A k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) L�etezik olyan � 2 M(G=H; C ), hogy � = �].(2) Minden t 2 H elemre �G(t)� = �H(t)�.(3) Minden �; 2 C0(G; C ) f�uggv�enyre���( [ � �G=H)� = ��(�[ � �G=H ) �:(4) Minden � 2 C0(G; C ) f�uggv�enyre, ha �[ = 0, akkor �(�) = 0.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H z�art r�eszcsoport G-ben, �H baloldaliHaar-m�ert�ek H felett, �es � 2 M(G; C ). Ha � faktoriz�alhat�o �H szerint, �es s 2 G, 2 C(G=H; C ), akkor 
G(s)� �es ( � �G=H )� is faktoriz�alhat�o �H szerint, �es(
G(s�))=�H = 
G=H(s)(�=�H );(( � �G=H)�)=�H =  (�=�H ):teljes�ul.Legyen G lok�alisan kompakt csoport,H z�art r�eszcsoportG-ben, �G, �H baloldaliHaar-m�ert�ek G, H felett, �es h 2 C(G; C ). A h�G m�ert�ek pontosan akkorfaktoriz�alhat�o �H szerint, ha minden (s; t) 2 G�H p�arra:h(st) = �H(t)�G(t) h(s):Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H z�art r�eszcsoport G-ben, �H baloldaliHaar-m�ert�ek H felett, �es � 2 M(G; C ). Ha � faktoriz�alhat�o �H szerint, �es l�etezikolyan K � G kompakt halmaz, hogy supp(�) � KH, akkor �=�H kompakt tart�oj�um�ert�ek, �es minden  2 C0(G=H; C ) f�uggv�enyre,�G=H(K) � [ = 1]eset�en  (�=�H) = �=�H teljes�ul.Ha G lok�alisan kompakt csoprot �es H z�art r�eszcsoportG-ben, akkor l�etezik olyan� : G! R�+ folytonos f�uggv�eny, hogy minden s 2 G, t 2 H pontra�(st) = �H(t)�G(t) �(s)teljes�ul.



24 XVII. A harmonikus anal��zis elemeiLegyen G lok�alisan kompakt csoprot, H z�art r�eszcsoportja G-nek, �es �G, �Hbaloldali Haar-m�ert�ek G, H felett. Ha � : G! R�+ olyan folytonos f�uggv�eny, hogyminden s 2 G, t 2 H pontra �(st) = �H(t)�G(t) �(s);akkor a ��G m�ert�ek faktoriz�alhat�o �H szerint, �es a (��G)=�H faktorm�ert�ek olyannem nulla pozit��v Radon-m�ert�ek G felett, amelyhez l�etezik olyan� : G� (G=H) ! R�+folytonos f�uggv�eny, hogy minden s 2 G elemre(
G=H (s))((��G)=�H ) = �(s�1; �)((��G)=�H )teljes�ul (teh�at ((��G)=�H) topologikusan 
G=H-kv�aziinvari�ans).Legyen 
 folytonos topologikus �abr�azol�asa a G lok�alisan kompakt csoportnak azX lok�alisan kompakt t�erben. Ha G �-kompakt �es 
 tranzit��v, akkor l�etezik X felettolyan � nem nulla pozit��v topologikusan 
-kv�aziinvari�ans Radon-m�ert�ek, amelynekmultiplik�atora a G�X szorzatt�eren folytonos.10. Induk�alt unit�er �abr�azol�asokHa G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U unit�er �abr�azol�asaH-nak az F Hilbert-t�erben, akkor HU � C(G;F ) olyan line�aris alt�er, hogy mindens 2 G elemre �es f 2 HU f�uggv�enyref � 
G(s�1) 2 HU :Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Ha �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G, Hfelett, akkor minden f; g 2 HU f�uggv�enyre ahf; giF : G! C s 7! hf(s); g(s)if�uggv�eny folytonos, �es az hf; giF�G m�ert�ek faktoriz�alhat�o �H szerint, �es az(hf; giF �G)=�Hfaktorm�ert�ek kompakt tart�oj�u.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 25Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport, U unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben, �es �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G, Hfelett. Ekkor ah�; �i�G;�H : HU �HU ! C (f; g) 7! ZG=H 1G=H d��hf; giF �G�=�H�lek�epez�es olyan skal�arszorz�as a HU vektort�er felett, hogy minden s 2 G elemre �esf; g 2 HU f�uggv�enyre hV U (s)f; V U (s)gi�G;�H = hf; gi�G;�H :Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Ha �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G, Hfelett, akkor a V U;�G;�H induk�alt unit�er �abr�azol�as folytonos.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U folytonosunit�er �abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Legyen �H baloldali Haar-m�ert�ek Hfelett, � 2 C0(G; C ) �es z 2 F . Ekkor minden s 2 G elemre aH ! F t 7!s��H(t)�G(t)��1�(st)(U(t)z)f�uggv�eny folytonos kompakt tart�oj�u, �es a� ��H z : G! F s 7! ZHs��H(t)�G(t)��1�(st)(U(t)z) d�H (t)f�uggv�eny eleme HU -nak.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U folytonosunit�er �abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Ha �H baloldali Haar-m�ert�ek Hfelett, akkor az �(� ��H z)(eG) �� � 2 C0(G; C ); z 2 Fghalmaz line�aris burka s}ur}u F -ben.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U folytonosunit�er �abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Ekkor azu : HU ! F f 7! f(eG)



26 XVII. A harmonikus anal��zis elemeilek�epez�es olyan line�aris oper�ator, amelynek �ert�ekk�eszlete s}ur}u F -ben.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U1, U2 folytonosunit�er �abr�azol�asa H-nak az F1, F2 Hilbert-t�erben. Legyen �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G, H felett. Ha u 2 C(U1;U2), akkor l�etezik olyanTu 2 C(V U1;�G;�H ; V U2;�G;�H);hogy minden f 2 HU1 f�uggv�enyre u � f 2 HU2 teljes�ul. Tov�abb�a aC(U1;U2) ! C(V U1;�G;�H ; V U2;�G;�H ) u 7! Tulek�epez�es injekt��v line�aris oper�ator.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek aH Hilbert-t�erben. Ha H � G olyan z�art r�eszcsoport, �es U olyan folytonos unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben, �es �G, �H olyan baloldali Haar-m�ert�ek G,H felett, hogy V unit�er ekvivalens V U;�G;�H -val, akkor l�etezik olyan D � H s}ur}uV -invari�ans line�aris alt�er, �es l�etezik olyan w : D ! F line�aris oper�ator, hogy Im(w)s}ur}u altere F -nek, �es minden t 2 H elemreU(t) � w = w � s�H(t)�G(t) � V (t)jD! :Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U unit�er�abr�azol�asa H-nak. Minden  2 C(G=H; C ) �es f 2 HU f�uggv�enyre ( � �G=H )f 2HU , �es a PU ( ) : HU ! HU f 7! ( � �G=H )flek�epez�es line�aris oper�ator. Tov�abb�a, aPU : C(G=H; C ) ! L(HU )  7! PU ( )lek�epez�es olyan egys�egelem tart�o algebra mor�zmus a C(G=H; C ) f�uggv�enyalgebra�es az L(HU ) oper�atoralgebra k�oz�ott, amelyre s 2 G �es  2 C(G=H; C ) eset�en:V U (s) � PU ( ) � V U (s)�1 = PU ( � 
G=H(s)�1):Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport �es U unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Legyen �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G,H felett. Ha  2 Cb(G=H; C ), akkor aPU ( ) : HU ! HU



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 27line�aris oper�ator folytonos a h�; �i�G;�H Mackey-f�ele skal�arszorz�as szerint. Tov�abb�aegy�ertelm}uen l�etezik olyanPU;�G;�H : Cb(G=H; C ) ! L(HU;�G;�H )lek�epez�es, amelyre teljes�ul, hogy minden  2 Cb(G=H; C ) f�uggv�enyre PU;�G;�H ( )a h�; �i�G;�H Mackey-f�ele skal�arszorz�as szerint folytonos line�aris kiterjeszt�ese PU ( )-nek. A PU;�G;�H lek�epez�es egys�egelem-tart�o �abr�azol�asa Cb(G=H; C ) kommutat��vC�-algebr�anak a HU;�G;�H Hilbert-t�erben, �es minden s 2 G,  2 Cb(G=H; C )eset�en fenn�all aV U;�G;�H (s) � PU;�G;�H ( ) � V U;�G;�H (s)�1 = PU;�G;�H ( � 
G=H(s)�1)imprimittivit�as egyenl}os�eg. A PU;�G;�H �abr�azol�as lesz}uk��t�ese C0(G=H; C )-renemelfajult, vagyis az [ 2C0(G=H;C) Im(PU;�G;�H ( ))halmaz line�aris burka s}ur}u a HU;�G;�H Hilbert-t�erben.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport, �G, �H baloldaliHaar-m�ert�ek G, H felett, �es U unit�er �abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben.Ha  2 Cb(G=H; C ) �es ( n)n2N olyan sorozat C0(G=H; C )-ben, amely lok�alisanegyenletesen konverg�al  -hez �es egyenletesen korl�atos, akkorPU;�G;�H ( ) = limn!1PU;�G;�H ( n)pontonk�ent a HU;�G;�H Hilbert-t�eren.Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek aH Hilbert-t�erben. Ha H � G z�art r�eszcsoport, �es U olyan unit�er �abr�azol�asa H-nak, �es �G, �H olyan baloldali Haar-m�ert�ek G, H felett, hogy V unit�er ekvivalensV U;�G;�H -val, akkor l�etezik olyanP : Cb(G=H; C ) ! L(H)egys�egelem-tart�o �abr�azol�as, hogy minden s 2 G �es  2 Cb(G=H; C ) elemreV (s) � P ( ) � V (s)�1 = P ( � 
G=H(s)�1)teljes�ul, �es a P lesz}uk��t�ese C0(G=H; C )-re nemelfajult �abr�azol�as.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport, U unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben, �es �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G, Hfelett. Tegy�uk fel, hogy M � HU olyan line�aris alt�er, amely minden s 2 G �es



28 XVII. A harmonikus anal��zis elemei 2 C0(G=H; C ) elemre invari�ans a V U (s) �es PU ( ) line�aris oper�atorokra n�ezve,tov�abb�a az ff(eG) j f 2Mghalmaz s}ur}u line�aris alt�er az F Hilbert-t�erben. Ekkor M s}ur}u a HU;�G;�H Hilbert-t�erben.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek a HHilbert-t�erben, �es H � G z�art r�eszcsoport. LegyenP : C0(G=H; C ) ! L(H)olyan line�aris oper�ator, amely folytonos, ha C0(G=H; C ) felett a sup-norm�at, �esL(H) felett az oper�atornorm�at vessz�uk normk�ent. Legyen �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G, H felett. Ha �; � 2 H, akkor minden f 2 C0(G � G; C ) f�uggv�enyrea G! C s 7! DP �(f(�; s))[�V (s)�; �Ef�uggv�eny kompakt tart�oj�u �es folytonos, tov�abb�a a��;� : C0(G �G; C ) ! C f 7! ZGDP �(f(�; s))[�V (s)�; �E d�G(s)lek�epez�es olyan Radon-m�ert�ek G � G felett, hogy minden �; 2 C0(G; C )f�uggv�enyre ��;�(�
  ) = hP (�[)V�G( )�; �i:Legyen G lok�alisan kompakt csoport �es V folytonos unit�er �abr�azol�asa G-nek aH Hilbert-t�erben. Ha H � G olyan z�art r�eszcsoport, amelyhez l�etezik olyanP : C0(G=H; C ) ! L(H)sup-norm�aban folytonos nemelfajult �abr�azol�as, hogy minden s 2 G �es  2C0(G=H; C ) elemre V (s) � P ( ) � V (s)�1 = P ( � 
G=H(s)�1)teljes�ul, akkor l�etezik olyan U folytonos unit�er �abr�azol�asa H-nak, hogy minden G,H feletti �G, �H baloldali Haar-m�ert�ekre V unit�er ekvivalens a V U;�G;�H -val.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H z�art r�eszcsoportja G-nek, �es V folytonosunit�er �abr�azol�asa G-nek a H Hilbert-t�erben. A k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) L�etezik H-nak olyan U folytonos unit�er �abr�azol�asa �es l�etezik olyan G, Hfeletti �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek, hogy V unit�er ekvivalens V U;�G;�H -val.



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 29(2) L�etezik olyan P : Cb(G=H; C ) ! L(H)egys�egelem-tart�o �abr�azol�as, hogy minden s 2 G �es  2 Cb(G=H; C ) elemreV (s) � P ( ) � V (s)�1 = P ( � 
G=H(s)�1)teljes�ul, �es a P lesz}uk��t�ese C0(G=H; C )-re nemelfajult �abr�azol�as.(3) L�etezik olyan P : �C0(G=H; C ) ! L(H)nemelfajult �abr�azol�as, hogy minden s 2 G �es  2 �C0(G=H; C ) elemreV (s) � P ( ) � V (s)�1 = P ( � 
G=H(s)�1)teljes�ul.(4) L�etezik olyan P : C0(G=H; C ) ! L(H)sup-norm�aban folytonos nemelfajult �abr�azol�as, hogy minden s 2 G �es 2 C0(G=H; C ) elemreV (s) � P ( ) � V (s)�1 = P ( � 
G=H(s)�1)teljes�ul.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport, �es U unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Legyen j tetsz}oleges jobbinverze a�G=H : G! G=Hkanonikus sz�urjekci�onak, vagyis j : G=H ! G olyan f�uggv�eny, hogy�G=H � j = IdG=H :Legyen � : G! R�+ olyan folytonos f�uggv�eny, hogy minden s 2 G, t 2 H eset�en�(st) = �H(t)�G(t) �(s)teljes�ul.(1) Minden s 2 G elemre j(�G=H(s))�1s 2 H, �es minden x 2 G=H pontraj(x)�1sj�(
G=H(s�1))(x)� 2 H:(2) Minden f 2 HU f�uggv�enyhez egy�ertelm}uen l�etezik olyan	f : G=H ! F



30 XVII. A harmonikus anal��zis elemeif�uggv�eny, hogy minden s 2 G elemre	f (�G=H (s)) = frac1p�(s)U(j(�G=H (s))�1s)f(s)teljes�ul. Tov�abb�a, ha de�n��ci�o szerintHU;j;� = f	f j f 2 HUg;akkor HU;j;� olyan line�aris altere az F(G=H;F ) f�uggv�enyt�ernek, amelyre aHU ! HU;j;� f 7! 	flek�epez�es line�aris bijekci�o. Ha 	 : G=H ! F , akkor 	 2 HU;j;� ekvivalensazzal, hogy 	 kompakt tart�oj�u �es aG! F s 7! U�s�1j(�G=H(s))�	(�G=H (s))f�uggv�eny folytonos. Ha 	;� 2 HU;j;�, akkor h	;�iF 2 C0(G=H; C ) teljes�ul.Speci�alisan, ha 	 2 HU;j;�, akkorjj	 jjF 2 C0(G=H;R);azonban a HU;j;� f�uggv�enyt�er elemei �altal�aban nem folytonos f�uggv�enyek.(3) Jel�olje V U;j;� a G csoportnak azt a line�aris �abr�azol�as�at a HU;j;� f�uggv�eny-t�erben, amelyet a HU ! HU;j;� f 7! 	fline�aris bijekci�o a V U induk�alt line�aris �abr�azol�assal �osszek�ot. Ha 	 2 HU;j;�,akkor s 2 G �es x 2 G=H eset�en(V U;j;�(s)	)(x) =q��(s�1; x)U�j(x)�1sj�(
G=H(s�1))(x)��	�(
G=H(s�1))(x)�;ahol �� : G�(G=H)! R�+ az a folytonos f�uggv�eny, amelyre s; s0 2 G eset�en��(s; �G=H (s0)) = �(ss0)=�(s0):(4) Ha U folytonos unit�er �abr�azol�asa H-nak �es j : G=H ! G folytonosjobbinverze �G=H -nak, akkorHU;j;� = C0(G=H;F ):Legyen G lok�alisan kompakt csoport, H � G z�art r�eszcsoport, �es U unit�er�abr�azol�asa H-nak az F Hilbert-t�erben. Legyen j tetsz}oleges jobbinverze a�G=H : G! G=H



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 31kanonikus sz�urjekci�onak. Legyen � : G ! R�+ olyan folytonos f�uggv�eny, hogyminden s 2 G, t 2 H eset�en �(st) = �H(t)�G(t) �(s);tov�abb�a legyen �G, �H baloldali Haar-m�ert�ek G, H felett. Jel�olje � a (��G)=�Hfaktorm�ert�eket G=H felett, �es legyen �� : G�(G=H) ! R�+ az a folytonos f�uggv�eny,amelyre s; s0 2 G eset�en ��(s; �G=H (s0)) = �(ss0)=�(s0)teljes�ul. Tudjuk, hogy � olyan nem nulla pozit��v topologikusan 
G=H-kv�aziinvari�ansm�ert�ek G=H felett, hogy minden s 2 G elemre(
G=H (s))(�) = ��(s�1; �)�teljes�ul.(1) A h�; �i : HU;j;� �HU;j;� ! C (	;�) 7! �(h	;�iF )lek�epez�es olyan skal�arszorz�as a HU;j;� vektort�er felett, amelyet mindens 2 G elemre a V U;j;�(s) 2 GL(HU;j;�) oper�ator megtart, ahol HU;j;� azel}oz}o �all��t�as 2. pontj�aban �ertelmezett f�uggv�enyt�er. AHU ! HU;j;� f 7! 	fline�aris bijekci�o megtartja a HU feletti h�; �i�G;�H Mackey-f�ele skal�arszorz�ast�es a most �ertelmezett h�; �i skal�arszorz�ast.(2) Jel�olje HU;j;�;�G;�H a HU;j;� prehilbert-t�er teljes burk�at, jel�olje V U;j;�;�G;�Ha V U;j;� line�aris �abr�azol�as teljes��t�es�et. Ekkor l�etezik egyetlen olyanHU;�G;�H ! HU;j;�;�G;�Hunit�er oper�ator, amely kiterjeszt�ese aHU ! HU;j;� f 7! 	flek�epez�esnek, �es �osszek�oti a V U;�G;�H �es V U;j;�;�G;�H unit�er �abr�azol�asokat.(3) Ha U folytonos unit�er �abr�azol�asa H-nak �es j : G=H ! G folytonosjobbinverze �G=H -nak, akkorHU;j;�;�G;�H = L2F (G=H;�):



32 XVII. A harmonikus anal��zis elemei11. A Mackey-f�ele reprezent�aci�os t�etelHa G lok�alisan kompakt csoport �es N � G z�art kommutat��v invari�ansr�eszcsoport, akkor a G� N̂ ! N̂ (s; �) 7! s�lek�epez�es folytonos, vagyis a G csoport bels}o �abr�azol�asa N̂ -ben folytonos topologi-kus �abr�azol�as.Ha N megsz�aml�alhat�o b�azis�u kommutat��v lok�alisan kompakt csoport, akkor N̂megsz�aml�alhat�o b�azis�u lok�alisan kompakt t�er.Legyen 
 �abr�azol�asa a G csoportnak az X halmazban, �es minden E � X halmazeset�eben alkalmazzuk aG �E = f
(s)x j s 2 G; x 2 Egjel�ol�est. Ha D � X olyan halmaz, amely az X minden 
-p�aly�aj�at �eppen egypontban metszi, akkor minden E � D halmazra �es a D r�eszhalmazainak b�armely(En)n2N sorozat�ara teljes�ulnek aG � (DnE) = Xn(G �E);G � \n2N En = \n2N (G �En)egyenl}os�egek.Legyen G �-kompakt lok�alisan kompakt csoport �es 
 olyan folytonos topologikus�abr�azol�asa G-nek az X megsz�aml�alhat�o b�azis�u lok�alisan kompakt t�erben, hogyl�etezik olyan D � X �-kompakt halmaz, amely az X minden 
-p�aly�aj�at �eppen egypontban metszi. Ha H 6= f0g Hilbert-t�er �esp : B(X)! L(H)olyan projektor-�ert�ek}u �-ortoaddit��v f�uggv�eny, hogy p(X) = IdH �es minden E 2B(X) 
-invari�ans halmazra p(E) = 0 vagy p(E) = IdH , akkor egy�ertelm}uen l�etezikolyan ! � X 
-p�alya, amelyre p(!) = IdH teljes�ul.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, N � G z�art kommutat��v invari�ansr�eszcsoport, �es jel�olje 
 a G csoport bels}o �abr�azol�as�at N̂ -ben. Ha �N Haar-m�ert�ekN felett, akkor minden s 2 G �es  2 C0(N ; C ) eset�en�F�N ( )� � 
(s)�1 = �mod(IntG(s)jN )��1 � F�N � � (IntG(s�1)jN )�:



Krist�of J�anos: Az anal��zis elemei IV. 33Legyen G megsz�aml�alhat�o b�azis�u lok�alisan kompakt csoport �es N � G z�artkommutat��v invari�ans r�eszcsoport. Jel�olje 
 a G csoport bels}o �abr�azol�as�at N̂-ben,�es tegy�uk fel, hogy:(1) az N̂ minden 
-p�aly�aja lok�alisan kompakt halmaz;(2) l�etezik N̂ -nek olyan �-kompakt r�eszhalmaza, amely az N̂ minden 
-p�aly�aj�at�eppen egy pontban metszi.Ekkor a G minden V irreducibilis folytonos unit�er �abr�azol�as�ahoz l�etezik olyan� 2 N̂ �es l�etezik a Gx stabilit�as-csoportnak olyan U irreducibilis folytonos unit�er�abr�azol�asa, hogy b�armely G (illetve Gx) feletti �G (illetve �Gx) baloldali Haar-m�ert�ekre V unit�er ekvivalens a G csoport (U; �G; �Gx) h�armas �altal induk�alt unit�er�abr�azol�as�aval, �es minden n 2 N elemre U(n) = �(n) IdF , ahol F az U �abr�azol�astere.Legyen G lok�alisan kompakt csoport, N � G z�art kommutat��v invari�ansr�eszcsoport, �es H � G olyan z�art r�eszcsoport, hogy N �H = G �es N \H = feGg.Minden � 2 N̂ f�uggv�enyre legyenH� = fh 2 H j h� = �g;ez z�art r�eszcsoportja H-nak. Tegy�uk fel, hogy G megsz�aml�alhat�o b�azis�u �esa G csoport N̂-ben megval�osul�o bels}o �abr�azol�as�ara teljes�ulnek a Mackey-f�elereprezent�aci�os t�etelben megfogalmazott 1. �es 2. felt�etelek. Ekkor a G minden Virreducibilis folytonos unit�er �abr�azol�as�ahoz l�etezik olyan � 2 N̂ �es a H� lok�alisankompakt csoportnak l�etezik olyan U irreducibilis folytonos unit�er �abr�azol�asa egy FHilbert-t�erben, hogy ha �G (illetve ��) baloldali Haar-m�ert�ekek G (illetve N �H�)felett �es U� : N �H� ! U (F ) nh 7! �(n)U(h);akkor a G csoport (U�; �G; ��) h�armas �altal induk�alt unit�er �abr�azol�asa unit�erekvivalens V -vel.


