Tételgylijtemény a harmonikus analizis elemeibo6l

Andai Attila

Az itt szereplo tételekhez sziikséges fogalmak és bizonyita-
sok megtalalhatdk a Kristof Janos: Az analizis elemei IV. je-

gyzetben. Ez tanulasi segédanyag, melyben elofordulhatnak
hibak!
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XVII. A harmonikus analizis elemei

1. Csoportabrazolasok

Ha G csoport és V unitér abrazolasa G-nek a H Hilbert-térben, akkor V algebrai
és geometrial irreducibilitdsa ekvivalens.

Ha G kommutativ csoport, akkor minden irreducibilis unitér abrazolasa egy
dimenzios.

Ha G csoport és V irreducibilis unitér abrazoldsa G-nek a H Hilbert-térben,
akkor minden nemnulla x € H vektor ciklikus vektor.

Ha G csoport és V unitér abrazolisa G-nek a H Hilbert-térben, akkor V
felbonthaté ciklikus unitér részdbrazolasok osszegére.

Ha G csoport és V véges dimenzids unitér abrazolasa G-nek a H Hilbert-térben,
akkor V felbonthaté irreducibilis unitér részabrazolasok osszegére.

Minden G csoporthoz 1étezik olyan x kardinalis szam, hogy a G minden ciklikus
unitér abrazolasanak Hilbert-dimenzidja kisebb-egyenlé x-nél.

2. Topologikus csoportok és folytonos abrazolasok

Legyen G csoport. Ha T csoport-topologia G felett és B az e-nek kornyezetbézisa,
akkor B-re teljestlnek a kovetkezok:

(1) Minden U € B halmazhoz létezik olyan V € B, hogy VV C U.

(2) Minden U € B halmazhoz létezik olyan V € B, hogy V~! C U.

(3) Minden U € B halmazhoz és s € G elemhez létezik olyan V € B, hogy
sVs™t CU.

Megforditva, ha B olyan réacs, amelynek minden eleme e-t tartalmazé részhalmaz
G-ben és teljestilnek ra a fenti tulajdonsagok, akkor 1étezik egyetlen olyan G feletti
T csoporttopoldgia, hogy B a e kornyezetbézisa T szerint.

Minden topologikus csoport regularis topologikus tér.
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Ha G topologikus csoport, akkor az aldbbiak ekvivalensek:
(1) A G topologikus tér Ty tér.
(2) A G topologikus tér Ty tér.
(3) A G topologikus tér Ty tér.

Ha G topologikus csoport, akkor az aldbbiak ekvivalensek:

(1) A G topologikus tér M, tér.

(2) Az e-nek létezik megszamlalhaté kornyezetbazisa.

(3) Létezik olyan G feletti d balinvarians (illetve jobbinvarians) félmetrika, hogy
Ta egyenlé a G topoldgidjaval, és minden r > 0 szémra a B, (e,d) gomb
szimmetrikus halmaz.

(4) A G topologikus tér félmetrizalhato.

Ha G topologikus csoport, akkor az aldbbiak ekvivalensek:

(1) A G topologikus tér My és Ty tér.

(2) Az e-nek van olyan B kornyezetbazisa, hogy {e¢} = (1,5 U.

(3) Létezik olyan G feletti d balinvarians (illetve jobbinvarians) metrika, hogy
Ta egyenlé a G topoldgidjaval, és minden r > 0 szémra a B, (e,d) gomb
szimmetrikus halmaz.

(4) A G topologikus tér metrizalhato.

Szeparalt topologikus csoport minden lokalisan kompakt részcsoportja zart.
Lokalisan kompakt csoport zart részcsoportjal megegyeznek a lokalisan kompakt
részcsoportjaival.

A G topologikus csoport minden nyilt részcsoportja zart. Specidlisan, ha G
osszefliggo topologikus csoport, akkor G az egyetlen nyilt részesoport G-ben.

Legyen Gy a G topologikus csoport neutralis elemének 0sszefiiggé komponense.
Ekkor Gg zart invarians részcsoport G-ben.

Legyen V olyan kornyezete a G topologikus csoport neutrélis elemének, hogy

V-1 — V. Ekkor V(=) — mnEN* V(") halmagz nyilt részcsoport G-ben.

Ha G olyan lokalisan kompakt csoport, hogy G osszefiggé komponenseinek
halmaza megszamlalhato, akkor G o-kompakt.

Legyenek G és G2 topologikus csoportok, és f : G; — G2 folytonos, végtelenben
eltind fuggvény. Ekkor e; minden V, kornyezetéhez létezik ej-nek olyan Vi
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kornyezete, hogy minden s,, s, € Gy elemre, ha s, € s,V vagy s, € Vis, akkor

f(sp) € f(sa)Va és f(sp) € Vaf(sa).
A ng/p + G — G/H kanonikus sziirjekei6 nyilt.

Legyen G topologikus csoport és H részcsoportja G-nek. A kovetkezo allitasok
ekvivalensek.

(1) A H zért részcsoport G-ben.
(2) AG/H T, tér.
(3) AG/H Ty tér.
(4) A G/H Ty tér.

Legyen G topologikus csoport és H részcsoportja G-nek. Ekkor yq, 5 tranzitiv
folytonos topologikus abrézoldsa G-nek a G/H topologikus térben.

Ha G lokéalisan kompakt csoport és H zart részhalmaza G-nek, akkor a G/H
topologikus tér lokalisan kompakt és parakompakt.

Legyen ~ tranzitiv folytonos topologikus abrazolasa G topologikus csoportnak
az X topologikus térben. Ha G o-kompakt, tovabba X T, tér, és X nem all el
megszamlalhaté sok sehol sem stirt halmaz unidjaként, akkor:

(1) Minden « € X pontraa p, : G/G, — X folytonos bijekcié homeomorfizmus.

(2) Minden = € X pontra a v/, és v topologikus édbréazoldsok topologikusan
ekvivalensek.

(3) Az X tér o-kompakt és lokalisan kompakt.

Legyen ~ tranzitiv abrazoldsa a G csoportnak az X nemtres halmazban.
Ekkor minden G feletti csoport-topolégiahoz egyértelmiien 1étezik olyan X feletti
topoldgia, hogy minden = € X pontra a p, : G/G, — X bijekcié homeomorfizmus.
Ha adott G-n egy csoport-topoldgia és X-t ellatjuk ezzel a topologiaval, akkor ~
folytonos topologikus abrazolés.

Legyen G topologikus csoport és V unitér abrazoldsa G-nek a H Hilbert-térben.
A kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(1) A V folytonos unitér abréazolas.

(2) Minden « € H vektorra a G — H;s — V(s)x fliggvény folytonos.

(3) Minden x,y € H vektorra a G — C;s — (V(s)x,y) fliggvény folytonos.

(4) Létezik olyan D C H, hogy minden x,y € D vektorra a (V(-)x,y) : G — C
matrixelem-fuggvény e-ben folytonos, és D linearis burka stiri H-ban.

(5) Minden x € H vektorra a (V(-)z,y) : G — C matrixelem-fliggvény e-ben
folytonos.
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Ha G csoport, s € GG és minden j € N* szamhoz létezik olyan k € N* és t € G,
hogy /% = tst™! akkor s € Gp.

3. Folytonos fuggvények lokalisan kompakt tér felett

Legyenek T és T' topologikus terek, F' normalt tér és f : T x T" — F folytonos
figgvény. Minden K’ C T’ kvazikompakt halmazhoz, tg € T ponthoz, és ¢ > 0
valés szamhoz 1étezik a tg-nak olyan U kornyezete T-ban, hogy:

sup [|f(t, 1) — flto, t)][ < e.

(1,1 EU XK'

Legyen T topologikus tér, F normalt tér, f € C(T;F) és (gi)icr olyan véges
rendszer C'(T;R)-ben, hogy ||f|| < > ,c;9i és minden i € I esetén g; > 0. Ekkor
van olyan (f;)ier rendszer C(T; F)-ben, hogy minden ¢ € I-re ||fi|| < ¢; és [ =
Yicr fi- Ha f valés (pozitiv) fliggvény akkor az (f;)ies rendszer megvalaszthaté
gy, hogy minden tagja valds (pozitiv) legyen.

Legyen T lokélisan kompakt tér, és f,g € Co(T;C) olyan fliggvények, hogy
|f| < lg|. Ekkor létezik olyan (an)neN sorozat Co(T'; C)- ben hogy minden n € N
szamra |¢, | < 1 és supp(¢n) C [f # 0] és lim,00(g9dn) = f a T-n egyenletesen.

Legyen T lokélisan kompakt tér, F' normalt tér, és f € Co(T;F). Minden
e > 0 valds szamhoz 1étezik olyan (¢;);er véges rendszer Co(T')-ben, és olyan (z;)ier
rendszer F-ben, hogy minden ¢ € I esetén supp(¢;) C supp(f), és minden t € T

pontra
(%) Zﬁb z|| <e.

=y

Legyenek T és T' lokélisan kompakt terek. Ha f € Co(T x T";K), és K C T,
K" C T olyan kompakt halmazok, hogy supp(f) C K x K’, akkor minden ¢ > 0
valds szémhoz 1étezik olyan g € Co(T; K) @ Co(T;K), hogy supp(g) C K x K', és
minden (¢,t') € T x T' pontra

|f(t,t") —g(t,t)] <e.

Legyen T lokélisan kompakt tér és R olyan ekvivalenciarelacio T felett, hogy a
T /R topologikus tér Ty, és a © : T — T /R kanonikus szlirjekcié nyilt leképzés. Ha
T /R parakompakt, akkor létezik olyan f: T — R folytonos fiiggvény, hogy:
(1) Minden £ € T/R pontra EN[f > 0] # 0.
(2) Minden K C T/R kompakt halmazra a # =1 (K ) Nsupp(f) halmaz kompakt
T-ben.
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Ha T megszémlalhaté bazist lokélisan kompakt tér, akkor a C'(T'; K) fliggvénytér
a kompakt konvergencia topolégiajaval ellatva szepardbilis metrizalhato lokalisan
konvex tér.

4. Komplex Radon-mértékek

Ha T lokalisan kompakt tér, akkor egy 6 : Co(T;C) — C linedris funkcional
pontosan akkor Radon-mérték T felett, ha minden Cy(T'; C)-ben haladé (¢, )nen so-
rozatra teljesiil az, hogy ha (én)nen egyenletesen konvergél 0-hoz és | J,, iy supp(én)
relativ kompakt halmaz, akkor teljestil a lim, oo 8(¢,) = 0 egyenléség.

Legyenek T és T’ lokélisan kompakt terek ¢ € C(T;C), és = : T — T’
olyan folytonos fiiggvény, hogy minden K’ C T’ kompakt halmazra =1 (K') C T
kompakt halmaz. Ekkor minden ¢’ € Co(T;C) fliggvényre g(¢' o 7) € Co(T'; C), és
minden § € M(T;C) Radon mértékre a

7(g0) : Co(T;C) — C &' — 0(g(¢ or))

leképzés Radon-mérték T felett.

Ha T lokélisan kompakt tér és p : Co(T;C) — C olyan linearis funkcional, hogy
minden ¢ € Co(T)4+ fiiggvényre u(¢) € Ry, akkor p pozitiv Radon-mérték T felett.

Legyen T lokélisan kompakt tér és ug : Co(T)+ — R4 fliggvény. Akkor és csak
akkor létezik olyan T feletti p pozitiv Radon-mérték, hogy po C 1, ha po additiv.

Legyen T lokélisan kompakt tér és € M(T;R). Létezik egyetlen olyan u*
pozitiv Radon-mérték T felett, hogy minden ¢ € Co(T')4 fiiggvényre

pt(o)= sup ()
EECH(T)
<o

teljesiil. Tovabbd ekkor a p~ := u™ — p funkciondl szintén pozitiv Radon-mérték
T felett, és pp = pu™ — ™.

Ha T lokalisan kompakt tér, akkor a 6 : Co(T;C) — C linedris funkcional
pontosan akkor Radon-mérték 7' felett, ha 8 eloall T feletti pozitiv Radon-mértékek
komplex linearis kombinaciojaként.
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Legyen T lokalisan kompakt tér és 8 € M(T;C). Létezik egyetlen olyan |6
pozitiv Radon-mérték T felett, hogy minden ¢ € Co(T')4 fiiggvényre

0[(¢) = sup |6(¢)].
£€Co(T50)
[§]<e

Ha T lokélisan kompakt tér és 8 € M(T;C), akkor minden ¢ € Cyo(T;C)
fuggvényre

0l(lo]) = sup  [0(¢)].
£€Co(T50)
lg1<1

Legyen T lokalisan kompakt tér, ¢ € C(T;C), és § € M(T;C). Ekkor a

kovetkezo teljestil
98] = lgl - 16].

Ha T lokalisan kompakt tér, § € M(T;C) és (U,;);er olyan halmazrendszer T-
ben, hogy minden ¢ € I indexre U; nyilt #-nullhalmaz, akkor | J,c; U; is nyilt 6-
nullhalmaz.

Ha T lokalisan kompakt tér és § € M(T;C), akkor létezik lyan tartalmazas
tekintetében legnagyobb nyilt halmaz T-ben, amely #-nullhalmaz.

Legyen T lokalisan kompakt tér és 6 € (T;C). Ha ¢ € Co(T;C) olyan
fiiggvény, hogy supp(f) C [¢ = 0], akkor 6(¢) = 0.

Ha T lokélisan kompakt tér, f,g € C(T,C), és 8 € M(T,C), akkor g6 = [0
ekvivalens azzal, hogy supp(d) C [f = ¢]-

Legyen T lokalisan kompakt tér, F' normalt tér K felett, és 6 € M(T; K). Minden
Co(T; K)-beli (¢;)ier és F-beli (z;);er véges rendszerre fennill

PIRICHES Y iz

ie] el

<16l

Legyen T lokalisan kompakt tér, F' Banach-tér K felett, és § € M(T; K). Létezik
egyetlen olyan

/:CO(T;F)—>F fn—>/de9
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K-linearis operator, hogy
(1) Minden ¢ € Co(T,K) fiiggvényre és z € F vektorra [, ¢z df = 6(¢)z.
(2) Minden f € Co(T; F) fliggvényre

H/fdGHSIGI-IIfII-
T

Legyen T lokalisan kompakt tér, F' és G Banach-tér K felett, és u € L(F,G).
Ha 6 € M(T:K) és f € Co(T; F) akkor

/Tuofdezu</de9>.

Legyenek T és T' lokélisan kompakt terek g € C(T;K), és # : T — T’ olyan
folytonos fiiggvény, hogy minden K’ C T kompakt halmazra 7_; (') C T kompakt
halmaz. Ha F Banach-tér K felett, és § € M(T;K), akkor minden f € Co(T"; F)

fuggvényre

[ Fatntgh)) = [ (Fomigae.

Legyen T lokalisan kompakt tér, F Banach-tér K felett, és 8 € M(T;K)
kompakt tartéji Radon-mérték. Ha ¢,¢0 € Co(T;K) olyan fliggvények, hogy
supp(f) C [¢ = 1] és supp(f) C [¢ = 1], akkor minden f : T — F folytonos

fiiggvényre
/Tf¢d9:/Tf¢d9.

Legyenek XY, Z topologikus terek, YV lokalisan kompakt és p : X xV — Z
folytonos fliggvény. Legyen F' Banach-tér K felett és f € C(Z; F) olyan fiiggvény,
hogy minden z¢ € X pontnak létezik olyan V kornyezete, hogy az

U pla,-) " (supp(f))

eV

halmaz relativ kompakt Y -ban. Ekkor

(1) minden x € X pontra f(p(x,-)) € Co(Y; F), és
(2) minden 8 € M(Y; K) Radon-mértékre az

Yo F oo /Y F(pla.y)) do(y)

paraméteres integralfuggvény folytonos.
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Legyen X topologikus tér, Y lokalisan kompakt tér és F' Banach-tér K felett.
Ha f: X xY — F folytonos fuggvény és az X minden pontjanak létezik olyan V
kérnyezete, hogy a pry [(V x Y) N supp(f)] halmaz relativ kompakt Y-ban, akkor
minden « € X pontra f(z,-) € Co(Y; F), és minden 8 € M(Y; K) Radon-mértékre

az

X F xHLf(x,y)dG(y)

paraméteres integralfiggvény folytonos.

Ha T és T' lokélisan kompakt terek, A\, N € M(T x T';C), és minden ¢ €
Co(T;C) és ¢' € Co(T'; C) fiiggvényre \(¢p @ ¢') = N (¢ @ ¢'), akkor A = \'.

Legyenek T és T’ lokalisan kompakt terek. Minden 8 € M(T;C) és ¢ €
M(T’;C) Radon-mértékhez egyértelmtiien létezik olyan 6 @ 68" € M(T x T';C),
hogy minden ¢ € Co(T;C) és ¢’ € Co(T";C) fliggvényre

(0@ 8)(d @) =0(¢) - 0(6).

Ha 6 és 6" valés (pozitiv) Radon-mérték, akkor 6 @ €' is valds (pozitiv) Radon-
mérték. Ha F Banach-tér K felett, és f € Co(T x T'; F), akkor minden t € T,
t' € T’ pontra f(t,) € Co(T"; F) és f(-,t') € Co(T; F), és minden 0 € M(T;K),
0" € M(T";K) Radon-mértékre a

T—F te | f(t,t)do'E)
T/

T"— F t’|—>/f(t,t’)d9’(t)
T

fuggvények folytonosak, kompakt tartéjaak, és

/TXT,fd(‘9 <) = /T< . f<tvt'>d9’<t’>> do(t) = / (/Tf(t,t’)de(t)> de'(+').

5. Haar-mérték lokalisan kompakt csoport felett

Legyen ~ tranzitiv topologikus abrazolasa a G csoportnak az X lokalisan
kompakt térben. Ekkor minden f € Co(X) fiiggvényhez és g € C (X) fiiggvényhez
létezik olyan (c¢;)ier véges rendszer Ry-ban és olyan (s;);er rendszer G-ben, hogy

F<) cgor(sih).

el
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Legyen ~ tranzitiv topologikus abrazolasa a G csoportnak az X lokalisan
kompakt térben. Ha p nem nulla pozitiv topologikusan ~-kvaziinvarians Radon-
mérték X felett, akkor supp(p) = X és egyértelmiien létezik olyan x : G x X — R
fiiggvény, hogy minden s € G elemre a x(s,-) : X — R} fiiggvény folytonos és
y(s)p = x(s71, )i, tovdbbd erre a y fiiggvényre teljesiil az, hogy s1,s2 € G és
r € X esetén

X(ea, ) =1,
X(s182,2) = x(s1,7(s2)(2)) - X (52, 2).

Ha p baloldali vagy jobboldali Haar-mérték a G lokalisan kompakt csoport felett,
akkor supp(u) = G.

Legyen G topologikus csoport és ~ folytonos topologikus abrazoldsa G-nek az X
lokélisan kompakt térben. Ha F Banach-tér, f € Co(X; F) és 8§ Radon-mérték X

felett, akkor a
G—F S / f(y(s)x)do(x)
X

fuggvény folytonos.
Ha ~ folytonos topologikus abrazolasa a GG topologikus csoportnak az X lokédlisan

kompakt térban és p nem nulla pozitiv relativ y-invarians Radon-mérték X felett,
akkor a p multiplikatora folytonos G — R csoport-morfizmus.

Ha G lokalisan kompakt csoport, F' Banach-tér, és 6 Radon-mérték G felett,
akkor minden f € Cy(G; F) fliggvényre a

G-~ F S / f(ss')do(s")
G-~ F S / f(s's)do(s")

fuggvények folytonosak.

Legyen ~ tranzitiv topologikus abrazolasa a G csoportnak az X lokalisan
kompakt térben, p tetszoleges topologikusan ~y-kvéaziinvarians pozitiv nem nulla
Radon-mérték X felett, és F' Hilbert-tér. Jelolje v a p Radon-mérték ~-
multiplikdtorat.

(1) A

()u Co(X5 F) x Co(X5F) = C (f,9) = p({f,9)r)
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leképezés skalarszorzas a Co(X; F) fliggvénytér felett, ahol f,g € Co(X; F)
esetén (f, g)r jeloli az

X=C = (f(2),9())F

folytonos kompakt tartoju fuggvényt.
(2) Minden s € G elemre a

V) (5) D Co(XF) = Co(X5F) frs /X5, ) foy(s™)

leképezés olyan linearis bijekecié, amely megtartja a (-, -), skalarszorzast, és
a

V3 LG GL(C(XGF)) s V3

leképezés csoport-morfizmus, vagyis VO(%“’F) linearis abrézolasa G-nek a
Co(X; F) vektortérben.

(3) Jeldlje V(vF) g VO(%“’F) dbrdzolés teljesitését és legyen L3%(X,u) a
(-, ) skalarszorzassal ellatott Co(X; F) prehilbert-tér teljes burka. Ha G
topologikus csoport, a v topologikus abrazoléas folytonos, és a

X:GxX = RY

fliggvény a szorzattopolégi szerint folytonos, akkor V(¥ # ) folytonos unitér
dbrdzolédsa G-nek a L3.(X, ) Hilbert-térben.

(4) Ha F # {0} és a ~ topologikus &brazolas injektiv, akkor a V() unitér
abrazolas is injektiv.

Minden lokdlisan kompakt csoport felett létezik baloldali Haar-mérték, és
lokalisan kompakt csoport felett barmely két baloldali Haar-mérték aranyos
egymassal.

Legyen G lokélisan kompakt csoport. Létezik egyentlen olyan Ag : G — R%
fuggvény, hogy minden G feletti § baloldali Haar-mértékre és minden s € GG esetén

da(s)8 = Aa(s)B.
Ez a Ag figgvény folytonos csoport-morfizmus G és R kozott.

Legyen G olyan lokalisan kompakt csoport, hogy 1étezik e-nek olyan W kompakt
kornyezete, hogy minden s € GG esetén

sWs™t CW.

Ekkor G unimoduléris.
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Minden diszkrét, kompakt vagy kommutativ lokalisan kompakt csoport uni-
modularis.

Legyen G lokélisan kompakt csoport és # € Aut(G). Ekkor van egyetlen olyan
modg(7) > 0 valés szdm, hogy minden G feletti baloldali Haar-mértékre

7(B) = modg(7) "' 5.

Legyenek N és H lokalisan kompakt csoportok, 7 : H — Aut(N) csoport-
morfizmus, és tegyuk fel, hogy a

HxN—=N (hyn) — h(n)

leképezés folytonos. Tekintsik az N @, H topologikus féldirekt szorzatot; ekkor
N @, H lokélisan kompakt csoport.

(1) Létezik egyetlen olyan y, : H — R fliggvény, hogy minden N feletti 8y
baloldali Haar-mértékre és h € H esetén

mh(Bn) = x-(h) 7' Bn

teljestil. Ez a folytonos x : H — R fiiggvény folytonos csoport-morfizmus.
(2) Legyen By, Bm baloldali Haar-mérték N, H felett. Ekkor a

Ay @ (x5 ' Br)

mérték baloldali Haar-mérték N @, H felett.
(3) Fennall az
Ane.u =AnN @ (X7 Ax)
egyenloség.
(4) Ha vy, vy jobboldali Haar-mérték N, H felett, akkor vy @ vy jobboldali
Haar-mérték N @, H felett.

6. Lokalisan kompakt csoport mértékalgebraija

Legyen G lokélisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett.
(1) Minden ¢ € Co(G; C) fiiggvényre ¢* € Co(G; C) és supp(d*) = (supp(¢))~".
Minden ¢,v¢ € Co(G;C) fiiggvényre ¢ x5 1p € Co(G;C) és supp(¢ x5 1) C

supp(¢) - supp(¥).
(2) A Co(G;C) komplex vektortér a

Co(G;C) x Co(G;C) = Co(G;C)  (9,¢) = o x5 ¢
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szorzassal, a

Co(G;C) — Co(G;C) b oF

involiicidval, és a
- 1[g1: Co(G5C) = Ry &= B(|9])

normaval ellatva normalt *-algebra.

(3) Minden s € G és ¢, € Cy(G;C) esetén

(¢ *5¥) 0va(s) = (¢ ova(s)) * ¢,
(p*g ) 0dg(s) = @*a (¢ odag(s)).

Legyen G lokalisan kompakt csoport, [ baloldali Haar-mérték G felett, és
értelmezzik a

jp 1 Co(G5C) = MY(G;C) ¢ 9 f3

leképezést. Ekkor (Im(j3),75) par teljes burka a || - || 3,1 normaval ellatott Co(G; C)

fliggvénytérnek, ahol Im(jz) az Im(j5) € MP(G;C) linedris altér mértéknorma
szerinti lezartjat jeloli.

Legyen G lokalisan kompakt csoport. Minden ¢ € Cy(G; C) fiiggvényhez létezik
olyan ¢ € Co(G), 0 < ¢ < 1 fliggvény, hogy minden £ > 0 valés szamhoz 1étezik
eg-nek olyan W kornyezete, hogy minden s € W és t € GG pontra

[o(s ™) — o(t)] < evb(t),
|6(ts) — o(1)] < e(2)

teljesul.

Ha G lokélisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett, akkor a
G x Co(G;C) = Co(G5C)  (s,9) = dora(s)

leképezés folytonos a T X 7)., , és T||.j,, topologidk szerint, ahol T jeloli a G
topologidjat.

Legyen G lokalisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett. Legyen
B tetszoleges kornyezetbazisa e-enk, és a B halmazt rendezzik a O relacioval.
Legyen (¢w)wes olyan rendszer Co(G)4-ban, hogy minden W € B halmazra
supp(ow) C W és B(ow) = 1. Ekkor a (¢w)wes altaldnositott sorozat



IZNLIDLOL JdllUd. A4 dlldall/Zly CICLLICL 1V .

approximativ egység az Co(G;C) normalt algebraban, tehat minden ¢ € Cy(G; C)
fuggvényre

= lim
W% W%

(ow *5 @)

teljestiil a 7)., , topoldgia szerint.

Lokélisan kompakt csoport mértékalgebraja approximativ egységes Banach *-
algebra.

Legyen G lokalisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett. A
kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(1) A G csoport kommutativ.
(2) A Co(G;C)-ben a x5 konvolicids szorzas kommutativ.

(3) Az LL(G, 3) Banach *-algebra kommutativ.

Legyen G lokalisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett. Legyen
B tetszoleges kornyezetbazisa eg-nek, és a B halmazt rendezzik a O relacioval.
Legyen (¢w)wes olyan rendszer Co(G)4-ban, hogy minden W € B halmazra
supp(ow) C W és B(¢w) = 1. Ha F Banach-tér és f € C(G; F), akkor

fea) = lim [ owdds.

Legyen G lokalisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett. A
kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(1) A G csoport diszkrét.
(2) A Co(G;C)-ben létezik neutrélis elem a *g konvolicids szorzas szerint.

(3) Az LL(G, 3) Banach *-algebra egységelemes.

Legyen G lokalisan kompakt csoport és V folytonos unitér abrazolasa G-nek a H
Hilbert-térben. Ha [ baloldali Haar-mérték G felett, akkor létezik egyetlen olyan

Vs : Co(G;C) — L(H)

leképezés, amelyre teljesiil az, hogy minden ¢ € Cy(G; C) fliggvényre és {n € H
vektorra

(Va(@)en) = /G (V(5)E.m)b(s) dB(s).

Ez a V3 leképezés folytonos nemelfajult dbrazolasa Co(G; C) normalt *-algebranak
a H Hilbert-térben. Minden s € G és ¢ € Co(G; C) elemre

V(s)oVs(d) = Vs(dora(s™))
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teljesul.

Legyen G lokélisan kompakt csoport, és 3 baloldali Haar-mérték G felett. Ekkor
o, € Co(G; C) esetén

bagp = /¢ b ove(t™1) da(t).

Legyen G lokélisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett. Ha
m: LL(G,B) — L(H)

nemelfajult 4brdzoldsa az L{.(G, 3) Banach *-algebrdnak a H Hilbert-térben, akkor
létezik, egyetlen olyan, V folytonos unitér dbrazolasa G-nek a H Hilbert-térben,
amelyre m = Vj teljesil.

Legyen G lokélisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett. Ha U
és V folytonos unitér abrazolasai G-nek, akkor

C(U;V) = C(Ug; V) = C(Us; V).

Legyen G lokélisan kompakt csoport. Ha U és V folytonos unitér abrazolasai
G-nek, akkor U és V pontosan akkor unitér ekvivalensek ha Ug és Vg abrazolasok
unitér ekvivalensek. Ha V folytonos unitér abrazolasa G-nek, akkor V pontosan
akkor irreducibilis (illetve ciklikus), ha Vg abrazolas irreducibilis (illetve ciklikus).

Legyen G lokalisan kompakt csoport, g baloldali Haar-mérték G felett, és jelolje
V a V(1680 baloldali reguléris 4brézolést.

(1) Minden ¢,¢ € Cy(G; C) fiiggvényre
Vs(0)(¥) = d*p 2

teljesul.

(2) Minden 8 € M(G;C) és b € Cy(G;C) elemre legyen
Oxp:G—C tl—>/ (s7) d(s).
G

Ekkor 8 € M(G;C) és v € Co(G;C) esetén 6 x¢p : G — C folytonos
fiiggvény, és ha 0 € L(G), akkor minden ¢’ € Cy(G; C) fliggvényre

(V(6) (), )5 = /G (644)- &' dp

teljestil, ahol (-, )3 jeloli a skaldrszorzds LZ(G, 8)-ban.
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Ha G lokélisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett, akkor az
L{.(G, 3) Banach *-algebrdnak létezik hit dbrdzoldsa.

Ha G lokélisan kompakt csoport, akkor minden s, € G, s # t ponthoz létezik
G-nek olyan V irreducibilis unitér abrazolasa, hogy V(S) # V(t).

Ha G lokélisan kompakt csoport, akkor G szétvélaszt G felett.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, § baloldali Haar-mérték G felett, és p
valoszintségi Radon-mérték a

o(Le(G, B), Le(G, B)) | K(L&(G, B))

topolégidval elldtott K(LL(G, 3)) kompakt tér felett. Minden § € LL(G, 3) esetén
legyen

vg = (mp(0)&r) rerri(a,p)) € H Hy,
FEK(LE(G,B))

tovabbi értelmezziik a

Hiigp = {ve | 0€Lt(G,0)}

halmazt.

(1) A Hpi(g,p) linedris altere a

II =

FEK(LE(G,B))
linearis szorzattérnek, és minden x,y € HL(lt(G7ﬂ) elemre a
K(Le(G.B) = C  fer (2(f),y(h))a,
leképezés folytonos, és minden 6 € LE(G, 3) és x € Hyy(a,p) vektorra
<7Tf(9)($(f))> FERK(LL(G,B)) € Hrya,p):

(2) A

Il Hram > Re ooy e(F)IB,, duf)
K(L{(G,B))

leképezés Hilbert-félnorma a HL(lt(Gﬁ) komplex vektortér felett. Jelolje H,
a Hpyqp)/ ker(|| - [|) prehilbert-tér teljes burkat, és minden @ € Hyi (¢ p)

elemre legyen @* az v ekvivalencia-osztalya Hri g g)/ ker(]| - [|)-ben.
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(3) Az
{vg | &€ Co(G;C)}

halmaz stiri linearis altér a H,, Hilbert-térben.

(4) Az
/ Vi du(f)
K(Lg(G,8))
unitér abrazolas tere egyenlé H,-vel, és minden
v,y €{vg | &€ Co(GO)}

vektorra a

K(LLG.B) xG—C  (f,s) = (Vi(s)z(f).y(f)),

!

fuggvény folytonos a szorzattopologia szerint, és minden s € G esetén
fennall a

<( / , vy du(f)) (s)2,y") = / , (Vi) (£ () 4y, diu(F)
K(LL(G,B)) " K(L$(G,8))

egyenloség, ahol (-,-), jeloli a H, feletti skalarszorzést.

Ha G megszamlalhato bazisu lokdlisan kompakt csoport és (8 baloldali Haar-
mérték G felett, akkor az L{.(G, 3) Banach *-algebra szeparébilis.

Legyen G megszamlalhaté bazisu lokalisan kompakt csoport, 8 baloldali Haar-
mérték G felett, és V ciklikus folytonos unitér dbrazoldsa G-nek. A K(L{(G,())
kompakt konvex halmaz felett ekkor létezik olyan p valdoszintiségi Radon-mérték,
amely az

Ext (K (Lt(G.3)))

halmazon koncentralt és V unitér ekvivalens

/ Vidu(f)
K(LL(G,8))

4brézoléssal.

7. Kompakt csoportok folytonos unitér abrazolasai

Legyen G lokalisan kompakt csoport és 3 baloldali Haar-mérték G felett. A G
topologikus tér pontosan akkor kompakt, ha 3 folytonos a sup-normaban, vagyis
létezik olyan C' > 0 valés szam, hogy minden ¢ € Cy(G; C) fliggvényre

18(¢)] < Clldlla.
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Ha G kompakt csoport, § Haar-mérték G felett, és v nemtrivialis folytonos unitér

karaktere G-nek, akkor:
/ xdp =0.
G

Ha G kompakt csoport, és I a GG folytonos unitér karaktereinek olyan halmaza,
amely a pontonként értelmezett szorzassal csoport és I' szétvalaszt G felett, akkor
I’ egyenl6 a G folytonos unitér karaktereinek halmazaval.

Legyen (G;)ier kompakt csoportok olyan rendszere, hogy minden ¢ € I indexre
a G; feletti folytonos unitér karakterek halmaza szétvalaszt G; felett. A Hie] G,
topologikus szorzatcsoport minden yx folytonos unitér karakteréhez egyértelmien
létezik olyan (xi)ier rendszer, hogy minden i € I indexre y; folytonos unitér
karaktere G;-nek, és az

frel | xi#1}

halmaz véges, és minden (s;);cr € Hie] G; elemre

X((si)ier) = [ ] xilsi)

el

teljesul.

Legyen G kompakt csoport és V olyan lineédris abrazolasa G-nek a H Hilbert-
térben, hogy
GxH—H (s,€) — V(s)E

valtozoiban folytonos fuggvény. Ekkor létezik a H vektortér felett olyan Hilbert-
norma, amely ekvivalens a H normaéjaval, és amelyre nézve V folytonos unitér
abrazolasa G-nek.

Legyen G kompakt csoport, és 3 normalt Haar-mérték G felett.

(1) Ha Vi, V4 folytonos unitér abrézolasa G-nek a Hy, Hy Hilbert-térben, és a
Vi és Vi dbrazolasok diszjunktak (vagyis C(Vi;V2) = {0}), akkor minden
&1,m € Hy, &,m2 € Hy vektorra:

/G Vi()6r.m TRl Earra) dB(s) = 0.

(2) Ha V irreducibilis folytonos unitér abrazolasa G-nek a H Hilbert-térben,
akkor H véges dimenzios, és minden &1,1m € Hy, £9,12 € Hy vektorra:

Ve VTG ] 43 = g )T
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Ha Vi és V5 unitér inekvivalens irreducibilis folytonos unitér dbrazoldsai a G

kompakt csoportnak, akkor V; és V3 diszjunktak (vagyis C'(Vq; V) = {0}).

Legyen G kompakt csoport. Ha Vi és V, unitér ekvivalens folytonos unitér
abrazolasal G-nek, akkor &y, (G) = By,(G). Ha Vp és V, diszjunkt folytonos unitér
abrazolasai G-nek, akkor

By, L By,

a (-,-)p skalarszorzas szerint, barmely G feletti 3 Haar-mértékre.

Legyen G kompakt csoport és I' C G olyan részhalmaz, hogy a G trivialis unitér
karaktere eleme I'-nak, és minden U € I' &brézoldsta U € T, tovabba minden
Uy, Uz € T ébrézolashoz létezik olyan (V;);er véges rendszer I'-ban, hogy Uy x Us
unitér ekvivalens @, cr Vi-vel. A kovetkez6 allitasok ekvivalensek.

(1) AT szétvalaszt G felett.

(2) A Dpyer Gu(G) altér stirtt C(G; C)-ben a sup-norma szerint,.

(3) A Byer Gu(G) altér stirfi az LE(G, §) Hilbert-térben, ahol 3 Haar-mérték
G felett.

(4) T =G.

Legyen G kompakt csoport és ( normalt Haar-mérték G felett. Ha minden
U € G elemre ({u,:)icdim(v) ortonormélt bazis az U abrazolasi terében, akkor a

<< dim(U)<U(')€U7i7€U7j>>i7j€dim(U)>

Uved

rendszer ortonormalt bézis az L% (G, 3) Hilbert-térben.

Legyen G kompakt csoport és jeldlie V a V(7¢:8:0 haloldali regularis dbrézolést,
ahol # a normalt Haar-mérték G felett. Minden U € G elemre, és az U abrazolas
Hy; terének minden & # 0 elemére legyen

Gue(G) ={(U()&n) | neHy}

(1) HaU € G és € € Hy elemre &u¢(G) C B invarians altere a V' dbrazolasnak,
és ha ¢ # 0, akkor

dim(&p ¢ (G)) = dim(U).
(2) Ha U € G és ¢ € Hy \ {0}, akkor a V|®p¢(G) részabrazolds unitér

ekvivalens U-val.

(3) A

~

@ dim(0)
ved

Hilbert-0sszeg unitér ekvivalens V-vel.
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Ha G véges diszkrét csoport, akkor G véges halmaz, és teljestl a

Gl= ) (dim(U))?

ved@

egyenléség. Ha G kommutativ is, akkor |G| = |G].

Legyen G kompakt csoport és ¢ a normalt Haar-mérték G felett.

(1) Ha Uy, Us unitér inekvivalens véges dimenziés folytonos unitér abrazolasai
G-nek, akkor
€U, *Bg €U, = 0.

(2) Ha U véges dimenziés folytonos unitér abrazoldsa G-nek, akkor e}, = ey,
és ey centralis elem az L{(G,fBq) algebrdban, vagyis ey kommutal az
L{(G, Bg) minden elemével.

(3) Ha U irreducibilis folytonos unitér dbrazolédsa G-nek, akkor

(&) *5G ey = €ey.

Az (ev)yeq rendszer ortogondlis projektor-rendszer az Li(G, Bg) *-algeb-
raban.

(4) Ha U irreducibilis folytonos unitér dbrazolésa G-nek, akkor minden ¢ €
&y (G) fuiggvényre

eU*ﬁqu:Qb*ﬂGeU:Qb

teljesul.

Legyen G kompakt csoport és V folytonos unitér abrazolasa G-nek a H Hilbert-
térben. Egyértelmfien létezik kardinélis szimoknak olyan (my )¢ rendszere, hogy
a

~

e

Uved

Hilbert-0sszeg unitér ekvivalens V-vel.

8. Kommutativ lokalisan kompakt csoportok folytonos unitér abrazolasai

Legyen G kommutativ lokalisan kompakt csoport és § Haar-mérték G felett.
Egyértelmtien 1étezik olyan

o3 G — X(Lé(G,ﬁ))
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leképezés, hogy minden y € G folytonos unitér karakterre és ¢ € Co(G;C)
fuggvényre

(@000 = [ xodd
teljesiil. Ez a leképezés bijekeié G és X(Lé(G,ﬁ)) kozott, és fenndll az

X(Le(G,B)) = Xa(Le(G, )

egyenloség.

Ha G kommutativ lokédlisan kompakt csoport és 3 Haar-mérték G felett, akkor

ag : Co <X<L(1C(G,ﬁ)>;(c> — C’o(é; C) f foog

*

leképezés *-izomorfizmus, és az

7:_6 = Uﬁa 0 gL}C(G,ﬁ) : L%C(Gvﬁ) — éo(é; C)

leképezés olyan injektiv *-algebra morfizmus, hogy minden ¢ € Co(G; C) fiiggvényre
és x € G elemre

F(d)(x) = /G 6 ds

teljesiil, és Im(F¢) sup-normaban sfirti *-részalgebra C’O(é, C)-ben.

Ha G kommutativ lokélisan kompakt csoport, akkor a G feletti Gelfand-topologia
egyenlo a kompakt konvergencia topologigjaval.

Ha G kommutativ lokélisan kompakt csoport, akkor G a pontonként értelmezett
szorzassal és a Gelfand-topologiaval ellatva kommutativ lokédlisan kompakt csoport.

Legyen G kommutativ lokalisan kompakt csoport és § Haar-mérték G felett.
Ha V folytonos unitér dbrazolasa G-nek a H Hilbert-térben, akkor létezik egyetlen
olyan

P:Co(G;C) — L(H)
nemelfajult dbrazolas, hogy P o Fg = Vg teljestil. Megforditva, ha
P:Co(G;C) — L(H)
nemelfajult abrazolds, akkor egyértelmuen létezik G-nek olyan V' folytonos unitér

abrazolasa, amelyre

Pof_5:v5
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teljesul.

Ha T lokélisan kompakt tér, H Hilbert-tér, és

projektor értéku o-ortoadditiv fuggvény, akkor

(Um@@)))L N ker(/Tgbdp>: N ker(/Tgbdp>.

EeR ¢€Co(T;0) $€CH(T50)

Legyen G kommutativ lokalisan kompakt csoport és § Haar-mérték G felett.
Ha V folytonos unitér dbrazolasa G-nek a H Hilbert-térben, akkor létezik egyetlen
olyan

~

p:Bo(G) = L(H)

nemelfajult projektor-értékii o-ortoadditiv fiiggvény, hogy minden 6 € L{(G, )
elemre

%@:Lg@@

teljestil. Megforditva, ha

~

p:Bo(G) = L(H)

nemelfajult projektor-értéku o-ortoadditiv figgvény, akkor 1étezik G-nek egyetlen
olyan V folytonos unitér 4brézoldsa, hogy minden 6 € L{.(G, 3) elemre

%@:Lg@@

teljesul.

9. Radon-mértékek faktorizaciéja lokalisan kompakt csoporton

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H zart részcsoport G-ben, 8§ Radon-mérték
H felett, és F' Banach-tér. Ha f : G — F olyan folytonos fuggvény, amelyre minden
K C G kompakt halmaz esetén

(KH) nsupp(f)

kompakt G-ben, akkor teljesulnek a kovetkezok:
(1) Minden s € G pontra

(fova(s))|m € Co(H; F).
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(2) Az
fo:G—F 3|—>/(f07(;(3))|Hd9
H
fuggvény folytonos.

(3)
[fo # 0] C (supp(f))H.

(4) Ha a 6 Radon-mérték vy kvéziinvaridns, akkor minden (s,t) € G x H pérra

fo(st) = fa(s).

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H zart részcsoport G-ben, és Gy baloldali
Haar-mérték H felett.

(1) Ha F Banach-tér K felett, g € C(G/H; F) és ¢ € Co(G; K), akkor
(6lgom/n)) = d'g.

(2) Ha F Banach-tér és f € C(G; F) olyan fliggvény, hogy minden K C G
kompakt halmazra

(KH) nsupp(f)

kompakt halmaz, akkor minden ¢t € H és s € GG elemre
(foda(t)) = Ault)f,
(fova(®) =1 ova/u(s).

(3) Minden K' C G/H kompakt halmazhoz létezik olyan ¢ € C(G)4, hogy
K'C[¢" =1].

Legyen G lokélisan kompakt csoport, H zart részcsoport G-ben, Gy baloldali
Haar-mérték H felett, és F Banach-tér. Ekkor a

Co(G;F) — Co(G/H;F)  fre f
leképezés sziirjekceio.
Ha G lokalisan kompakt csoport és H zart részcsoport G-ben, és fpy baloldali
Haar-mérték H felett, akkor létezik egyetlen olyan
M(G/H;C) - M(G;C) 6 — 6

linedris operétor, hogy minden 6 € M(G/H;C) mértékre és ¢ € Cy(G;C)
fuggvényre

0% (¢) = 0(¢’)

teljestil. Ez a linearis operator injektiv.
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Legyen G lokélisan kompakt csoport, H zart részcsoport G-ben, Gy baloldali
Haar-mérték H felett, és € M(G;C). A kovetkezd allitdsok ekvivalensek.

(1) Létezik olyan § € M(G/H;C), hogy u = 6*.
(2) Minden t € H elemre dg(t)u = Ap(t)u.
(3) Minden ¢,¢ € Cy(G; C) fiiggvényre

M(Qb(%/ﬂb o 7TG/H)) = M((Qﬁb o 7TG/HW)-

(4) Minden ¢ € Co(G;C) fiiggvényre, ha ¢* = 0, akkor u(¢) = 0.

Legyen G lokélisan kompakt csoport, H zart részcsoport G-ben, Gy baloldali
Haar-mérték H felett, és u € M(G;C). Ha pu faktorizalhaté B szerint, és s € G,
v € C(G/H;C), akkor vg(s)p és (1 o mg )y is faktorizalhaté By szerint, és

(va(sp)/Br = ~va/m(s) (1) B ),
(Y omg/un)/Bu = (1) Bu).

teljesul.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H zart részcsoport G-ben, B¢, B baloldali
Haar-mérték G, H felett, és h € C(G;C). A hfg mérték pontosan akkor
faktorizalhaté B szerint, ha minden (s,t) € G x H parra:

h(st) =

Legyen G lokélisan kompakt csoport, H zart részcsoport G-ben, Gy baloldali
Haar-mérték H felett, és p € M(G;C). Ha p faktorizédlhaté By szerint, és 1étezik
olyan K C G kompakt halmaz, hogy supp(u) € KH, akkor uu/fn kompakt tartdji
mérték, és minden ¢ € Co(G/H;C) fiiggvényre,

FG/H(IX’) - [77/) = 1]

esetén Y (u/0m) = p/Bu teljesil.

Ha G lokalisan kompakt csoprot és H zart részcsoport G-ben, akkor létezik olyan
p: G — R} folytonos fiiggvény, hogy minden s € G, t € H pontra

plst) = Aolt)

teljesul.
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Legyen G lokalisan kompakt csoprot, H zart részcsoportja G-nek, és (g, Oy
baloldali Haar-mérték G, H felett. Ha p: G — R olyan folytonos figgvény, hogy
minden s € G, t € H pontra

plat) = T (s)

akkor a pfa mérték faktorizalhatd B szerint, és a (pfa)/On faktormérték olyan
nem nulla pozitiv Radon-mérték G felett, amelyhez létezik olyan

X:Gx(G/H) =R
folytonos figgvény, hogy minden s € G elemre

(vaym(s))((pBa)/Bu) = x(s™,)((pBa)/Bu)

teljesiil (tehat ((pBa)/Bu) topologikusan vq,y-kvéaziinvaridns).

Legyen ~ folytonos topologikus abrazolasa a G lokalisan kompakt csoportnak az
X lokalisan kompakt térben. Ha G o-kompakt és ~ tranzitiv, akkor létezik X felett
olyan p nem nulla pozitiv topologikusan ~v-kvaziinvarians Radon-mérték, amelynek
multiplikdtora a G x X szorzattéren folytonos.

10. Indukalt unitér abrazolasok

Ha G lokélisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U unitér abrazolasa
H-nak az F Hilbert-térben, akkor HY C C(G; F) olyan lineéris altér, hogy minden
s € G elemre és f € HY fliggvényre

fora(s™) e HY.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U unitér
abrazolasa H-nak az F' Hilbert-térben. Ha (g, Sy baloldali Haar-mérték G, H
felett, akkor minden f,g € HY fiiggvényre a

(fLo)r :G—=C s (f(s),9(s))

fiiggvény folytonos, és az (f, g) r e mérték faktorizalhaté fy szerint, és az

((f,9)rBc)/Bu

faktormérték kompakt tartoju.
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Legyen G lokdlisan kompakt csoport, H C G zéart részcsoport, U unitér
abrazolasa H-nak az F' Hilbert-térben, és (g, Sy baloldali Haar-mérték G, H
felett. Ekkor a

() pepn t HY x HY = C (f.g9) — la/n d<<<f79>F5G>/5H>
G/H

leképezés olyan skaldrszorzés a HY vektortér felett, hogy minden s € G elemre és
f,g € HY fiiggvényre

<VU(3)f7 VU(S)g>ﬁGﬁH = <fvg>ﬁGﬁH'

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U unitér
abrazolasa H-nak az F' Hilbert-térben. Ha (g, Sy baloldali Haar-mérték G, H

felett, akkor a VU:#e 81 indukalt unitér dbrazolas folytonos.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U folytonos
unitér abrazolasa H-nak az F Hilbert-térben. Legyen (g baloldali Haar-mérték H
felett, ¢ € Co(G;C) és z € F. Ekkor minden s € G elemre a

HoF e (igg:)))_ S(s)(T(1)2)

fuggvény folytonos kompakt tartéja, és a

Srgy 2 G F sH/H,/@gE:;)_ S(st)(U(1)2) dBp (1)

fiiggvény eleme HY-nak.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U folytonos
unitér abrazolasa H-nak az F Hilbert-térben. Ha [y baloldali Haar-mérték H
felett, akkor az

{(¢#54 2)ea) | &€ Co(G;C), =€ F}

halmaz linedris burka stirtt F-ben.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U folytonos
unitér abrazolasa H-nak az F' Hilbert-térben. Ekkor az

u:HY - F f— flea)
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leképezés olyan linearis operator, amelynek értékkészlete stirit F-ben.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és Uy, U, folytonos
unitér abrazolasa H-nak az Fy, Fy Hilbert-térben. Legyen (B¢, Sy baloldali Haar-
mérték G, H felett. Ha v € C(Uy; Us), akkor 1étezik olyan

T, € C(VUuﬁGﬁH7 VU276G76H)7
hogy minden f € HY' fiiggvényre u o f € HY? teljesiil. Tovabba a
C(Ul; Uz) N C(VUuﬁGﬁH7 VUzﬁGﬁH) u s T,
leképezés injektiv linearis operator.

Legyen G lokalisan kompakt csoport és V folytonos unitér dbrazolasa G-nek a
H Hilbert-térben. Ha H C G olyan zéart részcsoport, és U olyan folytonos unitér
abrazolasa H-nak az F' Hilbert-térben, és B¢, By olyan baloldali Haar-mérték G,
H felett, hogy V unitér ekvivalens VV:#¢:81 val  akkor létezik olyan D C H sfirti

V-invaridns linedris altér, és 1étezik olyan w : D — F linearis operator, hogy Im(w)
stirtt altere F-nek, és minden t € H elemre

U(t)ow =wo ( izg; -V(t)|D) .

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U unitér
dbrézolasa H-nak. Minden v € C(G/H;C) és f € HY fiiggvényre (3 o Tau)f €
HY és a

PU(p):HY - HY  fe (Worgu)f

leképezés linearis operator. Tovabba, a
PY:C(G/H;C) — L(HY) ¢+~ PY(y)

leképezés olyan egységelem tarté algebra morfizmus a C(G/H; C) fliggvényalgebra
és az L(HY) operéatoralgebra kozott, amelyre s € G és ¢ € C(G/H; C) esetén:

VU (s)o PY(p) o VY (s) ™" = PY (¢ o ygym(s) ™).

Legyen G lokalisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport és U unitér
abrazolasa H-nak az F' Hilbert-térben. Legyen (g, g baloldali Haar-mérték G,
H felett. Ha ¢ € C*(G/H;C), akkor a

PY(y): HY — HY
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linearis operator folytonos a (-,-)g, gy Mackey-féle skalarszorzéas szerint. Tovabba
egyértelmuen létezik olyan

pUiein . CYG/H;C) — L(HYPe:Fm)

leképezés, amelyre teljesiil, hogy minden v € C*(G/H;C) fiiggvényre PY:5c:5m (3))
a (-, ") a6 Mackey-féle skaldrszorzas szerint folytonos linedris kiterjesztése PUY(¢))-
nek. A PYFc.Pm leképezés egységelem-tarté abrazolasa C*(G/H;C) kommutativ
C*-algebranak a HYA¢:51 Hilbert-térben, és minden s € G, v € C®G/H;C)

esetén fenndll a
VUBabu (5) o pUBe.fu () o YUBe B ()=t = PUBGSH (4h oy i (s)7L)

imprimittivitds egyenlség. A PUPSe:fn ghrizolds lesziikitése Co(G/H;C)-re
nemelfajult, vagyis az

U (Pt ()

YECH(G/H;C)

halmaz linedris burka stirtt a HY:8¢:88 Hilbert-térben.

Legyen G lokélisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport, (¢, g baloldali
Haar-mérték G, H felett, és U unitér abréazolasa H-nak az F Hilbert-térben.
Ha ¢ € C*(G/H;C) és (¥n)nen olyan sorozat Co(G/H;C)-ben, amely lokalisan

egyenletesen konvergal ¢-hez és egyenletesen korlatos, akkor

PU76G76H(¢) — lim PU76G76H(77Z)”)

n— 00

pontonként a HY:8¢:8x Hilbert-téren.

Legyen G lokalisan kompakt csoport és V folytonos unitér dbrazolasa G-nek a
H Hilbert-térben. Ha H C G zart részcsoport, és U olyan unitér abrazolasa H-
nak, és fB¢q, By olyan baloldali Haar-mérték G, H felett, hogy V unitér ekvivalens
VUiBe: B _yal, akkor létezik olyan

P:C*G/H;C) — L(H)
egységelem-tarté dbrézolas, hogy minden s € G és v € C*(G/H;C) elemre
V(s)o P(y)o V(s)_l =P o 7(;/H(3)_1)
teljesiil, és a P lesziikitése Co(G/H; C)-re nemelfajult dbrazolés.
Legyen G lokdlisan kompakt csoport, H C G zéart részcsoport, U unitér

abrazolasa H-nak az F' Hilbert-térben, és (g, Sy baloldali Haar-mérték G, H
felett. Tegyiik fel, hogy M C HY olyan linedris altér, amely minden s € G és



vV 1l A HdLITIOIIRUDS dlldlilZls ClCLLIC])

¥ € Co(G/H;C) elemre invaridns a VY (s) és PY(¢)) linedris operatorokra nézve,
tovabba az

{flec) | feM}

halmaz stirti lineéris altér az F Hilbert-térben. Ekkor M stirtt a HY:%e:05 Hilbert-
térben.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, V' folytonos unitér abrazolasa G-nek a H
Hilbert-térben, és H C G zart részcsoport. Legyen

P:Co(G/H;C) — L(H)

olyan linearis operétor, amely folytonos, ha Co(G/H;C) felett a sup-normat, és
L(H) felett az operdtornormat vesszitk normként. Legyen S, By baloldali Haar-
mérték G, H felett. Ha &,n € H, akkor minden f € Co(G x G;C) fliggvényre

a

G—->C s <P((f(-,8))b)V(8)fﬂ7>

fuggvény kompakt tartoju és folytonos, tovabba a
ben: ColGx GO = C [ [ (P V()en) dc(s

leképezés olyan Radon-mérték G x G felett, hogy minden ¢,¢v € Cy(G;C)
fuggvényre

Oen(0 @) = (P(6") Vs (V)€ n).

Legyen G lokalisan kompakt csoport és V folytonos unitér dbrazolasa G-nek a
H Hilbert-térben. Ha H C G olyan zart részcsoport, amelyhez 1étezik olyan

P:Co(G/H;C) — L(H)

sup-norméban folytonos nemelfajult abrazolds, hogy minden s € G és ¢ €

Co(G/H;C) elemre

V(s)o P(y)o V(s)_l =P o 7(;/H(3)_1)

teljesiil, akkor 1étezik olyan U folytonos unitér dbrazolasa H-nak, hogy minden G,
H feletti B, B baloldali Haar-mértékre V unitér ekvivalens a VU586 88 va],

Legyen G lokéalisan kompakt csoport, H zart részcsoportja G-nek, és V folytonos
unitér abrazolasa G-nek a H Hilbert-térben. A kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(1) Létezik H-nak olyan U folytonos unitér dbrézolésa és létezik olyan G, H
feletti B¢, B baloldali Haar-mérték, hogy V unitér ekvivalens VU:fa 0n_
val.
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(2) Létezik olyan
P:C’G/H;C) — L(H)

egységelem-tarté dbrézolas, hogy minden s € G és v € C*(G/H;C) elemre
V(s)o P(y)o V(s)_l =P o 7(;/H(3)_1)
teljesiil, és a P lesziikitése Co(G/H; C)-re nemelfajult abrazolas.
(3) Létezik olyan
P:Co(G/H;C) — L(H)
nemelfajult 4brazoléds, hogy minden s € G és ¢ € Co(G/H;C) elemre
V(s)o P(y)o V(s)_l =P o 7(;/H(3)_1)
teljesul.
(4) Létezik olyan
P:Cy(G/H;C) — L(H)

sup-norméaban folytonos nemelfajult abrazolas, hogy minden s € G és

Y € Co(G/H;C) elemre

V(s)o P(y)o V(s)_l =P o 7(;/H(3)_1)

teljesul.

Legyen G lokélisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport, és U unitér
abrazoldsa H-nak az F' Hilbert-térben. Legyen j tetszoleges jobbinverze a

TG/H - G — G/H
kanonikus szlirjekciénak, vagyis j : G/H — G olyan fliggvény, hogy
FG/H Oj = IdG/H .

Legyen p: G — R olyan folytonos fliggvény, hogy minden s € G, t € H esetén

plat) = T ol)

teljesul.

(1) Minden s € G elemre j(rg/p(s))"'s € H, és minden € G/H pontra

()7 sj((vayu(s™))(x)) € H.
(2) Minden f € HY fiiggvényhez egyértelmfien létezik olyan

U :G/H — F
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fliggvény, hogy minden s € G elemre

Ui(rayu(s)) = fracty/p(s)U(j(ra u(s) ™ s) f(s)
teljestil. Tovabba, ha definicié szerint
HY 0 ={wy | feH"},
akkor HY7* olyan lineéris altere az F(G/H; F) fiiggvénytérnek, amelyre a
HY — gV fs Wy

leképezés linedris bijekcié. Ha ¥ : G/H — F, akkor ¥ € HYJ? ekvivalens
azzal, hogy ¥ kompakt tartoja és a

G F s U(s™i(man(s) Preym(s))

figgvény folytonos. Ha ¥, & € HYJr akkor (W, @) p € Co(G/H;C) teljesiil.
Specialisan, ha ¥ € HYJ*_ akkor

1Z]|r € Col(G/H; R),
azonban a HYJ? fiiggvénytér elemei altaldban nem folytonos fiiggvények.

(3) Jeldlje VU7 a (& csoportnak azt a linedris abrazolasat a HYJ* fiiggvény-
térben, amelyet a

HY — gV fs Wy

linedris bijekeié a V'V indukalt linedris dbréazolassal Ssszekot. Haw € HUIe,
akkor s € G és « € G/H esetén

(VU ()2) () = X 0)U () ™ 5 (e (s™))(@) )2 ((vym(s™ ) (),
ahol x, : Gx(G/H) — R az a folytonos fliggvény, amelyre s, s’ € G esetén

Xp(s:maym(s")) = plss’)/p(s").

(4) Ha U folytonos unitér abrazolasa H-nak és j : G/H — G folytonos
jobbinverze g, -nak, akkor

HY9* = Co(G/H; F).

Legyen G lokélisan kompakt csoport, H C G zart részcsoport, és U unitér
abrazoldsa H-nak az F' Hilbert-térben. Legyen j tetszoleges jobbinverze a

TG/H - G — G/H
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kanonikus sziirjekciénak. Legyen p : G — R} olyan folytonos fiiggvény, hogy
minden s € G, t € H esetén

plat) = T (s)

tovébba legyen (B¢, By baloldali Haar-mérték G, H felett. Jelolje p a (pfa)/Bu
faktormértéket G/ H felett, és legyen x, : G x(G/H) — R az a folytonos fliggvény,
amelyre s, s’ € G esetén

Xp(s:maym(s")) = plss’)/p(s")

teljestil. Tudjuk, hogy 1 olyan nem nulla pozitiv topologikusan ¢ r-kvéziinvarians
mérték G/H felett, hogy minden s € G elemre

1

(Yaya()(1) = Xp(s™ )

teljesul.
(1) A
() HU s B9 S C (8,8) s (2,8 )
leképezés olyan skalarszorzds a HUJ? vektortér felett, amelyet minden

5 € G elemre a VY7?(s) € GL(HY7?) operator megtart, ahol HY/* az
elozo allitas 2. pontjaban értelmezett fuggvénytér. A

HY — gY9r f s Wy
lineéris bijekcié megtartja a HY feletti (-, ) s, 3, Mackey-féle skaldrszorzést
és a most értelmezett (-,-) skalarszorzdst.
(2) Jelslje HY-3:p-8c:Pr g HY:J:# prehilbert-tér teljes burkat, jelolje V'U:d:p:fc.Am

a VUiie linedris dbrazolas teljesitését. Ekkor létezik egyetlen olyan

HU76G76H — HU7j7p7ﬁG7ﬁH

unitér operdator, amely kiterjesztése a
HY — gV fs Wy

leképezésnek, és Osszekoti a VUBa: b &g VUieB6:8 unitér dbrazolasokat.
(3) Ha U folytonos unitér abrazolasa H-nak és j : G/H — G folytonos
jobbinverze g, -nak, akkor

HU7j7p7ﬁG7ﬁH — _Z—/%‘(G!/H-7 ILL)
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11. A Mackey-féle reprezentaciés tétel

Ha G lokalisan kompakt csoport és N C G zart kommutativ invaridns
részcsoport, akkor a
GxN—=N (s,x) — sx

leképezés folytonos, vagyis a GG csoport belsé abrazolasa N-ben folytonos topologi-
kus abrazolas.

Ha N megszamlalhaté bazisu kommutativ lokalisan kompakt csoport, akkor N
megszamlalhaté bazisu lokalisan kompakt tér.

Legyen ~ abrazolasa a GG csoportnak az X halmazban, és minden £ C X halmaz
esetében alkalmazzuk a

G-E={y(s)x | s€G, =cE}

jelolést. Ha D C X olyan halmaz, amely az X minden ~-palydjat éppen egy
pontban metszi, akkor minden £ C D halmazra és a D részhalmazainak barmely
(En)nen sorozatara teljesiilnek a

G- (D\E) = X\(G - E),
G () En=[)(GEn)

n€eN n€eN

egyenloségek.

Legyen GG o-kompakt lokédlisan kompakt csoport és v olyan folytonos topologikus
abrazolasa G-nek az X megszamlalhaté bazist lokalisan kompakt térben, hogy
létezik olyan D C X o-kompakt halmaz, amely az X minden y-palyajat éppen egy
pontban metszi. Ha H # {0} Hilbert-tér és

p:B(X)— L(H)
olyan projektor-értékii o-ortoadditiv fliggvény, hogy p(X) = Idy és minden E €

B(X) y-invarians halmazra p(E) = 0 vagy p(E) = Idy, akkor egyértelmiien létezik
olyan w C X v-palya, amelyre p(w) = Idy teljestil.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, N C G zart kommutativ invaridns
részcsoport, és jelolje v a G csoport belso abréazolasat N-ben. Ha §x Haar-mérték

N felett, akkor minden s € G és ¢ € Cy(N;C) esetén

(Fan () 04(5)™! = (mod(Int(s)|n)) " - Fay (¢ o (Inta(s™H)|n)).
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Legyen G megszamlalhato bazisu lokalisan kompakt csoport és N C G zart
kommutativ invarians részcsoport. Jelolje v a G csoport belsé abrazolasat N—ben,
és tegyuk fel, hogy:

(1) az N minden ~-pély4ja lokélisan kompakt halmaz;

(2) létezik N-nek olyan o-kompakt részhalmaza, amely az N minden ~-palyéjat

éppen egy pontban metszi.

Ekkor a G minden V irreducibilis folytonos unitér abrazolasdhoz létezik olyan
y € N és létezik a G, stabilitds-csoportnak olyan U irreducibilis folytonos unitér
abrazolasa, hogy barmely G (illetve G) feletti Gg (illetve B¢, ) baloldali Haar-
mértékre V unitér ekvivalens a G csoport (U, Ba, B, ) harmas altal indukélt unitér
abrazolasaval, és minden n € N elemre U(n) = y(n)Idp, ahol F az U abrazolas
tere.

Legyen G lokalisan kompakt csoport, N C G zart kommutativ invaridns
részesoport, és H C G olyan zart részesoport, hogy N - H = G és NN H = {eg}.
Minden y € N fuggvényre legyen

Hy={heH | hx=x},

ez zart részcsoportja H-nak. Tegyuk fel, hogy G megszamlalhaté bazisu és
a G csoport N-ben megvalosulé belso dbrazolasara teljesulnek a Mackey-féle
reprezentacios tételben megfogalmazott 1. és 2. feltételek. Ekkor a G minden V
irreducibilis folytonos unitér abrazolasahoz létezik olyan y € N és a H, lokalisan
kompakt csoportnak 1étezik olyan U irreducibilis folytonos unitér abrazolasa egy F
Hilbert-térben, hogy ha §¢ (illetve 3, ) baloldali Haar-mértékek G (illetve N - H, )
felett és
UX:N-H,—-U(F) nh — x(n)U(h),

akkor a G csoport (UX, (g, y) harmas altal indukalt unitér dbrézoldsa unitér
ekvivalens V-vel.



