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XV. Kompakt konvex halmazok

1. Kompakt konvex halmaz extremalis pontjai

Ha E szeparalt tologikus vektortér és K C FE olyan kompakt halmaz, amely
eloall véges sok kompakt halmaz unidjaként, akkor co( K') kompakt konvex halmaz.

Legyen E topologikus vektortér. Ha C C E konvex halmaz, x € Int(C) és
y € C, akkor ]z,y[C Int(C'). Ha C C E olyan konvex halmaz, hogy Int(C') # 0,
akkor Int(C') = C és Int(C) = Int(C).

Ha E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett, akkor minden
K C E kompakt konvex halmazra K = co(Ext(K)).

Ha E szeparélt topologikus vektortér és ' C E kompakt konvex halmaz, akkor
K = co(Fr(R)).

Ha E # {0} véges dimenzids szeparalt valés topologikus vektortér, és C C E
konvex halmaz, akkor Int(C') # () pontosan akkor teljesiil, ha E az egyetlen affin
altere E-nek, amely C-t tartalmazza.

Ha E véges dimenzids valés szeparalt topologikus vektortér és S C E. akkor
r € co(S) esetén létezik olyan H C S véges halmaz, hogy = € co(H) és
|H| < dim(E) + 1.

Ha E véges dimenzids valos szeparalt topologikus vektortér és K C E kompakt
konvex halmaz, akkor &' = co(Ext(L)), és minden # € K ponthoz létezik olyan
H C Ext(K) véges halmaz, hogy = € co(H) és |H| < dim(E) + 1.

Ha FE véges dimenzios komplex szeparalt topologikus vektortér és K C E
kompakt konvex halmaz, akkor K = co(Ext(K)), és minden # € K ponthoz létezik
olyan H C Ext(K') véges halmaz, hogy = € co(H) és |H| < 2dim(FE) + 1, ahol
dim(E) az E komplex vektortér dimenzidja C felett.
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2. Pozitiv Radon-mértékek lokalisan kompakt tér felett

Legyen 1 pozitiv Radon-mérték a T lokalisan kompakt tér felett. Ha ® C Co(T)
olyan nem fires fiiggvényhalmaz, hogy sup(¢)sece € Co(T) és @ felfelé irdnyitott,
akkor

p(sup ¢) = sup (o)

pcd ped

teljesul.

Legyen 1 pozitiv Radon-mérték a T lokalisan kompakt tér felett. Ha ® C Co(T)
olyan nem fires fliggvényhalmaz, hogy inf(¢)sce € Co(T) és @ lefelé irdnyitott,
akkor

plinf @) = inf u(0)

teljesul.

Legyen p pozitiv Radon-mérték a T' lokalisan kompakt tér felett.
(1) Ha ¢ € Co(T) és 0 < ¢, akkor u(¢) = [* ¢ dp.

(2) Ha f,g € V4(T) és f < g, akkor f.fd/,L < f.gd/,L.

(3) Ha f € 94(T) és a € RY, akkor f.ozfd/,L:oz-f.fd/,L.

(4) Ha (f;)ier tetsz6leges rendszer U4 (T)-ben, akkor

[ X siau= / i dp.
el el
(5) Ha (f;)iers felfelé irdnyitott rendszer 94 (T')-ben, akkor

/.(Sup fi)dp = Sup/ £ dp.

el el

Legyen p pozitiv Radon-mérték a T' lokalisan kompakt tér felett.

(1) Minden f € 94 (T) figgvényre [ fdu= [ fdu.

(2) Ha f,g € F(T;Ry), és f < g, akkor f*fd/,L < f*gd/,L.

(3) Ha f € F(T;R,), és a € R, akkor f*ozfd/,L = oz-f*fd/,L.
(4) Ha (fi)ies tetszéleges véges rendszer F(T; R4 )-ben, akkor

[ Snasy [ s

el el

(5) Ha (fn)nen monoton ndvé sorozat F(T; Ry )-ben, akkor

/ sup fn dp = sup/ fndp.
neN neN
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Ha p pozitiv Radon-mérték a T lokalisan kompakt tér felett és (fr)ren
tetszoleges sorozat F(T'; R4 )-ben, akkor:

/*gfkdﬂﬂg/*fkdﬂ-

Ha p pozitiv Radon-mérték a T lokalisan kompakt tér felett és (fn)nen
tetszoleges sorozat F(T'; R4 )-ben, akkor:

/ liminf f, dp <lim inf/ fndp.

Legyen p pozitiv Radon-mérték a T lokalisan kompakt tér felett. Ha f : T — R—j_
tetszoleges és ¢ : T'— R4 olyan alulrdl vagy felilrol félig folytonos fuggvény, hogy

g < £, akkor * * *
[ ot [Cgdi= [ s

teljestil, tehat ha még f* gdp < oo 1s igaz, akkor fennall a

/*(f—g)d/wz/*fd/w—/*gd/w

szubtraktivitis formula.

Legyen u pozitiv Radon-mérték a T lokédlisan kompakt tér felett, és (f;)ier olyan
lefelé iranyitott rendszer, hogy minden ¢ € I indexre f; felulrol félig folytonos
fuggvény, és létezik olyan ¢ € I, hogy f* fidp < oco. Ekkor:

[ st [ 5

Legyen p pozitiv Radon-mérték a T' lokalisan kompakt tér felett.

(1) Minden H C T relativ kompakt halmazra p*(H) < cc.
(2) Ha H/H' C T és HC H', akkor p*(H) < p*(H').
(3) Ha (H,)nen monoton névo sorozat P(T')-ben, akkor:

" (U H) = suup p* (Hy).
nenN n€N
(4) Ha (Hp)nen tetszoleges sorozat P(T)-ben, akkor:

pw (U Hn) <> pt(Hp).

neN
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Ha p pozitiv Radon-mérték a T lokélisan kompakt tér felett, akkor minden
H C T halmazra
(H) = inf ().
p(H) jnf 07(8)
QCTnyilt halmaz

Ha p pozitiv Radon-mérték a T lokalisan kompakt tér felett, akkor a T' minden
Borel-halmaza py-mérheto, és B(T, i) olyan o-algebra, hogy a

B(T,u) =Ry Hw— u*(H)

leképezés o-additiv.

Legyen p pozitiv Radon-mérték a T lokalisan kompakt tér felett. Ha a H C T
halmaz p-mérhet6 és p-moderans, akkor:

pi(H) = sup (K.
KCH
KCTkompakt halmaz

Legyen p pozitiv Radon-mérték a T lokélisan kompakt tér felett. Ha (H,)ier
olyan diszjunkt véges halmazrendszer, hogy minden: € I indexre H; C T p-mérheto
halmaz és p*(H;) < oo, akkor minden (¢;)ier € R{i_ rendszerre

/* > eixm dp = cip®(H)

ie] el

teljesul.

Legyen p pozitiv Radon-mérték a 7' lokalisan kompakt tér felett. Létezik olyan
m : Ro(T) — Ry o-additiv halmazfiiggvény, hogy Co(T) C Li(T,Ro(T), m) és
minden ¢ € Co(T) fiiggvényre

(@) = [ odm.

Legyen p olyan pozitiv Radon-mérték a T' lokdlisan kompakt tér felett, amely
folytonos a Cy(T) feletti sup-norma szerint. Létezik olyan m : Bo(T) — R4
korldtos o-additiv halmazfiiggvény, hogy Co(T;R) C LL(T,Bo(T),m) és minden
¢ € Co(T;R) fiiggvényre

() = [ o
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teljestil, ahol g a p funkcional sup-normaban folytonos kiterjesztése Co(T')-r6l

Co(T;R)-re.

3. Valészintuiségi Radon-mérték koncentraltsaga és baricentruma

Legyen T lokalisan kompakt tér és p pozitiv Radon-mérték T' felett. Létezik
olyan tartlamazés tekintetében legnagyobb nyilt halmaz T-ben, amely p-null-
halmaz.

Legyen T lokalisan kompakt tér és p pozitiv Radon-mérték T felett. Az Q C T
nyilt halmaz pontosan akkor p-nullhalmaz, ha minden ¢ € Cy(T), 0 < ¢ esetén, ha

supp() C ©, akkor () = 0.

Legyen T lokéliasan kompakt tér és p pozitiv Radon-mérték T felett. Ha
¢, € Co(T), és supp(p) C [¢ = ¢], akkor u(p) = u(y).

Legyen p pozitiv Radon-mérték a T lokélisan kompakt tér felett és H C T.
A p pozitiv Radon-mérték pontosan akkor koncentralt a H halmazon, ha minden
X C T halmazra
p(X) = it (X 11 H)

teljesul.

Legyen p pozitiv Radon-mérték a 7' lokalisan kompakt tér felett. Létezik olyan
(14)ier altalanositott sorozat, hogy

(1) minden ¢ € I indexre u; olyan pozitiv Radon-mérték T felett, hogy p; eléall
véges sok egypontmérték pozitiv egytutthatos linearis kombinacidjaként, és
supp(pi) C supp(p), tovabba p;(1) = (1),

(2) p=1lm; rp; a o(C(T),C(T)) topologia szerint.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett. Minden
K C FE kompakt konvex halmazhoz és minden K feletti p valdszintiségi Radon-
mértékhez létezik egyetlen olyan v € K pont, hogy minden u € E’ funkcionalra

up(x) = p(up|x) teljesiil.

Minden T kompakt térhez létezik olyan E valds szeparalt lokalisan konvex tér
és olyan K C E kompakt konvex halmaz, hogy T és az Ext(K’) topologikus altér
homeomorfak.
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Ha K zart konvex halmaz az E szeparalt topologikus vektortérben és f: K — R
feltilrol félig folytonos konkév (illetve alulrdl félig folytonos konvex) fiiggvény, akkor
Subgr(f) (illetve Epigr(f)) zart konvex halmaz az E x K topologikus linedris
szorzattérben.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett, és K C E
nem tures kompakt konvex halmaz. Ha f: K — R felulrdl korlatos és alulrol félig
folytonos konvex fuggvény, akkor

f= sup (c+urlk)
(c,u)ERx B’
ctur| g <f

teljestil, és ha f > 0, akkor minden p € ML (K) esetén

so < [ s

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett, és K C E
nem ures kompakt konvex halmaz. Ha f : K — R, felulrol félig folytonos konkéav
figgvény, akkor minden ;1 € M1 (K) Radon-mértékre

F(b(u) / " fdu

teljesul.

4. Metrizalhaté kompakt konvex halmazok baricentralis felbontasa

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és X C K olyan zéart halmaz, hogy co(X) = K. Ekkor
minden x € K ponthoz létezik olyan K feletti p valoszintiségi Radon-mérték, hogy
x =b(p) és supp(p) C X (vagyis p topologikusan koncentralt az X halmazon).

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E' szétvéalaszté E felett, K C E nem
ures kompakt konvex halmaz, és f: K — R felulrol korlatos, alulrdl félig folytonos

konvex fiiggvény. Ekkor Subgr(f) N Epigr(f) kompakt konvex halmaz az E x K

topologikus linearis szorzattérben és gr(f) olyan részhalmaza Subgr(f) N Epigr(f)-
nak, hogy

co(gr(f)) = Subgr(f) N Epigr(f).
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Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszto FE felett, K C E nem
ures kompakt konvex halmaz, és f : K — R folytonos konvex fuggvény. Minden
x € K ponthoz létezik olyan I feletti u valészintiségi Radon-mérték, hogy « = b(11)

és p koncentralt az [f = f] halmazon.

Ha K nem tures konvex halmaz az E szepardlt topologikus vektortérben és
f K — R felilrol korlatos, szigorian konvex fuggvény, akkor

[f = f] C Ext(K).

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett és K C E
nem fires kompakt konvex halmaz. Ha létezik olyan F' C A(K) megszdmlalhato
halmaz, amely szétvalaszté K felett, akkor létezik K — R szigortan konvex
folytonos fuggvény.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett és K C E
nem ures metrizalhaté kompakt konvex halmaz, akkor létezik K — R szigoriian
konvex folytonos fuggvény.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett és K C E
metrizalhaté kompakt konvex halmaz. Minden # € K ponthoz létezik olyan K
feletti p1 valdsziniiségi Radon-mérték, hogy » = b(p) és p koncentrilt az Ext(K)
halmazon.

Ha FE olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett és K C E
metrizalhaté kompakt konvex halmaz, akkor Ext(K) Gs halmaz a K kompakt
térben.

5. Kompakt konvex halmazok baricentralis felbontasa

Ha FE olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett és K C E
kompakt konvex halmaz, akkor A(K, E') stirt A(K)-ban a sup-norma szerint.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és p valoszintiségi Radon-mérték K felett. Ha x € K,
akkor @ = b(p) pontosan akkor teljestil, ha minden f € A(K) fiiggvényre

F(@) = p(f).
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Legyen E szeparalt topologikus vektortér és C' C E x K olyan nem ures kompakt
konvex halmaz, hogy pr,(C) C R. Ekkor az

fipry(C)—R r—inf{teR | (x,t) € C}

fuggvény olyan felulrol korlatos, alulrél félig folytonos konvex fuggvény, hogy
gr(f) € € C Epigr(f).

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett. Ha K C E
nem ures kompakt konvex halmaz és f : K — R felulrol félig folytonos konvex
fuggvény, akkor

f= inf g,
geS(K)
f<g

és a {g € S(K)|f < g} figgvényhalmaz lefelé irdnyitott.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
nem tres kompakt konvex halmaz, és p valoszintiségi Radon-mérték K felett.

(1) Ha f : K — Ry felilrdl félig folytonos konvex fliggvény vagy korlatos alulrél
félig folytonos konvex fuggvény, akkor

F(b(u) < / “fdn.

(2) Ha f: K — Ry alulrdl vagy feliilrol félig folytonos konkév fliggvény, akkor

F(b(u) / “fdn.

(3) Ha f: K — Ry feliilrol félig folytonos affin fliggvény vagy korlatos alulrél
félig folytonos affin fuggvény, akkor

st = [ s

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és x € K. Ha ¢, az egyetlen olyan valoszintiségi Radon-
mérték K felett, amelynek a baricentruma egyenlé ax-szel, akkor = € Ext(K).
Megforditva, ha E lokélisan konvex és @ € Ext(K), akkor e, az egyetlen olyan
valdszintiségi Radon-mérték K felett, amelyenek a baricentruma egyenlo x-szel.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és @ € K. Ha {xz} extrem4lis halmaz, akkor « € Ext(K).
Megforditva, ha E lokalisan konvex és @ € Ext(K), akkor {z} extremalis halmaz.
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Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, ' C K extremalis halmaz és f : K — R alulrdl félig
folytonos konkav fuggvény. Ekkor az

F'={eeF | flz)= inf fly)}

halmaz szintén extremadlis halmaz.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz.

(1) Ha (F;)ier olyan nem {ires halmazrendszer, hogy minden ¢ € I indexre
F; extremdlis halmaz K-ban és (),o; Fi # (0, akkor Nier Fi is extremalis
halmaz K-ban.

(2) Ha F C K tartalmazas tekintetében minimalis extremalis halmaz, akkor F
egyelem.

(3) Minden F C K extremalis halmazhoz létezik olyan @ € K extremalis pont,
hogy = € F.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és f : K — R alulrdl félig folytonos konkav (illetve feliilrol
félig folytonos konvex) fliggvény. Ha ¢ € R olyan, hogy Ext(K) C [¢ < f] (illetve
Ext(K) C [f < ¢]), akkor ¢ < f (illetve f < ¢) a I halmazon.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, akkor

K = co(Ext(K)).

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett. Ha K C E
kompakt konvex halmaz, akkor az M1 (K) feletti < reldcié rendezés az M1 (K)
halmaz felett.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz.

(1) Ha p,v € ./\/l}i_(K) Radon-mértékek osszehasonlithatok a Choquet-rendezés
szerint, akkor fenall a b(u) = b(v) egyenloség.

(2) Ha = € K és ¢, maximalis elem M2 (K)-ban a Choquet-rendezés szerint,
akkor « € Ext(K). Megforditva, ha E lokalisan konvex és x € Ext(K),
akkor e, maximalis elem ./\/l}i_(K)—ban a Choquet-rendezés szerint.

(3) Minden v € ML (K) Radon-mértékhez létezik olyan p € M (K), hogy

v < és p maximalis elem M1 (K)-ban a Choquet-rendezés szerint.
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Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és p € ML (K).

(1) Ertelmezziik a

pu:C(K)—R f—= inf u(g)

leképezést. Ez olyan szublinearis funkcional C'(K) felett, hogy p < p, és
minden f € —S(K) fliggvényre teljestil a pu(f) = p,(f) egyenléség.

(2) Ha v : C(K) — R linearis funkcionél, akkor v < p, pontosan akkor teljesiil,
ha v e ML(K) és pp < v.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett és K C E
kompakt konvex halmaz. Ha p € ML (K), akkor minden f € C(K) figgvényre:

pulf) = sup  w(f).
VEM}l_(R')
u=<v

Ap e ./\/l}i_(K) Radon-mérték pontosan akkor maximalis a Choquet rendezés
szerint, pa p, = fi.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és p € ML (K). Ha p maximalis a Choquet-rendezés
szerint, akkor minden f € C(K) fliggvényre

p(f) = sup p(g)
geS(K)
g<f

teljesiil, és minden f € C(K), 0 < f fliggvényre

p(f) = sup p(g)
geS(K)
0<g<f

teljesul.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszto FE felett, K C E nem
tires kompakt konvex halmaz, és € ML (). A kovetkezd éllitasok ekvivalensek.

(1) A p maximélis a Choquet-rendezés szerint.

(2) Minden f € C(K), 0 < f fiiggvényre u(f) = [* fdu.

(3) Minden f € C(K) fiiggvényre u koncentralt az [f = f] halmazon.
(4) Minden f € S(K), 0 < f fiiggvényre u(f) = [* fd/,L.

(5) Minden f € S(K) fliggvényre p koncentralt az [f = f] halmazon.
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Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett, és K C E
nem tres kompakt konvex halmaz. Ekkor

N =A< () [f=F<Ext(K).
fEC(K) FES(K)

és ha FE lokalisan konvex, akkor ez a hdrom halmaz egyenl6.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és p € M}i_(K) maximalis a Choquet-rendezés szerint.
Ha (fn)nen olyan sorozat C'(K)-ban, hogy minden n € N szamra 0 < f,41 < f, a
K halmazon, és inf, ey fr, = 0 az Ext(K') halmazon, akkor

inf ju(fn) =0

teljesul.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvalaszté E felett, K C E
kompakt konvex halmaz, és p € ML (K).

(1) Ha p maximélis a Choquet-rendezés szerint, akkor minden H C K Baire-
halmazra H NExt(K) = () esetén p*(H) = 0 (vagyis p Baire-koncentralt az
Ext(K) halmazon).

(2) Ha E lokélisan konvex és minden C' C I kompakt halmazra CNExt(K) = ()
esetén p*(C') = 0 (vagyis p kompakt koncentrélt az Ext(/) halmazon),
akkor p maximalis a Choquet-rendezés szerint.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett, és K C E
kompakt konvex halmaz. Minden z € K ponthoz létezik olyan p € ML (K), hogy
x = b(p) és p Baire-koncentralt az Ext(X’) halmazon.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett, és K C E
kompakt konvex halmaz. Tegylik fel, hogy létezik olyan H C C(K) nem fires
megszamlalhaté halmaz, amelyre

() [f = f] € Ext(K).

fed
Ha p olyan valdszintiségi Radon-mérték K felett, amely maximdélis a Choquet-
rendezés szerint, akkor p koncentralt az extremalis pontok halmazan. Ha FE
lokélisan konvex, akkor a K feletti p valoszintiségi Radon-mérték pontosan akkor
maximalis a Choquet-rendezés szerint, ha p koncentralt az extremalis pontok
halmazan.

Legyen E olyan topologikus vektortér, hogy E’ szétvélaszté E felett, és K C E
metrizalhaté kompakt konvex halmaz. Minden # € K ponthoz létezik olyan K
feletti p1 valdsziniiségi Radon-mérték, hogy » = b(p) és p koncentrilt az Ext(K)
halmazon.



