
Els}orend}u logika n�eh�any t�etele1Andai Attilat = hF;R; � i a hasonl�os�agi t��pus, F elemei f�uggv�eny jelek, R elemei rel�aci�ojelek. Az els}orend}u logika logikai jelei: ( ) ; z�ar�ojel, vessz}o: neg�aci�o_ vagy9 egzisztenci�alis kvantorx0; x1; : : : v�egtelen sok v�altoz�ojel= egyenl}os�eg:L = f( ) ; : _ 9 x0 : : : =g:Pt := F [ R [ L az �ab�ec�e. A Pt elemeib}ol �all�o v�eges hossz�us�ag�u sorozatokhalmazaP�t a szavak halmaza.A K(t) halmaz a t t��pus�u kifejez�esek halmaza.Az F (t) halmaz a t t��pus�u formul�ak halmaza.Azt mondjuk, hogy � 2 F (t) pr��mformula, ha nem tartalmaz _;:;9 jeleket; �ny��lt, ha nem tartlamaz kvantort.Egy ny��lt formula diszjunkt��v norm�al form�aj�u, ha _ jelekkel �osszek�ot�ottpr��mformul�akb�ol vagy tagad�asukb�ol �all.Az F (t) r�eszhalmazait nevezz�uk elm�eleteknek.Az U = hA; Ii egy t-t��pus�u strukt�ura. Az A az alaphalmaz �es I az inter-pret�aci�o.A v�altoz�ojelek U feletti �ert�ekel�ese egy e f�uggv�eny.Egy k 2 K(t) kifejez�es helyettes��t�esi �ert�eke kU [e].A � 2 F (t) formula az U feletti e �ert�ekel�ese igaz U j= �feg. A � igaz U-n,vagy U modellje �-nek U j= �.A � formula szabad v�altoz�oinak a halmaza V (�). A � formula z�art, haV (�) = ;, ezek halmaza F 0(t).PA: Peano axi�om�ak tPA = h(0; 0); (1; 0); (+; 2); (�; 2)i:x + 1 6= 0;(PA1) x + 1 = y + 1! x = y;(PA2) x + 0 = x;(PA3) x + (y + 1) = (x + y) + 1;(PA4) x � 0 = 0;(PA5) x � (y + 1) = x � y + 1;(PA6)1Forr�as: Csirmaz L�aszl�o, Logika.



2 Els}orend}u logika�es minden � 2 F (tPA) foruml�ara:(PA7) f�(0) ^ 8x(�(x)! �(x+ 1))g ! 8x�(x):T: Legyen U j= PA. Ekkor U-ban igazak:(1) x + y = y + x, x � y = y � x,(2) (x + y) + z = x + (y + z), (x � y) � z = x � (y � z),(3) (y + z) � x = y � x+ z � x,(4) x + z = y + z ! x = y,(5) x + y = 0! x = 0 ^ y = 0, x � y = 0! x = 0 _ y = 0,(6) x 6= 0! 9y(x = y + 1).A � 2 F (t) szemantikus k�ovetkezm�enye a � � F (t) elm�eletnek :� j= �.�Uj k�etv�altoz�os rel�aci�ojel: �:(1) x � x,(2) x � y ! y � x,(3) x � y ^ y � z ! x � z,(4) Minden n-v�altoz�os r rel�aci�ojelre:x1 � y1 ^ � � � ^ xn � yn ! (r(xi)! r(yi));(5) Minden n-v�altoz�os f f�uggv�enyjelre:x1 � y1 ^ � � � ^ xn � yn ! (f(xi) � f(yi)):Ha a � formul�aban szerepl}o =-t �-ra cserelj�uk ~�-t kapunk.T: A � j= � akkor �es csak akkor, ha ~� j= ~�.A �-b�ol levezethet}o �, vagy bizony��that�o �: � ` �.G�odel teljess�egi t�etele: Minden � � F (t)-re �es � 2 F (t) formul�ara � j= �akkor �es csak akkor, ha � ` �.A � elm�elet ellentmond�astalan, ha nincs olyan � formula, melyre � ` � ^ :�.A � elm�elet konzisztens, ha van modellje.T: Egy elm�elet akkor �es csak akkor konzisztens, ha ellentmond�as mentes.G�odel kompakts�agi t�etele: Ha � minden v�eges r�esz�enek van modellje, akkorvan �-nak is.K�et strukt�ura U �es B izomorf: U � B.



Els}orend}u logika 3A � elm�elet �-kateg�orikus, ha van � sz�amuss�ag�u modellje, de k�oz�ul�uk b�armelykett}o egym�assal izomorf.T: Legyen t a f�uggv�eny �es rel�aci�o jelek n�elk�uli t��pus �es legyen � az9x1 : : : 9xn( ^i<j�n xi 6= xj ^ 8z(_i�nxi = z))formul�ab�ol �all�o elm�elet. Ez n-kateg�orikus.T: A v�egpontok n�elk�uli s}ur}u rendez�es elm�elete !-kateg�orikus, de semmilyen � >! eset�en sem �-kateg�orikus.A U �es B strukt�ur�ak elemien ekvivalensek, U � B, ha minden �-re: U j= �akkor �es csak akkor, ha B j= �.T: A � elm�elet teljes, ha b�armely k�et modellje elemien ekvivalens.A � elm�elet pontosan akkor teljes, ha b�armely z�art � formul�ara vagy � j= � vagy� j= :�.T: A v�egpontok n�elk�uli s}ur}u rendez�es elm�elete teljes.A B strukt�ura r�eszstrukt�ur�aja U-nak: B � U .T: Legyen A egy strukt�ura, �es X � A �es legyen � = max(jXj; jtj � !). Ekkor azX �altal gener�alt r�eszstrukt�ura sz�amoss�aga legfeljebb �.A B elemi r�esze U-nak, (B � U) ha B � U �es minden e �ert�ekel�esre �es �formul�ara B j= �[e] akkor �es csak akkor, ha U j= �[e]. Ekkor U elemi b}ov��t�eseB-nek �es B elemien be�agyazhat�o U-ba.T: Lesz�all�o L�ovenheim-Skolem t�etel: Legyen � � jtj! �es U strukt�ura alaphal-maz�anak X egy � sz�amoss�ag�u r�esze. Van U-nak olyan B elemi r�esze, mire X � B�es jBj = �.T: Legyen � � jtj!, �es legyen � elm�elet. Ha �-nak van legal�abb � sz�amoss�ag�umodellje, akkor van pontosan � sz�amoss�ag�u modellje is.T: Ultraszorzatok t�etele: Minden � formul�ara QU�=U j= � akkor �es csakakkor, ha f� 2 I j U� j= �g � U .A BI=U jel�oli az ultrahatv�anyt.T: B elemien be�agyazhat�o minden BI=U ultrahatv�anyba.T: Minden v�egtelen strukt�ur�anak van val�odi elemi b}ov��t�ese.



4 Els}orend}u logikaT: Felsz�all�o L�owenheim-Skolem t�etel: Legyen U egy v�egtelen strukt�ura �es� egy sz�amoss�ag. Ekkor van U-nak legal�abb � sz�amoss�ag�u elemi b}ov��t�ese.T: Los-Vaught pr�oba: Ha a � elm�eletnek csak v�egtelen modelljei vannak �esvalamilyen � � jtj! sz�amoss�agra �-kateg�orikus, akkor teljes is.T: G�odel kompakts�agi t�etele: Ha egy elm�elet minden v�eges r�esze konzisztens,akkor az eg�esz elm�elet is az.T: Strukt�ur�ak egy oszt�alya akkor �es csak akkor(1) axi�omatiz�alhat�o, ha z�art az elemi ekvivalenci�ara �es az ultraszorzatra;(2) v�egesen axi�omatiz�alhat�o, ha a komplementere is axi�omatiz�alhat�o.T: Nem z�artak az elemi ekvivalenci�ara:(1) j�olrendezett, valamint a line�arisan rendezett, de nem j�olrendezett strukt�u-r�ak;(2) torzi�ocsoportok, szabad csoportok;(3) a racion�alis sz�amtest feletti polinomgy}ur}ukkel izomorf gy}ur}uk;(4) �osszef�ugg}o gr�afok.T: Z�artak az elemi ekvivalenci�ara, de az ultraszorzatra nem:(1) v�eges csoportok,(2) pozit��v karakterisztik�aj�u testek,(3) k�orgr�afok.T: Az al�abbi axi�omatiz�alhat�ok, de nem v�egesen:(1) nem v�eges csoportok, torzi�omentes Abel csoportok, oszthat�o torzi�omentesAbel csoportok,(2) 0 karakterisztik�aj�u testek, algebrailag z�art testek, val�osan z�art testek,(3) k�ormentes gr�afok.T: Az al�abbi elm�eletek teljesek:(1) v�egpontok n�elk�uli s}ur}u rendez�es,(2) kezd}oponttal rendelkez}o, v�egpont n�elk�uli diszkr�et rendez�es,(3) oszthat�o torzi�omentes Abel csoportok,(4) v�egtelen Abel csoportok, melyekben minden elem rendje egy pr��msz�am(5) 0 valamint p karakterisztik�aj�u algebrailag z�art testek,(6) val�osan z�art testek,(7) atommentes Boole-algebr�ak.


