Elsorendii logika néhany tétele!
Andar Attila

t = (F,R,7) a hasonlésagi tipus, F elemei fuggvény jelek, R elemei relacié
jelek. Az elsérendii logika logikai jelei:
() , zardjel, vesszd

- negacio

vagy
1 egzisztencialis kvantor
Tg,T1,... végtelen sok valtozodjel
= egyenloség.
c={ ), = Vv I x... =}

Y, =FURUL az abécé. A ), elemeibél &ll6 véges hosszisagn sorozatok
halmaza Y ; a szavak halmaza.

A K(t) halmaz a t tipusu kifejezések halmaza.
Az F(t) halmaz a t tipust formuldk halmaza.

Azt mondjuk, hogy ¢ € F(¢) primformula, ha nem tartalmaz Vv, -, 3 jeleket; ¢
nyilt, ha nem tartlamaz kvantort.

Egy nyilt formula diszjunktiv normal formaja, ha V jelekkel 6sszekotott
primformulékbdl vagy tagadasukbol all.

Az F(t) részhalmazait nevezziitk elméleteknek.

Az U = (A, I) egy t-tipust struktira. Az A az alaphalmaz és I az inter-
pretacid.

A valtozgjelek U feletti értékelése egy e fiiggvény.

Egy k € K(t) kifejezés helyettesitési értéke kye].

A ¢ € F(t) formula az U feletti e értékelése igaz U = ¢{e}. A ¢ igaz U-n,
vagy U modellje ¢-nek U = ¢.

A ¢ formula szabad valtozdéinak a halmaza V(¢). A ¢ formula zart, ha
V(¢) = 0, ezek halmaza FO(t).

PA: Peano axiémak 74 = ((0,0), (1,0), (+,2), (x,2)):

(PA1) 140,

(PA2) r+l=y+1—=2=uy,
(PA3) r+0=ux,

(PA4) r+(y+1l)=(x+y)+1,
(PA5) xr*x0=0,

(PA6) rx(y+1)=a*xy+1,
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és minden ¢ € F(tF'4) forumlara:

(PAT) {0(0) AVz(d(z) = &(z + 1))} = Veo(z).

T: Legyen U = PA. Ekkor U-ban igazak:

(1) e+y=y+a, axy=y*ua,

2) (r+y)+z=a+(y+2), (e*xy)*xz=ax*(y=*z),

(3) (y+z)*xax=y*z+zx*uz,
4)e+z=y+z—a=y,

B5) r+y=0—=2=0ANy=0,2xy=0—-2=0Vy=0,
(6) v A0 — Jy(z =y +1).

A ¢ € F(t) szemantikus kovetkezménye a I' C F(t) elméletnek :I' = ¢.
UJ kétvéltozos relacidjel: ~:
(1) o ~«x,
(2) e~y —y~ua,
B) emyANym~z— oz,
(4) Minden n-véltozos r relacidjelre:

T RYL N AN Ry, = (r(a) = r(yi)),
(5) Minden n-véltozos f fiiggvényjelre:

TRy A ATy Ry, — (fla) = fy:)).
Ha a ¢ formulédban szereplé =-t a-ra csereljitk ¢-t kapunk.
T: AT |= ¢ akkor és csak akkor, ha T' = ¢.

A T-bél levezethetd ¢, vagy bizonyithaté ¢: T' - ¢.

Godel teljességi tétele: Minden I' C F(t)-re és ¢ € F(t) formulara I' |= ¢
akkor és csak akkor, ha I' - ¢.

A T elmélet ellentmondastalan, ha nincs olyan ¢ formula, melyre I' F ¢ A —¢.
A T elmélet konzisztens, ha van modellje.
T: Egy elmélet akkor és csak akkor konzisztens, ha ellentmondéas mentes.

Godel kompaktsagi tétele: Ha I' minden véges részének van modellje, akkor
van ['-nak is.

Két struktira U és B izomorf: U ~ B.
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A T elmélet x-kategérikus, ha van x szamussagt modellje, de koziilik barmely
ketto egymassal izomorf.

T: Legyen t a fuggvény és relacio jelek nélkili tipus és legyen I' az

g .. Fag,( /\ xi#xjA‘v’z(\/ ;= z))

formulabdl allé elmélet. Ez n-kategorikus.

T: A végpontok nélkiili surt rendezés elmélete w-kategorikus, de semmilyen x >
w esetén sem k-kategorikus.

A U és B strukturak elemien ekvivalensek, U/ ~ 5, ha minden ¢-re: U = @
akkor és csak akkor, ha B = ¢.

T: A T elmélet teljes, ha barmely két modellje elemien ekvivalens.

A T elmélet pontosan akkor teljes, ha barmely zért ¢ formulara vagy I' = ¢ vagy
P |: _|¢‘

T: A végpontok nélkili stirti rendezés elmélete teljes.
A B struktira részstruktaraja U-nak: B C U.

T: Legyen A egy struktira, és X C A és legyen k = max(|X|,|t| - w). Ekkor az
X altal generalt részstruktiara szamossaga legfeljebb k.

A B elemi része U-nak, (B < U) ha B C U és minden e értékelésre és ¢
formulara B |= ¢[e] akkor és csak akkor, ha U |= ¢[e]. Ekkor U elemi bdvitése
B-nek és B elemien beagyazhaté U-ba.

T: Leszallo Lovenheim-Skolem tétel: Legyen x > |tjw és U struktira alaphal-
mazanak X egy k szdmossagu része. Van U-nak olyan B elemi része, mire X C B

és |B| = k.

T: Legyen « > |tlw, és legyen T' elmélet. Ha I'-nak van legaldbb k szdmossagu
modellje, akkor van pontosan k szamossagu modellje is.

T: Ultraszorzatok tétele: Minden ¢ formuldra [[Us/U = ¢ akkor és csak
akkor, ha {( €I | U =0¢} CU.

A B! /U jelsli az ultrahatvanyt.
T: B elemien bedgyazhaté minden BY /U ultrahatvanyba.

T: Minden végtelen strukturanak van valédi elemi bovitése.
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T: Felszall6 Lowenheim-Skolem tétel: Legyen U egy végtelen struktira és
k egy szamossag. Ekkor van U-nak legalabb k szamossagu elemi bovitése.

T: Los-Vaught préba: Ha a I' elméletnek csak végtelen modelljei vannak és
valamilyen > |t|w szamossdgra k-kategdrikus, akkor teljes is.

T: Godel kompaktsagi tétele: Ha egy elmélet minden véges része konzisztens,
akkor az egész elmélet is az.

T: Strukturak egy osztalya akkor és csak akkor

(1) axiématizdlhatd, ha zart az elemi ekvivalencidra és az ultraszorzatra;
(2) végesen axiématizalhaté, ha a komplementere is axiématizalhato.

T: Nem zartak az elemi ekvivalenciara:

(1) joélrendezett, valamint a linedrisan rendezett, de nem jolrendezett strukti-
rak;

(2) torziéesoportok, szabad csoportok;

(3) a racionélis szamtest feletti polinomgytirtikkel izomorf gytrik;

(4) Osszefiiggd grafok.

T: Zartak az elemi ekvivalenciara, de az ultraszorzatra nem:

(1) véges csoportok,
(2) pozitiv karakterisztikaju testek,
(3) korgrafok.

T: Az alabbi axiématizalhatok, de nem végesen:

(1) nem véges csoportok, torziémentes Abel csoportok, oszthatéd torzidmentes
Abel csoportok,

(2) 0 karakterisztikéju testek, algebrailag zart testek, valésan zart testek,

(3) kormentes grafok.

T: Az aldbbi elméletek teljesek:
1

(1) végpontok nélkiili stirti rendezés,

(2) kezddponttal rendelkezd, végpont nélkiili diszkrét rendezés,

(3) oszthat6 torziémentes Abel csoportok,

(4) végtelen Abel csoportok, melyekben minden elem rendje egy primszam
(5) 0 valamint p karakterisztikdja algebrailag zart testek,

(6) valdsan zart testek,

(7) atommentes Boole-algebrak.
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