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A Neumann-algebrak elméletének alapfogalmaival megismerkedhetett az olvasé
Kovécs Istvan Pukdnszky Lajos és a faktorok elmélete [Kov] cimii cikkébél. A
Neumann—algebrak osztalyozasa hosszu évtizedek 6ta jelent meglehetésen nehéz
problémat. Az els6 lépéseket Neumann és Murray tette meg a 30-as években,
errdl j6 attekintést kap az olvasé az emlitett cikkbol. Osztélyozni legkénnyebben
a triviadlis centrummal rendelkez6 Neumann—faktorokat lehet. Ezeket Murray és
Neumann I., II. és III. tipusokba sorolta. A harom alaptipus koziil legtovdabb a
III. tipus megértése tartott. Az 1970-es években az akkor kiépiilt Tomita-Takesaki
elmélet talajan Alain Connes a III. tipust I11x (0 < A < 1) altipusokba osztotta.
Connes lefrasat adta a I11) tipusoknak 0 < XA < 1 esetén. A I11; altipushoz tartozo
faktor egyértelmiiségének megmutatasaval 1985-ben Uffe Haagerup tette teljessé az
a hipervéges Neumann-faktorok osztalyozasat.

BEVEZETO

Legyen H komplex szamtest feletti Hilbert-tér és jelolje B(H) a H korlitos
linedris operdtorai halmazat. Az M C B(H) részhalmaz

M' :={a€B(H) | ax =zaVr € M}

az M kommutdnsa, valamint M" := (M")" a mdsodik kommutansa. Egy M C B(H)
részhalmaz Neumann—algebra, ha olyan egységelemes algebra, mely megegyezik
a masodik kommutansaval valamint minden elemének az adjungéltjat is tartal-
mazza. Az M Neumann-algebra Neumann—faktor, ha M N M’ csak az egységelem
szamszorosait tartalmazza. Egy ¢ : M — C linearis funkcional

(1) pozitiv, ha minden x € M elemre 0 < p(z*z),

(2) hi, ha minden 0 # z € M esetén 0 < p(z*x),

(3) nyomszerd, ha minden x € M elemere ¢(z*z) = p(xx*),

(4) normdlis, ha pozitiv operatorok minden korlatos (z;);c; dltalanositott so-
rozatara

3
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SO(SUP SCZ) = sup 80(332)
il iel
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teljesiil,

(5) dllapot, ha pozitiv és p(idy) = 1.

Minden M Neumann—algebréhoz (pozitiv szamszorzé erejéig egyértelmiien) 1é-
tezik egy a projekcidk halmazan értelmezett dimenziéfiiggvény [Kov], melynek
(normalt) értékkészlete algebrai invaridns (vagyis algebrailag izomorf Neumann—
algebrék esetén a normadlt dimenziéfiiggvények értékkészletei azonosak). Azon
Neumann-algebrakat, melyekre a dimenzidfiiggvény értékkészlete csak a 0,00 ele-
meket tartalmazza III. tipusiuaknak nevezik. Ezek tovabbi osztalyozasahoz ijabb
algebrai invaridnsokat kellett talalni.

A Neumann-—algebrak osztalyozasaban el6fordulé fontosabb tételek valamint egy-
méshoz val6 kapcsolatuk a [Dix] konyv bevezetjében Gsszefoglalva megtaldlhatok.
Az osztalyozasnal hasznalatos tételeket, egyszeriibb bizonyitdsokat valamint meg-
értést segité példakat talalhat az olvasé a [Sun] konyvben.

ToOMITA-TAKESAKI ELMELET

A kovetkezOkben olyan Neumann—algebrakkal foglalkozunk, melyek egy komp-
lex szeparabilis Hilbert-tér operatorainak rész—Neumann—algebraiként foghatok fel.
Valamilyen M Neumann-algebrat akkor tudunk eredményesen vizsgalni ha egy
adott allapotdhoz sikeriil el6éllitani egy H Hilbert-teret és egy m : M — B(H)
algebra-izomorfizmust, mellyel az adott allapot vektorallapotta valik. A megoldas
a Gelfand-Najmark-Segal (GNS) konstrukcio, melynek csak a végeredményére szo-
ritkozva azt mondhatjuk, hogy:

Tétel. Ha ¢ eqy hii normdlis dllapot az M Neumann—algebrdn, akkor létezik egy
(Hy, 1y, Q) hdrmas, ahol
(1) H, komplex szepardbilis Hilbert-tér, és m, : M — B(H,) *-algebra-homo-
morfizmus,
(2) Q, € H, és a m,(M)Q, halmaz lezartja H,,
(3) minden a € M elemre p(a) = (7,(a)Qy, Q) teljestil.

Erdemes megjegyezni, hogy adott ¢ hii normalis allapothoz tartozé (H,,m,, )
harmas unitér ekvivalencia erejéig egyértelmi. Ennek a GNS konstrukcionak a
segitségével azonosithajuk M-et a m, *-algebra homomorfizmus szerinti képével,
mely része B(H,)-nek.

Bevezetiink két 1j fogalmat, melyek fontos szerepet kapnak a késobbiekben. Egy
Q) € H vektor ciklikus vektora az M C B(H) Neumann—algebrdnak, ha a
MQ :={ad | a € M}
altér stiri H-ban, valamint €2 szepardlo vektora az M algebranak, ha minden a € M
elemre az af) = 0 egyenloségbdl a = 0 kovetkezik.

Ha ¢ hii normaélis allapot az M Neumann-algebran, akkor a hozzd tartozé €,
vektor a H,, Hilbert-térben ciklikus (a GNS-konstrukcié miatt) valamint szeparald
(mivel ¢ hii allapot).

Visszatérve a GNS-tételre, kérdés maradt, hogy vajon tetszoleges M Neumann-—
algebra esetén létezik-e ¢ hil normadlis allapot M-en. A vélasz az, hogy igen
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(figyelem: csak olyan M Neumann-algebraval foglalkozunk, amely &brézolhatd
komplex, szeparabilis Hilbert-téren). Egészen mas a helyzet, ha nyomszeri ¢ hi
normalis allapot létezésére vagyunk kivancsiak. Ekkor kideriil, hogy csak véges
Neumann—algebrakon (vagyis ahol minden izometria unitér) létezik ilyen allapot.
Vagyis III. tipusu algebran nincs nyomszerii, hii normaélis allapot. Nagy attorést je-
lentett a I1I. tipusu faktorok osztalyozasaban Tomita Gtlete, 6 ugyanis a hti normalis
allapotok nyomszeriiségtol vald eltérését kezdte el vizsgalni [Tom)].

A ¢ allapot pontosan akkor nyomszerii, ha minden a € M esetén

176 (@) Q|| = lIme (™) 2|l

teljesiil. Ezért a III. tipusi Neumann-algebrdk esetén (st a végtelen Neumann—
algebrakndl is) gylimo6lesozének tiind otlet a

To(a)Qp — mp(a™)S

leképezés izometria erejéig vald vizsgalata.
Tegyiik fel, hogy M C B(H) Neumann-algebra, és x € H ciklikus, szepardld
vektora M-nek. Tekintsiik az

S:MQY—H af) — a* Q)

konjugalt linearis leképezést. Legyen S = J Az a polaris felbontasa S-nek, vagyis
J konjugélt linedris izometria és A Snadjungalt pozitiv (dltaldban nem korldtos)
operator. A A operatort nevezik az M Neumann—algerba moduldris operdtordnak,
melynek kozponti jelentOségét fejezi ki az alabbi tétel.

Tomita-Takesaki-tétel. Az eddigi jeloléseket alkalmazva
(1) minden t valds szdmra A*MA~™" = M,
(2) JMJ = M', ahol M' az M kommutdnsdt jeldli.

Ez a meglehetésen bonyolultan igazolhato tétel, mely kozponti szerepet jatszik
a Neumann-—algebrak elméletében el6szor Tomita [Tom]| nem publikélt kéziratdban
jelent meg. Majd 1970 koriil Takesaki sokat finomitott a bizonyitason és a tételnek
sok lehetséges alkalmazédsdra mutatott rd [Tak]. Az érdekl6dd olvasé a tétel vi-
szonylag rovid bizonyitasit megtaldlhatja Bratteli-Robinson kényvében [Bra).

A GNS-tételt és a Tomita-Takesaki tételt alkalmazva egy M Neumann-algebréara
azt mondhatjuk, hogy ha ¢ egy hii normalis allapot M-en (tudjuk, hogy ilyen
létezik), akkor a 7, leképezés segitségével B(H,) egy rész—Neumann-algebrajival
azonosithaté az M, valamint az Q, vektor ciklikus és szeparald m,(M)-re nézve.
Ekkor definidlhaté az S, leképezés, melynek a polarfelbontdsabdl megkapjuk a A,
moduldris operatort. Ennek a segitségével a Tomita-Takesaki-tétel szerint minden
t valés szamra értelmezheto a

of (z) = 7r;1 (Af’fmp(m)A;”)
automorfizmusa M-nek. Az {gy kapott (0] )icr egyparaméteres csoportot nevezik
moduldris automorfizmus csoportnak. Vératlan fordulatot jelentett a Neumann—
algebrék elméletében, hogy minden hii normaélis allapothoz tartozik egy kitiintetett
automorfizmus csoport.



4 ANDAI ATTILA

A kovetkezo feltételek ekvivalenciaja jél szemlélteti, hogy a A, moduldris ope-
rator tényleg a ¢ allapot nyomszertiségével van kapcsolatban.

(1) A ¢ hii allapot nyomszerfi.

(2) A A, =idpy, teljesiil.

(3) Minden ¢t valds szdmra és a € M elemre o} (z) = x.

CONNES-FELE OSZTALYOZAS

A Neumann-—algebrak elméletében, a modularis automorfizmus csoport felfedezé-
sének hatasara, elotérbe keriiltek a csoporthatasok vizsgalatai. Két 6 kérdés volt,
melyek a Neumann—algebrak tovabbi osztalyozasahoz segitettek.

(1) Adott (0f)ter moduldris automorfizmus csoporthoz milyen algebrai invari-
ansokat lehetne rendelni?
(2) Ezek az algebrai invaridnsok hogyan fliggnek a ¢ hii normalis dllapottdl?

Ezekre a kérdésekre 1973-ban Connesnak sikeriilt az osztalyozast nagy mértékben

eléremozdit6 pozitiv valaszt adnia [Con]. Nem a torténelmi tton haladva, hanem

az utélag egyszerilisitett modszereken keresztiil nézziik meg Connes gondolatat.
Connes jelolését alkalmazva adott M Neumann-algebra esetén hasznaljuk az

san = () {w(a,)

¢ hl normaélis
allapot

roviditést, ahol sp jeloli az operator spektrumat. A definiciobdl rogton addodik,
hogy S(M) algebrai invaridns, tovabba zart részhalmaza Rar—nak. Ha M Neumann—
faktor, akkor a

['(M) := S(M)\ {0}

halmaz az M Neumann—algebra Connes—spektruma. (Tetszéleges Neumann—algeb-
ranak értelmezheté a Connes—spektruma egy Osszetettebb definicié segitségével.
Mivel a célunk a III. tipusu faktorok osztalyozasa igy a tovabbiakban elég lesz, ha
csak faktorra definidljuk a Connes—spektrumot ezen az egyszeriibb médon.)

A TII. tipusi Neumann—algebrak osztalyozasa szempontjabdl donté fontossagu
az alabbi tétel.

Tétel. Adott M Neumann—faktor esetén a I'(M) halmaz megegyezik valamelyik
halmazzal a kovetkezok kozil:

(0) (M) = {1},
\) T(M)={\" | neN} X€o,1],
(1) I'(M) =]0, oo[.

Tovdbbd, ha M I. vagy II. tipusi Neumann—algebra, akkor T'(M) = {1}.

A tételnek megfeleléen az M III. tipusit Neumann faktorrél azt mondjuk, hogy
(1) II1y tipusi, ha T'(M) = {1},

(2) IIIy tipusi valamilyen 0 < A < 1 valds szdmra, ha I'(M) = {\" | n € N},
(3) I1I tipusi, ha T'(M) =]0, co.
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Nemtrivialis kérdés, hogy adott 0 < XA < 1 esetén a [II, osztilyba tartozik-e
Neumann—algebra, és ha igen hany nem izomorf algebra van I11y-ban.

Az elsé kérdésre pozitiv a valasz. Kovacs Istvan cikkében pontos konstrukeci
olvashaté tetszoleges 0 < p < % valos paraméterhez tartoz6 M, Neumann-algebra
eloallitasarol. Bevezetve a A = ﬁ paramétert igazolhaté, hogy Pukanszky &ltal
konstrualt M,, Neumann-algebrdk hipervéges faktorok és az I1I, osztdlyba tar-
toznak. Tovabbi példdk olvashaték IT1, faktorokra példaul [Bra], [Sun] és [Dix]
miiveiben. A Neumann—algebrak egy fontos osztalyardl a csoport Neumann—algeb-
rakrol a [Pet] cikkben taldlhaté bevezetd jellegii, egyszer(ibb bizonyitasokat is tar-
talmazd ismerteto.

Az izomorfia erejéig vald egyértelmiiséget a hipervéges algebrak kérében Connes
bizonyitotta be a I11; tipus kivételével. Ezt az eredményét Fields-éremmel is elis-
merték. Par évvel késébb Haagerupnak sikeriilt a I11; esetre is bebizonyitani az
egyértelmiiséget [Haa).

Legyen M III), Neumann-faktor, valamilyen 0 < A < 1 szdmra és ¢ egy hi
normélis allapot M-en. Ekkor (0} );cr moduldris automorfizmus csoport segitségé-
vel pontosan meg lehet hatarozni M tipusat. Tekintsiik a

T(M):={teR|FueM: w =v'vu=idy, Ve € M : of (z) = uzu™}

halmazt, vagyis azon valds szdmok halmazat melyre of belsé automorfizmusa M-
nek. Ekkor létezik olyan T' pozitiv valds szdam, hogy T(M) =T - Z. Ez a T szam
fiiggetlen a ¢ hii allapottodl, és csak az M-re jellemz6 mennyiség. Bevezetve a
A == exp(2Z) jellést igazolhato, hogy M ITI, tipusi Neumann-algebra [Con].
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