
Kvantumlogika 1M�eretf�ugg}o logika?A kvantumlogika feladata a �zikai, f}ok�ent kvantummechanikai jeles�egeksaj�atos logik�aj�anak a vizsg�alata.A klasszikus matematikai logika alapjait Boole �all��totta fel, amikortanulm�anyozta a 'helyes gondolkod�as' alapt�orv�enyeit.Amire mindenk�epp sz�uks�eg�unk van a klasszikus gondolkod�ashoz:A Boole-logika kell�ekei:1) B: halmaz: esem�enyek, logikai �allitasok halmaza,2) ^: �es: esem�enyek k�ozti logikai kapocs,3) _: vagy: esem�enyek k�ozti logikai kapocs,4) 0: nem: esem�eny tagad�asa,5) 1: igaz: biztos esem�eny,6) 0: hamis: lehetetlen esem�eny.A Boole-algebr�ak n�elk�ul�ozhetetlenn�e v�altak a matematika megalapoz�a-s�an�al �es a �zika f}obb �agaiban. Ha Boole-logik�at alkalmazunk a kvantum-mechanika folyamatainak a meg�ert�es�ehez, ellentmond�asokat, paradoxonokatkapunk. Ez�ert a Boole-algebr�akn�al laz�abb, kevesb�e merev logikai gondolko-d�asm�od sz�uks�eges az ellentmond�asmentes, ugyanakkor a k��s�erletekkel egyez}omatematikai modell felep��t�es�ehez.Neh�ezs�egek az �uj logika megtal�al�as�an�al:1) Ha nagyon �altal�anos, akkor matematikailag nem kezelhet}o.2) Ha nagyon speci�alis, akkor a kvantummechanik�aban nem alkalmazhat�oeredm�enyesen.A �zik�aban az alapfogalom az ESEM�ENY.Amit mindenk�epp szeretn�enk megtartani a klasszikus logik�ab�ol:Egy L nem�ures halmazt _ (�es ) �es ^ (vagy) m}uveletekkel h�al�onaknevez�unk, ha a k�ovetkez}o azonoss�agok teljes�ulnek:1) x ^ y = y ^ x �es x _ y = y _ x. ( Kommutativit�as. )2) x^ (y ^ z) = (x^ y)^ z �es x_ (y _ z) = (x_ y)_ z. ( Asszociativit�as. )1Andai Attila, 2000.10.14. 1



3) x ^ x = x �es x _ x = x. ( Idempotencia. )4) x = x _ (x ^ y) �es x = x ^ (x _ y). ( Elnyel�esi tulajdons�ag.)Elemek k�ozti �osszehasonl��t�as: ('buta' k�ovetkeztet�es)Ha L h�al�o, akkor �ertelmezz�uk L elemei k�oz�ott a � rel�aci�ot (r�eszbenren-dez�est): legyen a � b pontosan akkor, ha a = a ^ b.A fizik�aban l�etezik biztos esem�eny �es lehetetlen esem�eny. En-nek a matematikai megfelel}oje:Egy L h�al�o korl�atos, ha l�etezik 0; 1 2 L, hogy 0 6= 1 �es minden b-re:0 � b � 1:P�elda: Egy egyenes ment�en l�ev}o test helyzet�et vizsg�aljuk. Ekkor a val�ossz�amok bizonyos A r�eszhalmazaira tekinthetj�uk azt az esem�enyt, hogy a testaz A-r�eszhalmazban tal�alhat�o. Ekkor az 1 (a biztos esem�eny), hogy a test aval�os sz�amok halmaz�aban van, a 0 (lehetetlen esem�eny), hogy a test az �ureshalmazban tal�alhat�o. Legyen a esem�eny, hogy a test a [0; 10] intervallumbanvan, b esem�eny pedig, hogy a [2; 4] intervallumban van. Ekkor0 < b � a < 1teljes�ul.Amit m�eg klasszikusan megszoktunk:Egy h�al�ot disztribut��vnak nevezz�unk, ha igaz benne valamelyik azonos-s�ag:1) x ^ (y _ z) = (x _ y) ^ (x _ z).2) x _ (y ^ z) = (x ^ y) _ (x ^ z).Sajnos ez a kvantummechanik�aban nem teljes�ul, gyeng�ebb felt�etelre vansz�uks�eg...Az �es, vagy logikai kapcsolatok mellett j�o lenne a nem sz�ot ismatematikailag defini�alni.Egy 0 : L ! L a 7! a0 lek�epz�est ortokomplement�aci�onak nevez�unk, hateljes��ti az al�abbi azonoss�agokat:1) (a0)0 = a. 2



2) Ha a � b akkor b0 � a0.3) a ^ a0 = 0.4) a _ a0 = 1.A megszokott Boole-logik�ank ekkor az al�abbi m�odon de�ni�alhat�o.A hB;_;^;0 ; 0; 1i hatos Boole-algebra, ha1) hB;_;^i disztributiv h�al�o.2) x ^ 0 = 0 es x _ 1 = 1.3) x ^ x0 = 0 es x _ x0 = 1.Fizik�aban az esem�enyek halmaz�at szok�as azonos��tani h�al�okkal. A _;^h�al�oelm�eleti oper�aci�ok esem�enyekhez esem�enyt rendelnek, az ortokomple-ment�aci�ot �ugy �ertelmezz�uk, mint az ellentett esem�enyt. Fontos megjegyezni,hogy az esem�eny sz�o mint de�ni�alatlan alapfogalom szerepel ebben a sz�oveg-�oszszef�ugg�esben.A sz�azad elej�en kider�ult, hogy p�eld�aul a disztributivit�asi tulajdons�agnem teljes�ul a kvantummechanikai esem�enyek k�or�eben! Azonban j�o lennevalamilyen disztributivit�as jelleg}u szab�aly, ez�ert csak speci�alis elemekrek�ovetelj�uk meg a disztributivit�ast.Egy ortokomplementumos h�al�o modul�aris, ha x � y elemekrex _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z)teljes�ul.A modularit�as t�enyleg gyeng��t�ese a disztributivit�asnak: minden disztribut��vh�al�o modul�aris, azonban l�etezik nem disztribut��v modul�aris h�al�o.Sajnos a kvantummechanika m�eg a modularit�asi szab�alyt sem tel-jes��ti.Az L h�al�o ortomodul�aris, ha a � b eset�enb = a _ (a? ^ b):Ez t�enyleg gyeng��t�ese a modularit�asnak: minden modul�aris h�al�o orto-modul�aris, azonban l�etezik nem modul�aris ortomodul�aris h�al�o.
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Ortomodul�aris h�al�okModul�aris h�al�okDisztribut��v h�al�okBoole-h�al�ok
A klasszikus logika �altal�anos��t�as�anak egyik m�odja, hogy az �all��t�asokategy ortomodul�aris h�al�o elemeinek tekintj�uk, az '�es' valamint a 'vagy' k�o-t}osz�oknak a h�al�oban szerepl}o ^ �es _ m}uveleteket feleltetj�uk meg, a 'nem'tagad�osz�ot mint ortokomplement�aci�ot �ertelmezz�uk.(Speci�alis ortomodul�aris h�al�o eset�en visszakapjuk a Boole-logik�at.)Fizik�aban alapvet}o logika: ORTOMODUL�ARIS H�AL�OK!(J�o ok van r�a, hogy enn�el �altal�anosabb h�al�ofogalom nem sz�uks�eges.)Ennek a nagym�ert�ek}u (de sz�uks�egszer}u) �altal�anos��t�asnak messzemen}ok�ovetkezm�enyei vannak. P�eldak�ent n�ezz�unk meg egy h�etk�oznapi �ertelembenis haszn�alt logikai szerkezetet.Klasszikusan azt mondjuk, hogy a �es b egym�ast kiz�ar�o esem�enyek, havagy csak a vagy csak b k�ovetkezik be (vagy egyik sem). Ez ugyan aztjelenti mint az a ^ b = 0 egyenlet. (Teh�at egym�ast kiz�ar�o esem�enyek nemk�ovetkezhetnek be egyszerre.)Kvantummechanik�aban azt mondjuk, hogy a �es b egym�ast kiz�ar�o esem�enyek,ha a � b0, jelben a ? b. Igazolhat�o, hogy ha a ? b, akkor a^ b = 0. Azonbanaz a ^ b = 0 egyenletb}ol NEM K�OVETKEZIK, hogy a ? b!Ez, �es az ehhez hasonl�o egyszer}u logikai szerkezetek klasszikust�ol messzeelt�er}o kvantumos v�altozat�anak a furcsa tulajdons�agai felel}osek nagym�ert�ekbena kvantummechanika '�erthetetlens�eg�e�ert'.F}obb probl�em�ak az �uj logik�aval:1) Matematikailag nehezen kezelhet}ok.2) A de�n��ci�ojuk m�eg �erthet}o, de nem �erezhet}o, hogy milyen nagyszabads�agot enged meg a de�n��ci�o.3) Sok ortomodul�aris h�al�o van, �altalanosan keveset tudunk r�oluk mondani.4



Pr�ob�aljunk olyan ortomodul�aris h�al�ot tal�alni amely �altal�anosabb aklasszikus logik�an�al �es kezelhet}o matematikailag �es szeml�eletileg is!A Geometria seg��ts�eg�evel ad�odnak az ilyen p�eld�ak.A s��k logik�aja1) Az esem�enyek: az (x; y) koordin�atarendszerben az orig�o, orig�on �atmen}oegyenesek �es az eg�esz s��k.2) Az �es: az esem�enyek metszete.3) A vagy: az esem�enyek 'uni�oja'.4) A nem: az esem�eny kieg�esz��t}oje5) Az 1: az eg�esz s��k.6) A 0: az orig�o.
ab a _ b

a ^ b a a a0
ab c a _ (b ^ c) = a(a _ b) ^ (a _ c) = 1 a b c a _ (b ^ c) = c(a _ b) ^ (a _ c) = cA s��k logik�aja nem disztribut��v, de modul�aris.A 3 dimenzi�os t�er logik�aja1) Az esem�enyek: az (x; y; z) koordin�atarendszerben az orig�o, orig�on�atmen}o egyenesek, orig�on �atmen}o s��kok �es az eg�esz t�er.2) Az �es: az esem�enyek metszete.3) A vagy: az esem�enyek 'uni�oja'.4) A nem: az esem�eny kieg�esz��t}oje.5) Az 1: az eg�esz t�er.6) A 0: az orig�o.
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a b a _ b
a ^ b a a0a

a
b a _ b

a ^ bA t�er logik�aja nem disztribut��v, de modul�aris.A fenti konstrukci�o �altal�anos��that�o magasabb dimenzi�os terekre is. Azon-ban minden v�eges dimenzi�os t�er logik�aja modul�aris, teh�at a kvantummechanik�anakcsak bizonyos r�eszeiben haszn�alhat�ok j�ol.A fenti konstrukci�o v�egtelen dimenzi�os terekre is �altal�anos��that�o, ekkornem modul�aris, de ortomodul�aris h�al�ot kapunk.V�egtelen dimenzi�os terek geometri�aja(Ortomodul�aris h�al�ok)V�eges dimenzi�os terek geometri�aja(Modul�aris h�al�ok)Egydimenzi�os t�er geometri�aja(Disztribut��v h�al�ok)
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Szubjekt��v megjegyz�esek
T�ort�enelmi fejl}od�es1) Az el}obb le��rt geometriai modell v�egtelen dimenzi�os t�eren val�o alka-lmaz�asa az alapja a mai kvantummechanik�anak.2) Ez a geometriai modell csak a kezd}ol�ep�es volt. Neumann J�anos1931-ben messze �altal�anos��totta ezt a geometriai logik�at (Neumann-algebr�ak,C�-algebr�ak).3) A 60-as �evekig volt kapcsolat a matematikusok �es �zikusok k�oz�ott ezena kutat�asi ter�uleten, ut�ana szinte teljesen megszakadt.4) Ma nem tan��tj�ak k�otelez}o tananyagban a kvantummechanika logikail�enyeg�et! K�ovetkeztet�esek1) Nem hivatkozhatunk a szeml�elet�unkre a kvantummechanik�aban.2) Meglehet}osen neh�ez k�ovetkezetesen m}uvelni a kvantumlogik�at 'fejben'.3) Nagyvonal�u gondolat a kvanutmmechanik�aban 'paradoxonokr�ol' besz�elni.Hf:1) Mit jelenthet az 'a esem�enyb}ol k�ovetkezik a b esem�eny' kijelent�es ebbena logikai keretben?
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