Kvantumlogika !
Méretfiiggd logika?

A kvantumlogika feladata a fizikai, foként kvantummechanikai jeleségek
sajatos logikajanak a vizsgdlata.

A klasszikus matematikai logika alapjait Boole dllitotta fel, amikor
tanulmanyozta a "helyes gondolkodas’ alaptorvényeit.

Amire mindenképp sziikségiink van a klasszikus gondolkodashoz:

A Boole-logika kellékei:

1) B: halmaz: események, logikai éllitasok halmaza,
2) A: és: események kozti logikai kapocs,

3) V: wvagy: események kozti logikai kapocs,

4) ': nem: esemény tagadasa,

5) 1: igaz biztos esemény,

6) 0: hamis: lehetetlen esemény.

A Boole-algebrak nélkiilozhetetlenné véltak a matematika megalapoza-
sandl és a fizika f6bb dgaiban. Ha Boole-logikat alkalmazunk a kvantum-
mechanika folyamatainak a megértéséhez, ellentmondésokat, paradoxonokat
kapunk. Ezért a Boole-algebrakndl lazabb, keveshé merev logikai gondolko-
dasmod sziikséges az ellentmondasmentes, ugyanakkor a kisérletekkel egyezd
matematikai modell felepitéséhez.

Nehézségek az 1j logika megtaldlasanal:

1) Ha nagyon altaldnos, akkor matematikailag nem kezelheto.

2) Ha nagyon specidlis, akkor a kvantummechanikdban nem alkalmazhaté
eredményesen.

A fizikaban az alapfogalom az ESEMENY.

Amit mindenképp szeretnénk megtartani a klasszikus logikabdl:

Egy L nemiires halmazt V (és ) és A (vagy) miiveletekkel hdlonak
neveziink, ha a kovetkez6 azonossagok teljestilnek:

1) c2Ay=yAzxzésaxVy=yVaz (Kommutativitds. )

2) A (yAz)=(xAy)AzésazV(yVz)=(xVy)Vz (Asszociativitds. )
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3) t Az =x és x Va =z (Idempotencia. )
) z=xV(xAy)ésxz=xA(xVy). (Elnyelési tulajdonsig.)

Elemek kozti 6sszehasonlitas: ('buta’ kovetkeztetés)

Ha L halé, akkor értelmezziik L elemei kozott a < reldciét (részbenren-
dezést): legyen a < b pontosan akkor, ha a = a A b.

A fizikaban létezik biztos esemény és lehetetlen esemény. En-
nek a matematikai megfelelGje:

Egy L hal6 korlatos, ha létezik 0,1 € L, hogy 0 # 1 és minden b-re:

0<b< 1.

Példa: Egy egyenes mentén 1évo test helyzetét vizsgdljuk. Ekkor a valds
szamok bizonyos A részhalmazaira tekinthetjiik azt az eseményt, hogy a test
az A-részhalmazban taldlhaté. Ekkor az 1 (a biztos esemény), hogy a test a
valds szamok halmazaban van, a 0 (lehetetlen esemény), hogy a test az iires
halmazban taldlhatd. Legyen a esemény, hogy a test a [0, 10] intervallumban
van, b esemény pedig, hogy a [2, 4] intervallumban van. Ekkor

O0<b<axl1
teljestl.

Amit még klasszikusan megszoktunk:

Egy halot disztributivnak nevezziink, ha igaz benne valamelyik azonos-
sag:

1) zaA(yVz)=(xVy A(zVz2).

2) sV (yANz)=(xAy)V(zA2).

Sajnos ez a kvantummechanikdban nem teljesiil, gyengébb feltételre van
sziikség...

Az és, vagy logikai kapcsolatok mellett j6 lenne a nem szét is
matematikailag definidlni.

Egy': L — L aw a leképzést ortokomplementdcionak neveziink, ha
teljesiti az alabbi azonossagokat:

1) () = a.



2) Ha a < b akkor b’ < d'.
3) and =0.
4) aVa =1.

A megszokott Boole-logikank ekkor az alabbi mddon definidlhato.

A (B,V,A,,0,1) hatos Boole-algebra, ha
1) (B, V,A) disztributiv halo.

2) 2A0=0eszV1=1.

3) zAx' =0esaxVa =1.

Fizikdban az események halmazat szokds azonositani halokkal. A Vv, A
haléelméleti operaciok eseményekhez eseményt rendelnek, az ortokomple-
mentaciot ugy értelmezziik, mint az ellentett eseményt. Fontos megjegyezni,
hogy az esemény sz6 mint definidlatlan alapfogalom szerepel ebben a szoveg-
oszszefiiggésbhen.

A szazad elején kideriilt, hogy példaul a disztributivitdsi tulajdonsag
nem teljesiil a kvantummechanikai események korében! Azonban jé lenne
valamilyen disztributivitds jellegli szabdly, ezért csak specidlis elemekre
koveteljiik meg a disztributivitast.

Egy ortokomplementumos halé moduldris, ha + < y elemekre
xV(yAz)=(zVy AzVz)

teljesul.

A modularitas tényleg gyengitése a disztributivitasnak: minden disztributiv
halé modularis, azonban létezik nem disztributiv moduldris halé.

Sajnos a kvantummechanika még a modularitdsi szabdlyt sem tel-
jesiti.

Az L halé ortomoduldris, ha a < b esetén

b=aV (a* AD).

Ez tényleg gyengitése a modularitdsnak: minden moduldris hal6é orto-
moduldris, azonban 1étezik nem modularis ortomodularis halé.
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Modularis halok
Disztributiv halok

Boole-halok

- J

A klasszikus logika dltalanositasanak egyik moédja, hogy az allitdsokat
egy ortomodularis halé elemeinek tekintjiik, az 'és’ valamint a 'vagy’ ko-
toszoknak a haloban szerepld A és V miiveleteket feleltetjiik meg, a 'nem’
tagaddszot mint ortokomplementaciot értelmezziik.

(Specialis ortomodularis halé esetén visszakapjuk a Boole-logikit.)
Fizikdban alapvet6 logika: ORTOMODULARIS HALOK!
(J6 ok van ra, hogy ennél altalanosabb héléfogalom nem sziikséges.)

Ennek a nagymértékii (de sziikségszerti) altaldnositdsnak messzemend
kovetkezményei vannak. Példaként nézziink meg egy hétkoznapi értelemben
is hasznalt logikai szerkezetet.

Klasszikusan azt mondjuk, hogy a és b egymdast kizdré események, ha
vagy csak a vagy csak b kovetkezik be (vagy egyik sem). Ez ugyan azt
jelenti mint az a A b = 0 egyenlet. (Tehdat egymast kizdrd események nem
kovetkezhetnek be egyszerre.)

Kvantummechanikaban azt mondjuk, hogy a és b eqymast kizaro események,
ha a <V, jelben a L b. Igazolhatd, hogy ha a L b, akkor a Ab = 0. Azonban
az a A b = 0 egyenlethl NEM KOVETKEZIK, hogy a L b!

Ez, és az ehhez hasonld egyszerii logikai szerkezetek klasszikustdl messze
eltéré kvantumos valtozatanak a furcsa tulajdonsagai felel6sek nagymértékben
a kvantummechanika ’érthetetlenségéért’.

Fo6bb problémak az 1j logikaval:

1) Matematikailag nehezen kezelhetdk.

2) A definici6juk még érthetd, de nem érezhetd, hogy milyen nagy
szabadsagot enged meg a definicié.

3) Sok ortomodularis héld van, dltalanosan keveset tudunk réluk mondani.
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Prébéaljunk olyan ortomodularis hdalot taldlni amely altalanosabb a

klasszikus logikanal és kezelheté matematikailag és szemléletileg is!

A Geometria segitségével adédnak az ilyen példak.
A sik logikaja

1) Az események: az (x,y) koordindtarendszerben az origd, origén dtmend
egyenesek és az eqész sik.

2) Az és: az események metszete.

3) A wagy: az események 'unigja’.

4) A nem: az esemény kiegészitGje

5) Az I: az egész sik.

6) A 0: az origd.

b : aV(bAc)=c
(@Vb)A(ave) =1 ! ' b
a ! A (aVb)AaVe)=c

A sik logikaja nem disztributiv, de modularis.

A 8 dimenzids tér logikdja

1) Az események: az (x,y,z) koordinidtarendszerben az origd, origin
atmend egyenesek, origon dtmend sikok és az egész tér.

2) Az és: az események metszete.

3) A wagy: az események 'unidja’.

4) A nem: az esemény kiegészitGje.

5) Az I: az egész tér.

6) A 0: az origd.
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A tér logikdja nem disztributiv, de modularis.

A fenti konstrukcio altalanosithato magasabb dimenzios terekre is. Azon-
ban minden véges dimenziods tér logikaja modularis, tehat a kvantummechanikanak
csak bizonyos részeiben haszndlhatok jol.

A fenti konstrukcio végtelen dimenzios terekre is dltalanosithaté, ekkor
nem modularis, de ortomodularis halot kapunk.

/ Végtelen dimenzids terek geometridja \

(Ortomoduldris haldk)

/ Véges dimenzios terek geometridja \

(Moduldris haldk)

Egydimenzios tér geometridja
(Disztributiv haldk)




Szubjektiv megjegyzések

Torténelmi fejlodés

Az elobb leirt geometriai modell végtelen dimenzids téren vald alka-
Imazéasa az alapja a mai kvantummechanikanak.

Ez a geometriai modell csak a kezd6lépés volt. Neumann Jénos
1931-ben messze altaldnositotta ezt a geometriai logikat (Neumann-
algebrak,C*-algebrdk).

A 60-as évekig volt kapcsolat a matematikusok és fizikusok kozott ezen
a kutatasi teriileten, utana szinte teljesen megszakadt.

Ma nem tanitjak kotelez6 tananyagban a kvantummechanika logikai
lényegét!

Kovetkeztetések

Nem hivatkozhatunk a szemléletiinkre a kvantummechanikaban.
Meglehetdsen nehéz kovetkezetesen miivelni a kvantumlogikat 'fejben’.
Nagyvonalu gondolat a kvanutmmechanikaban "paradoxonokroél’ beszélni.

Hf:

Mit jelenthet az 'a eseménybdl kovetkezik a b esemény’ kijelentés ebben
a logikai keretben?



