Tételgylijtemény a Tomita-Takesaki elméletébol

Andail Attila

Az itt szereplo tételekhez sziikséges fogalmak és bizo-
nyitasok megtalalhatok a V. S. Sunder: An invitation to
von Neumann algebras konyvben. Ez tanulasi segédanyag,
melyben elofordulhatnak hibak!
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Tomita-Takesaki elmélet

1. Bevezetés

Legyen S, T C L(H), ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:
(1) ha S C T, akkor T" C S;

(2) minden n € N, n > 0 természetes szamra S C S = §(27) &g §' = §C2n=1),
(3) ha S onadjungalt, akkor S’ is énadjungélt;
(4) az S’ gyengén zart részalgebraja L(H)-nak és Idy € S'.

Legyen M nem degeneralt onadjungdlt részalgebraja L(H)-nak. Ekkor a
kovetkezok ekvivalensek:

(1) M =M";
(2) M gyengén zart;
(3) M erésen zart.

Legyen A egységelemes C*-algebra. Minden a € A elem felirhato négy unitér
operator konvex kombinaciojaként.

Legyen x € L(H) és M Neumann-algebra L(H)-ban. Az x operédtor pontosan
akkor eleme M -nek, ha minden v € M’ unitér operatorra uzru* = x teljesiil.

Legyen M Neumann-algebra és x € M.

(1) Ha 2 = u|z| polar felbontasa x-nek, akkor u, |z] € M.
(2) Ha 2 normiélis, akkor minden F' C Sp(x) Borel-halmazra 1p(2) € M.

A H onadjungalt operatorainak minden uniform korldtos monoton dltaldanositott
sorozata gyengén konvergens.

Legyen M Neumann-algebra és e, f € P(M). Ekkor a kovetkezo allitasok

ekvivalensek:

(1) exf =0 minden x € M elemre;
(2) e(e)e(f) =0, ahol ¢(e) az e projektor centralis fedése:

o(e) = Mf e PN Z(M) | «< f}.
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Ha e és f nem nulla projekciok az M Neumann-faktorban, akkor létezik olyan
u € M nem nulla parcidlis izometria, hogy u*u < e és uu* < f.

2. Murray-Neumann osztalyozasa a faktoroknak

Legyenek (M, )ien és (N;)ien az M Neumann-faktorba befoglalt (affiliated to M)
zart alterek. A ~ relacié P(M )-en megszamlélhatéan additiv az alabbi értelemben:
ha M, ~ N, minden n € N esetén valamint minden m,n € N, m # n szémra

M, L M, és N,, LN,, akkor

P M. ~ PN

n€N n€N

Legyenek M, N az M Neumann-faktorba befoglalt zart alterek. Ha M < N és
N < M, akkor M ~ N.

Legyenek M és N az M Neumann-faktorba befoglalt zért alterek. Ekkor vagy
M <N vagy N < M.

Legyenek M, N az M Neumann-faktorba befoglalt zart alterek, ahol az M elemei
a H szeparabilis Hilbert-tér linedris operatorai. Ha M < N és N véges, akkor M
is véges, vagyis ha létezik végetlen M akkor H végtelen dimenzios.

Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibdl all6 Neumann-
faktor és M, N az M-be foglalt olyan zart alterek, hogy A" # {0}. Ekkor létezik
M-nek olyan paronként ortogondlis (N;);er altérrendszere és olyan R lineéris altere

M-nek, hogy
(1) minden 7 € I esetén N; és R az M-be foglalt lineéris alterek,

(2)
M = (@N,) &R,

1<y}

(3) minden 7 € I indexre N; ~ N,
(4) RSN és R~ N.

Ha ebben a felbontasban az I indexhalmaz végtelen, akkor 1étezik olyan felbontas

is, ahol R = {0}. Tovdbba az I indexhalmaz szdmossdga ([M/N]) fliggetlen a
felbontastol.
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Legyen M a ‘H szeparabilis Hilbert-tér operatoraibol allo Neumann-faktor és M
az M-be foglalt olyan zart altér, hogy M # {0}.

(1) A M altér pontosan akkor végtelen, ha M felirhato
M=B& (Mn BL>

alakban, ahol M ~ B ~ (M N B1).
(2) Ha N az M- be foglalt zéart altér és M végtelen, akkor ' < M.

Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibdl all6 Neumann-
faktor és M, N, B az M-be foglalt olyan zart alterek, hogy BC M @ON és M L N.
Ekkor 1étezik

M=MidMeB Mz, N=MNaMNalN;, B=M;aNd By
felbontasa az altereknek az aldbbi tulajdonsagokkal:

1
2
3

Bo, Mi,N;, i €{1,2,3} esetén az M-he foglalt linearis alterek,
My =MnNB, Mz=MnB

No=NNB, Mz=NnBt,

My = M0 (My B M)

Ni=NnWNyaNs) "

By ={6+Af | £€DomA}, aholaz A olyan M-be foglalt
zért operator, hogy: Dom A = M;, RanA =N, ker A = {0},
(7) My ~N; ~ By

4
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Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibdl all6 Neumann-
faktor és M, N, B az M-be foglalt olyan zart alterek, hogy BC M @ON és M L N.
Ekkor

vagy B<M vagy (Ma&N)NBH<N.

Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibdl all6 Neumann-

faktor és M, N az M be foglalt olyan véges zart alterek, hogy M 1L N. Ekkor
M DN is véges.

Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibdl all6 Neumann-

faktor és M, N az M-be foglalt alterek, ekkor

(M+N) AN <M.
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Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibdl all6 Neumann-
faktor és M, N, B az M- be foglalt zart alterek. Ha M és N véges, akkor M 4+ N

is véges.

Ha M TI-tipusii Neumann-faktor, melynek elemei a ‘H szeparabilis Hilbert-tér
linearis operatorai, akkor létezik M-be foglalt véges, nem zérus altereknek olyan
(N:)ien sorozata, hogy minden n € N szémra

(No/Npya]>2

teljestil.

Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibdl all6 Neumann-

faktor és M, N, B M-be foglalt véges, nem zérus linesris alterek. Ekkor

) )= 3] < (] =) (Bl )

ha M | B akkor

teljestil.

Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér linearis operatoraibol allo 1T tipust
Neumann-faktor és M, B M-be foglalt véges, nem zérus linedris alterek és (N )ien
az M alapsorozata (fundamental sequence for M). Ekkor

Vn € N: L\ﬂ/n} +0, nh—{%o L\ﬂ/n} = o0, nh—{%o %?% R,

teljestil.

Legyen M Neumann-faktor, ekkor 1étezik
D:P(M)—[0,o00]

dimenziofiiggvény az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) legyen M, N € P(M) pontosan akkor M ~ A, ha D(M) = D(N),
(2) legyen M, N € P(M) és M | N, ekkor DM & N) = D(M) + D(N),
(3) a M € P(M) altér pontosan akkor véges, ha D(M) < oo.
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A D dimenziofiiggvény valos pozitiv szamszorzo erejéig egyértelmii.

Legyen M Neumann-faktor és D a P(M)-en értelmezett dimenzidfiiggvény.
Ekkor

(1) az M, N € P(M) alterekre M < N akkor és csak akkor teljesiil, ha
D(M) < D(A).

(2) a D fiiggvény megszamlalhatdéan additiv az alabbi értelemben: ha (M;)ien
paronként ortogonalis M-be foglalt zart linearis alterek, akkor

D (@ Mn) =) D(M,)

n€N n€N

teljestil.

Legyen M Neumann-faktor, mely a ‘H szeparabilis Hilbert-tér operatoraibdl all,
D a P(M) feletti dimenzidfiiggvény és

A:={D(M) | M M-befoglalt altér}, w := D(H).

Ekkor

(1) A C[0,w],

(2) ha a,8€ A é [ <a, akkor a—f¢€A,

(3) ha VieN:a; € A ésZai§w7 akkor Z(y,‘,EA
1EN 1EN

teljestil.

Legyen M Neumann-faktor, mely a ‘H szeparabilis Hilbert-tér operatoraibdl all,
D a P(M) feletti dimenzidfiiggvény és

A:={D(M) | M M-be van foglalva}.
Ekkor A az alabbi halmazok koziil pontosan eggyel azonosithato:

(1) {0,a,2a,...,na}, a€eRT neN,
(1) {na | neN}, acRT,

() 0.0], weRY,

([1o0) [0, 0],

(ITT) {0, 00}.
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3. A Tomita-Takesaki elmélet

Legyen M a ‘H szeparabilis Hilbert-tér operatorainak Neumann-algebraja és
¢ olyan normélis pozitiv linearis funkcional M-en, azaz ¢ € M, 4, hogy ¢ hii
funkciondl. Ekkor létezik egy (Hy, 74, §2s) harmas, ahol

(1) Hgy Hilbert-tér,

(2) 7y : M — L(H4) *algebra homomorfizmus,

(3) g € Hg és Hy = 7g(M)S2y,

(4) minden » € M esetén ¢(x) = (my(2)Qg, 24).

Ha a ( 50 T QZ) harmas szintén rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal akkor
egyértelmiien létezik egy w : Hy — H7 unitér operator, hogy wily = Q7 és minden
x € M elemre 77 (x) = wng(x)w*. Tovdbbd az M 4 altali képe szintén Neumann-

algebra, 74 normatarté és o-gyenge homeomorfizmus M és wy (M) kozott.

Legyen M a ‘H szeparabilis Hilbert-tér operatorainak Neumann-algebraja és €2
ciklikus szeparald vektora M-nek. Legyenek

So: MQ —H So(x82) := 2™ Q,
Fo:MQ—>H So(x82) := 2*Q

konjugdlt linearis operatorok. Az Sy, Fy operatorok striin definialt lezarhaté
operatorok. Lezarasuk legyen S, F', ekkor

S=F*=F é F=5"=S5.

Legyen M a ‘H szeparabilis Hilbert-tér operatorainak Neumann-algebraja és
S =JAs polarfelbontasa az S operatornak. Ekkor

(1) a .J énadjungdlt, antiunitér operator és A pozitiv onadjungalt invertalhato
operator,

(2) az F = JA= teljestil és ez az F operator polarfelbontasa, tovabba A = F'S
és A7 = SF,

(3) a JAJ = A" teljesiil, tovabba ha f az RI-on értelmezett mérhetd
fuggvény, akkor

JF(A)T = F(A), specidlisan  JA™J = A" V¥t eR.

Legyen M a ‘H szeparabilis Hilbert-tér operatorainak Neumann-algebraja, és
S = JAz polarfelbontasa az S operatornak. Ekkor

(1) minden t € R esetén A"MA™" = M,
(2) a JM.J = M’ teljestil.



Tomita-Takesaki elmélet 7

Legyen M a H szeparabilis Hilbert-tér operatorainak Neumann-algebrija és ¢
normalis hil pozitiv linearis funkcional M-en. Legyen (Hy, 74, 824) a GNS harmas.
Ekkor €4 ciklikus és szeparald vektora mg(M)-nek. Legyenek Sy, Fy, Jgs és Ay a
szokasos operatorok. Ekkor

(1) az Q4 € Dom(S4) N Dom(Fy) teljesiil és S3Qy = FpQy = Qy,

(2) az Qg € Dom(Ay) teljesiil és AyQy = T84 = Qp,

(3) legyen minden t € R esetén

(r;Zs M —- M T 77(;1 (AZZ’WM?/:)A;”),
ekkor (Uf)tETR o-gyengén folytonos egyparaméteres s-automorfizmusa M-
nek

b

(4) az alabbi egyenlet teljesiil:

7o (07 (1)) Qp = Allmg (w0,

(5) az alabbi feltételek ekvivalensek:

(a) ¢ nyomszerii,

(b) Ss antiunitér,

() Sg = Jy = Fy,

(d) Ay = Idy,,

(e) (r,fb("r) =z, VreM, VteR esetén.

Legyen ¢ sily az M Neumann-algebran és

Dyi={r €My | o(x) < oo},
Nyi={reM | o(as) < oo},

My = {Z"r:‘y, | neN, Vie{l,2,...n} x;,,y; € N¢} )
=1
Ekkor az alabbiak teljestilnek:
(1) A Dy oroklodden pozitiv kip (hereditary positive cone), vagyis

(a) ha 2,y € Dy, A € RY, akkor, Az +y € Dy,
(b) ha o € Dy, z € My, z < x akkor z € Dy.

(2) Az Ny baloldali idedl M -ben.

(3) Az M, onadjungalt részalgebraja M-nek, nem szitkségszeriien egységelemes
és nem sziikségszeriien zart akarmelyik operatortopologiaban.

(4) Az Dy = My = M N My teljesill, és My minden eleme eléallithatd négy
Dy-beli elem linearis kombinacigjaként.

(5) Ha 2,2 € Ny és y € M, akkor 2*yz € M.
(6) Egyértelmiien létezik olyan ¢ linearis funkcional My-n, hogy é|am, , = ¢.
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Legyen ¢ siilly az M Neumann-algebran, ekkor az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1) a ¢ normalis,
(2) létezik olyan monoton novo (v, );er altalanositott sorozat M, 4-ban, hogy
minden x € My esetén

(3) létezik olyan (1););er csalad M, y-ban, hogy minden = € M, elemre

o) =Y di(w),

1e.J

(4) a ¢ o-gyengén alulrdl félig folytonos, vagyis ha z;, 2 € My és

lim x; = =,
0T

o—gyengén

akkor ¢(x) < liminf; ; ¢(x;).

Legyens ¢ hii, normalis, félig véges sily az M Neumann-algebran, valamint
Dy, Ny, My a ¢-hez asszocidlt alterek. Szintén ¢ jelolje az M,-re kiterjesztett
linearis funkcionalt. Ekkor létezik egy (Hg, 74, ng) harmas, ahol

(1) Hgy Hilbert-tér,

(2) 7y : M — L(H4) *algebra homomorfizmus,

(3) ny : Ny — Hg olyan linedris leképezés, hogy minden z,y € N, és z € M

esetén

(ne(2),me(y)) = o(y™ @), ms(2)ne(v) = ne(z7),

valamint n4(Ny) stirtt Hg-ben.

Ha a ( ;‘3777:;,77:3) harmas szintén rendelkezik a fenti tulajdonsigokkal akkor
egyértelmiien létezik egy w : Hy — Hj unitér operator, hogy minden x € Ng
esetén wng(zr) = ni(r) és minden z € M elemre 77 (z) = wry(z)w*. Tovabba 7

normatartd és o-gyenge homeomorfizmus M és my( M) kozott.

Legyen ¢ hii, normalis, félig véges sily az M Neumann-algebran, Dy, Ny, My
a ¢-hez asszocialt alterek és (Hgy,mg, 1) a GNS-harmas. Mivel 7y izomorfizmus
azonositsuk M-et a 74(M) térrel és tegyiik fel, hogy M C L(Hy) és my(x) = .
Legyen Uy = ng(Ny N N;% ha & = ng(x1) és &3 = ng(x2), akkor legyen

E1& = ng(mims) s €= ny(a).

Ekkor

(1) az Uy involutiv, asszociativ algebra,



Tomita-Takesaki elmélet 9

(2) az Uy skalarszorzatos tér a kovetkezd tulajdonsagokkal:

(a) (€n,C) = (0,€5¢), V& n,C € Uy
(b) V& e Uy : n— En leképerzés folytonos linearis operator Uy n,

(3) legyen
U; = {Zf“m | n € N, ‘v’iE{l,Qn...,n}: £j77’]7j€u¢}7
1=1

ekkor a U; sirtt Uy térben,
(4) legyen H az Uy, tér teljesitése; az

So Uy — Uy & &

konjugalt linearis operator kiterjesztheto zart operatorra a ‘H térben.

Legyen M = L(U) az U &altalanositott Hilbert-algebra baloldali Neumann-
algebrdja. Ekkor 1étezik egy .J onadjungalt antiunitér operator és egy A pozitiv
onadjungalt operator ‘H-ban, azaz U teljesitésében, hogy

(1) az S = JAs és F = JA= elballitds az S, F operatorok polarfelbontasa,
2) a JAJ = A" teliesiil, valamint minden RT-n értelmezett mérheto
] 9 0 .

fuggvényre
TFHA)T = f(AT),

(3) a JM.J = M’ teljesiil és minden t € R esetén

ATMA™" = M.

Legyen M Neumann-algebra és ¢ € M, 4 olyan funkcional mely teljesiti a KMS-
feltételt az (oy)ier o-gyengén folytonos egyparaméteres *-automorfizmus csoportra,
nézve. Ekkor minden ¢ € R esetén ¢ o ay = ¢ teljesil.

Legyen ¢ egy rogzitett hii, normalis, pozitiv funkcional az M Neumann-algebran
és (a)rer olyan o-gyengén folytonos egyparaméteres *-automorfizmus csoportja M-
nek, hogy minden ¢ € R esetén ¢ o oy = ¢. Azonositsuk M-et a 74(M) térrel és
tegyiik fel, hogy létezik olyan 2 € H vektor mely ciklikus. szeparald és minden
x € M esetén

Ekkor 1étezik (us)ier erésen folytonos egyparaméteres csoportja az unitér operato-
roknak, hogy minden = € M és t € R esetén

€ = oy (2)S2.
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Il
9]

Legyen H a7z (u)ier egyparaméteres unitér csoport generatora, vagyis u(t)
és

By :=Span{f(H)xQ | x € M, f € C5}.

(1) Ha oy = (rf, akkor v, = A és H = log A.
(2) Minden R-en értelmezett folytonos g fliiggvényre B, s & lényeges magja
(core for) g(Hiog A )-operatornak, vagyis

gra,ph<.q(H|0gA)|gnlo ) halmaz stirii a gra,ph(q(H]OgA))

g(A)

halmazban a norma topologia szerint.

(3) A B, pay © MS teljestil.

(4) Ha oy = (r;Zs akkor a By,
(5) Ha £ € BHlog

w(a) altér invarians az S operéaforra.

, és € Dom(S), akkor minden z € C elemre

(A€t = (n, AT7¢h),

(A

valamint az

f:C=>C 2 (AFE )

fuggvény analitikus.

Legyen ¢ hii, normalis, pozitiv linearis funkcional az M Neumann-algebran

és (ay)ier o-gyengén folytonos egyparaméteres automorfizmus csoportja M-nek.
Ekkor az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1) Minden # € R esetén a; = of .

(2) A ¢ funkeciondl teljesiti a KMS-feltételt az (ay)er egyparaméteres csoportra
nézve.

Legyen ¢ hii, normaélis, pozitiv linearis funkcional az M Neumann-algebran,

ekkor
¢ o (r;Zs = ¢.

Legyen ¢ hii, normalis, pozitiv linearis funkcional az M Neumann-algebran és
legyen
M?:={zeM|VteR: o(x) =2}

a fixpont algebra. Tetszéleges = € M elem esetén = € M? pontosan akkor teljesiil,
ha minden y € M elemre ¢(xy) = ¢(yz). Specidlisan M® C Z(M).

Legyen ¢ hii, normalis, félig véges sily az M Neumann-algebran és (oy)ier
o-gyengén folytonos egyparaméteres automorfizmus csoportja M-nek. Ekkor az
alabbi feltételek ekvivalensek:

@

(1) Minden t € R esetén oy = ;.

2) A ¢ funkcional teljesiti a KMS-feltételt az (o )ier € araméteres csoportra

( ] €R €gYD p
nézve.
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Legyen ¢ hii, normélis, félig véges sily az M Neumann-algebran és (oy)er és
legyen » € M. Ekkor a kovetkez6 feltételek ekvivalensek:

(1) Az 2 € M? teljesiil.
(2) Minden y € M, esetén ¢(xy) = ¢(yx) és az

My C My, Mexr C M,

feltételek teljesiilnek.

Legyen ¢ hii, normaélis, pozitiv linedris funkcional az M Neumann-algerban. A
Y € M, 4 funkcionalra az alabbi két allitas ekvivalens:

(1) Létezik olyan h € M2, hogy ¥ = &(h.).
(2) Létezik olyan ¢ € R, hogy ¢ < ¢¢ és minden t € R esetén ¢ o (r;Zs = 1.

Legyen ¢ hii, normalis, félig véges stily az M Neumann-algebran. Legyen 1) olyan

normalis, félig véges silly M-en, hogy minden + € R paraméterre ¢ o (r;Zs = . Ekkor

egyértelmiien létezik olyan H pozitiv, énadjungalt, M®-be foglalt operitor, hogy
ha

(1) minden ¢ € R esetén H. := H(Id —I—asH)q7
(2) minden x € M esetén

(6(H..))(x) := S(HZ2HZ),

(3) és ¢(H.) a {¢(H.) | e € RT} &ltldnositott sorozat ¢ — 0 hatérértéke, ahol

a sorozaft

&1 > ey = $(H.,.) < $(H.,.)

szerint van rendezve,
akkor
= $(H.).

A H Radon-Nikodym stirtiségi operator.

Legyen My Neumann-részalgebraja az M Neumann-algebranak és F : M — M,
egységnyi normaji, normalis projekeid. Ekkor

1) az E > 0 teljesiil, vagyis ha x € M, akkor Ex € My 4,
g + +
(2) ha o € M, ag,by € My, akkor

E((],().”I?b()) = (],()(E.”I?)b()7
(3) minden x € M esetén
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Legyen My Neumann-részalgebraja az M Neumann-algebranak és ¢ hii normalis
allapot M-en. Ekkor a kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(1) 1étezik ¢-vel kompatibilis F : M — M feltételes varhatoérték,

(2) minden t € R esetén (rf(Mo) C My,

(3) legyen éq := ¢|n, és legyen 0% Mgy-nak a ¢p-ra vonatkozd modularis
automorfizmus csoportja, ekkor minden t € R és xq € My esetén

o (w0) = o7 (o).

4. Connes osztalyozasa a 111 faktoroknak

Ha ¢ és ¢ hii, normalis, félig véges siilyok az M Neumann-algebran, akkor 1étezik

olyan

7: R = UM) = uy

er6sen folyton fiiggvény, hogy
(1) minden 2 € M és t € R esetén

ol (2) = woful,

(2) minden s,t € R esetén

Uy = ut(rf(us).

Az M Neumann-algebrara a kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(1) Az M félig véges.

(2) Létezik olyan ¢ hii, normélis, félig véges sily M-en, hogy a (O'f)teﬁg
egyparaméteres automorfizmuscsoport belsé (the flow (Uf)tETR 18 inner).

(3) Minden ¢ hii, normélis, félig véges M feletti funkcional esetén a (O'f)teﬁg
egyparaméteres automorfizmuscsoport belso.

Legyenek ¢, olyan hii, normalis, félig véges silyok az M Neumann-algebran,
hogy minden ¢ € R elemre

Yo (r;Zs = 1.
Ekkor minden 2 € M és t € R elemre

o} (r) = Hiof () H ™,

ahol H a Radon-Nikodym stirtiségi operator.
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Legyen M Neumann-algebra, G lokalisan kompakt, kommutativ, madasodik
megszamlalhatdsdagi axidmanak eleget tevo topologikus csoport és o 1 G — Aut(M)
pontonként o-gyengén folytonos homomorfizmus. Legyen M(G) a G feletti véges,
regularis komplex mértékek tere és L,(M) a o-gyengén folytonos M feletti linedris
operatorok halmaza. A

a: M(G)— L,(M) o= alp) = /(ytd/,L(t)
leképezés algebra homomorfizmus és

()]l < el

Legyen G lokalisan kompakt, masodik megszamlalhatosagi axiomanak eleget
tevo kommutativ topologikus esoport T' dualissal és

C(G) :=={f € L'(G) | F(f) € Co(G)}.

Ekkor az alabbiak teljestilnek.

(1) Ha I C U CT halmazok koziil K kompakt és U nyilt, akkor létezik olyan
f € C(G) fiiggvény, hogy

I <F(f) <1p.

(2) Ha K C T kompakt halmaz és ¢ € RT, akkor 1étezik olyan k € (?(G)7 hogy
F(hlk =1és
Ml <14

(3) Ha f € L'(G) és e € RT, akkor 1étezik olyan k € C(G), hogy

1f =k fllh <e,

specialisan C’(G) stirit L'(G)-ben az || - || norma szerint.

Legyen G lokalisan kompakt, kommutativ, masodik megszamlalhatosagi axio-
m#nak eleget tevé topologikus csoport T' dudlis esoporttal. Ha S C L'(G) akkor
legyen

Sti={yel|VfeS: (F(f))v) =0}
az S halmaz annihilatora.

(1) Ha E CT zart halmaz, akkor a
Io(E):={f € L'(G) | F(f) eltimik E egy kérnyezetén}

halmaz idedl L'(G)-ben és E = [O(E)L.
(2) Ha I 7zért idedl L'(G)-ben és ha f € L'(G) olyan fiiggvény, hogy F(f)
eltiinik I egy kérnyezetén, akkor f € I.
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Legyen M Neumann-algebra, G lokalisan kompakt, kommutativ, madasodik
megszamlalhatosagi axiomanak eleget tevo topologikus csoport T' dudlis csoporttal
és a 1 G = Aut(M) pontonként o-gyengén folytonos homomorfizmus. Legyen
x € M, E CT zart halmaz és

(a) Sp(a) == {f € L'(G) | o(f) = 0}" Arveson-spektrum,
(b) Spo() := {f € L'(G) | a(f)= = 0},
(0 M, B) = {a € M | Sp,(x) C BY.

Ekkor a kovetkezok teljestilnek.
(1) Az spektrumokra a

(a) Sp(e) ={y €T [a(f) = 0= (F(f)(v) =0},
(b) Sp(e)(z) ={v €T [a(f)r = 0= (F(F)(v) =0}

egyenloségek teljestilnek.

(2) Az * € M(a,E) pontosan akkor teljesiil ha minden olyan f € L'(G)
fiiggvényre, melyre F(f) eltiinik E egy kornyezetén aff)z = 0, vagyis
M(a, E) o-gyenge zart altere M-nek.

(3) A Sp,(x) = 0 akkor és csak akkor, ha = = 0.

(4) A Sp,,(x) = {0} pontosan akkor teljestil, ha minden t € G esetén oy (z) = x
és = # 0.

Legyen M Neumann-algebra, G lokalisan kompakt, kommutativ, madasodik
megszamlalhatosagi axiomanak eleget tevo topologikus csoport T' dudlis csoporttal

és a 1 G = Aut(M) pontonként o-gyengén folytonos homomorfizmus. Legyen
v € M, E CT 7art halmaz és f € L'(G). Ekkor az aldbbiak teljesiilnek:

(2) ViteG: oy(M(a,E)) = M(a, E),

(3) Spa(a(f)z) € Sp,(x) Nspt(F(f)),

(4) v € Spla) & M(a, V) # {0}, VV kornyezetére y-nak,
(5) ha B o-gyengén totalis részhalmaza M-nek, akkor

Sp(a) = | |J Spa(y) | -

yEB
(6) ha € M(G) és F(u) a Sp,(7) egy kornyezetén eltiinik, akkor
alp)r = 0.

Az spt(f) a fliggvény tartojat jeloli, vagyis

spt(f) == f~(C\{0}).
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Legyen M Neumann-algebra, G lokalisan kompakt, kommutativ, madasodik
megszamlalhatosagi axiomanak eleget tevo topologikus csoport T' dudlis csoporttal
és o : G = Aut(M) pontonként o-gyengén folytonos homomorfizmus. Legyenek
Ey és Ey zart alterei I'nak és E := Ey + E3. Ha 2y € M(a, Ey) és 29 € M(a, Eq),
akkor # € M(a, E).

Legyen o a G csoport hatisa az M Neumann-algebran, azaz az M Neumann-
algebra, G lokalisan kompakt, kommutativ, masodik megszamlalhatosagi axioma-
nak eleget tevd topologikus csoport T' dudlis csoporttal és o @ G — Aut(M)
pontonként o-gyengén folytonos homomorfizmus. Legyen e,e1,e5 € P(M®) és
FE CT zart halmaz. Jelolje M, az eMe Neumann-algebrat és legyen

of G x M, — M, (g,ewe) = af(exe) = e(ay(r))e

csoporthatas az M, algebran. Ekkor az alabbiak teljesuilnek.

(1) Ervényes az M.(a® E) = M(a, E) N M, Osszefiiggés.
(2) Ha ey < eg, akkor Sp(a®) C Sp(a*).

3) Hape M(G), x € M és a,b € M?, akkor

( ) ILL ? ? 9

o) arh) = afa(u)a .

(4) Ha 2 € M és a,b € M invertalhatd operdatorok M“-ban, akkor

Sp,, (axb) = Sp,, (x).

Legyen o a GG csoport hatasa az M Neumann-algebran, ekkor
D) = N{Sp(a®) | 0 £ ¢ € P(Z(M®))},

ahol
I'(a) = 0{Sp(a®) [0 # e € P(M*)}

a Connes-spektrum. Ha M® Neumann-faktor, akkor I'(ar) = Sp(a).

Legyen o a G csoport hatidsa az M Neumann-algebran, € M, T' a dualis
csoport, és (V;)jer nyilt fedése M-nek. Ha 2 # 0, akkor 1étezik olyan f € C, hogy
a(f)x # 0 és spt(F(f)) CV; valamilyen j € .J esetén.

Legyen o a G csoport hatasa az M Neumann-algebran és ey, e2 € M nemnulla,
M-ben ekvivalens projekciok. Ekkor

T(a®) =T(a).
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Legyen a és 3 a GG olyan csoporthatisa az M Neumann-algebran, hogy o és (3
kiilso ekvivalensek (outer equivalent), vagyis 1étezik olyan

t:G—=UM) gy
erosen folytonos fliggvény, hogy minden g, h € G és © € M esetén
Ugh = ugag(up) s By(x) = ugoy(r)uy,

jeldlése o ~ 3. Ekkor létezik olyan v hatésa G-nek az M=Me M3 (C) Neumann-
algebran, hogy

’79(77@611):%;(77)@6’11 és ’7;;(77@622):5;;(?17)@622

minden g € G és @ € M esetén.

Legyen o a G csoport hatasa az M Neumann-algebran. Ekkor a kovetkezok
teljestilnek:

(1) I'(a) + Sp(a) = Sp(a),
(2) () zért részesoportja I'-nak,
(3) ha (3 kiilso ekvivalnes esoporthatas a-val akkor, T'(a) = T'(3).

Legyen M Neumann-algebra és ¢ hii, normalis, félig véges sily M-en. Legyen
(M) = T(c?), ekkor T'(M) valamelyike a kévetkezd halmazoknalk

(0) (M) = {1},
(\) T(M)={\" | n €N}, \ejo,1],
(1) T(M) = [0, o).

Ha M félig véges, akkor I'(M) = {1}.

Legyen o a G csoport hatasa az M ITI-tipust faktoron. Ekkor

Do) = N{Sp(B) | a ~ 5}.

Legyen M Neumann-faktor és ¢ hii, normalis, félig véges suly M-en és 3 az R
csoport olyan hatésa M-en, hogy 0% ~ 3. Ekkor egyértelmiien létezik olyan i hii,
normalis, félig véges stuly M-en, hogy minden ¢ € R esetén [3; = (r;b teljestil.
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Ha M Neumann-faktor, akkor

T(M) = n{Sp(c?) | ¢ hil, normélis, félig véges stily M-en}.

Legyen ¢ hii, normalis, félig véges stly az M Neumann-algebran, ekkor
Sp(c?) = Sp(Ag)N]0, oo,

ahol R dualis esoportjat R -gal azonositottuk.

Ha M Neumann-faktor, akkor

T(M) =R} n <ﬂ{Sp(A¢) | @ hii, normalis félig véges stily M—en}).

Az M Neumann-faktorra a kovetkezok ekvivalensek:
(1) az M félig véges,
(2) legyen

S(M) :=N{Sp(As) | ¢ hii, normalis, félig véges siily M-en},

ekkor S(M) = {1},
(3) az 0 # S(M) teljesiil.

Legyen ¢ hi, normalis, félig véges sily az M Neumann-faktoron. Ha 0 # e €
P(M?), akkor legyen ¢, = é|mr. - Ekkor

(1) a ¢, hii, normalis, félig véges sily M.-n,
(2) az

(M) =RE 0 (nfSp(As.) [0 # e e P(Z(M) ),
specialisan, ha M? Neumann-faktor, akkor

T(M) =R} N Sp(Ag).

Legyen M Neumann-faktor és ¢ hii, normalis, félig véges sily M-en. Ekkor
S(M) =n{Sp(Ag,) | 0# ¢ € P(Z(M?))}

teljestil.
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Ha M Neumann-faktor, akkor

(1) P(M) = RE 0 (N{Sp(Ay,) [0 £ ¢ € P(M?)}),
(2) S(M) = N{Sp(Ay) | 0 7 ¢ € P(M?)}
teljestil.

5. Kereszt-szorzat, (Crossed-products)

Legyen G megszamlalhato, diszkrét csoport, H szeparabilis Hilbert-tér, M C
L(H) Neumann-algebra és o a G csoport hatdsa az M Neumann-algebran. Legyen
minden t € (G esetén H; := H és

H = @Ht.

ted
Ha ¢ € H és t € G, akkor legyen &' az a H-beli elem, hogy

éf G —H 5 0y 5.

Ha # € L(H), akkor minden s, € G esetén 1étezik egyértelmiien i (s,t) korlatos
operator ‘H-n, melyre minden £, 1 € H esetén

(#(s,1)€m) = (27"

teljesiil. Legyen

Af:{ﬁeaﬁ) WJEG:ﬂaﬂEM}ﬂaﬂ:WH@@FHm»}

az M G-vel vett a-szerinti kereszt-szorzata, mas jeldléssel M @, G. Ekkor M

Neumann-algebra L(H)-ban.

Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, M C L(H) Neumann-algebra, és M az M
Neumann-algebranak a G megszamlalhato diszkrét csoporttal vett a-hatas szerinti
kereszt-szorzata. Legyen

T M — M ro(x) s (m(2)(s,1) 1= ds 0y () Vs, t € G,

AN G—=LH) ww— Mu): (Mu))(s,t) := &g 4 Idy Vs, t € G.
Ekkor minden u# € G és » € M esetén

Au)m(2) ()" = w(ay,(2))
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teljesiil. Tovabba, ha 7 € M, akkor

(1)
(2)

teljestil.

=

Ema (M) & Vye M, VieG: a(t,eq)y = o (y)i(t, eq),
€ /\(G)' &S Viue G .%(7/,7%71,*1 veq) = au(7(t eq)),

=

Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, M C L(H) Neumann-algebra, és M az M
Neumann-algebranak a G megszamlalhato diszkrét csoporttal vett a-hatas szerinti
kereszt-szorzata. Az o hatas pontosan akkor szabad, ha

M N wo (M) = r,(Z(M)).

Legyen (X, B, p) szeparabilis, o-véges mértéktér, és T ennek egy automorfizmusa,
vagyis

(1) ha E € B, akkor T(E), T "(E) € B (T bimérhetd),

(2) ha E € B, akkor u(E) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha u(T '(E)) = 0.

Legyen M = L>(X, B, ) és ar a T altal indukalt
ar: MM feap(f)=foT

automorfizmus. Az ap hatds pontosan akkor szabad, ha minden E € B, u(E) > 0
esetén létezik F € B, hogy F C E, u(F) > 0és FNT(F) = 0.

Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, M C L(H) Neumann-algebra, és M az M
Neumann-algebranak a G megszamlalhato diszkrét csoporttal vett o szabad hatas
szerinti kereszt-szorzata. Ekkor minden t € G elemre

an(Z(M)) = Z(M).

Legyen oz az a hatas megszoritasa Z(M)-re. Ekkor az alabbiak ekvivalensek:

(1) az M ®, G Neumann-faktor,
(2) az ay ergodikus hatasa G-nek Z(M )-en, vagyis

(Z(M))*” =C-Tdy .

Legyen 6 automorfizmusa az M Neumann-faktornak, ekkor a kovetkezo feltételek
ekvivalensek:

(1) a 6 hatds szabad,

(2) a 6 automorfizmus kiilso, vagyis nincs olyan u € U(M) elem, hogy minden
x € M esetén
O(x) = uzu™

teljestil.
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Legyen (M, G, o) diszkrét dinamikai rendszer, azaz

(1) az M C L(H) Neumann-algebra, ahol H szeparabilis Hilbert-tér,
(2) a G megszamlélhato, diszktrét csoport,
(3) a a G csoport hatasa az M Neumann-algebran.

Legyen M := M @, G és ¢ hii, normélis, félig véges siily M-en, ekkor a
6: M —C T o(i(eq,eq))

funkciondl hii, normalis, félig véges sily M-en.

Legyen M C L(H) Neumann-algebra és ¢ hii, normalis, félig véges sily M-
en. Legyen M standard ¢-hez képest (M is standard with respect to @), vagyis a
(Ho,mp,ne) GNS-hérmasra H = Hy és mg(x) = x teljesiil minden 2 € M elemre.
Ha (2;);er olyan altaldnositott sorozat N-ben, hogy

suplleal < oo, T wi=w, Tima(e) =€,
i 1,7 1,7

*a-erdsen

akkor x € N és £ = n(x).

Legyen (G, M,«) diszkrét dinamikai rendszer, M C L(H) olyan Neumann-
algebra és ¢ olyan hii, normalis, félig véges sily M-en, hogy M standard ¢-hez
képest. Jelolie N az N alteret és M az M @, G kereszt-szorzatot. Ekkor # € N

pontosan akkor fel_]equl ha minden s € G elemre i (s,e) € N és

ZHn s,eq))]|” < oo

SEG
Legyen H := I>(G,H) és
NN = H EeiE): Vs e Gro(@)(s) = nlE(s,eq)).
Ekkor (H,1d ;,77) GNS-harmasa (M, ¢)-nek.

Legyen (G, M,«a) diszkrét dinamikai rendszer, M C L(H) olyan félig véges
Neumann-algebra és ¢ olyan hii, normalis, félig véges nyom M-en, hogy M standard
d-hez képest. Jeloljie M az M @, G kereszt-szorzatot és legyen 7 egy hii, normalis,
félig véges nyom M-en. Ekkor az alabbiak teljesiilnek.

értelmiien 1étezik e ozitiv, onadjungéalt -be foglalt. invertdlhatd
1) Egyértelmiien létezik egy H pozitiv, djungalt, M-be foglalt, talhat
operator, hogy

T =0o(H,.).
(2) A H operator Z(M)-be foglalt.
(3) Az n(Ny N N;) alényeges magja H= nek.
(4) Ha 2,y € N, N N, akkor

1

(y*x) = (H2n(x), Hn(y)).
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Legyen (G, M,«a) diszkrét dinamikai rendszer, M C L(H) olyan félig véges
Neumann-algebra és ¢ olyan hii, normalis, félig véges nyom M-en, hogy M standard
¢-hez képest. Minden t € G esetén legyen H; az a Z(M)-be foglalt pozitiv,

onadjungalt invertalhato operator, melyre ¢ o oy = ¢(Hy,.). Legyen & € M, ekkor
a kovetkezo teljesiilnek.

(1) Az i € N* pontosan akkor teljesiil, ha minden t € G esetén i(t, eq) € Nsoo,

(S
Y Mnsoad (#(t ea)|® < oo

teG

(2) Az & € N NN* ponotsan akkor teljesiil, ha

Vte G: 2(t,eq) € NN Nyoo, és
>~ (Init eI + 7 n((t ea)?) < oo.

teG

Legyen (G, M,«a) diszkrét dinamikai rendszer, M C L(H) olyan félig véges
Neumann-algebra és ¢ olyan hii, normalis, félig véges nyom M-en, hogy M standard
¢-hez képest. Minden t € G esetén legyen H; az a Z(M)-be foglalt pozitiv,
onadjungalt invertalhatd operdtor, melyre ¢ o oy = ¢(Hy,.). A A(Z; modularis
operator ekkor

A(Z;:@Ht:

teG

Dom(Aqg) = {£€ H ‘ Vie G: &?(7‘) € Dom(H;) és Z ||Hf§(f)||2 < OO}

teG

és minden £ € Dom(AGB) elemre minden t € G esetén

(2,6)(1) = HiE(1)

teljestil.

Legyen (G, M,«a) diszkrét dinamikai rendszer, M C L(H) olyan félig véges
Neumann-algebra és ¢ olyan hii, normalis, félig véges nyom M-en, hogy M standard

¢-hez képest. Ekkor

Legyen (G, M,«a) diszkrét dinamikai rendszer, M C L(H) olyan félig véges
Neumann-algebra és ¢ olyan hii, normalis, félig véges nyom M-en, hogy M standard

¢-hez képest. Legyen 0 # e € P(Z(M)), ¢ :==m(e), K. = (N N M;) és p. = pr..
(1) Legyen & € M, az & € M: pontosan akkor teljesiil ha minden s € G elemre

(s, eq) = a1 (e)er(s, eq).
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(2) Minden t € R paraméterre
O';Z;(Mg) = Mg.
(3) Az
De = @(asq (e)e)
seG

osszefiiggés teljestl.

Legyen (G, M,«a) diszkrét dinamikai rendszer, M C L(H) olyan félig véges
Neumann-algebra és ¢ olyan hii, normalis, félig véges nyom M-en, hogy M standard

¢-hez képest. Legyen 0 # ¢ € P(Z(M)) és A := Ag. Ekkor
ﬁeA g Aﬁé

és A<5~ azonosithatd az @req Hy operator K -re vett megszoritasaval.
&

Legyen a szabad, ergodikus hatasa a G megszamlélhato diszkrét csoportnak az
M félig véges Neumann-algebran. Ekkor minden A\ € RT szamra a kovetkerdk
ekvivalensek.

(1) Az A € S(M ®, G) teljesiil.

(2) Minden & € RT szdmhoz 1étezik olyan 0 # ¢ € P(M(Z)) projekeid, hogy

Legyen M félig véges Neumann-faktor mely a 7 hii, normalis, félig véges nyom
altal van lényegében egyértelmiien meghatarozva. Legyen 6 olyan automorfizmusa
M-nek, hogy valamilyen \ €]0, 1] szamra 706 = Ar. Ekkor az alabbiak teljestilnek.

(1) A 6 automorfizmus szabad.

(2) Legyen a a 7Z hatasa M-en a a,, := 0" formuldva definidlva. Ekkor M egy
ITTy tipusu faktor.

Legyen G megszamlalhatd, diszkrét csoport és H = I?(G), melynek (& )ieq egy
ortonormalt bazisa &;(s) = d; .. Minden t € G esetén legyen A, a baloldali hatas
(M) (s) = £(t's). Ekkor

M={\|teG}'

a csoport Neumann-algebra, melynek jele W*(G). Ekkor a kovetkezok teljesiilnek.
(1) Ahhoz, hogy W*(G) Neumann-faktor legyen szitkséges és elégséges feltétel
az, hogy minden e #t € G esetén a

{sts' | s € G}

konjugalt osztaly ne legyen véges.
(2) Ha a végtelen konjugéltosztaly feltétel teljestil, akkor W*(G) Il tipusi
faktor, vagy G = {eq}.
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Legyen H szeparabilis Hilbert-tér és minden n € N szamra H,, = H, valamint

H = @Hn

n€N

Ha = € L(H), akkor = (2(m,n))n men és x(m,n) € L(H). Ha M C L(H)

Neumann-algebra, akkor legyen
M:={x e L(H)|YVm,neNax(m,n)e M}.

Ekkor M Neumann-algebra és az aldbbiak teljestilnek.

(1) Ha M II; tipust faktor, akkor M I tipusit Neumann-faktor.
(2) Ha M C ﬁ(?—l) Il tipusii Neumann-faktor, akkor 1étezik egy M C L(H)

Il tipusi Neumann-faktor és egy u : H — H unitér operator, hogy
uMu* = M.

Legyen Xo = {1,2,..., N} véges halmaz és o valoszintiségi mérték Xg-on.
Legyen minden j € X, esetén p; := uo({j}), X = X} és F a X feletti szorzat
o-algebra a (1 = Qpenpo szorzat mértékkel. Az Xy minden o permutacidjara és
minden k£ € N szamra legyen

w(m) ham # k

Tok: X = X we Ty p(w): (Thpw)(m) = { o(w(k)) ham = k.

Legyen G a

{Tox |EEN, 0 € Cn}

halmaz altal generalt csoport, ahol C'x az X ciklikus permutédcidinak a halmazat
jeloli. Ekkor G szabadon és ergodikusan hat az (X, F, u) mértéktéren. Legyen

H(G) = {Ne RS ‘ VeeRT,VEe F: u(E)>0 = IT G, IF € F,

dMOT(w)/\‘<5}

Vwe F: u(F)>0, FUT(F)CE, =
1

a hanyados halmaz (ratio set). Legyen A(G) a

{ Pi
Dj
halmaz altal generalt multiplikativ csoport a Ry halmazban. Ekkor r(G) a A(G)
halmaz lezartja.

777 S XO}

Legyen A €]0,1[, Xo = {1,2} és

1 A

1D = 1 P2 = 1o
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Ekkor
r(G) ={0}U{\" | n e Z}

teljestil.

Legyen A, Ay € RT, Xy = {1,2,3}, valamint

1 A A2

A A A T L T v W AL A s v v

Ha :22 ;12 ¢ Q, akkor r(G) = [0, c0].

Legyen 7 hii, normalis, félig véges nyom az M félig véges Neumann-algebran.
Legyen A egy maximalis kommutativ Neumann-részalgebraja M-nek. Ha léterik

EF:M— A

egy normaju projekeid, akkor 7|4, félig véges és 7o E = 7.

Legyen G megszamlalhato csoport és 3 : ¢ — Ty szabad ergodikus hatasa G-nek
az (X, F, ) szeparabilis o-véges mértéktéren. Legyen t — ay az indukélt hatasa
G-nek az M = L™(X, F, ) Neumann-algebran. Ekkor az M = M @4 G Neumann-
faktor és a kovetkezok teljestilnek.

(1) Az M pontosan akkor TTT tipusii Neumann-algebra, ha nem 1étezik olyan
v o-véges, pozitiv, p-vel ekvivalens mérték, hogy minden ¢t € G esetén
voTl;, =v.

(2) Tegyiik fel, hogy létezik v o-véges, pozitiv, p-vel ekvivalens G-invarians
mérték. Ekkor

(a) Az M I tipusi < az (X, F, ) mértéktér tartalmaz atomot,
(b) Az M IT tipustt & az (X, F, ;) mértéktér nem tartlamaz atomot,

(¢) Az M véges tipusti faktor < v véges mérték.

Ha a G megszamlélhatd csoport ergodikusan hat az (X, F, u) szepardbilis, o-
véges mértéktéren és ha a

Go:={teG|puot=ut#G

csoport szintén ergodikusan hat az (X, F,u) téren, akkor nincs olyan v o-véges,
pozitiv mérték X-en, mely G-invarians és ekvivalens p-vel.

Ha a G megszamlalhaté csoport ergodikusan és szabadon hat az (X, F, u)
szeparabilis, o-véges mértéktéren, valamint o a G altal indukalt hatas az M =

L>(X,F, 1) téren és M = M @, G esetén M Neumann-faktor, akkor
(1) az M pontosan akkor IT1, tipust, ha r(G) = {0,1},
(2) az M pontosan akkor TTTy tipust, ha r(G) = {0} U {\" | n € N},
(3) az M pontosan akkor TTI tipusii, ha r(G) = [0, o).



Tomita-Takesaki elmélet 25

Legyen G megszamlalhato csoport, mely ergodikusan és szabadon hat az
(X, F,u) szeparabilis, o-véges mértéktéren. Ekkor a kovetkezd ekvivalensek.

(1) Létezik olyan v o-véges u-vel ekvivalens mérték, melyre minden t € G esetén
vot=v teljesul.

(2) Az r(G) = {1} Osszefiiggés teljestil.

Legyen H szeparédbilis Hilbert-tér, M C L(H) Neumann-algebra, ¢ hii, normalis,
félig véges sily az M-en és [ az R-hatasa a 74(M)-en:

3R L(ma(M) tr3 Brs o€ mo(M) s Bu(a) = AlkoAS"

Ekkor a (my(M), R, 3) unitér médon eléallitott (unitarily implemented) dinamikai
rendszer, mely izomorf a (M, R, s?) dinamikai rendszerrel.

Minden (M,G,«) dinamikai rendszer izomorf egy unitér mddon elééllitott
dinamikai rendszerrel.

Legyen H szerparabilis Hilbert-tér, M C L(H) Neumann-algebra, G lokélisan
kompakt, méasodik megszamlalhatosdgi axiomanak eleget tevo topologikus csoport,
(M, G, o) folytonos dinamikai rendszer és

NG = L(L2(G)) = (Mf)s) = F(t7 %)
a G csoport bal-reguldris dbrazoldsa L*(G)-n valamint
NG > L(H) t— \1): (/\(7‘)&:)(9) = é(tqs)

a G csoport erdsen folytonos bréazoldsa a H = L?*(G,H) Hilbert-téren.
(1) Ekkor a

Ta M —= LH) - mo(x): (WQ(T)&?)(G) = g (7’)&:(9)

leképezés *-izomorfizmus.

(2) Minden t € G és @ € M elemre

rlon()) = ME)T(DAD)*
teljestil.

(3) Legyen M @, G := (7o (M) UNG))" a folytonos kereszt-szorzat, jele M, és
legyen

M, = {Zﬂa(ﬂii)/\(t,j) neN, Vie{l,2,...,n}: o, € M, t; € G}.
=1
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Ekkor M, onadjungalt részalgebraja M-nek és My stirti M-ben o-gyenge
topologia szerint.
(4) Ha (M;,G,a'") és (My,G,a?) a © : My — M,y leképezés altal izomorf

dinamikai rendszerek, akkor létezik egy
T: M @, G— M, @(J/QG

izomorfizmus, melyre minden ¢t € G és * € M esetén

#(mar (1)) = Faa(m(x)) &5 F(alt) = Aa(t)

teljestil.

Legyen M C L(H) Neumann-algebra, ahol H szeparabilis Hilbert-tér és
(M,G,a) az
u:G—=LH) teuy

unitér abrazolassal eloallitott folytonos dinamikai rendszer. Minden s € G és
£ e L*(G,H) = H esetén az
(w&)(s) 1= us&(s)

formula egy w unitér operatort definial H-n, melyre
wraw* =2 @1 s wAS)w* = us @ g

teljesiil, ahol H a H @ L?*(G) térrel volt azonositva.

Legyen G lokalisan kompakt, masodik megszamlalhatosagi axiomanak eleget
tevo kommutativ topologikus csoport, T' topologikus dudlis csoporttal. Minden
v € I' esetén jelolje vy a

—1
(v €)(F) = (. ) &(H)
unitér operdtort L?*(G) téren. Ekkor v — v. erdsen folytonos unitér abrézolésa
I nak az L?(G)-téren. Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, M C L£(H) Neumann-

algebra, (M, G, a) folytonos dinamikai rendszer és H = L?*(G,H). Ekkor minden
v €T ést e G esetén

v(NAMH ()T = (1) A1), és {v(y) [y €T} C (M)

teljesiil.  Tovabba létezik egy & hatdsa T'-nak az M Neumann-algebran melyre
minden = € M esetén

ay(7) = v(y)iv(y)"

teljestil.

Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, G lokalisan kompakt, méasodik megszamlal-
hatosagi axiomanak eleget tevé kommutativ topologikus csoport, T' topologikus
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dudlis csoporttal, (My,G,a') és (My,G,0?) a © : My — M, leképerés altal
izomorf folytonos dinamikai rendszerek és © : My — M, a wbol szarmaztatott
izomorfizmus. Ekkor minden ~ € T' elemre

teljestil, vagyis

(M1 ®(y1 G) ®a1 F ; (MQ ®(y2 G) ®62 F

Legyen H szeparabilis Hilbert-tér, G lokalisan kompakt, masodik megszamlalha-
tosagi axidmanak eleget tevo kommutativ topologikus csoport, I' topologikus dualis
csoporttal, (M, G, o) folytonos dinamikai rendszer. Felhasznalva az

1 = H o LXG) = LAG,H),

;ﬁzz ;ﬁa

2
3

—H@L*(T)EH®LYG) @ L*(T) = L*(G x T, H),
M=M®,GC L(H),

(
(
(
( M=M®osT CLH)

)
)
)
4)
izomorfizmusokat és azonositasokat

MZ Mo L(LHG))

teljestil.

Legyen M teljesen végtelen (properly infinite) Neumann-algebra és H szeparabilis
Hilbert-tér, ekkor

Mo L(H) =M

teljestil.

Legyen o hatasa a G lokalisan kompakt, masodik megszamlalhatosagi axiomanak
eleget tevo, kommutativ topologikus csoportnak az M teljesen végtelen Neumann-
algebran. Jelolje & a dudlis hatast, vagyis a I' dudlis topologikus csoport hatasat
az M folytonos kereszt-szorzaton. Legyen

M:=(M®,G)®aT,

ekkor

teljestil.
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Ha a G lokalisan kompakt csoportnak o és (3 két kulsé ekvivalens hatasa az

M C L(H) Neumann-algebran, ahol H szeparabilis Hilbert-tér, akkor
M®, G =M ®5 G

teljestil.

Az M C L(H) Neumann-algebrén, ahol H szeparabilis Hilbert-tér legyen ¢ és

két hii, normalis és félig véges siily. Ekkor
M Xy R=M X gw R

teljestil.

Legyen M C L(H) Neumann-algebra a H szeparébilis Hilbert-téren és ¢ olyan
hii, normalis, félig véges siily M-en, hogy M standard ¢-hez képest. Legyen a olyan
hatasa a G lokalisan kompakt, masodik megszamlalhatosagi axiomanak eleget tevo,
kommutativ topologikus csoprotnak, hogy minden ¢t € G esetén

poar =20

teljesiil. Ekkor létezik olyan ¢ hil, normalis, félig véges suly az M folytonos kereszt-
szorzaton, hogy a H = L*(G,H) Hilbert-tér azonosithaté a Hé—térrel oly modon,

hogy
(1) a mg = Idy, Gsszefiiggés érvényes,
a

2)
[ IakéR a < oo}

- vl=

Dom(A;?) = {&?E H ‘ Vte G: &?(7‘) € Dom(A

) vektorra és t € G csoportelemre

Srl=

teljesiil és minden £ € Dom(A

1) = AZE(H),

—~
ASNINIE
Sy
Sa—
~
- wl=

(3) a ¢ dudlis stily invarians az & duélis hatdssal szemben, vagyis minden v € T

esetén M-en teljesiil az

ng(},Y:qb

osszefliggés.

Legyen M teljesen végtelen Neumann-algebra, ekkor létezik N teljesen végtelen,
félig véges Neumann-algebra és az R csoportnak olyan 6 hatasa az N algebran,

hogy
MEN@yR
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teljestil. Létezik olyan 7 hii, normalis, félig véges nyom N-en, hogy minden ¢ € R

szamra,

06, =¢ 7.

Tovabba ha M Neumann-faktor, pontosan akkor I'Tly tipusii, ha N Il tipusia
Neumann-faktor.

Ha M IIT, tipusit Neumann-faktor, ahol 0 < A < 1, akkor létezik N 1. tipust
Neumann-faktor és oy automorfizmusa N-nek, hogy

Toar = AT,

ahol 7 a lényegében egyértelmii hii, normalis, hii, félig véges nyom N-en, és az
an 1= af definicioval élve

M=N®,7Z

teljestil.



