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Tomita-Takesaki elm�elet 1Tomita-Takesaki elm�elet1. Bevezet�esLegyen S; T � L(H), ekkor a k�ovetkez}ok teljes�ulnek:(1) ha S � T , akkor T 0 � S;(2) minden n 2 N, n > 0 term�eszetes sz�amra S � S00 = S(2n) �es S0 = S(2n�1);(3) ha S �onadjung�alt, akkor S0 is �onadjung�alt;(4) az S0 gyeng�en z�art r�eszalgebr�aja L(H)-nak �es IdH 2 S0.Legyen M nem degener�alt �onadjung�alt r�eszalgebr�aja L(H)-nak. Ekkor ak�ovetkez}ok ekvivalensek:(1) M =M 00;(2) M gyeng�en z�art;(3) M er}osen z�art.Legyen A egys�egelemes C�-algebra. Minden a 2 A elem fel��rhat�o n�egy unit�eroper�ator konvex kombin�aci�ojak�ent.Legyen x 2 L(H) �es M Neumann-algebra L(H)-ban. Az x oper�ator pontosanakkor eleme M-nek, ha minden u 2M 0 unit�er oper�atorra uxu� = x teljes�ul.Legyen M Neumann-algebra �es x 2M .(1) Ha x = ujxj pol�ar felbont�asa x-nek, akkor u; jxj 2 M .(2) Ha x norm�alis, akkor minden F � Sp(x) Borel-halmazra 1F (x) 2M .A H �onadjung�alt oper�atorainak minden uniform korl�atos monoton �altal�anos��tottsorozata gyeng�en konvergens.Legyen M Neumann-algebra �es e; f 2 P (M). Ekkor a k�ovetkez}o �all��t�asokekvivalensek:(1) exf = 0 minden x 2M elemre;(2) c(e)c(f) = 0, ahol c(e) az e projektor centr�alis fed�ese:c(e) = ^ff 2 P (M) \ Z(M) j e � fg:



2 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasHa e �es f nem nulla projekci�ok az M Neumann-faktorban, akkor l�etezik olyanu 2M nem nulla parci�alis izometria, hogy u�u � e �es uu� � f .2. Murray-Neumann oszt�alyoz�asa a faktoroknakLegyenek (Mi)i2N �es (Ni)i2N azM Neumann-faktorba befoglalt (a�liated toM)z�art alterek. A � rel�aci�o P (M)-en megsz�aml�alhat�oan addit��v az al�abbi �ertelemben:ha Mn � Nn minden n 2 N eset�en valamint minden m;n 2 N, m 6= n sz�amraMm ?Mn �es Nm ? Nn, akkorMn2N Mn �Mn2N Nn:Legyenek M;N az M Neumann-faktorba befoglalt z�art alterek. Ha M� N �esN �M, akkor M�N .Legyenek M �es N az M Neumann-faktorba befoglalt z�art alterek. Ekkor vagyM�N vagy N �M.LegyenekM;N azM Neumann-faktorba befoglalt z�art alterek, ahol azM elemeia H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atorai. Ha M� N �es N v�eges, akkor Mis v�eges, vagyis ha l�etezik v�egetlen M akkor H v�egtelen dimenzi�os.Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �es M;N az M-be foglalt olyan z�art alterek, hogy N 6= f0g. Ekkor l�etezikM-nek olyan p�aronk�ent ortogon�alis (Ni)i2I alt�errendszere �es olyanR line�aris altereM-nek, hogy(1) minden i 2 I eset�en Ni �es R az M-be foglalt line�aris alterek,(2) M =  Mi2I Ni!�R;(3) minden i 2 I indexre Ni � N ,(4) R � N �es R � N .Ha ebben a felbont�asban az I indexhalmaz v�egtelen, akkor l�etezik olyan felbont�asis, ahol R = f0g. Tov�abb�a az I indexhalmaz sz�amoss�aga ([M=N ]) f�uggetlen afelbont�ast�ol.



Tomita-Takesaki elm�elet 3Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �esMaz M-be foglalt olyan z�art alt�er, hogy M 6= f0g.(1) A M alt�er pontosan akkor v�egtelen, ha M fel��rhat�oM = B � �M\B?�alakban, ahol M� B � (M\B?).(2) Ha N az M-be foglalt z�art alt�er �es M v�egtelen, akkor N �M.Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �esM;N ;B azM-be foglalt olyan z�art alterek, hogy B �M�N �esM?N .Ekkor l�etezikM =M1 �M2 �M3; N = N1 �N2 �N3; B =M2 �N2 � B0felbont�asa az altereknek az al�abbi tulajdons�agokkal:B0;Mi;Ni; i 2 f1; 2; 3g eset�en az M-be foglalt line�aris alterek;(1) M2 =M\B; M3 =M\B?;(2) N2 = N \ B; M3 = N \ B?;(3) M1 =M\ �M2 �M3�?;(4) N1 = N \ �N2 �N3�?;(5) B0 = f� +A� j � 2 DomAg; ahol az A olyan M-be foglalt(6) z�art oper�ator, hogy: DomA =M1; RanA = N1; kerA = f0g;M1 � N1 � B0:(7)Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �esM;N ;B azM-be foglalt olyan z�art alterek, hogy B �M�N �esM?N .Ekkor vagy B �M vagy (M�N ) \ B? � N :Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �es M;N az M-be foglalt olyan v�eges z�art alterek, hogy M ? N . EkkorM�N is v�eges.Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �es M;N az M-be foglalt alterek, ekkor��M+N � \ N?� �M:



4 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasLegyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �es M;N ;B az M-be foglalt z�art alterek. Ha M �es N v�eges, akkor M +Nis v�eges.Ha M II-t��pus�u Neumann-faktor, melynek elemei a H szepar�abilis Hilbert-t�erline�aris oper�atorai, akkor l�etezik M-be foglalt v�eges, nem z�erus altereknek olyan(Ni)i2N sorozata, hogy minden n 2 N sz�amra[Nn=Nn+1] � 2teljes�ul.Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o Neumann-faktor �es M;N ;B M-be foglalt v�eges, nem z�erus line�aris alterek. Ekkor� BM� � �MN � � � BN � < �� BM�+ 1� ��� BM� + 1� ;ha M? B akkor�MN �+ � BN � � �M�BN � < �MN �+ � BN �+ 2:teljes�ul.Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er line�aris oper�atoraib�ol �all�o II t��pus�uNeumann-faktor �es M;B M-be foglalt v�eges, nem z�erus line�aris alterek �es (Ni)i2Naz M alapsorozata (fundamental sequence for M). Ekkor8n 2 N : �MNn � 6= 0; limn!1�MNn � =1; limn!1 hMNn ih BNn i 2 R+;teljes�ul.Legyen M Neumann-faktor, ekkor l�etezikD : P (M) ! [0;1]dimenzi�of�uggv�eny az al�abbi tulajdons�agokkal:(1) legyen M;N 2 P (M) pontosan akkor M�N , ha D(M) = D(N ),(2) legyen M;N 2 P (M) �es M?N , ekkor D(M�N ) = D(M) +D(N ),(3) a M 2 P (M) alt�er pontosan akkor v�eges, ha D(M) <1.



Tomita-Takesaki elm�elet 5A D dimenzi�of�uggv�eny val�os pozit��v sz�amszorz�o erej�eig egy�ertelm}u.Legyen M Neumann-faktor �es D a P (M)-en �ertelmezett dimenzi�of�uggv�eny.Ekkor(1) az M;N 2 P (M) alterekre M � N akkor �es csak akkor teljes�ul, haD(M) � D(N ),(2) a D f�uggv�eny megsz�aml�alhat�oan addit��v az al�abbi �ertelemben: ha (Mi)i2Np�aronk�ent ortogon�alis M-be foglalt z�art line�aris alterek, akkorD Mn2N Mn! =Xn2N D(Mn)teljes�ul.Legyen M Neumann-faktor, mely a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atoraib�ol �all,D a P (M) feletti dimenzi�of�uggv�eny �es� := fD(M) j M M-be foglalt alt�erg; ! := D(H):Ekkor � � [0; !];(1) ha �; � 2 � �es � < �; akkor � � � 2 �;(2) ha 8i 2 N : �i 2 � �esXi2N �i � !; akkor Xi2N �i 2 �(3)teljes�ul.Legyen M Neumann-faktor, mely a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atoraib�ol �all,D a P (M) feletti dimenzi�of�uggv�eny �es� := fD(M) j M M-be van foglalvag:Ekkor � az al�abbi halmazok k�oz�ul pontosan eggyel azonos��that�o:f0; a; 2a; : : : ; nag; a 2 R+; n 2 N;(In) fna j n 2 Ng; a 2 R+;(I1) [0; !]; ! 2 R+;(II1) [0;1];(II1) f0;1g:(III)



6 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann Algebras3. A Tomita-Takesaki elm�eletLegyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atorainak Neumann-algebr�aja �es� olyan norm�alis pozit��v line�aris funkcion�al M-en, azaz � 2 M�;+, hogy � h}ufunkcion�al. Ekkor l�etezik egy (H�; ��;
�) h�armas, ahol(1) H� Hilbert-t�er,(2) �� :M ! L(H�) *-algebra homomor�zmus,(3) 
� 2 H� �es H� = ��(M)
�,(4) minden x 2M eset�en �(x) = h��(x)
�;
�i:Ha a (H��; ���;
��) h�armas szint�en rendelkezik a fenti tulajdons�agokkal akkoregy�ertelm}uen l�etezik egy w : H� ! H�� unit�er oper�ator, hogy w
� = 
�� �es mindenx 2M elemre ���(x) = w��(x)w�. Tov�abb�a az M �� �altali k�epe szint�en Neumann-algebra, �� normatart�o �es �-gyenge homeomor�zmusM �es ��(M) k�oz�ott.Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atorainak Neumann-algebr�aja �es 
ciklikus szepar�al�o vektora M-nek. LegyenekS0 :M
! H S0(x
) := x�
;F0 :M 0
!H S0(x
) := x�
konjug�alt line�aris oper�atorok. Az S0; F0 oper�atorok s}ur}un de�ni�alt lez�arhat�ooper�atorok. Lez�ar�asuk legyen S;F , ekkorS = F � = F �0 �es F = S� = S�0 :Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atorainak Neumann-algebr�aja �esS = J� 12 pol�arfelbont�asa az S oper�atornak. Ekkor(1) a J �onadjung�alt, antiunit�er oper�ator �es � pozit��v �onadjung�alt invert�alhat�ooper�ator,(2) az F = J��12 teljes�ul �es ez az F oper�ator pol�arfelbont�asa, tov�abb�a � = FS�es ��1 = SF ,(3) a J�J = ��1 teljes�ul, tov�abb�a ha f az R+0 -on �ertelmezett m�erhet}of�uggv�eny, akkorJf(�)J = �f (��1); speci�alisan J�itJ = �it 8t 2 R:Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atorainak Neumann-algebr�aja, �esS = J� 12 pol�arfelbont�asa az S oper�atornak. Ekkor(1) minden t 2 R eset�en �itM��it =M ,(2) a JMJ =M 0 teljes�ul.



Tomita-Takesaki elm�elet 7Legyen M a H szepar�abilis Hilbert-t�er oper�atorainak Neumann-algebr�aja �es �norm�alis h}u pozit��v line�aris funkcion�al M-en. Legyen (H�; ��;
�) a GNS h�armas.Ekkor 
� ciklikus �es szepar�al�o vektora ��(M)-nek. Legyenek S�; F�; J� �es �� aszok�asos oper�atorok. Ekkor(1) az 
� 2 Dom(S�) \Dom(F�) teljes�ul �es S�
� = F�
� = 
�,(2) az 
� 2 Dom(��) teljes�ul �es ��
� = J�
� = 
�,(3) legyen minden t 2 R eset�en��t :M !M x 7! ��1� ��it���(x)��it� �;ekkor (��t )t2R �-gyeng�en folytonos egyparam�eteres �-automor�zmusa M-nek,(4) az al�abbi egyenlet teljes�ul:�����t (x)�
� = �it���(x)!�;(5) az al�abbi felt�etelek ekvivalensek:� nyomszer}u;(a) S� antiunit�er;(b) S� = J� = F�;(c) �� = IdH� ;(d) ��t (x) = x; 8x 2M; 8t 2 R eset�en.(e)Legyen � s�uly az M Neumann-algebr�an �esD� := fx 2M+ j �(x) <1g;N� := fx 2 M j �(x�x) <1g;M� := ( nXi=1 x�i yi j n 2 N; 8i 2 f1; 2; : : : ng xi; yi 2 N�) :Ekkor az al�abbiak teljes�ulnek:(1) A D� �or�okl}od}oen pozit��v k�up (hereditary positive cone), vagyisha x; y 2 D�; � 2 R+0 ; akkor; �x + y 2 D�;(a) ha x 2 D�; z 2M+; z � x akkor z 2 D�:(b) (2) Az N� baloldali ide�al M-ben.(3) AzM� �onadjung�alt r�eszalgebr�ajaM-nek, nem sz�uks�egszer}uen egys�egelemes�es nem sz�uks�egszer}uen z�art ak�armelyik oper�atortopologi�aban.(4) Az D� = M+ = M\M+ teljes�ul, �es M� minden eleme el}o�all��that�o n�egyD�-beli elem line�aris kombin�aci�ojak�ent.(5) Ha x; z 2 N� �es y 2 M , akkor x�yz 2 M�.(6) Egy�ertelm}uen l�etezik olyan _� line�aris funkcion�alM�-n, hogy _�jM�;+ = �.



8 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasLegyen � s�uly azM Neumann-algebr�an, ekkor az al�abbi felt�etelek ekvivalensek:(1) a � norm�alis,(2) l�etezik olyan monoton n�ov}o ( i)i2I �altal�anos��tott sorozat M�;+-ban, hogyminden x 2M+ eset�en limi;I  i(x) = �(x);(3) l�etezik olyan ( i)i2J csal�ad M�;+-ban, hogy minden x 2M+ elemre�(x) =Xi2J  i(x);(4) a � �-gyeng�en alulr�ol f�elig folytonos, vagyis ha xi; x 2M+ �eslimi;I��gyeng�enxi = x;akkor �(x) � lim infi;I �(xi).Legyens � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly az M Neumann-algebr�an, valamintD�;N�;M� a �-hez asszoci�alt alterek. Szint�en � jel�olje az M�-re kiterjesztettline�aris funkcion�alt. Ekkor l�etezik egy (H�; ��; ��) h�armas, ahol(1) H� Hilbert-t�er,(2) �� :M ! L(H�) *-algebra homomor�zmus,(3) �� : N� ! H� olyan line�aris lek�epez�es, hogy minden x; y 2 N� �es z 2 Meset�en h��(x); ��(y)i = �(y�x); ��(z)��(x) = ��(zx);valamint ��(N�) s}ur}u H�-ben.Ha a (H��; ���; ���) h�armas szint�en rendelkezik a fenti tulajdons�agokkal akkoregy�ertelm}uen l�etezik egy w : H� ! H�� unit�er oper�ator, hogy minden x 2 N�eset�en w��(x) = ���(x) �es minden z 2 M elemre ���(z) = w��(z)w�. Tov�abb�a ��normatart�o �es �-gyenge homeomor�zmusM �es ��(M) k�oz�ott.Legyen � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly az M Neumann-algebr�an, D�;N�;M�a �-hez asszoci�alt alterek �es (H�; ��; ��) a GNS-h�armas. Mivel �� izomor�zmusazonos��tsuk M-et a ��(M) t�errel �es tegy�uk fel, hogy M � L(H�) �es ��(x) = x.Legyen U� = ��(N� \ N �� ), ha �1 = ��(x1) �es �2 = ��(x2), akkor legyen�1�2 := ��(x1x2) �es �]1 := ��(x�1):Ekkor(1) az U� involut��v, asszociat��v algebra,



Tomita-Takesaki elm�elet 9(2) az U� skal�arszorzatos t�er a k�ovetkez}o tulajdons�agokkal:h��; �i = h�; �]�i; 8�; �; � 2 U�(a) 8� 2 U� : � 7! �� lek�epez�es folytonos line�aris oper�ator U�-n,(b) (3) legyenU2� := ( nXi=1 �i; �i j n 2 N; 8i 2 f1; 2n : : : ; ng : �i; �i 2 U�) ;ekkor a U2� s}ur}u U� t�erben,(4) legyen H az U� t�er teljes��t�ese; azS0 : U� ! U� � 7! �]konjug�alt line�aris oper�ator kiterjeszthet}o z�art oper�atorr�a a H t�erben.Legyen M = L(U) az U �altal�anos��tott Hilbert-algebra baloldali Neumann-algebr�aja. Ekkor l�etezik egy J �onadjung�alt antiunit�er oper�ator �es egy � pozit��v�onadjung�alt oper�ator H-ban, azaz U teljes��t�es�eben, hogy(1) az S = J� 12 �es F = J��12 el}o�all��t�as az S;F oper�atorok pol�arfelbont�asa,(2) a J�J = ��1 teljes�ul, valamint minden R+0 -n �ertelmezett f m�erhet}of�uggv�enyre Jf(�)J = �f(��1);(3) a JMJ =M 0 teljes�ul �es minden t 2 R eset�en�itM��it =M:LegyenM Neumann-algebra �es � 2M�;+ olyan funkcion�al mely teljes��ti a KMS-felt�etelt az (�t)t2R �-gyeng�en folytonos egyparam�eteres *-automor�zmus csoportran�ezve. Ekkor minden t 2 R eset�en � � �t = � teljes�ul.Legyen � egy r�ogz��tett h}u, norm�alis, pozit��v funkcion�al azM Neumann-algebr�an�es (�t)t2R olyan �-gyeng�en folytonos egyparam�eteres *-automor�zmus csoportjaM-nek, hogy minden t 2 R eset�en � � �t = �. Azonos��tsuk M-et a ��(M) t�errel �estegy�uk fel, hogy l�etezik olyan 
 2 H vektor mely ciklikus. szepar�al�o �es mindenx 2M eset�en �(x) = hx
; xi:Ekkor l�etezik (ut)t2R er}osen folytonos egyparam�eteres csoportja az unit�er oper�ato-roknak, hogy minden x 2M �es t 2 R eset�enutx
 = �t(x)
:



10 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasLegyen H az (ut)t2R egyparam�eteres unit�er csoport gener�atora, vagyis u(t) = eitH�es BH := Spanff(H)x
 j x 2M; f 2 �C10 g:(1) Ha �t = ��t , akkor ut = �it �es H = log�.(2) Minden R-en �ertelmezett folytonos g f�uggv�enyre BHlog(�) a l�enyeges magja(core for) g(Hlog �)-oper�atornak, vagyisgraph�g(Hlog �)jBHlog(�) � halmaz s}ur}u a graph�g(Hlog�)�halmazban a norma topologia szerint.(3) A BHlog(�) �M
 teljes�ul.(4) Ha �t = ��t akkor a BHlog(�) alt�er invari�ans az S oper�atorra.(5) Ha � 2 BHlog(�) �es � 2 Dom(S), akkor minden z 2 C elemreh�z�; �]i = h�;�1��z�]i;valamint az f : C ! C z 7! h�z�; �]if�uggv�eny analitikus.Legyen � h}u, norm�alis, pozit��v line�aris funkcion�al az M Neumann-algebr�an�es (�t)t2R �-gyeng�en folytonos egyparam�eteres automor�zmus csoportja M-nek.Ekkor az al�abbi felt�etelek ekvivalensek:(1) Minden t 2 R eset�en �t = ��t .(2) A � funkcion�al teljes��ti a KMS-felt�etelt az (�t)t2R egyparam�eteres csoportran�ezve.Legyen � h}u, norm�alis, pozit��v line�aris funkcion�al az M Neumann-algebr�an,ekkor � � ��t = �:Legyen � h}u, norm�alis, pozit��v line�aris funkcion�al az M Neumann-algebr�an �eslegyen M� := fx 2M j 8t 2 R : ��t (x) = xga �xpont algebra. Tetsz}oleges x 2M elem eset�en x 2M� pontosan akkor teljes�ul,ha minden y 2M elemre �(xy) = �(yx). Speci�alisan M� � Z(M).Legyen � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly az M Neumann-algebr�an �es (�t)t2R�-gyeng�en folytonos egyparam�eteres automor�zmus csoportja M-nek. Ekkor azal�abbi felt�etelek ekvivalensek:(1) Minden t 2 R eset�en �t = ��t .(2) A � funkcion�al teljes��ti a KMS-felt�etelt az (�t)t2R egyparam�eteres csoportran�ezve.



Tomita-Takesaki elm�elet 11Legyen � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly az M Neumann-algebr�an �es (�t)t2R �eslegyen x 2M . Ekkor a k�ovetkez}o felt�etelek ekvivalensek:(1) Az x 2M� teljes�ul.(2) Minden y 2 M� eset�en �(xy) = �(yx) �es azxM� �M�; M�x �M�felt�etelek teljes�ulnek.Legyen � h}u, norm�alis, pozit��v line�aris funkcion�al az M Neumann-algerb�an. A 2M�;+ funkcion�alra az al�abbi k�et �all��t�as ekvivalens:(1) L�etezik olyan h 2M�+, hogy  = �(h:).(2) L�etezik olyan c 2 R+, hogy  � c� �es minden t 2 R eset�en  � ��t =  .Legyen � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly azM Neumann-algebr�an. Legyen  olyannorm�alis, f�elig v�eges s�ulyM-en, hogy minden t 2 R param�eterre  ���t =  . Ekkoregy�ertelm}uen l�etezik olyan H pozit��v, �onadjung�alt, M�-be foglalt oper�ator, hogyha (1) minden " 2 R+ eset�en H" := H(Id+"H)�1,(2) minden x 2M eset�en��(H":)�(x) := �(H 12" xH 12" );(3) �es �(H:) a f�(H") j " 2 R+g �altl�anos��tott sorozat " ! 0 hat�ar�ert�eke, ahola sorozat "1 > "2 ) �(H"1 :) � �(H"2 :)szerint van rendezve,akkor  = �(H:):A H Radon-Nikodym s}ur}us�egi oper�ator.Legyen M0 Neumann-r�eszalgebr�aja az M Neumann-algebr�anak �es E :M !M0egys�egnyi norm�aj�u, norm�alis projekci�o. Ekkor(1) az E � 0 teljes�ul, vagyis ha x 2M+, akkor Ex 2M0;+,(2) ha x 2M , a0; b0 2 M0, akkorE(a0xb0) = a0(Ex)b0;(3) minden x 2M eset�en (Ex)�(Ex) � E(x�x):



12 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasLegyenM0 Neumann-r�eszalgebr�aja azM Neumann-algebr�anak �es � h}u norm�alis�allapot M-en. Ekkor a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek:(1) l�etezik �-vel kompatibilis E :M !M0 felt�eteles v�arhat�o�ert�ek,(2) minden t 2 R eset�en ��t (M0) �M0,(3) legyen �0 := �jM0 �es legyen ��0 M0-nak a �0-ra vonatkoz�o modul�arisautomor�zmus csoportja, ekkor minden t 2 R �es x0 2M0 eset�en��t (x0) = ��0t (x0):4. Connes oszt�alyoz�asa a III faktoroknakHa � �es  h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�ulyok azM Neumann-algebr�an, akkor l�etezikolyan � : R! U(M) t 7! uter}osen folyton f�uggv�eny, hogy(1) minden x 2M �es t 2 R eset�en� t (x) = ut��t u�t ;(2) minden s; t 2 R eset�en ut+s = ut��t (us):Az M Neumann-algebr�ara a k�ovetkez}o �all��t�asok ekvivalensek.(1) Az M f�elig v�eges.(2) L�etezik olyan � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en, hogy a (��t )t2Regyparam�eteres automor�zmuscsoport bels}o (the ow (��t )t2R is inner).(3) Minden � h}u, norm�alis, f�elig v�eges M feletti funkcion�al eset�en a (��t )t2Regyparam�eteres automor�zmuscsoport bels}o.Legyenek �; olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�ulyok az M Neumann-algebr�an,hogy minden t 2 R elemre  � ��t =  :Ekkor minden x 2M �es t 2 R elemre� t (x) = Hit��t (x)H�it;ahol H a Radon-Nikodym s}ur}us�egi oper�ator.



Tomita-Takesaki elm�elet 13Legyen M Neumann-algebra, G lok�alisan kompakt, kommutat��v, m�asodikmegsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o topologikus csoport �es � : G! Aut(M)pontonk�ent �-gyeng�en folytonos homomor�zmus. Legyen M(G) a G feletti v�eges,regul�aris komplex m�ert�ekek tere �es L�(M) a �-gyeng�en folytonos M feletti line�arisoper�atorok halmaza. A� :M(G) ! L�(M) � 7! �(�) := Z �td�(t)lek�epez�es algebra homomor�zmus �esk�(�)k � k�k:Legyen G lok�alisan kompakt, m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak elegettev}o kommutat��v topologikus csoport � du�alissal �esĈ(G) := ff 2 L1(G) j F(f) 2 C0(G)g:Ekkor az al�abbiak teljes�ulnek.(1) Ha K � U � � halmazok k�oz�ul K kompakt �es U ny��lt, akkor l�etezik olyanf 2 Ĉ(G) f�uggv�eny, hogy1K � F(f) � 1U :(2) Ha K � � kompakt halmaz �es " 2 R+, akkor l�etezik olyan k 2 Ĉ(G), hogyF(f)jK = 1 �es kkk1 < 1 + ":(3) Ha f 2 L1(G) �es " 2 R+, akkor l�etezik olyan k 2 Ĉ(G), hogykf � k � fk1 < ";speci�alisan Ĉ(G) s}ur}u L1(G)-ben az k � k1 norma szerint.Legyen G lok�alisan kompakt, kommutat��v, m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�o-m�anak eleget tev}o topologikus csoport � du�alis csoporttal. Ha S � L1(G) akkorlegyen S? := f 2 � j 8f 2 S : (F(f))() = 0gaz S halmaz annihil�atora.(1) Ha E � � z�art halmaz, akkor aI0(E) := ff 2 L1(G) j F(f) elt�unik E egy k�ornyezet�enghalmaz ide�al L1(G)-ben �es E = I0(E)?.(2) Ha I z�art ide�al L1(G)-ben �es ha f 2 L1(G) olyan f�uggv�eny, hogy F(f)elt�unik I? egy k�ornyezet�en, akkor f 2 I.



14 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasLegyen M Neumann-algebra, G lok�alisan kompakt, kommutat��v, m�asodikmegsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o topologikus csoport � du�alis csoporttal�es � : G ! Aut(M) pontonk�ent �-gyeng�en folytonos homomor�zmus. Legyenx 2M , E � � z�art halmaz �esSp(�) := ff 2 L1(G) j �(f) = 0g? Arveson-spektrum,(a) Sp�(x) := ff 2 L1(G) j �(f)x = 0g?;(b) M(�;E) := fx 2M j Sp�(x) � Eg:(c)Ekkor a k�ovetkez}ok teljes�ulnek.(1) Az spektrumokra aSp(�) = f 2 � j �(f) = 0) (F(f))() = 0g;(a) Sp(�)(x) = f 2 � j �(f)x = 0) (F(f))() = 0g(b) egyenl}os�egek teljes�ulnek.(2) Az x 2 M(�;E) pontosan akkor teljes�ul ha minden olyan f 2 L1(G)f�uggv�enyre, melyre F(f) elt�unik E egy k�ornyezet�en �(f)x = 0, vagyisM(�;E) �-gyenge z�art altere M-nek.(3) A Sp�(x) = ; akkor �es csak akkor, ha x = 0.(4) A Sp�(x) = f0g pontosan akkor teljes�ul, ha minden t 2 G eset�en �t(x) = x�es x 6= 0.Legyen M Neumann-algebra, G lok�alisan kompakt, kommutat��v, m�asodikmegsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o topologikus csoport � du�alis csoporttal�es � : G ! Aut(M) pontonk�ent �-gyeng�en folytonos homomor�zmus. Legyenx 2M , E � � z�art halmaz �es f 2 L1(G). Ekkor az al�abbiak teljes�ulnek:Sp�(x�) = �Sp�(x);(1) 8t 2 G : �t(M(�;E)) =M(�;E);(2) Sp�(�(f)x) � Sp�(x) \ spt(F(f));(3)  2 Sp(�),M(�; V ) 6= f0g; 8V k�ornyezet�ere -nak;(4) ha B �-gyeng�en tot�alis r�eszhalmaza M-nek, akkor(5) Sp(�) = 0@[y2B Sp�(y)1A� ;ha � 2M(G) �es F(�) a Sp�(x) egy k�ornyezet�en elt�unik, akkor(6) �(�)x = 0:Az spt(f) a f�uggv�eny tart�oj�at jel�oli, vagyisspt(f) := f�1(C n f0g):



Tomita-Takesaki elm�elet 15Legyen M Neumann-algebra, G lok�alisan kompakt, kommutat��v, m�asodikmegsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o topologikus csoport � du�alis csoporttal�es � : G ! Aut(M) pontonk�ent �-gyeng�en folytonos homomor�zmus. LegyenekE1 �es E2 z�art alterei �-nak �es E := E1 +E2. Ha x1 2M(�;E1) �es x2 2M(�;E2),akkor x 2M(�;E).Legyen � a G csoport hat�asa az M Neumann-algebr�an, azaz az M Neumann-algebra, G lok�alisan kompakt, kommutat��v, m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�om�a-nak eleget tev}o topologikus csoport � du�alis csoporttal �es � : G ! Aut(M)pontonk�ent �-gyeng�en folytonos homomor�zmus. Legyen e; e1; e2 2 P (M�) �esE � � z�art halmaz. Jel�olje Me az eMe Neumann-algebr�at �es legyen�e : G�Me !Me (g; exe) 7! �eg(exe) = e(�g(x))ecsoporthat�as az Me algebr�an. Ekkor az al�abbiak teljes�ulnek.(1) �Erv�enyes az Me(�e; E) =M(�;E) \Me �osszef�ugg�es.(2) Ha e1 � e2, akkor Sp(�e1) � Sp(�e2).(3) Ha � 2M(G), x 2M �es a; b 2M�, akkor�(�)(axb) = a(�(�)x)b:(4) Ha x 2M �es a; b 2M� invert�alhat�o oper�atorok M�-ban, akkorSp�(axb) = Sp�(x):Legyen � a G csoport hat�asa az M Neumann-algebr�an, ekkor�(�) = \fSp(�e) j 0 6= e 2 P (Z(M�))g;ahol �(�) = \fSp(�e) j 0 6= e 2 P (M�)ga Connes-spektrum. Ha M� Neumann-faktor, akkor �(�) = Sp(�).Legyen � a G csoport hat�asa az M Neumann-algebr�an, x 2 M , � a du�aliscsoport, �es (Vj)j2J ny��lt fed�ese M-nek. Ha x 6= 0, akkor l�etezik olyan f 2 Ĉ, hogy�(f)x 6= 0 �es spt(F(f)) � Vj valamilyen j 2 J eset�en.Legyen � a G csoport hat�asa az M Neumann-algebr�an �es e1; e2 2M� nemnulla,M-ben ekvivalens projekci�ok. Ekkor�(�e1) = �(�e2):



16 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasLegyen � �es � a G olyan csoporthat�asa az M Neumann-algebr�an, hogy � �es �k�uls}o ekvivalensek (outer equivalent), vagyis l�etezik olyant : G! U(M) g 7! uger}osen folytonos f�uggv�eny, hogy minden g; h 2 G �es x 2M eset�enugh = ug�g(uh) �es �g(x) = ug�g(x)u�g ;jel�ol�ese � �� �. Ekkor l�etezik olyan  hat�asa G-nek az ~M =M 
M2(C ) Neumann-algebr�an, hogyg(x 
 e11) = �g(x) 
 e11 �es g(x 
 e22) = �g(x) 
 e22minden g 2 G �es x 2M eset�en.Legyen � a G csoport hat�asa az M Neumann-algebr�an. Ekkor a k�ovetkez}okteljes�ulnek:�(�) + Sp(�) = Sp(�);(1) �(�) z�art r�eszcsoportja �-nak;(2) ha � k�uls}o ekvivalnes csoporthat�as �-val akkor, �(�) = �(�):(3)Legyen M Neumann-algebra �es � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en. Legyen�(M) = �(��), ekkor �(M) valamelyike a k�ovetkez}o halmazoknak�(M) = f1g;(0) �(M) = f�n j n 2 Ng; � 2]0; 1[;(�) �(M) = [0;1]:(1)Ha M f�elig v�eges, akkor �(M) = f1g.Legyen � a G csoport hat�asa az M III-t��pus�u faktoron. Ekkor�(�) = \fSp(�) j � �� �g:Legyen M Neumann-faktor �es � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en �es � az Rcsoport olyan hat�asa M-en, hogy �� �� �. Ekkor egy�ertelm}uen l�etezik olyan  h}u,norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en, hogy minden t 2 R eset�en �t = � t teljes�ul.



Tomita-Takesaki elm�elet 17Ha M Neumann-faktor, akkor�(M) = \fSp(��) j � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-eng:Legyen � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly az M Neumann-algebr�an, ekkorSp(��) = Sp(��)\]0;1[;ahol R du�alis csoportj�at R+� -gal azonos��tottuk.Ha M Neumann-faktor, akkor�(M) = R+� \ �\fSp(��) j � h}u, norm�alis f�elig v�eges s�uly M-eng�:Az M Neumann-faktorra a k�ovetkez}ok ekvivalensek:(1) az M f�elig v�eges,(2) legyenS(M) := \fSp(��) j � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-eng;ekkor S(M) = f1g,(3) az 0 6= S(M) teljes�ul.Legyen � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly az M Neumann-faktoron. Ha 0 6= e 2P (M�), akkor legyen �e = �jMe;+. Ekkor(1) a �e h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly Me-n,(2) az �(M) = R+� \ �\nSp(��e) j 0 6= e 2 P (Z(M�))o�;speci�alisan, ha M� Neumann-faktor, akkor�(M) = R+� \ Sp(��):Legyen M Neumann-faktor �es � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en. EkkorS(M) = \fSp(��e) j 0 6= e 2 P (Z(M�))gteljes�ul.



18 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasHa M Neumann-faktor, akkor�(M) = R+� \ �\fSp(��e) j 0 6= e 2 P (M�)g�;(1) S(M) = \fSp(��e) j 0 6= e 2 P (M�)g(2)teljes�ul. 5. Kereszt-szorzat, (Crossed-products)Legyen G megsz�aml�alhat�o, diszkr�et csoport, H szepar�abilis Hilbert-t�er, M �L(H) Neumann-algebra �es � a G csoport hat�asa az M Neumann-algebr�an. Legyenminden t 2 G eset�en Ht := H �es ~H :=Mt2GHt:Ha � 2 H �es t 2 G, akkor legyen ~�t az a ~H-beli elem, hogy~�t : G! H s 7! �t;s�:Ha ~x 2 L( ~H), akkor minden s; t 2 G eset�en l�etezik egy�ertelm}uen ~x(s; t) korl�atosoper�ator H-n, melyre minden �; � 2 H eset�enh~x(s; t)�; �i = h~x~�t; ~�siteljes�ul. Legyen~M := n~x 2 L( ~H) ��� 8s; t 2 G : ~x(s; t) 2M; ~x(s; t) = �t�1(~x(st�1; eG))oaz M G-vel vett �-szerinti kereszt-szorzata, m�as jel�ol�essel M 
� G. Ekkor ~MNeumann-algebra L( ~H)-ban.Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er, M � L(H) Neumann-algebra, �es ~M az MNeumann-algebr�anak a G megsz�aml�alhat�o diszkr�et csoporttal vett �-hat�as szerintikereszt-szorzata. Legyen� :M ! ~M x 7! �(x) : (�(x))(s; t) := �s;t�t�1(x) 8s; t 2 G;� : G! L( ~H) u 7! �(u) : (�(u))(s; t) := �s;ut IdH 8s; t 2 G:Ekkor minden u 2 G �es x 2M eset�en�(u)�(x)�(u)� = �(�u(x))



Tomita-Takesaki elm�elet 19teljes�ul. Tov�abb�a, ha ~x 2 ~M , akkor~x 2 ��(M)0 , 8y 2 M; 8t 2 G : ~x(t; eG)y = �t�1(y)~x(t; eG);(1) ~x 2 �(G)0 , 8t; u 2 G : ~x(utu�1; eG) = �u(~x(t; eG));(2)teljes�ul.Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er, M � L(H) Neumann-algebra, �es ~M az MNeumann-algebr�anak a G megsz�aml�alhat�o diszkr�et csoporttal vett �-hat�as szerintikereszt-szorzata. Az � hat�as pontosan akkor szabad, ha~M \ ��(M)0 = ��(Z(M)):Legyen (X;B; �) szepar�abilis, �-v�eges m�ert�ekt�er, �es T ennek egy automor�zmusa,vagyis(1) ha E 2 B, akkor T (E); T�1(E) 2 B (T bim�erhet}o),(2) ha E 2 B, akkor �(E) = 0 pontosan akkor teljes�ul, ha �(T�1(E)) = 0.Legyen M = L1(X;B; �) �es �T a T �altal induk�alt�T :M !M f 7! �T (f) = f � T�1automor�zmus. Az �T hat�as pontosan akkor szabad, ha minden E 2 B, �(E) > 0eset�en l�etezik F 2 B, hogy F � E, �(F ) > 0 �es F \ T (F ) = ;.Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er, M � L(H) Neumann-algebra, �es ~M az MNeumann-algebr�anak a G megsz�aml�alhat�o diszkr�et csoporttal vett � szabad hat�asszerinti kereszt-szorzata. Ekkor minden t 2 G elemre�t(Z(M)) = Z(M):Legyen �Z az � hat�as megszor��t�asa Z(M)-re. Ekkor az al�abbiak ekvivalensek:(1) az M 
� G Neumann-faktor,(2) az �Z ergodikus hat�asa G-nek Z(M)-en, vagyis(Z(M))�Z = C � IdH :Legyen � automor�zmusa azM Neumann-faktornak, ekkor a k�ovetkez}o felt�etelekekvivalensek:(1) a � hat�as szabad,(2) a � automor�zmus k�uls}o, vagyis nincs olyan u 2 U(M) elem, hogy mindenx 2M eset�en �(x) = uxu�teljes�ul.



20 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasLegyen (M;G;�) diszkr�et dinamikai rendszer, azaz(1) az M � L(H) Neumann-algebra, ahol H szepar�abilis Hilbert-t�er,(2) a G megsz�aml�alhat�o, diszktr�et csoport,(3) � a G csoport hat�asa az M Neumann-algebr�an.Legyen ~M :=M 
� G �es � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en, ekkor a~� : ~M ! C ~x 7! �(~x(eG; eG))funkcion�al h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly ~M -en.Legyen M � L(H) Neumann-algebra �es � h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en. Legyen M standard �-hez k�epest (M is standard with respect to �), vagyis a(H�; ��; ��) GNS-h�armasra H = H� �es ��(x) = x teljes�ul minden x 2 M elemre.Ha (xi)i2I olyan �altal�anos��tott sorozat N -ben, hogysupi;I kxik <1; limi;I��-er}osenxi = x; limi;I �(xi) = �;akkor x 2 N �es � = �(x).Legyen (G;M;�) diszkr�et dinamikai rendszer, M � L(H) olyan Neumann-algebra �es � olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly M-en, hogy M standard �-hezk�epest. Jel�olje ~N az N~� alteret �es ~M az M 
� G kereszt-szorzatot. Ekkor ~x 2 ~Npontosan akkor teljes�ul, ha minden s 2 G elemre ~x(s; eG) 2 N �esXs2G k�(~x(s; eG))k2 <1:Legyen ~H := l2(G;H) �es~� : ~N ! ~H ~x 7! ~�(~x) : 8s 2 G : ~�(~x)(s) := �(~x(s; eG)):Ekkor ( ~H; Id ~M ; ~�) GNS-h�armasa ( ~M; ~�)-nek.Legyen (G;M;�) diszkr�et dinamikai rendszer, M � L(H) olyan f�elig v�egesNeumann-algebra �es � olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyomM-en, hogyM standard�-hez k�epest. Jel�olje ~M az M 
�G kereszt-szorzatot �es legyen � egy h}u, norm�alis,f�elig v�eges nyom M-en. Ekkor az al�abbiak teljes�ulnek.(1) Egy�ertelm}uen l�etezik egy H pozit��v, �onadjung�alt,M-be foglalt, invert�alhat�ooper�ator, hogy � = �(H; :):(2) A H oper�ator Z(M)-be foglalt.(3) Az �(N� \N� ) a l�enyeges magja H 12 -nek.(4) Ha x; y 2 N� \N� , akkor� (y�x) = hH 12 �(x);H 12 �(y)i:



Tomita-Takesaki elm�elet 21Legyen (G;M;�) diszkr�et dinamikai rendszer, M � L(H) olyan f�elig v�egesNeumann-algebra �es � olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyomM-en, hogyM standard�-hez k�epest. Minden t 2 G eset�en legyen Ht az a Z(M)-be foglalt pozit��v,�onadjung�alt invert�alhat�o oper�ator, melyre � � �t = �(Ht; :). Legyen ~x 2 ~M , ekkora k�ovetkez}o teljes�ulnek.(1) Az ~x 2 ~N � pontosan akkor teljes�ul, ha minden t 2 G eset�en ~x(t; eG) 2 N���t�es Xt2G k����t(~x(t; eG))k2 <1:(2) Az ~x 2 ~N \ ~N � ponotsan akkor teljes�ul, ha8t 2 G : ~x(t; eG) 2 N \N���t �esXt2G�k�(~x(t; eG))k2 + kH 12t �(~x(t; eG))k2� <1:Legyen (G;M;�) diszkr�et dinamikai rendszer, M � L(H) olyan f�elig v�egesNeumann-algebra �es � olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyomM-en, hogyM standard�-hez k�epest. Minden t 2 G eset�en legyen Ht az a Z(M)-be foglalt pozit��v,�onadjung�alt invert�alhat�o oper�ator, melyre � � �t = �(Ht; :). A �~� modul�arisoper�ator ekkor�~� =Mt2GHt :Dom(�~�) = (~� 2 ~H ��� 8t 2 G : ~�(t) 2 Dom(Ht) �es Xt2G kHt ~�(t)k2 <1)�es minden ~� 2 Dom(�~�) elemre minden t 2 G eset�en(�~�~�)(t) = Ht ~�(t)teljes�ul.Legyen (G;M;�) diszkr�et dinamikai rendszer, M � L(H) olyan f�elig v�egesNeumann-algebra �es � olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyomM-en, hogyM standard�-hez k�epest. Ekkor��(M) � ~M ~�; �es Z( ~M ~�) � ��(Z(M)):Legyen (G;M;�) diszkr�et dinamikai rendszer, M � L(H) olyan f�elig v�egesNeumann-algebra �es � olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyomM-en, hogyM standard�-hez k�epest. Legyen 0 6= e 2 P (Z(M)), ~e := �(e), Ke = ~�( ~N \ ~M~e) �es ~pe = pKe .(1) Legyen ~x 2 ~M , az ~x 2 ~M~e pontosan akkor teljes�ul ha minden s 2 G elemre~x(s; eG) = �s�1(e)e~x(s; eG):



22 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann Algebras(2) Minden t 2 R param�eterre� ~�t ( ~M~e) = ~M~e:(3) Az ~pe =Ms2G��s�1(e)e��osszef�ugg�es teljes�ul.Legyen (G;M;�) diszkr�et dinamikai rendszer, M � L(H) olyan f�elig v�egesNeumann-algebra �es � olyan h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyomM-en, hogyM standard�-hez k�epest. Legyen 0 6= e 2 P (Z(M)) �es ~� := �~�. Ekkor~pe ~� � ~�~p~e�es �~�~e azonos��that�o az �t2GHt oper�ator Ke-re vett megszor��t�as�aval.Legyen � szabad, ergodikus hat�asa a G megsz�aml�alhat�o diszkr�et csoportnak azM f�elig v�eges Neumann-algebr�an. Ekkor minden � 2 R+0 sz�amra a k�ovetkez}okekvivalensek.(1) Az � 2 S(M 
� G) teljes�ul.(2) Minden " 2 R+ sz�amhoz l�etezik olyan 0 6= e 2 P (M(Z)) projekci�o, hogy9t 2 G; 90 6= f 2 P (Z(M)) : f _ �t(f) � e; �es Sp(Htf jRan(f)) � [�� "; � + "]:Legyen M f�elig v�eges Neumann-faktor mely a � h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyom�altal van l�enyeg�eben egy�ertelm}uen meghat�arozva. Legyen � olyan automor�zmusaM-nek, hogy valamilyen � 2]0; 1[ sz�amra � �� = �� . Ekkor az al�abbiak teljes�ulnek.(1) A � automor�zmus szabad.(2) Legyen � a Zhat�asa M-en a �n := �n formul�ava de�ni�alva. Ekkor ~M egyIII� t��pus�u faktor.Legyen G megsz�aml�alhat�o, diszkr�et csoport �es H = l2(G), melynek (�t)t2G egyortonorm�alt b�azisa �t(s) = �t;s. Minden t 2 G eset�en legyen �t a baloldali hat�as(�t�)(s) = �(t�1s). Ekkor M = f�t j t 2 Gg00a csoport Neumann-algebra, melynek jele W �(G). Ekkor a k�ovetkez}ok teljes�ulnek.(1) Ahhoz, hogy W �(G) Neumann-faktor legyen sz�uks�eges �es el�egs�eges felt�etelaz, hogy minden eG 6= t 2 G eset�en afsts�1 j s 2 Ggkonjug�alt oszt�aly ne legyen v�eges.(2) Ha a v�egtelen konjug�altoszt�aly felt�etel teljes�ul, akkor W �(G) II1 t��pus�ufaktor, vagy G = feGg.



Tomita-Takesaki elm�elet 23Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er �es minden n 2 N sz�amra Hn = H, valamint�H :=Mn2N Hn:Ha �x 2 L( �H), akkor �x = (�x(m;n))n;m2N �es �x(m;n) 2 L(H). Ha M � L(H)Neumann-algebra, akkor legyen�M := f�x 2 L( �H) j 8m;n 2 N �x(m;n) 2Mg:Ekkor �M Neumann-algebra �es az al�abbiak teljes�ulnek.(1) Ha M II1 t��pus�u faktor, akkor �M II1 t��pus�u Neumann-faktor.(2) Ha M̂ � L(Ĥ) II1 t��pus�u Neumann-faktor, akkor l�etezik egy M � L(H)II1 t��pus�u Neumann-faktor �es egy u : �H ! Ĥ unit�er oper�ator, hogyu �Mu� = M̂ .Legyen X0 = f1; 2; : : : ;Ng v�eges halmaz �es �0 val�osz��n}us�egi m�ert�ek X0-on.Legyen minden j 2 X0 eset�en pj := �0(fjg), X := XN0 �es F a X feletti szorzat�-algebra a � = 
n2N �0 szorzat m�ert�ekkel. Az X0 minden � permut�aci�oj�ara �esminden k 2 N sz�amra legyenT�;k : X ! X ! 7! T�;k(!) : (T�;k!)(m) = � !(m) ha m 6= k�(!(k)) ha m = k:Legyen G a fT�;k j k 2 N; � 2 CNghalmaz �altal gener�alt csoport, ahol CN az X0 ciklikus permut�aci�oinak a halmaz�atjel�oli. Ekkor G szabadon �es ergodikusan hat az (X;F ; �) m�ert�ekt�eren. Legyenr(G) := n� 2 R+0 ��� 8" 2 R+; 8E 2 F : �(E) > 0 ) 9T 2 G; 9F 2 F ;8! 2 F : �(F ) > 0; F [ T (F ) � E; ��� d� � Td� (!)� � ���< "oa h�anyados halmaz (ratio set). Legyen �(G) a� pipj ��� i; j 2 X0�halmaz �altal gener�alt multiplikat��v csoport a R+0 halmazban. Ekkor r(G) a �(G)halmaz lez�artja.Legyen � 2]0; 1[, X0 = f1; 2g �esp(f1g) = 11 + �; p(f2g) = �1 + �:



24 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasEkkor r(G) = f0g [ f�n j n 2Zgteljes�ul.Legyen �1; �2 2 R+, X0 = f1; 2; 3g, valamintp(f1g) = 11 + �1 + �2 ; p(f2g) = �11 + �1 + �2 ; p(f3g) = �21 + �1 + �2 :Ha log�1log�2 =2 Q, akkor r(G) = [0;1].Legyen � h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyom az M f�elig v�eges Neumann-algebr�an.Legyen A egy maxim�alis kommutat��v Neumann-r�eszalgebr�ajaM-nek. Ha l�etezikE :M ! Aegy norm�aj�u projekci�o, akkor � jA+ f�elig v�eges �es � �E = � .Legyen G megsz�aml�alhat�o csoport �es � : t 7! Tt szabad ergodikus hat�asa G-nekaz (X;F ; �) szepar�abilis �-v�eges m�ert�ekt�eren. Legyen t 7! �t az induk�alt hat�asaG-nek azM = L1(X;F ; �) Neumann-algebr�an. Ekkor az ~M =M
�G Neumann-faktor �es a k�ovetkez}ok teljes�ulnek.(1) Az ~M pontosan akkor III t��pus�u Neumann-algebra, ha nem l�etezik olyan� �-v�eges, pozit��v, �-vel ekvivalens m�ert�ek, hogy minden t 2 G eset�en� � Tt = �.(2) Tegy�uk fel, hogy l�etezik � �-v�eges, pozit��v, �-vel ekvivalens G-invari�ansm�ert�ek. EkkorAz ~M I t��pus�u , az (X;F ; �) m�ert�ekt�er tartalmaz atomot,(a) Az ~M II t��pus�u , az (X;F ; �) m�ert�ekt�er nem tartlamaz atomot,(b) Az ~M v�eges t��pus�u faktor , � v�eges m�ert�ek.(c)Ha a G megsz�aml�alhat�o csoport ergodikusan hat az (X;F ; �) szepar�abilis, �-v�eges m�ert�ekt�eren �es ha aG0 := ft 2 G j � � t = �g 6= Gcsoport szint�en ergodikusan hat az (X;F ; �) t�eren, akkor nincs olyan � �-v�eges,pozit��v m�ert�ek X-en, mely G-invari�ans �es ekvivalens �-vel.Ha a G megsz�aml�alhat�o csoport ergodikusan �es szabadon hat az (X;F ; �)szepar�abilis, �-v�eges m�ert�ekt�eren, valamint � a G �altal induk�alt hat�as az M =L1(X;F ; �) t�eren �es ~M =M 
� G eset�en ~M Neumann-faktor, akkor(1) az ~M pontosan akkor III0 t��pus�u, ha r(G) = f0; 1g,(2) az ~M pontosan akkor III� t��pus�u, ha r(G) = f0g [ f�n j n 2 Ng,(3) az ~M pontosan akkor III1 t��pus�u, ha r(G) = [0;1].



Tomita-Takesaki elm�elet 25Legyen G megsz�aml�alhat�o csoport, mely ergodikusan �es szabadon hat az(X;F ; �) szepar�abilis, �-v�eges m�ert�ekt�eren. Ekkor a k�ovetkez}o ekvivalensek.(1) L�etezik olyan � �-v�eges �-vel ekvivalens m�ert�ek, melyre minden t 2 G eset�en� � t = � teljes�ul.(2) Az r(G) = f1g �osszef�ugg�es teljes�ul.Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er,M � L(H) Neumann-algebra, � h}u, norm�alis,f�elig v�eges s�uly az M-en �es � az R-hat�asa a ��(M)-en:� : R 7! L���(M)� t 7! �t : 8x 2 ��(M) : �t(x) = �it�x��it� :Ekkor a (��(M);R; �) unit�er m�odon el}o�all��tott (unitarily implemented) dinamikairendszer, mely izomorf a (M;R; ��) dinamikai rendszerrel.Minden (M;G;�) dinamikai rendszer izomorf egy unit�er m�odon el}o�all��tottdinamikai rendszerrel.Legyen H szerpar�abilis Hilbert-t�er, M � L(H) Neumann-algebra, G lok�alisankompakt, m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o topologikus csoport,(M;G;�) folytonos dinamikai rendszer �es� : G! L(L2(G)) t 7! �t : (�tf)(s) = f(t�1s)a G csoport bal-regul�aris �abr�azol�asa L2(G)-n valamint~� : G! L( ~H) t 7! �(t) : (�(t)~�)(s) = ~�(t�1s)a G csoport er}osen folytonos �abr�azol�asa a ~H = L2(G;H) Hilbert-t�eren.(1) Ekkor a�� :M ! L( ~H) x 7! ��(x) : (��(x)~�)(s) = �s�1(x)~�(s)lek�epez�es *-izomor�zmus.(2) Minden t 2 G �es x 2M elemre�(�t(x)) = �(t)�(x)�(t)�teljes�ul.(3) Legyen M 
� G := (��(M) [ �(G))00 a folytonos kereszt-szorzat, jele ~M , �eslegyen~M0 := ( nXi=1 ��(xi)�(ti) ��� n 2 N; 8i 2 f1; 2; : : : ; ng : xi 2M; ti 2 G) :



26 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasEkkor ~M0 �onadjung�alt r�eszalgebr�aja ~M -nek �es ~M0 s}ur}u ~M -ben �-gyengetopologia szerint.(4) Ha (M1; G; �1) �es (M2; G; �2) a � : M1 ! M2 lek�epez�es �altal izomorfdinamikai rendszerek, akkor l�etezik egy~� :M1 
�1 G!M2 
 �2Gizomor�zmus, melyre minden t 2 G �es x 2M eset�en~�(��1 (x)) = ��2(�(x)) �es ~�(��(t)) = ��(t)teljes�ul.Legyen M � L(H) Neumann-algebra, ahol H szepar�abilis Hilbert-t�er �es(M;G;�) az u : G! L(H) t 7! utunit�er �abr�azol�assal el}o�all��tott folytonos dinamikai rendszer. Minden s 2 G �es~� 2 L2(G;H) = ~H eset�en az (w~�)(s) := us~�(s)formula egy w unit�er oper�atort de�ni�al ~H-n, melyrew��w� = x 
 1 �es w�(s)w� = us 
 �steljes�ul, ahol ~H a H
L2(G) t�errel volt azonos��tva.Legyen G lok�alisan kompakt, m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak elegettev}o kommutat��v topologikus csoport, � topologikus du�alis csoporttal. Minden 2 � eset�en jel�olje � a (��)(t) := ht; i�1�(t)unit�er oper�atort L2(G) t�eren. Ekkor  7! � er}osen folytonos unit�er �abr�azol�asa�-nak az L2(G)-t�eren. Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er, M � L(H) Neumann-algebra, (M;G;�) folytonos dinamikai rendszer �es ~H = L2(G;H). Ekkor minden 2 � �es t 2 G eset�en�()�(t)�()� = ht; i�1�(t); �es f�() j  2 �g � ��(M)0teljes�ul. Tov�abb�a l�etezik egy ~� hat�asa �-nak az ~M Neumann-algebr�an melyreminden ~x 2 ~M eset�en ~�(~x) = �()~x�()�teljes�ul.Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er, G lok�alisan kompakt, m�asodik megsz�aml�al-hat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o kommutat��v topologikus csoport, � topologikus



Tomita-Takesaki elm�elet 27du�alis csoporttal, (M1; G; �1) �es (M2; G; �2) a � : M1 ! M2 lek�epez�es �altalizomorf folytonos dinamikai rendszerek �es ~� : ~M1 ! ~M2 a �-b}ol sz�armaztatottizomor�zmus. Ekkor minden  2 � elemre~� � ~�1 = ~�2 � ~�teljes�ul, vagyis (M1 
�1 G) 
~�1 � �= (M2 
�2 G)
~�2 �:Legyen H szepar�abilis Hilbert-t�er, G lok�alisan kompakt, m�asodik megsz�aml�alha-t�os�agi axi�om�anak eleget tev}o kommutat��v topologikus csoport, � topologikus du�aliscsoporttal, (M;G;�) folytonos dinamikai rendszer. Felhaszn�alva az~H = H
L2(G) �= L2(G;H);(1) ~~H = ~H
L2(�) �= H
 L2(G) 
L2(�) �= L2(G � �;H);(2) ~M =M 
� G � L( ~H);(3) ~~M = ~M 
~� � � L( ~~H)(4)izomor�zmusokat �es azonos��t�asokat~~M �=M 
L(L2(G))teljes�ul.LegyenM teljesen v�egtelen (properly in�nite) Neumann-algebra�esH szepar�abilisHilbert-t�er, ekkor M 
 L(H) �=Mteljes�ul.Legyen � hat�asa aG lok�alisan kompakt, m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anakeleget tev}o, kommutat��v topologikus csoportnak az M teljesen v�egtelen Neumann-algebr�an. Jel�olje ~� a du�alis hat�ast, vagyis a � du�alis topologikus csoport hat�as�ataz ~M folytonos kereszt-szorzaton. Legyen~~M := (M 
� G) 
~� �;ekkor M �= ~~Mteljes�ul.



28 V. S. Sunder: An invitation to von Neumann AlgebrasHa a G lok�alisan kompakt csoportnak � �es � k�et k�uls}o ekvivalens hat�asa azM � L(H) Neumann-algebr�an, ahol H szepar�abilis Hilbert-t�er, akkorM 
� G �=M 
� Gteljes�ul.Az M � L(H) Neumann-algebr�an, ahol H szepar�abilis Hilbert-t�er legyen � �es  k�et h}u, norm�alis �es f�elig v�eges s�uly. EkkorM 
�� R �=M 
� Rteljes�ul.Legyen M � L(H) Neumann-algebra a H szepar�abilis Hilbert-t�eren �es � olyanh}u, norm�alis, f�elig v�eges s�ulyM-en, hogyM standard �-hez k�epest. Legyen � olyanhat�asa a G lok�alisan kompakt, m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o,kommutat��v topologikus csoprotnak, hogy minden t 2 G eset�en� � �t = �teljes�ul. Ekkor l�etezik olyan ~� h}u, norm�alis, f�elig v�eges s�uly az ~M folytonos kereszt-szorzaton, hogy a ~H = L2(G;H) Hilbert-t�er azonos��that�o a H~�-t�errel oly m�odon,hogy(1) a �~� = Id ~M �osszef�ugg�es �erv�enyes,(2) aDom(� 12~� ) = n~� 2 ~H ��� 8t 2 G : ~�(t) 2 Dom(� 12� ); ZG k� 12� ~�(t)k2 dt <1oteljes�ul �es minden ~� 2 Dom(� 12~� ) vektorra �es t 2 G csoportelemre(� 12~� ~�)(t) = � 12� ~�(t);(3) a ~� du�alis s�uly invari�ans az ~� du�alis hat�assal szemben, vagyis minden  2 �eset�en ~M -en teljes�ul az ~� � ~� = ~��osszef�ugg�es.LegyenM teljesen v�egtelen Neumann-algebra, ekkor l�etezik N teljesen v�egtelen,f�elig v�eges Neumann-algebra �es az R csoportnak olyan � hat�asa az N algebr�an,hogy M �= N 
� R



Tomita-Takesaki elm�elet 29teljes�ul. L�etezik olyan � h}u, norm�alis, f�elig v�eges nyom N-en, hogy minden t 2 Rsz�amra � � �t = e�t�:Tov�abb�a ha M Neumann-faktor, pontosan akkor III1 t��pus�u, ha N II1 t��pus�uNeumann-faktor.Ha M III� t��pus�u Neumann-faktor, ahol 0 < � < 1, akkor l�etezik N II1 t��pus�uNeumann-faktor �es �1 automor�zmusa N-nek, hogy� � �1 = ��;ahol � a l�enyeg�eben egy�ertelm}u h}u, norm�alis, h}u, f�elig v�eges nyom N-en, �es az�n := �n1 de�n��ci�oval �elve M �= N 
�Zteljes�ul.


