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Legyen G topologikus csoport, X topologikus térésr: GxX — X (g,2) — 142
folytonos leképezés, melyre teljestl, hogy

(1) minden g,h € G és € X esetén T ympax = Ty,
(2) minden » € X esetén 7., = x.

Ekkor 7 folytonos csoporthatds, és az (X, G, ) harmas topologikus dinamikai rend-
szer.

A 7 csoporthatas effektiv, ha minden eq # g € G esetén 7, nem az X identitésa,
azaz minden g € G, g # eq esetén létezik olyan = € X, hogy 7y # x. A 7 hatés
szabad ha minden = € X elemen nem trividlisan hat a 7, azaz minden e # g € G
és minden z € X elemre rgz # z.

Teleman tétele 1957. Minden G Hausdorff topologikus csoport effektiven hat

(1) egy Banach-téren izometriaként,
(2) egy kompakt téren.

Legyen V a G egy kornyezetbazisa, ekkor
Vi={(¢g,h) €eGxG | gh™'tecV}

bézis egy Uy uniform struktiarat hataroz meg a G csoporton, ez a jobb ekvifolytonos
uniform struktira. A G csoport természetes hatasa az uniform struktaran:

7g(h, f) := (hyg, f9).
Az U4 bal ekuvifolytonos uniform struktirdt az
Voir={(h,g) €GxG | gh~teV}

béazis hatarozza meg.

Legyen CP(G) a komplex vagy valés értékii uniform folytonos korlatos fiiggvé-
nyek vektortere. Az f fuggvény uniform folytonossagat a

Ve>0,3Vieg eV és Va,yeG:(ay " €V =|f(z) - fly)] <o)
formula fejezi ki. A CP(G) tér elldthaté szupremum normaval:

1 f]l == sup [f(g)]-
geG

Ekkor (CP(G), || - ||) Banach-tér Jelolje E ezt a Banach-teret.
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Ha egy G topologikus csoport esetén a jobb- és bal ekvifolytonos uniform struk-
turak egybeesnek akkor a GG topologikus csoportot kis tnvaridns szomszédokkal ren-
delkezd csoportnak vagy kiegyensitlyozott csoportnak nevezziik. (Angolul SIN group
- Small Invariant Neighbourhoods - vagy balanced group.)

A Teleman tételben szereplé Banach-tér lehet E, amin a csoporthatas:

geG.feE: (Lyf)lx):= flgz).

Ekkor L : G x E — FE lineéris izometria, és folytonos effektiv hatés.

A Teleman tételben szerepl6 kompakt tér az E tér dudlisdnak (E'-nek) a gyenge
*-topoldgiaval ellatott egységgémbje. A G hatdsa ezen a téren:

gEGOEE  fEE: (9d)(f) =Ly f).
Ez egy folytonos csoporthatasa G-nek.

Uspenskij 1985. A maéasodik megszamlalhatdsagi axiomanak eleget tevo csopor-
toknak Homeo.(I*) univerzélis csoportja.

Bizonyitds: Ekkor E szeparabilis, E' Fréchet-tér (teljesen metrizalhaté lokélisan
konvex tér) ennek a B egységgdmbje pedig kompakt. (Az E' a gyenge *-topologidval
van ellatva.) Ezért B homeomortf az I Hilbert-kockaval (Keller-tétel miatt). Ekkor

G — Homeo.(B) ~ Homeo.(I*).

Teleman, 1957. Minden G Hausdorfl topologikus csoport bedgyazhatd Iso(E),
csoportba, ami egy alkalmas E Banach-tér izometriacsoportja az erés operatorto-
pologiaval ellatva.

Természetesen meril fel a kérdés, hogy az E Banach-tér vélaszthato-e mindig
reflexivnek. Erre Megrelishvili adott negativ véalaszt, megmutatta, hogy Homeo (I)
(az I zart intervallumnak az Osszes iranyitastarté homeomorfizmusa a kompakt-
nyilt topolégidval ellétva) nem agyazhaté be reflexiv Banach-tér izometriacsoport-
jaba.

Vizsgéaljuk meg, 1éteznek-e olyan topologikus csoportok, melyeknek kevés folyto-
nos unitér abrazolasa van? Ehhez azonban vezesstink be tovabbi segédfogalmakat.

Legyen A az X részhalmazaibdl allé o-algebra. Az
b A—RT

leképezés szubmérték (submeasure), ha
(1) megszamlalhatéan szubadditiv: ¢(Usend;) < D7, cn (A,
(2) monoton: ha A C B akkor ¢(4) < ¢(B),
(3) ¢(0) = 0.
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Egy ¢ szubmérték patoldgikus (pathological), ha nem azonosan nulla és nincs olyan
o-additiv mérték (X, A)-n melynek minden nullhalmaza ¢ szerint is nullhalmaz.

Megmutathatd, hogy minden atommentes o-algebran létezik patologikus szub-
mérték. Specidlisan az X = {0,1}* Cantor-halmaz Borel-halmazain is létezik ¢
patolégikus szubmérték. A ¢-rol feltehetjiik, hogy ¢(V') > 0 ha V nemiires nyilt
és zart részhalmaza X-nek. A C(X) vektorteret lassuk el a ¢ szubmérték szerinti
konvergencia topologiajaval, azaz a nulla kornyezetei az

Veo:= {fEC(X) | o({eeX| |f(x) >} <<}

alakban irhaték, ahol €,§ € R*. Ekkor a C'(X) additiv topologikus csoportnak
nincs nemtrivialis erosen folytonos unitér abrazolasa.

Egy bonyolultabb konstrukecié segitségével Banaszczyk megmutatta olyan kom-
muativ Banach-Lie csoport létezését melynek nincs nemtrivialis unitér erosen foly-
tonos abrazolasa.

Az f : G — C figgvény pozitiv definit, ha minden véges (¢;)i=1..n € G" és
(Ni)i=1..n € C" esetén
n
> AiNiflgitg) = 0.
i,j=1
Szoros kapcsolat talalhaté a pozitiv definit fuggvények és az unitér abrazolasok

kozott. Legyen
7:G—UH)

unitér abrazolas és £ € H tetszoleges vektor. Ekkor az

fre:G—=C g (r(g)¢,§)

funkcional pozitiv definit. Forditva: legyen f : G — C pozitiv definit funkcionél
és ‘H := Span{glg € G} komplex vektortér az (g,h) := f(¢g~'h) skaldrszorzdssa.
A H := H Hilbert-téren ekkor egy természetes unitér abrézoldsa adhaté meg a G
csoportnak.

A fenti konstrukei6 alapjan belathato, hogy egy G topologikus csoport pontosan
akkor agyazhat6 be egy H Hilbert-tér U(H)s unitér csoportjdba, ha a folytonos
pozitiv definit funkcionalok szétvéalasztjak G pontjait és zart részhalmazait.

W. Veech, 1977. Minden lokalisan kompakt csoportnak létezik szabad hatasa
kompakt téren.

Legyen G topologikus csoport, a ¢ : C?, — R linedris pozitiv funkcional in-
varidns dtlag (invariant mean), ha minden ¢ € G csoportelemre és f € C?P,
fuggvényre

o(f) = olg - f).

A G topologikus csoport amendbilis (amenable), ha létezik rajta invaridns 4tlag.



