
Nem lok�alisan kompakt topologikus csoportokn�eh�any reprezent�alhat�os�aggal kapcsolatos tulajdons�agaAndai AttilaLegyenG topologikus csoport,X topologikus t�er �es � : G�X ! X (g; x) 7! �gxfolytonos lek�epez�es, melyre teljes�ul, hogy(1) minden g; h 2 G �es x 2 X eset�en �g�hx = �ghx,(2) minden x 2 X eset�en �eGx = x.Ekkor � folytonos csoporthat�as, �es az (X;G; � ) h�armas topologikus dinamikai rend-szer.A � csoporthat�as e�ekt��v, ha minden eG 6= g 2 G eset�en �g nem az X identit�asa,azaz minden g 2 G, g 6= eG eset�en l�etezik olyan x 2 X, hogy �gx 6= x. A � hat�asszabad ha minden x 2 X elemen nem trivi�alisan hat a � , azaz minden eG 6= g 2 G�es minden x 2 X elemre �Gx 6= x.Teleman t�etele 1957. Minden G Hausdor� topologikus csoport e�ekt��ven hat(1) egy Banach-t�eren izometriak�ent,(2) egy kompakt t�eren.Legyen V a G egy k�ornyezetb�azisa, ekkorV� := f(g; h) 2 G�G j gh�1 2 V gb�azis egy U� uniform strukt�ur�at hat�aroz meg a G csoporton, ez a jobb ekvifolytonosuniform strukt�ura. A G csoport term�eszetes hat�asa az uniform strukt�ur�an:�g(h; f) := (hg; fg):Az U� bal ekvifolytonos uniform strukt�ur�at azV� := f(h; g) 2 G�G j gh�1 2 V gb�azis hat�arozza meg.Legyen Cb� (G) a komplex vagy val�os �ert�ek}u uniform folytonos korl�atos f�uggv�e-nyek vektortere. Az f f�uggv�eny uniform folytonoss�ag�at a8" > 0;9V : eG 2 V �es 8x; y 2 G : �xy�1 2 V ) jf(x) � f(y)j < ")formula fejezi ki. A Cb� (G) t�er ell�athat�o szupremum norm�aval:kfk := supg2G jf(g)j:Ekkor (Cb� (G); k � k) Banach-t�er Jel�olje E ezt a Banach-teret.



2 Topologikus csoportokHa egy G topologikus csoport eset�en a jobb- �es bal ekvifolytonos uniform struk-t�ur�ak egybeesnek akkor a G topologikus csoportot kis invari�ans szomsz�edokkal ren-delkez}o csoportnak vagy kiegyens�ulyozott csoportnak nevezz�uk. (Angolul SIN group- Small Invariant Neighbourhoods - vagy balanced group.)A Teleman t�etelben szerepl}o Banach-t�er lehet E, amin a csoporthat�as:g 2 G; f 2 E : (Lgf)(x) := f(gx):Ekkor L : G�E ! E line�aris izometria, �es folytonos e�ekt��v hat�as.A Teleman t�etelben szerepl}o kompakt t�er az E t�er du�alis�anak (E0-nek) a gyenge*-topol�ogi�aval ell�atott egys�egg�ombje. A G hat�asa ezen a t�eren:g 2 G;� 2 E0; f 2 E : (g�)(f) := �(Lg�1f):Ez egy folytonos csoporthat�asa G-nek.Uspenskij 1985. A m�asodik megsz�aml�alhat�os�agi axi�om�anak eleget tev}o csopor-toknak Homeoc(I!) univerz�alis csoportja.Bizony��t�as: Ekkor E szepar�abilis, E0 Fr�echet-t�er (teljesen metriz�alhat�o lok�alisankonvex t�er) ennek aB egys�egg�ombje pedig kompakt. (Az E0 a gyenge *-topologi�avalvan ell�atva.) Ez�ert B homeomorf az I! Hilbert-kock�aval (Keller-t�etel miatt). EkkorG ,! Homeoc(B) ' Homeoc(I!):Teleman, 1957. Minden G Hausdor� topologikus csoport be�agyazhat�o Iso(E)scsoportba, ami egy alkalmas E Banach-t�er izometriacsoportja az er}os oper�atorto-pol�ogi�aval ell�atva.Term�eszetesen mer�ul fel a k�erd�es, hogy az E Banach-t�er v�alaszthat�o-e mindigreex��vnek. Erre Megrelishvili adott negat��v v�alaszt, megmutatta, hogy Homeo+(I)(az I z�art intervallumnak az �osszes ir�any��t�astart�o homeomor�zmusa a kompakt-ny��lt topol�ogi�aval ell�atva) nem �agyazhat�o be reex��v Banach-t�er izometriacsoport-j�aba.Vizsg�aljuk meg, l�eteznek-e olyan topologikus csoportok, melyeknek kev�es folyto-nos unit�er �abr�azol�asa van? Ehhez azonban vezess�unk be tov�abbi seg�edfogalmakat.Legyen A az X r�eszhalmazaib�ol �all�o �-algebra. Az� : A ! R+0lek�epez�es szubm�ert�ek (submeasure), ha(1) megsz�aml�alhat�oan szubaddit��v: �([i2NAi) �Pi2N �(Ai),(2) monoton: ha A � B akkor �(A) � �(B),(3) �(;) = 0.



Topologikus csoportok 3Egy � szubm�ert�ek patol�ogikus (pathological), ha nem azonosan nulla �es nincs olyan�-addit��v m�ert�ek (X;A)-n melynek minden nullhalmaza � szerint is nullhalmaz.Megmutathat�o, hogy minden atommentes �-algebr�an l�etezik patol�ogikus szub-m�ert�ek. Speci�alisan az X = f0; 1g! Cantor-halmaz Borel-halmazain is l�etezik �patol�ogikus szubm�ert�ek. A �-r}ol feltehetj�uk, hogy �(V ) > 0 ha V nem�ures ny��lt�es z�art r�eszhalmaza X-nek. A C(X) vektorteret l�assuk el a � szubm�ert�ek szerintikonvergencia topol�ogi�aj�aval, azaz a nulla k�ornyezetei azV";� := nf 2 C(X) j �(fx 2 Xj jf(x)j > �g) < "oalakban ��rhat�ok, ahol "; � 2 R+. Ekkor a C(X) addit��v topologikus csoportnaknincs nemtrivi�alis er}osen folytonos unit�er �abr�azol�asa.Egy bonyolultabb konstrukci�o seg��ts�eg�evel Banaszczyk megmutatta olyan kom-muat��v Banach-Lie csoport l�etez�es�et melynek nincs nemtrivi�alis unit�er er}osen foly-tonos �abr�azol�asa.Az f : G ! C f�uggv�eny pozit��v de�nit, ha minden v�eges (gi)i=1:::n 2 Gn �es(�i)i=1:::n 2 C n eset�en nXi;j=1 �i��jf(g�1i gj) � 0:Szoros kapcsolat tal�alhat�o a pozit��v de�nit f�uggv�enyek �es az unit�er �abr�azol�asokk�oz�ott. Legyen � : G! U(H)unit�er �abr�azol�as �es � 2 H tetsz}oleges vektor. Ekkor azf�;� : G! C g 7! h�(g)�; �ifunkcion�al pozit��v de�nit. Ford��tva: legyen f : G ! C pozit��v de�nit funkcion�al�es H := Spanfgjg 2 Gg komplex vektort�er az hg; hi := f(g�1h) skal�arszorz�assa.A H := �H Hilbert-t�eren ekkor egy term�eszetes unit�er �abr�azol�asa adhat�o meg a Gcsoportnak.A fenti konstrukci�o alapj�an bel�athat�o, hogy egy G topologikus csoport pontosanakkor �agyazhat�o be egy H Hilbert-t�er U(H)s unit�er csoportj�aba, ha a folytonospozit��v de�nit funkcion�alok sz�etv�alasztj�ak G pontjait �es z�art r�eszhalmazait.W. Veech, 1977. Minden lok�alisan kompakt csoportnak l�etezik szabad hat�asakompakt t�eren.Legyen G topologikus csoport, a � : Cb,! ! R line�aris pozit��v funkcion�al in-vari�ans �atlag (invariant mean), ha minden g 2 G csoportelemre �es f 2 Cb,!f�uggv�enyre �(f) = �(g � f):A G topologikus csoport amen�abilis (amenable), ha l�etezik rajta invari�ans �atlag.


