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1. 1. hét

1.1. Definici6. Vektortér. Linearis altér.

1.2. Definici6é. Lineéris kombinécio, vektorok linearisan fiiggetlen rendszere.
1.3. Definicié. Vektorrendszer linearis burka.

1.4. Definici6é. Béazis.

1.1. Tétel. Minden linedrisan fiiggetlen vektorrendszer kiegészithetd bdzissd.
1.2. Tétel. Minden vektortérben létezik bdzis.

1.3. Tétel. Vektortérben két véges bdzis elemszdma azonos.

1.5. Definicié. Dimenzi6.

1.6. Definici6. Lineéris leképezés. Lineéris leképezés képtere és magtere.
1.4. Tétel. Linedris leképezések vektorteret alkotnak.

1.5. Tétel. Bdzison adott leképezés egyértelmien kiterjeszthetd linedris leképezéssé.

2. 2. hét

2.1. Definicié. Linearis leképezés matrixa adott bézisban.

2.1. Tétel. Bdziscsere transzformdcid.

2.2. Tétel. Linedris leképezések és mdtrizok midveleteinek kapcsolata.

2.2. Definicié. Véges dimenzios V vektortér feletti n-linearis antiszimmetrikus formak tere (A" V).
2.3. Tétel. Ha V n dimenzids vektortér, akkor dim A"V = 1.

2.3. Definicié. Véges mindenzios V' vektortér esetén az A : V — V lineéris leképezés determindnsa
(det A).

2.4. Tétel. A determindns bdzisfiggetlen.

2.5. Tétel. Ha V n dimenzids vektortér, valamint A, B € Lin(V,V) és A\ € K, akkor det(AB) =
(det A)(det B), det(AA) = A*(A) és det(idy) = 1.

2.6. Tétel. Ha a V n dimenzids vektortér egy bizisdban az A € Lin(V, V) mdtriza [Aijli j=1,...n,

akkor det A = Z e(m) H A (k) -
k=1

w€Perm(n)
2.4. Definicié. Vektortér alterének kiegészitG altere.

2.7. Tétel. Minden vektortér minden alterének létezik kiegészitd altere.
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Mostantol minden vektortér és Hilbert-tér véges
dimenzios és komplex szamtest feletti.

3. 3. hét

3.1. Tétel. Dimenziotétel. Ha A € Lin(U, V), akkor dimU = dim Ker A + dim Ran A.
3.1. Definici6. Skaléris szorzas valds, illetve komplex vektortér felett.

3.2. Definici6é. Norma szirmaztatisa skalaris szorzasbol.

3.3. Definicié. Normalt bazis, ortogonalis bazis, ortonormalt bazis.

3.2. Tétel. Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlStlenség skaldrszorzatos vektortéren.
3.3. Tétel. Riesz-féle reprezenticids tétel.

3.4. Definici6. Hilbert-terek kozott hato linearis leképezés adjungéaltja.

3.4. Tétel. Ha A : H — K Hilbert-terek kozott hato linedris leképezés, akkor A* . K — H linedris
leképezés.

3.5. Tétel. Legyen (e;)i=1,....n €s (fj)j=1,...,m ortonormdlt bizis a H illetve K Hilbert-téren. Az A :
H — K leképezés mdtrizdt ezekben a bdzisokban az A;j = (fi, Aej) kijezéssel kapjuk meg, az adjungdlt
linedris leképezés mdtrizdra pedig A5, = A;j teljesiil.

3.6. Tétel. Adjungdlds tulajdonsdgai.
1. Minden A :H — K linedris leképezésre A** = A teljesiil.
2. Minden A, B :H — K linedris leképezésre (A + B)* = A* + B* teljesiil.
3. Minden A :H — K linedris leképezésre és A € K skaldrra (\A)* = NA* teljesiil.
4. Minden A :Hy — Ha, B: Ha — Hs linedris leképezésre (BA)* = A*B* teljestiil.

3.7. Tétel. Polarizacios formula. Hilbert-tér feletti A € B(H) linedris leképezésre minden x,y € H

esetén
3

iz +ify A +iFy)).

c=0

1
Ag) = =
{y, Az) = 7
3.8. Tétel. Hilbert-tér feletti A € B(H) linedris leképezésre A # 0 pontosan akkor teljesiil, ha létezik
olyan x € H, melyre (x, Ax) # 0.

3.5. Definicié. Az A € B(H) lineéris leképezés
— normalis, ha A*A = AA*;
— Onadjungalt, ha A* = A;
— projekcié, ha A = A* = A2,
— Az U : H — K lineéris leképezés unitér, ha UU* = idg és U*U = idy.

3.9. Tétel. Ha az A, B € B(H) linedris leképezésre BA = idy teljesiil, akkor AB = idy.



3.10. Tétel. Az A € B(H) linedris leképezésre az aldbbiak teljesiilnek.

A normdlis < VrxeM: ||Az|| =|Az|

A onadjungdlt < VreH: (x,Az) R

A unitér < Vr,yeH: (Azx,Ay) = (Az,Ay) < VaxeH: ||Az| =|z]
A unitér < V(ei)izlr n ONB : (Aei)izl n ONB.

. yeeey
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3.6. Definici6. Porzitiv és pozitiv definit 6nadjungalt operatorok. (0 < A). A < relacié az dnadjun-
galt operatorok halmazan.

3.11. Tétel. A < rendezés az onadjungdlt operdtorok halmazdn.

4. 4. hét

4.1. Tétel. A pozitiv mdtrizok 6sszege és pozitiv szdmszorosa is pozitiv.

4.1. Definicié. Az A € Lin(V, V) leképezés sajatértéke, sajatvektora és spektruma (Sp A).
4.2. Definicié. Linearis leképezés sajatértékének algebrai és geometriai multiplicitasa.
4.2. Tétel. Linedris leképezés spektruma a sajdtértékek halmaza.

4.3. Tétel. Az A € B(H) linedris leképezés pontosan akkor normidlis, ha létezik olyan (e;)i=1,....n

ortonormdlt bdazis o H Hilber-térben és az A sajatértékeinek olyan (X\;)i=1,...n rendszere, hogy minden
i€ {l,...,n} esetén Ae; = \;e; teljesiil.

4.4. Tétel. Legyen A € B(H) normdlis operdtor, (€;)i=1,....n olyan ortonormdlt bizis a H Hilber-
térben és (Ni)i=1,...n o sajdtértékek olyan rendszere, hogy minden i € {1,...,n} esetén Ae; = \ie;
teljesil. Ha minden i € {1,...,n} esetén P; jeloli az e; vektor dltal meghatdrozott altérre vald orto-
gondlis projekcidgt, akkor

4.3. Definici6é. Az A € BH) normalis leképezés spektralfelbontasa.
4.5. Tétel. Az A € B(H) normdlis leképezésre az aldbbiak teljesilnek.

A énadjungdlt < SpACR
A pozitiv & SpACRYS

A unitéer < SpACT

A projekcié < SpAC{0,1}

Ll o

4.4. Definicié. Az A € BH) normalis leképezés és az f : Sp A — C fliggvény esetén f(A).
4.5. Definicié. Az A énadjungalt operator pozitiv és negativ része (A4, A_).

4.6. Tétel. Az A € BH) donadjungdlt leképezés pontosan akkor pozitiv, ha létezik olyan B € B(H),
melyre A = B*B teljesiil.
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5. 5. hét
5.1. Definicié. Az A € BH) operator abszolut értéke (|A]).

5.1. Tétel. Polaris felbontas. Az A € B(H) operdtorhoz létezik olyan U unitér operdtor, hogy A =
U |A] teljesiil.

5.2. Definicié. Az A € B(H) operator operator normaja (|| A]]).
5.2. Tétel. Az operdtor norma szubmultiplikativ, tovdbbd (B(H),||-||) Banach-tér.
5.3. Tétel. Minden A € B(H) elemre || A*|| = || A|| és || A*A|| = || A|]* teljesiil.

5.3. Definicié. Az A € B(H) operator operator nyoma az (e;)i=1,... » ortonormalt bazisban (Tr A).

.....

5.4. Tétel. A nyom B(H) — C bdzisfiggetlen, linedris, ciklikus (VA, B € B(H) : Tr(AB) = Tr(BA))
leképezés.

5.5. Tétel. Ha az A € B(H) operdtor A\ € Sp A sajdtértékének my jeloli az algebrai multiplicitdsdt,

akkor Tr A = Z Ay
AESPp A

5.4. Definici6. Hilbert—Schmidt-belss szorzas a B(H) téren.

5.5. Definici6é. Az A € B(H) operator spektralsugara (p(A)).

5.6. Definicié. Az A € B(H) operator operator numerikus sugara (w(A)).

5.6. Tétel. A numerikus sugdr norma a B(H) téren.

5.7. Tétel. Jacobson-lemma. Minden A, B € B(H) operdtor esetén Sp(AB) = Sp(BA).
5.8. Tétel. Ha A € B(H) normdlis operdtor, akkor p(A) = w(A) = ||4].

5.9. Tétel. Minden A € B(H) operdtor esetén

p(A) < w(A) < [JA]] < 2w(A).

6. 6. hét
6.1. Tétel. Ha (€;)i=1,...n €5 (f)j=1,....m bdzis a H és a K Hilbert téren és
e®fi K" =H  p—eip(f),

akkor az (e; ® fj) i=1....n rendszer bizis a Lin(K*,H) téren.
iz

1,...,m

6.1. Definicié. A H és a K Hilber-tér tenzorszozata (H ® K).
6.2. Definicio. Az A € B(H) és a B € B(K) operéatorok tenzorszozata (A @ B € B(H ® K)).

6.2. Tétel. A tenzorszorzis alaptulajdonsdgai.
1. Minden Ay, Ay € B(H) és B € B(K) esetén (A1 + A3) @ B=A4; B+ A, ® B.
2. Minden A € B(H) és B1,By € B(K) esetén A® (B1+ Bs) = A® B1 + AQ Bs.



Minden A € B(H), B € B(K) és A € C esetén (AMA) @ B=A® (AB) = A\(A® B).

Minden A € B(H) és B € B(K) esetén (A® B)* = A* ® AB*.

Minden Ay, As € B(H) és By, Bs € B(K) esetén (A1 ® B1)(As ® Bz) = (A1 A2) ® (B1Ba).
Ha A € B(H) és B € B(K) invertdlhato, akkor (A® B)™! = A=1 @ B~1.

Ha A € B(H) és B € B(K) onadjungdlt pozitiv operdtorok, akkor A® B is onadjungdlt pozitiv
operdtor.
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6.3. Definicié. Schur-szorzat vagy Hadamard- szorzat.
6.3. Tétel. Pozitiv mdtrizok Schur-szorzata pozitiv.
6.4. Definici6. Véges sok Hilbert-tér direkt Gsszege.
6.5. Definicié. Linearis operatorok blokk-reprezentécioja véges sok Hilbert-tér direkt Gsszegén.
6.4. Tétel. Minden A € B(H) esetén az aldbbi teljesil.
Al <1 & A"A<idy

6.5. Tétel. Minden A, B € B(H), B* = B esetén az aldbbi teljesiil.

og(ld” A) o AA<idy o |Al<1

A* idy
B A X
OS(A* idH) & ATA< B

6.6. Definici6é. Egységelemtarto és pozitiv B(H) — B(K) linearis leképezések.

6.6. Tétel. Ha ® : B(H) — B(K) linedris, pozitiv, egységelemtarts leképezés és A € B(H) normdlis
operdtor, akkor ®(A)*®(A) < P(A*A).

6.7. Tétel. Ha @ : B(H) — B(K) linedris, pozitiv, egységelemtartd leképezés és A € B(H) pozitiv
invertdlhatd operdtor, akkor ®(A)~! < d(AL).

7. 7. hét

7.1. Tétel. Ha @ : B(H) — B(K) linedris, pozitiv, egységelemtarts leképezés, akkor ||®| = 1.

7.2. Tétel. Ha @ : B(H) — B(K) linedris, pozitiv leképezés, akkor ||®|| = ||®(idy)]|.

7.1. Definici6. Adott n € NT esetén n-pozitiv és teljesen pozitiv B(H) — B(K) linearis leképezések.

7.3. Tétel. Ha ® : B(H) — B(K) linedris, 2-pozitiv, egységelemtarto leképezés, akkor minden A €
B(H) esetén ®(A)*P(A) < P(A*A).

7.2. Definicié. Az n x n-es matrixok terében az (Ej;); j=1,...» matrixegységek.

.....

7.4. Tétel. Legyen ® : B(H) — B(K) linedris leképezés. A H Hilbert-térben tekintsik az (€;)i=1,..n
ortonormdlt bazist, valamint legyen k = dim K. Az aldbbi dllitisok ekvivalensek.

— A ® leképezés teljesen pozitiv.

— A O leképezés n-pozitiv.
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- Az X = Z E;; ® ®(E;;) mdtriz pozitiv.

ij=1
— Létezik H — K linedris leképezéseknek olyan (Vi)i=1,.. nk rendeszere, hogy minden A € B(H)
esetén
nk
2(4) = Y vV
t=1
teljesiil.
8. 8. hét

8.1. Tétel. Minden A € B(H) linedris leképezésre det e = e™4 teljesiil.
8.2. Tétel. Minden n € N esetén az

f:B(H) — B(H) A A"
leképezés derivdlhatd és derivaltjira minden A, X € B(H) esetén

n—1

DfA)(X) = Z Ak x A1k

k=0

teljesiil.
8.3. Tétel. Ha G(B(H)) jeldli a B(H) halmaz invertilhatd elemeinek o halmazdt, akkor az
i:G(B(H)) = G(B(H)) A AT
invertdlds leképezés derivdlhaté és derivdltjira minden A € G(B(H)) és X € B(H) esetén
(Di)(A)(X) = -A"txA!
teljesiil.

8.1. Definicié. Ha I C R nyilt intervallum, f € C'(I,R), A olyan n x n-es énadjungalt matrix,
melyre Sp A C T teljesiil, valamint U olyan unitér és D = Diag(\,...,\,) olyan diagonalis n X n-es
méatrix, melyre A = UDU* teljesiil, akkor f[! (D) jeloli azt az n X n-es matrixot melynek elemei

i,7€{l,...,n} B
fU(D);; = #, ha A # A
() ha A = Aj,

tovabba legyen fl(A) = U f(D)U*.
8.4. Tétel. Minden n € NT esetén az
FiBH) = B(H)  Aws A"
leképezés derivdltjira minden diagondlis A € B(H) és X € B(H) esetén
(D) (A)X) = fII(4) 0 X

teljesiil, ahol o jeléli a Schur-szorzatot.



8.5. Tétel. Ha p polinom, A n X n-es onadjungdlt mdtriz, U olyan unitér és D = Diag(A1,...,\n)
olyan diagondlis n x n-es mdtriz, melyre A = UDU* teljesiil, akkor minden X n X n-es dnadjungdlt
matriz esetén

(Dp)(A)(X) = U (p1(D) o (U XU)) U
teljesil, ahol o jelli a Schur-szorzatot.
8.6. Tétel. Ha I C R nyilt intervallum, f € C*(I,R), A olyan n x n-es dnadjungdlt mdtriz, melyre

Sp A C I teljesiil, valamint U olyan unitér és D = Diag(\1, ..., \n) olyan diagondlis n X n-es mdtriz,
melyre A = UDU™ teljesiil, akkor minden X n X n-es énadjungdlt mdtriz esetén

(DA)(AYX) = U (f1(D) o (U"XU)) U
teljesil, ahol o jelli a Schur-szorzatot.

8.2. Definicié. Minden I C R nyilt intervallum esetén jelolje Creg(I,R) azon f: I — R figgvények
halmazat, melyekhez létezik olyan {2 C C nyilt halmaz és f U — C regularis fiiggvény, hogy I C U
és flr = f teljestil. Adott f € Cieg(I,R) esetén jeldljon f egy olyan C — C regularis fliggvényt,
melyre I C Dom f és f|1 = f teljestl.

8.7. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € Creg(I,R), A € B(H) olyan énadjungdlt mdtriz,
melyre Sp A C I teljesiil, tovibbd legyen ~ olyan szakaszonként folytonosan differencidlhatd, zdrt

gorbe a komplex szamsikon, hogy v C Dom f és minden A € Sp A esetén Ind(\) =1 teljesil. Ekkor
_ L L Feveids a1
S = g f @i - ag
valamint minden dnadjungdlt X,Y € B(H) esetén
_ 1 1z s -1 a1
(DA = gz § FOEid )X (e~ 2 ag
1 _
(D2A)(AX,Y) = 5= 74 FOE =) (X (€idn —A) Y + V(€= A)7IX) (€= A) 7 d€
v

8.8. Tétel. Minden invertdlhato A € B(H) operdtorra és X,Y € B(H) esetén

(Ddet)(A)(X) = (det A) (Tr XA™"),
(D*det)(A)(X,Y) = (det A) ((Tr XA™") (TrYA™') — (r XA™'YA™Y)).
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