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1. 1. hét
1.1. Definíció. Vektortér. Lineáris altér.

1.2. Definíció. Lineáris kombináció, vektorok lineárisan független rendszere.

1.3. Definíció. Vektorrendszer lineáris burka.

1.4. Definíció. Bázis.

1.1. Tétel. Minden lineárisan független vektorrendszer kiegészíthető bázissá.

1.2. Tétel. Minden vektortérben létezik bázis.

1.3. Tétel. Vektortérben két véges bázis elemszáma azonos.

1.5. Definíció. Dimenzió.

1.6. Definíció. Lineáris leképezés. Lineáris leképezés képtere és magtere.

1.4. Tétel. Lineáris leképezések vektorteret alkotnak.

1.5. Tétel. Bázison adott leképezés egyértelműen kiterjeszthető lineáris leképezéssé.

2. 2. hét
2.1. Definíció. Lineáris leképezés mátrixa adott bázisban.

2.1. Tétel. Báziscsere transzformáció.

2.2. Tétel. Lineáris leképezések és mátrixok műveleteinek kapcsolata.

2.2. Definíció. Véges dimenziós V vektortér feletti n-lineáris antiszimmetrikus formák tere (
∧n

V ).

2.3. Tétel. Ha V n dimenziós vektortér, akkor dim
∧n

V = 1.

2.3. Definíció. Véges mindenziós V vektortér esetén az A : V → V lineáris leképezés determinánsa
(detA).

2.4. Tétel. A determináns bázisfüggetlen.

2.5. Tétel. Ha V n dimenziós vektortér, valamint A,B ∈ Lin(V, V ) és λ ∈ K, akkor det(AB) =
(detA)(detB), det(λA) = λn(A) és det(idV ) = 1.

2.6. Tétel. Ha a V n dimenziós vektortér egy bázisában az A ∈ Lin(V, V ) mátrixa [Aij ]i,j=1,...,n,

akkor detA =
∑

π∈Perm(n)

ε(π)

n
∏

k=1

Akπ(k).

2.4. Definíció. Vektortér alterének kiegészítő altere.

2.7. Tétel. Minden vektortér minden alterének létezik kiegészítő altere.



2 3. 3. HÉT

Mostantól minden vektortér és Hilbert-tér véges
dimenziós és komplex számtest feletti.

3. 3. hét

3.1. Tétel. Dimenziótétel. Ha A ∈ Lin(U, V ), akkor dimU = dimKerA+ dimRanA.

3.1. Definíció. Skaláris szorzás valós, illetve komplex vektortér felett.

3.2. Definíció. Norma származtatása skaláris szorzásból.

3.3. Definíció. Normált bázis, ortogonális bázis, ortonormált bázis.

3.2. Tétel. Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlőtlenség skalárszorzatos vektortéren.

3.3. Tétel. Riesz-féle reprezentációs tétel.

3.4. Definíció. Hilbert-terek között ható lineáris leképezés adjungáltja.

3.4. Tétel. Ha A : H → K Hilbert-terek között ható lineáris leképezés, akkor A∗ : K → H lineáris
leképezés.

3.5. Tétel. Legyen (ei)i=1,...,n és (fj)j=1,...,m ortonormált bázis a H illetve K Hilbert-téren. Az A :
H → K leképezés mátrixát ezekben a bázisokban az Aij = 〈fi, Aej〉 kijezéssel kapjuk meg, az adjungált
lineáris leképezés mátrixára pedig A∗

ji = Aij teljesül.

3.6. Tétel. Adjungálás tulajdonságai.
1. Minden A : H → K lineáris leképezésre A∗∗ = A teljesül.
2. Minden A,B : H → K lineáris leképezésre (A+B)∗ = A∗ +B∗ teljesül.
3. Minden A : H → K lineáris leképezésre és λ ∈ K skalárra (λA)∗ = λA∗ teljesül.
4. Minden A : H1 → H2, B : H2 → H3 lineáris leképezésre (BA)∗ = A∗B∗ teljesül.

3.7. Tétel. Polarizációs formula. Hilbert-tér feletti A ∈ B(H) lineáris leképezésre minden x, y ∈ H
esetén

〈y,Ax〉 =
1

4

3
∑

k=0

ik
〈

x+ ik y,A(x+ ik y)
〉

.

3.8. Tétel. Hilbert-tér feletti A ∈ B(H) lineáris leképezésre A 6= 0 pontosan akkor teljesül, ha létezik
olyan x ∈ H, melyre 〈x,Ax〉 6= 0.

3.5. Definíció. Az A ∈ B(H) lineáris leképezés
– normális, ha A∗A = AA∗;
– önadjungált, ha A∗ = A;
– projekció, ha A = A∗ = A2.
– Az U : H → K lineáris leképezés unitér, ha UU∗ = idK és U∗U = idH.

3.9. Tétel. Ha az A,B ∈ B(H) lineáris leképezésre BA = idH teljesül, akkor AB = idH.
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3.10. Tétel. Az A ∈ B(H) lineáris leképezésre az alábbiak teljesülnek.

1. A normális ⇔ ∀x ∈ H : ‖Ax‖ = ‖A∗x‖
2. A önadjungált ⇔ ∀x ∈ H : 〈x,Ax〉 ∈ R

3. A unitér ⇔ ∀x, y ∈ H : 〈Ax,Ay〉 = 〈Ax,Ay〉 ⇔ ∀x ∈ H : ‖Ax‖ = ‖x‖
4. A unitér ⇔ ∀(ei)i=1,...,n ONB : (Aei)i=1,...,n ONB.

3.6. Definíció. Pozitív és pozitív definit önadjungált operátorok. (0 ≤ A). A ≤ reláció az önadjun-
gált operátorok halmazán.

3.11. Tétel. A ≤ rendezés az önadjungált operátorok halmazán.

4. 4. hét

4.1. Tétel. A pozitív mátrixok összege és pozitív számszorosa is pozitív.

4.1. Definíció. Az A ∈ Lin(V, V ) leképezés sajátértéke, sajátvektora és spektruma (SpA).

4.2. Definíció. Lineáris leképezés sajátértékének algebrai és geometriai multiplicitása.

4.2. Tétel. Lineáris leképezés spektruma a sajátértékek halmaza.

4.3. Tétel. Az A ∈ B(H) lineáris leképezés pontosan akkor normális, ha létezik olyan (ei)i=1,...,n

ortonormált bázis a H Hilber-térben és az A sajátértékeinek olyan (λi)i=1,...,n rendszere, hogy minden
i ∈ {1, . . . , n} esetén Aei = λiei teljesül.

4.4. Tétel. Legyen A ∈ B(H) normális operátor, (ei)i=1,...,n olyan ortonormált bázis a H Hilber-
térben és (λi)i=1,...,n a sajátértékek olyan rendszere, hogy minden i ∈ {1, . . . , n} esetén Aei = λiei
teljesül. Ha minden i ∈ {1, . . . , n} esetén Pi jelöli az ei vektor által meghatározott altérre való orto-
gonális projekciót, akkor

A =

n
∑

i=1

λiPi.

4.3. Definíció. Az A ∈ BH) normális leképezés spektrálfelbontása.

4.5. Tétel. Az A ∈ B(H) normális leképezésre az alábbiak teljesülnek.

1. A önadjungált ⇔ SpA ⊆ R

2. A pozitív ⇔ SpA ⊆ R
+
0

3. A unitér ⇔ SpA ⊆ T

4. A projekció ⇔ SpA ⊆ {0, 1}

4.4. Definíció. Az A ∈ BH) normális leképezés és az f : SpA → C függvény esetén f(A).

4.5. Definíció. Az A önadjungált operátor pozitív és negatív része (A+, A−).

4.6. Tétel. Az A ∈ BH) önadjungált leképezés pontosan akkor pozitív, ha létezik olyan B ∈ B(H),
melyre A = B∗B teljesül.
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5. 5. hét
5.1. Definíció. Az A ∈ BH) operátor abszolút értéke (|A|).

5.1. Tétel. Poláris felbontás. Az A ∈ B(H) operátorhoz létezik olyan U unitér operátor, hogy A =
U |A| teljesül.

5.2. Definíció. Az A ∈ B(H) operátor operátor normája (‖A‖).

5.2. Tétel. Az operátor norma szubmultiplikatív, továbbá (B(H), ‖·‖) Banach-tér.

5.3. Tétel. Minden A ∈ B(H) elemre ‖A∗‖ = ‖A‖ és ‖A∗A‖ = ‖A‖
2 teljesül.

5.3. Definíció. Az A ∈ B(H) operátor operátor nyoma az (ei)i=1,...,n ortonormált bázisban (TrA).

5.4. Tétel. A nyom B(H) → C bázisfüggetlen, lineáris, ciklikus (∀A,B ∈ B(H) : Tr(AB) = Tr(BA))
leképezés.

5.5. Tétel. Ha az A ∈ B(H) operátor λ ∈ SpA sajátértékének mλ jelöli az algebrai multiplicitását,
akkor TrA =

∑

λ∈SpA

λmλ.

5.4. Definíció. Hilbert–Schmidt-belső szorzás a B(H) téren.

5.5. Definíció. Az A ∈ B(H) operátor spektrálsugara (ρ(A)).

5.6. Definíció. Az A ∈ B(H) operátor operátor numerikus sugara (w(A)).

5.6. Tétel. A numerikus sugár norma a B(H) téren.

5.7. Tétel. Jacobson-lemma. Minden A,B ∈ B(H) operátor esetén Sp(AB) = Sp(BA).

5.8. Tétel. Ha A ∈ B(H) normális operátor, akkor ρ(A) = w(A) = ‖A‖.

5.9. Tétel. Minden A ∈ B(H) operátor esetén

ρ(A) ≤ w(A) ≤ ‖A‖ ≤ 2w(A).

6. 6. hét
6.1. Tétel. Ha (ei)i=1,...,n és (fj)j=1,...,m bázis a H és a K Hilbert téren és

ei ⊗ fj : K
∗ → H ϕ 7→ ei · ϕ(fj),

akkor az (ei ⊗ fj) i=1,...,n

j=1,...,m

rendszer bázis a Lin(K∗,H) téren.

6.1. Definíció. A H és a K Hilber-tér tenzorszozata (H⊗K).

6.2. Definíció. Az A ∈ B(H) és a B ∈ B(K) operátorok tenzorszozata (A⊗B ∈ B(H⊗K)).

6.2. Tétel. A tenzorszorzás alaptulajdonságai.
1. Minden A1, A2 ∈ B(H) és B ∈ B(K) esetén (A1 +A2)⊗B = A1 ⊗B +A2 ⊗B.
2. Minden A ∈ B(H) és B1, B2 ∈ B(K) esetén A⊗ (B1 +B2) = A⊗B1 +A⊗B2.
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3. Minden A ∈ B(H), B ∈ B(K) és λ ∈ C esetén (λA) ⊗B = A⊗ (λB) = λ(A ⊗B).
4. Minden A ∈ B(H) és B ∈ B(K) esetén (A⊗B)∗ = A∗ ⊗ λB∗.
5. Minden A1, A2 ∈ B(H) és B1, B2 ∈ B(K) esetén (A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) = (A1A2)⊗ (B1B2).
6. Ha A ∈ B(H) és B ∈ B(K) invertálható, akkor (A⊗ B)−1 = A−1 ⊗B−1.
7. Ha A ∈ B(H) és B ∈ B(K) önadjungált pozitív operátorok, akkor A⊗B is önadjungált pozitív
operátor.

6.3. Definíció. Schur-szorzat vagy Hadamard- szorzat.

6.3. Tétel. Pozitív mátrixok Schur-szorzata pozitív.

6.4. Definíció. Véges sok Hilbert-tér direkt összege.

6.5. Definíció. Lineáris operátorok blokk-reprezentációja véges sok Hilbert-tér direkt összegén.

6.4. Tétel. Minden A ∈ B(H) esetén az alábbi teljesül.

‖A‖ ≤ 1 ⇔ A∗A ≤ idH

6.5. Tétel. Minden A,B ∈ B(H), B∗ = B esetén az alábbi teljesül.

0 ≤

(

idH A

A∗ idH

)

⇔ A∗A ≤ idH ⇔ ‖A‖ ≤ 1

0 ≤

(

B A

A∗ idH

)

⇔ A∗A ≤ B

6.6. Definíció. Egységelemtartó és pozitív B(H) → B(K) lineáris leképezések.

6.6. Tétel. Ha Φ : B(H) → B(K) lineáris, pozitív, egységelemtartó leképezés és A ∈ B(H) normális
operátor, akkor Φ(A)∗Φ(A) ≤ Φ(A∗A).

6.7. Tétel. Ha Φ : B(H) → B(K) lineáris, pozitív, egységelemtartó leképezés és A ∈ B(H) pozitív
invertálható operátor, akkor Φ(A)−1 ≤ Φ(A−1).

7. 7. hét
7.1. Tétel. Ha Φ : B(H) → B(K) lineáris, pozitív, egységelemtartó leképezés, akkor ‖Φ‖ = 1.

7.2. Tétel. Ha Φ : B(H) → B(K) lineáris, pozitív leképezés, akkor ‖Φ‖ = ‖Φ(idH)‖.

7.1. Definíció. Adott n ∈ N+ esetén n-pozitív és teljesen pozitív B(H) → B(K) lineáris leképezések.

7.3. Tétel. Ha Φ : B(H) → B(K) lineáris, 2-pozitív, egységelemtartó leképezés, akkor minden A ∈
B(H) esetén Φ(A)∗Φ(A) ≤ Φ(A∗A).

7.2. Definíció. Az n× n-es mátrixok terében az (Eij)i,j=1,...,n mátrixegységek.

7.4. Tétel. Legyen Φ : B(H) → B(K) lineáris leképezés. A H Hilbert-térben tekintsük az (ei)i=1,...,n

ortonormált bázist, valamint legyen k = dimK. Az alábbi állítások ekvivalensek.
– A Φ leképezés teljesen pozitív.
– A Φ leképezés n-pozitív.
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– Az X =
n
∑

i,j=1

Eij ⊗ Φ(Eij) mátrix pozitív.

– Létezik H → K lineáris leképezéseknek olyan (Vt)t=1,...,nk rendeszere, hogy minden A ∈ B(H)
esetén

Φ(A) =

nk
∑

t=1

VtAV
∗
t

teljesül.

8. 8. hét
8.1. Tétel. Minden A ∈ B(H) lineáris leképezésre det eA = eTrA teljesül.

8.2. Tétel. Minden n ∈ N+ esetén az

f : B(H) → B(H) A 7→ An

leképezés deriválható és deriváltjára minden A,X ∈ B(H) esetén

(Df)(A)(X) =
n−1
∑

k=0

AkXAn−1−k

teljesül.

8.3. Tétel. Ha G(B(H)) jelöli a B(H) halmaz invertálható elemeinek a halmazát, akkor az

i : G(B(H)) → G(B(H)) A 7→ A−1

invertálás leképezés deriválható és deriváltjára minden A ∈ G(B(H)) és X ∈ B(H) esetén

(Di)(A)(X) = −A−1XA−1

teljesül.

8.1. Definíció. Ha I ⊆ R nyílt intervallum, f ∈ C1(I,R), A olyan n × n-es önadjungált mátrix,
melyre SpA ⊆ I teljesül, valamint U olyan unitér és D = Diag(λ1, . . . , λn) olyan diagonális n× n-es
mátrix, melyre A = UDU∗ teljesül, akkor f [1](D) jelöli azt az n × n-es mátrixot melynek elemei
i, j ∈ {1, . . . , n}

f [1](D)ij =







f(λi)− f(λj)

λi − λj

, ha λi 6= λj ;

f ′(λi) ha λi = λj ,

továbbá legyen f [1](A) = Uf [1](D)U∗.

8.4. Tétel. Minden n ∈ N+ esetén az

f : B(H) → B(H) A 7→ An

leképezés deriváltjára minden diagonális A ∈ B(H) és X ∈ B(H) esetén

(Df)(A)(X) = f [1](A) ◦X

teljesül, ahol ◦ jelöli a Schur-szorzatot.
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8.5. Tétel. Ha p polinom, A n × n-es önadjungált mátrix, U olyan unitér és D = Diag(λ1, . . . , λn)
olyan diagonális n× n-es mátrix, melyre A = UDU∗ teljesül, akkor minden X n× n-es önadjungált
mátrix esetén

(Dp)(A)(X) = U
(

p[1](D) ◦ (U∗XU)
)

U∗

teljesül, ahol ◦ jelöli a Schur-szorzatot.

8.6. Tétel. Ha I ⊆ R nyílt intervallum, f ∈ C1(I,R), A olyan n× n-es önadjungált mátrix, melyre
SpA ⊆ I teljesül, valamint U olyan unitér és D = Diag(λ1, . . . , λn) olyan diagonális n×n-es mátrix,
melyre A = UDU∗ teljesül, akkor minden X n× n-es önadjungált mátrix esetén

(Df)(A)(X) = U
(

f [1](D) ◦ (U∗XU)
)

U∗

teljesül, ahol ◦ jelöli a Schur-szorzatot.

8.2. Definíció. Minden I ⊆ R nyílt intervallum esetén jelölje Creg(I,R) azon f : I → R függvények
halmazát, melyekhez létezik olyan Ω ⊆ C nyílt halmaz és f̃ : U → C reguláris függvény, hogy I ⊆ U

és f̃ |I = f teljesül. Adott f ∈ Creg(I,R) esetén jelöljön f̃ egy olyan C ։ C reguláris függvényt,
melyre I ⊆ Dom f̃ és f̃ |I = f teljesül.

8.7. Tétel. Legyen I ⊆ R nyílt intervallum, f ∈ Creg(I,R), A ∈ B(H) olyan önadjungált mátrix,
melyre SpA ⊆ I teljesül, továbbá legyen γ olyan szakaszonként folytonosan differenciálható, zárt
görbe a komplex számsíkon, hogy γ ⊆ Dom f̃ és minden λ ∈ SpA esetén Indγ(λ) = 1 teljesül. Ekkor

f(A) =
1

2π i

∮

γ

f̃(ξ)(ξ idH −A)−1
d ξ,

valamint minden önadjungált X,Y ∈ B(H) esetén

(Df)(A)(X) =
1

2π i

∮

γ

f̃(ξ)(ξ idH −A)−1X(ξ −A)−1
d ξ,

(D2f)(A)(X,Y ) =
1

2π i

∮

γ

f̃(ξ)(ξ −A)−1
(

X(ξ idH −A)−1Y + Y (ξ −A)−1X
)

(ξ −A)−1
d ξ.

8.8. Tétel. Minden invertálható A ∈ B(H) operátorra és X,Y ∈ B(H) esetén

(Ddet)(A)(X) = (detA)
(

TrXA−1
)

,

(D2 det)(A)(X,Y ) = (detA)
((

TrXA−1
) (

Tr Y A−1
)

−
(

TrXA−1Y A−1
))

.
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