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I. Oldja meg az alábbi kezdeti érték problémát. (15 p.)

(y(x)− αx)y′(x) + x(α2 − 1)− αy(x) = 0 y(0) = α

Megoldás.

Mivel az egyenlet P (x, y)y′(x) +Q(x, y) = 0 alakú továbbá ∂1P = ∂2Q teljesül, ezért az egyenlet egzakt.

Az egyenlet általános megoldására

y2

2
− αxy +

x2

2
(α2 − 1) = C C ∈ R

adódik. A megadott kezdeti érték alapján

y2 − 2 · αxy + x2(α2 − 1) = α2,

vagyis

(y − αx)2 = α2 + x2.

Tehát y(x) = αx+
√
α2 + x2 a megoldás.

II. Oldja meg az alábbi kezdeti érték problémát. (20 p.){
ẋ1(t) = (α+ 3)x1(t) + 2x2(t)
ẋ2(t) = 2x1(t) + αx2(t)

x1(0) = 2 x2(0) = 1

Megoldás.

Az A =
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)
mátrix sajátértékei és sajátvektorai

λ1 = α− 1, v1 = (−1, 2); λ2 = α+ 4, v2 = (2, 1).

A di�erenciálegyenlet általános megoldása ezek alapján(
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A kezdeti értékek alapján C1 = 0 és C2 = 1, vagyis

ẋ1(t) = 2 e(α+4)t

ẋ2(t) = e(α+4)t .

III. Legyen f : R3 → R, f(r) = e−α‖r‖, ahol r = (x, y, z) és ‖r‖ =
√
x2 + y2 + z2. Határozza meg az (20 p.)

(∆f)(r)

f(r)
+

2α

‖r‖
függvényt.

Megoldás.

Mivel (∆f)(r) = αf(r)

(
α− 2

‖r‖

)
, ezért

(∆f)(r)

f(r)
+

2α

‖r‖
= α2.

IV. Határozza meg az f : R3 → R, f(x, y, z) =
β√

α2 + 4 · βz
függvény integrálját azon az F felületen, (20 p.)

melynek paraméterezése

P : [0, 1]× [0, 2π]→ R3 (u, v) 7→ (αu cos v, αu sin v, βu2).

Megoldás.



A felület normálvektora n(u, v) = ±(2 · αu2 cos v, 2 · αu2 sin v,−α · βu) és ennek hossza ‖n(u, v)‖ =

αu
√

4 · β2u2 + α2. Ezek alapján a keresett integrál az alábbi.

∫∫
F

f =

1∫
0

2π∫
0

αu
√

4 · β2u2 + α2 · β√
α2 + 4 · β2z2

d v du = 2π

1∫
0

α · βudu = α · βπ

V. Legyen f : R3 → R, f(x, y, z) = αx+ 3z, valamint (20 p.)

Ω =
{

(x, y, z) ∈ R3| αx2 + βy2 ≤ z ≤ 6−
√
αx2 + βy2

}
.

Határozza meg az

∫∫∫
Ω

f integrál értékét.

Megoldás.

Alkalmazzuk az x =
1√
α
r cosϕ és y =

1√
β
r sinϕ helyettesítést. A megadott tartományra vonatkozó

egyenl®tlenség ekkor r2 ≤ z ≤ 6−r. A 0 ≤ r és az r2 ≤ 6−r egyenl®tlenségek miatt r ∈ [0, 2]. A keresett

integrál az alábbi.

∫∫∫
Ω
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0
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(
√
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r√
α · β dϕd z d r =

3π√
α · β

2∫
0

r((6− r)2 − r4) d r =
50π√
α · β


