Vizsgatematika
Szamitasi modszerek a fizikaban 1, 2021/22 1. félév

1. Komplex szamok. Valos szamok miiveletei és axiomai. Komplex szamok algebrai alakja.
Komplex szam valos és képzetes része, konjugaltja, valamint abszolut értéke. Komplex
szamok Osszege, kiilonbsége, szorzata és hanyadosa. A rendezés nem altaldnosithato a
komplex szdmtestre. Komplex sorozat és sor hatarértéke. Az exponencidlis, a szinusz és
a koszinusz fliggvény definici6ja hatvanysorral. Euler-formula.

2. Trigonometrikus fiiggvények.  Trigonometrikus fiiggvények felirasa exponencidlissal.
Addiciés tételek trigonometrikus fiiggvényekre. Arcsin és arccos definidlasa. Algebrai
alakban felirt komplex szam esetén a sin, cos, tg, sh, ch és th meghatarozasa. Az sh, ch
és th definidlasa, valamint addiciés tételek ezen fiiggvényekre. Arsh, Arch fiiggvények.
Komplex szam trigonometrikus alakja és exponencialis alakja. Komplex szamok szorzasa
és hatvanyozasa exponencidlis alakban. Komplex szam logaritmusa. Komplex szam
komplex hatvanyra emelése. Komplex szam n-edik gytke, ahol n € N.

3. Polinomok és a K" vektortér. Komplex polinomok. Polinomok maradékos osztésa.
Az algebra alaptétele. Polinom gyokei és egyiitthatéi kozotti Osszefiiggés. Lagrange-
interpolacio. A K™ vektorainak Osszege, szamszorosa és skaléris szorzata (koordinatakkal
definidlva). Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlGtlenség a K™ téren. Az R™ tér
vektorai altal bezart szog.

4. Az R euklidészi tér. Az R3 térben skalaris, vektoridlis és vegyes szorzat. Kronecker-delta,
Levi-Civita-szimbolum. Az R? térben a vektoridlis szorzat és a vegyes szorzat felirdsa a
Levi—Civita-szimbolummal. Az egyenes és a sik egyenlete. Pontok, egyenesek és sikok
egymastol valo tavolsaga. Adott sikra/egyenesre vald vetités/tiikrozeés és adott sikban
valo forgatas matrixa az R? tér kanonikus bazisaban.

5. Vektortér. Absztrakt vektortér fogalma az R és a C szamtest felett. Vektorok linearis
kombinacidja, linearis fliggetlensége és linedris burka. Linearis altér. Bazis. Dimenzi6.
Skaléris szorzas. Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenl6tlenség. Vektorok &ltal bezart
sz0g. Norma. Minkowski-egyenlGtlenség. A K" téren a |||, és a |||, norma. Skalaris
szorzasbol szarmazé norma. Gram-Schmidt-ortogonalizaci6. Ortogonélis, normaélt,
ortonormalt és teljes vektorrendszer. Vektor kifejtése oronormélt bazisban. Pitagorasz-
tétel véges dimenzidban.

6. Linearis leképezés. Lineéris leképezés. Linedris leképezés képtere és magtere. Adott U
és V' vektorterek esetén Lin(U, V') is vektortér. Az U és a V' vektortérben adott béazis
esetén az A € Lin(U, V') leképezés matrixa. Matrixok Gsszege, szamszorosa és szorzata.
Kapcsolat a linearis leképezések mitiveletei és a matrixmiiveletek kozott. Baziscsere
transzforméaci6. Linearis leképezés rangja. Dimenziotétel. Négyzetes matrix nyoma és
a nyom tulajdonsagai. Matrix transzponaltja és a transzponalas tulajdonsigai. Riesz-
féle reprezentécios tétel véges dimenzios skalarszorzatos vektortereken. Négyzetes matrix
adjungaltja és az adjungélas tulajdonsagai.



7. Determinans. Permutacidok csoportja. Transzpozici6. Permutéiciokon értelmezett
elGjel fliggvény (sign, €). Matrix determinansa és a determinans alaptulajdonsagai.
Matrix invertalasa aldeterminéns segitségével. Adjugalt matrix (adj(A)). Invertalhatosag
jellemzése determinanssal.

8. Linedris egyenletrendszerek és specialis matrixok. Linearis egyenletrendszer felirdsa vektor-
ral és linearis leképezéssel. Elemi sormitiveletek. Lineéris egyenletrendszer lépcsds alak-
ja. Linearis egyenletrendszer megoldasa Gauss—Jordan-eliminacioval. Matrix invertélasa
Gauss—Jordan-eliminacioval. Polarizacios formula. Matrixok specialis tipusai: &nadjun-
galt, normalis, ortogondlis, unitér, projekcio, idempotens és nilpotens. Az A : C* — C”
linearis leképezés normalissdganak, onadjungaltsaganak és unitérségének jellemzése ska-
laris szorzassal.

9. Spektrum és normalis operdtorok. Algebra, egységelemes algebra. Elem spektruma
egységelemes algebraban. Jacobson-lemma. Az A :V — V lineéris leképezés sajatértéke,
sajatvektora és sajataltere. Matrixalgebraban 16v6 elem spektruma. Onadjungalt, unitér
és projekcid spektruma. Normadlis operator sajatvektorainak tulajdonsigai. Normalis
operator diagonalizalhatosdga. Normadlis operator fiiggvényének értelmezése. Normalis
operator spektralfelbontasa.

10. Jordan-alak. Vektortér kiegészitG lineéris alterei. Linedris operator invaridns altere.
Jordan-blokk. Blokkdiagonalis matrix. Jordan-matrix. Nilpontens matrixhoz létezik
olyan béazis, melyben a matrixa Jordan-matrix. Minden komplex matrixhoz létezik
olyan bazis, melyben a méatrixa Jordan-matrix. Jordan-blokk hatvanyozasa. Analitikus
fliggvény. Matrix analitikus fliggvényének az értelmezése.

11. Pozitiv operatorok, matrix rangja, Sylvester-tétel. Pozitiv/negativ, pozitiv/negativ definit
és indefinit leképezés. Operator pozitivitdsanak ekvivalens megfogalmazasai. Pozitiv
operatorok kupja. Rendezés a pozitiv operatorokon. A rendezés elemi tulajdonsagai.
Az n-monoton és az operdtor monoton fiiggvény. Matrix oszlop rangja, sor rangja és
determinéns rangja, valamint ezek kozotti osszefiiggés. Blokk matrix. Sylvester-tétel.



