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1. Valós számok elemei m¶veletei

Jelölés. Matematikai állításokkal kapcsolatos logikában is használt jelölések. A változójelekre
tetsz®leges bet¶t, illetve jelet fogunk használni a továbbiakban. Adott p és q állítás esetén az
alábbi alapvet® logikai kapcsolókat értelmezzük:

¬p: p tagadása, negációja;
p ∨ q: p vagy q;
p ∧ q: p és q;
p → q: p allításból következik q;
∃: létezik szimbólum;
∀: minden szimbólum.

Jelölés. A következ® halmazelméleti jelöléseket fogjuk használni:
x ∈ A: x eleme az A halmaznak;
x /∈ A: x nem eleme az A halmaznak;
A ∪B: az A és B halmaz uniója;
A ∩B: az A és B halmaz metszete;
A \B: az A halmazból elvesszük a B halmazt;
A ⊆ B: az A halmaz részhalmaza a B halmaznak;
A ⊈ B: az A halmaz nem részhalmaza a B halmaznak.

Megjegyzés. Az elemi halmazjelöléseket az alábbi módon értelmezzük.

∀x : x ∈ A ∪B ↔ (x ∈ A ∨ x ∈ B)
∀x : x ∈ A ∩B ↔ (x ∈ A ∧ x ∈ B)
∀x : x ∈ A \B ↔ (x ∈ A ∧ x /∈ B)

A ⊆ B ↔ (∀x : x ∈ A → x ∈ B)
♢

Jelölés. Az alábbi jelöléseket fogjuk még használni:
N: természetes számok halmaza;
Z: egész számok halmaza;
Q: racionális számok halmaza;
R: valós számok halmaza;
R+: a szigorúan pozitív valós számok halmaza (x ∈ R+ ↔ (x ∈ R ∧ x > 0));
R+

0 : a nem negatív valós számok halmaza (x ∈ R+
0 ↔ (x ∈ R ∧ x ≥ 0));

f : A → B: f függvény, az A halmaz egyes elemeihez B halmazbeli elemet rendel;
Dom f : f függvény értelmezési tartománya;
Ran f : f függvény értékkészlete.

Kiegészítés. Létezik olyan (R,+,−, ·,−1, 0, 1,≤) nyolcas, ahol

1. 0, 1 ∈ R, 0 ̸= 1;

2. + : R× R → R, (a, b) 7→ a+ b függvény, − : R → R, a 7→ −a függvény a

∀a ∈ R a+ 0 = a
∀a ∈ R a+ (−a) = 0
∀a, b, c ∈ R (a+ b) + c = a+ (b+ c)
∀a, b ∈ R a+ b = b+ a

tulajdonságokkal;

3. · : R× R → R, (a, b) 7→ a · b függvény, −1 : R \ {0} → R, a 7→ a−1 függvény a

∀a ∈ R a · 1 = a
∀a ∈ R \ {0} a · a−1 = 1
∀a, b, c ∈ R (a · b) · c = a · (b · c)
∀a, b ∈ R a · b = b · a
∀a, b, c ∈ R (a+ b) · c = a · c+ b · c

tulajdonságokkal;
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4. ≤⊆ R×R részhalmaz, melyre minden (a, b) ∈≤ esetén az a ≤ b jelölést használjuk, és mely
rendelkezik a

∀a ∈ R a ≤ a
∀a, b ∈ R (a ≤ b ∧ b ≤ a) → a = b
∀a, b, c ∈ R (a ≤ b ∧ b ≤ c) → a ≤ c
∀a, b ∈ R a ≤ b ∨ b ≤ a
∀a, b, c ∈ R (a ≤ b) → a+ c ≤ b+ c
∀a, b, c ∈ R (a ≤ b ∧ 0 ≤ c) → a · c ≤ b · c

tulajdonságokkal;

5. továbbá

∀A ∈ P(R) \ {∅} : ((∃K ∈ R : (∀a ∈ A : a ≤ K)) →
→ (∃s ∈ R : ((∀a ∈ A : a ≤ s) ∧ (∀s′ ∈ R : ((∀a ∈ A : a ≤ s′) → s ≤ s′)))))

teljesül.

Ebben a struktúrában az R halmaz elemeit nevezzük valós számoknak, a + és a · m¶veletet pedig
összeadásnak és szorzásnak.

♢

Kiegészítés. Ha (K,⊕,⊖,×,⊖1,0,1,⪯) olyan struktúra, melyre szintén teljesülnek a fenti állí-
tásban megfogalmazott tulajdonságok, akkor létezik olyan φ : R → K bijekció, melyre φ(0) = 0,
φ(1) = 1 és minden x, y ∈ R elem esetén

φ(x+ y) = φ(x)⊕ φ(y)

φ(−x) = ⊖φ(x)

φ(x · y) = φ(x)× φ(y)

x ̸= 0 ⇒ φ(x) ̸= 0 ∧ φ
(
x−1

)
= (φ(x))

⊖1

x ≤ y ⇔ φ(x) ⪯ φ(y)

teljesül.
♢

Jelölés. A szorzás · jelét általában nem írjuk ki, azaz a, b ∈ R esetén ab jelöli az a ·b elemet. Adott
a, b ∈ R esetén a − b jelöli az a + (−b) elemet. Az a ∈ R és b ∈ R \ {0} esetén az ab−1 elemre

gyakran az a : b vagy az
a

b
jelölést használjuk. Továbbá minden a, b ∈ R esetén a < b vagy b > a

azt jelöli, hogy a ≤ b és a ̸= b.

Kiegészítés. A valós számok fenti axiómából már levezethet®k azok a tulajdonságok, melyeket
már megszoktunk.

1.1. Tétel. A valós számok halmazán az alábbiak teljesülnek.

1. ∀x ∈ R : 0 · x = 0

2. ∀x ∈ R : (−1) · x = −x

3. ∄x ∈ R : 0 · x = 1

4. ∀x, y ∈ R : x < y → −y < −x

5. (−1)2 = 1

6. ∀x, y, z ∈ R : (x < y ∧ z < 0) → yz < xz

7. ∀x ∈ R : 0 ≤ x2

8. 0 < 1

9. ∀x, y ∈ R : 0 < x < y → 0 <
1

y
<

1

x

Bizonyítás.

1. Legyen x ∈ R tetsz®leges. Ekkor 0 + 0 = 0 és a disztributivitás miatt

0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x+ 0 · x,
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amihez hozzáadva a −(0 · x) elemet 0 · x = 0 adódik.
2. Ha x ∈ R akkor az 1. pont alapján 0 · x = 0, ezért

(−1) · x = 0 + (−1) · x = −x+ x+ (−1) · x = −x+ 1 · x+ (−1) · x =

= −x+ (1 + (−1))x = −x+ 0 · x = −x+ 0 = −x.

3. Az 1. pont nyilvánvaló következménye.
4. Ha x, y ∈ R és x < y, akkor az egyenl®tlenséghez hozzáadva a −x− y számot −y < −x adódik.
5. A

(−1)2 = (−1) · (−1) = (1 + (−1) + (−1)) · (−1) = −1 + (−1)2 + (−1)2

egyenlet elejéhez és végéhez hozzáadva a −(−1)2 számot

0 = −1 + (−1)2,

majd az 1 számot
1 = (−1)2

adódik.
6. Legyen x, y, z ∈ R olyan, melyre x < y és z < 0 teljesül. A 4. pont alapján ekkor 0 < −z,
vagyis −zx < −zy, amib®l megint a 4. pont alapján zy < zx következik.
7. Legyen x ∈ R. Ha 0 ≤ x ∈ R, akkor az egyenl®tlenséget megszorozva az x pozitív számmal
0 ≤ x2 adódik. Ha x ≤ 0, akkor 0 ≤ −x, amit megszorozva a −x pozitív számmal 0 ≤ x2 adódik.
8. A 7. pont alapján nyilvánvaló.

9. Legyen x ∈ R olyan, melyre 0 < x teljesül. Ha
1

x
≤ 0 teljesülne, akkor ezt megszorozva az x

számmal 1 ≤ 0 ellentmondás adódna, tehát 0 <
1

x
. Ha x, y ∈ R olyan, melyre 0 < x < y teljesül,

akkor az x < y egyenl®tlenséget megszorozva az
1

xy
számmal

1

y
<

1

x
adódik.

♢

1.2. De�níció. A valós számok halmazán de�niáljuk még az x, y ∈ R, x ≤ y elem által meghatá-
rozott alábbi halmazokat.

[x, y] = {z ∈ R| x ≤ z ≤ y}
]x, y] = {z ∈ R| x < z ≤ y}
[x, y[ = {z ∈ R| x ≤ z < y}
]x, y[ = {z ∈ R| x < z < y}
[x,∞[ = {z ∈ R| x ≤ z}
]x,∞[ = {z ∈ R| x < z}

]−∞, x] = {z ∈ R| z ≤ x}
]−∞, x[ = {z ∈ R| z < x}

Továbbá bevezetjük még az
]−∞,∞[ = R

jelölést. Ezen halmazokat intervallumoknak nevezzük.

1.3. Tétel. Adott p, q ∈ R esetén az

1. x2 + px+ q = 0 egyenletnek létezik megoldása, ha p2 − 4q ≥ 0, és a megoldás

x1,2 =
−p±

√
p2 − 4q

2
;

2. x2 + px + q < 0 egyenl®tlenségnek a p2 − 4q < 0 esetben nincs megoldása; a p2 − 4q > 0
esetben pedig

x2 + px+ q < 0 ↔ x ∈

]
−p−

√
p2 − 4q

2
,
−p+

√
p2 − 4q

2

[
.
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2. Exponenciális, logaritmus, trigonometria

2.1. Tétel. Minden q ∈ R+ \ {1} paraméter esetén létezik egyetlen

expq : R → R+ x 7→ qx

olyan folytonos függvény, melyre az alábbiak teljesülnek.

1. q1 = q
2. q0 = 1
3. ∀a, b ∈ R : qa+b = qa · qb

4. ∀a, b ∈ R : (qa)
b
= qab

5. ∀a ∈ R : q−a = (qa)
−1

2.2. Tétel. Minden q ∈ R+ \ {1} paraméter esetén

� Domexpq = R és Ran expq = R+;

� ha q > 1, akkor az expq függvény szigorúan monoton növ®;

� ha q < 1, akkor az expq függvény szigorúan monoton csökken®.

2.3. De�níció. Minden q ∈ R+ \ {1} és minden x ∈ R+ azt az egyetlen z ∈ R számot, melyre
qz = x teljesül a logq(x) szimbólummal fogjuk jelölni. Továbbá a

logq : R+ → R x 7→ logq(x)

függvényt q alapú logaritmusnak nevezzük.

2.4. Tétel. Minden q ∈ R+ \ {1} esetén a logaritmus függvényre az alábbiak teljesülnek.

1. ∀x ∈ R+ : qlogq(x) = x
2. ∀x ∈ R : logq(q

x) = x
3. logq q = 1
4. logq 1 = 0
5. ∀x, y ∈ R+ : logq(xy) = logq(x) + logq(y)
6. ∀x ∈ R+ ∀y ∈ R : y logq(x) = logq(x

y)
7. ∀x ∈ R+ : logq x

−1 = − logq x

2.5. Tétel. Minden q ∈ R+ \ {1} paraméter esetén

� Dom logq = R+ és Ran logq = R;
� ha q > 1, akkor az logq függvény szigorúan monoton növ®;

� ha q < 1, akkor az logq függvény szigorúan monoton csökken®.

2.6. De�níció. Minden x ∈ R szám esetén bevezetjük az x ◦ jelölést az x ◦ = x · π

180
, melyet x

foknak mondunk.

2.7. De�níció. Adott φ ∈ R esetén az R2 síkon az origóból induló, egységnyi hosszúságú, az els®

tengellyel
(φ
π

)
·180 ◦ fokos szöget bezáró vektor végpontjának a koordinátáját jelölje (cosφ, sinφ).

Adott φ ∈ R esetén, ha cosφ ̸= 0, akkor legyen tgφ =
sinφ

cosφ
.

2.8. Tétel. (Trigonometrikus függvények elemi alaptulajdonságai.)

� Domsin = R, Ran sin = [−1, 1].

� Domcos = R, Ran cos = [−1, 1].

� Domtg = R \
{π
2
+ kπ| k ∈ Z

}
, Ran tg = R.

� Minden x ∈ R esetén cos2 x+ sin2 x = 1.
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� cos(0) = 1, sin(0) = 0, cos
(π
2

)
= 0, sin

(π
2

)
= 1, cos(π) = −1, sin(π) = 0.

� Minden x ∈ R esetén sin (x+ 2π) = sinx és cos (x+ 2π) = cosx.

� Minden x ∈ R, ha cosx ̸= 0, akkor tg(x+ π) = tg(x).

2.9. Tétel. Elemi trigonometrikus függvények monotonitása.

1. A cos függvény szigorúan monoton csökken® a [0, π] intervallumon és itt minden értéket
felvesz pontosan egyszer a [−1, 1] intervallumból.

2. A sin függvény szigorúan monoton növ® a
[
−π

2
,
π

2

]
intervallumon és itt minden értéket

felvesz pontosan egyszer a [−1, 1] intervallumból.

3. A tg függvény szigorúan monoton növ® a
]
−π

2
,
π

2

[
intervallumon és itt minden valós számot

pontosan egyszer vesz fel értékül.

2.10. De�níció. Elemi trigonometrikus függvények inverze.

1. Minden x ∈ [−1, 1] számhoz pontosan egy olyan φ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
érték tartozik, melyre

sin(φ) = x teljesül. Ezt a φ számot az arcsin(x) szimbólummal fogjuk jelölni. Az arkusz
szinusz függvény

arcsin : [−1, 1] →
[
−π

2
,
π

2

]
x 7→ arcsin(x).

2. Minden x ∈ [−1, 1] számhoz pontosan egy olyan φ ∈ [0, π] érték tartozik, melyre cos(φ) = x
teljesül. Ezt a φ számot az arccos(x) szimbólummal fogjuk jelölni. Az arkusz koszinusz
függvény

arccos : [−1, 1] →
[
−π

2
,
π

2

]
x 7→ arccos(x).

3. Minden x ∈ R számhoz pontosan egy olyan φ ∈
]
−π

2
,
π

2

[
érték tartozik, melyre tg(φ) = x

teljesül. Ezt a φ számot az arctg(x) szimbólummal fogjuk jelölni. Az arkusz tangens függvény

arctg : R →
]
−π

2
,
π

2

[
x 7→ arctg(x).

2.11. Tétel. Legyen q ∈ [−1, 1].

� A sinx = q egyenlet megoldása x1 = 2kπ + arcsinx és x2 = 2lπ + π − arcsinx, ahol k, l ∈ Z.
� A cosx = q egyenlet megoldása x1,2 = 2kπ ± arccosx, ahol k ∈ Z.
� A tg x = q egyenlet megoldása x = kπ + arctg x, ahol k ∈ Z.

3. Függvények

Kiegészítés. A kés®bbiekben szükségünk lesz a rendezett pár fogalmára, melyet a következ®kben
de�niálunk.

3.1. De�níció. Adott x, y halmazok esetén az

(x, y)
△
= {{x}, {x, y}}

halmazt rendezett párnak nevezzük.

3.2. Tétel. Minden x, y, a, b halmazra (x, y) = (a, b) ↔ (x = a ∧ y = b) teljesül.
♢

3.3. De�níció. Az A és B halmaz Descartes-szorzatának nevezzük az

A×B
△
= {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

halmazt.
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Megjegyzés. Az A×B halmaz elemei rendezett párok és (x, y) ∈ A×B pontosan akkor teljesül,
ha x ∈ A és y ∈ B.

♢

3.4. De�níció. Adott X,Y halmazok esetén a Descartes-szorzatuk f ⊆ X × Y részhalmazát
függvénynek nevezzük, ha

∀x∀y∀y′(((x, y) ∈ f ∧ (x, y′) ∈ f) → y = y′)

Az f ⊆ X × Y függvény

� értelmezési tartománya

Dom f
△
= {x ∈ X| ∃y ∈ Y : (x, y) ∈ f};

� értékkészlete

Ran f
△
= {y ∈ Y | ∃x ∈ X : (x, y) ∈ f}.

Jelölés. Az f ⊆ X × Y függvényre a továbbiakban az f : X ↠ Y jelölést használjuk. Az
f : X ↠ Y függvény értelmezési tartománya Dom f ⊆ X és értékkészlete Ran f ⊆ Y . Adott
x ∈ Dom f ⊆ X esetén azt az egyértelm¶en meghatározott y ∈ Y elemet, melyre (x, y) ∈ f teljesül
f(x) jelöli. Az f függvényt, mint hozzárendelési szabályt gyakran az

f : X ↠ Y x 7→ f(x)

alakban írjuk fel. A H ⊆ X esetén a függvény lesz¶kítése

f |H : H ↠ Y x 7→ f(x).

Abban az esetben, ha az f : X ↠ Y függvényre Dom f = X teljesül, akkor az f : X → Y jelölést
fogjuk használni.

3.5. De�níció. Az f : X ↠ Y függvény

� injektív, ha ∀x, x′ ∈ X : (f(x) = f(x′) → x = x′);

� bijektív, ha Dom f = X, Ran f = Y és injektív.

3.6. Tétel. Ha f : X → Y injektív függvény, akkor invertálható és az inverze az

f−1 = {(y, x) ∈ Y ×X| f(x) = y}

függvény.

3.7. De�níció. Ha f injektív függvény, akkor az f−1 az f függvény inverze.

3.8. De�níció. Ha f : X ↠ Y és g : Y ↠ Z függvény, akkor az

g ◦ f : {x ∈ X| x ∈ Dom f, f(x) ∈ Dom g} ↠ Z x 7→ g(f(x))

függvény az f és a g függvény kompozíciója.

3.9. Tétel. Ha f injektív függvény, akkor

f−1 ◦ f = idDom f és f ◦ f−1 = idRan f

teljesül.

3.10. Tétel. Függvények értelmezési tartománya és értékkészlete.

� Minden q ∈ R+ \ {1} esetén Domexpq = R és Ran expq = R+.

� Minden q ∈ R+ \ {1} esetén Dom logq = R+ és Ran expq = R.
� Domsin = R, Ran sin = [−1, 1], Domcos = R, Ran cos = [−1, 1].

� Domtg = R \
{π
2
+ kπ| k ∈ Z

}
, Ran tg = R.

� Domarcsin = [−1, 1], Ran arcsin =
[
−π

2
,
π

2

]
, Domarccos = [−1, 1], Ran arccos = [0, π].

� Domarctg = R, Ran arctg =
]
−π

2
,
π

2

[
.

� Dom
√
· = R+

0 , Ran
√
· = R+

0 .



7

4. Függvények határértéke és folytonossága

4.1. De�níció. Legyen A ⊆ R és a ∈ R.
� Azt mondjuk, hogy az a pont az A halmaz torlódási pontja, ha minden r ∈ R+ esetén van
olyan x ∈ A, melyre 0 < |x− a| < r teljesül.

� Azt mondjuk, hogy az a pont az A halmaz bels® pontja, ha létezik olyan r ∈ R+, hogy minden
x ∈ R pontra ha |x− a| < r teljesül, akkor x ∈ A.

4.2. De�níció. Minden r ∈ R+ számra és x ∈ R pontra a

Br(x) = {y ∈ R| |x− y| < r}

halmazt az x pont körüli r sugarú nyílt gömbi környezetnek nevezzük.

4.3. Tétel. Minden r ∈ R+ és x ∈ R esetén Br(x) = ]x− r, x+ r[.

4.4. Tétel. Legyen A ⊆ R és a ∈ R.
1. Az a pont pontosan akkor torlódási pontja az A halmaznak, ha minden r ∈ R+ esetén
A ∩ (Br(x) \ {x}) ̸= ∅ teljesül.

2. Az a pont pontosan akkor bels® pontja az A halmaznak, ha létezik olyan r ∈ R+, hogy
Br(a) ⊆ A teljesül.

Kiegészítés. A bels® pont segítségével de�niálható a nyílt halmaz fogalma.

4.5. De�níció. Az X ⊆ R halmaz

� nyílt, ha minden pontja bels® pont, azaz minden x ∈ X ponthoz létezik r ∈ R+, hogy
Br(x) ⊆ X teljesül;

� zárt, ha R \X nyílt;

� korlátos, ha létezik r ∈ R+ és x ∈ R, hogy X ⊆ Br(x) teljesül.
♢

4.6. De�níció. Legyen f : R ↠ R függvény és a ∈ R a Dom f halmaz torlódási pontja. Azt
mondjuk, hogy az f függvény határértéke az a pontban A ∈ R, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Dom f : (0 < |x− a| < δ → |f(x)−A| < ε)

4.7. De�níció. Legyen f : R ↠ R és legyen a torlódási pontja a Dom f halmaznak.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény határértéke az a pontban végtelen, ha

∀K ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Dom f :
(
0 < |x− a| < δ → K < f(x)

)
.

� Azt mondjuk, hogy az f függvény határértéke az a pontban mínusz végtelen, ha−f határértéke
az a pontban végtelen.

4.8. De�níció. Az A ⊆ R halmaznak a végtelen torlódási pontja, ha

∀ε ∈ R+∃x ∈ A (ε < x).

Az A ⊆ R halmaznak a mínusz végtelen torlódási pontja, ha a −A halmaznak torlódási pontja a
végtelen.

4.9. De�níció. Legyen f : R ↠ R és legyen a Dom f halmaznak a végtelen torlódási pontja. Az
f függvény határértéke a végtelenben,

� A ∈ R, ha
∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Dom f :

(
δ < x → |f(x)−A| ≤ ε

)
.

� végtelen, ha
∀K ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Dom f :

(
δ < x → K < f(x)

)
.



8 4. FÜGGVÉNYEK HATÁRÉRTÉKE ÉS FOLYTONOSSÁGA

� mínusz végtelen, ha −f határértéke a végtelenben végtelen.

A mínusz végtelenben vett határértéket, mint az x 7→ f(−x) függvény végtelenben vett határértékét
de�niáljuk.

4.10. De�níció. (A lim m¶velet.)

� Legyen f : R ↠ R, és legyen a ∈ R a Dom f halmaz torlódási pontja. Az f függvény
határértékét az a pontban lim

x→a
f(x) vagy lim

a
f jelöli.

� Legyen f : R ↠ R, és legyen a ∈ R ∪ {∞,−∞} a Dom f halmaz torlódási pontja. Az f
függvény határértékét az a pontban lim

x→a
f(x) vagy lim

a
f jelöli.

4.11. Tétel. Legyen f, g : R ↠ R, λ ∈ R és a ∈ R torlódási pontja a Dom f ∩ Dom g halmaz-
nak. Tegyük fel, hogy létezik lim

a
f és lim

a
g, valamint lim

a
f, lim

a
g /∈ {∞,−∞}. Ekkor az alábbiak

teljesülnek.
1. lim

a
(f + g) = lim

a
f + lim

a
g

2. lim
a
(λf) = λ(lim

a
f)

3. lim
a
(fg) =

(
lim
a

f
)(

lim
a

g
)

4. lim
a

|f | =
∣∣∣lim

a
f
∣∣∣

Továbbá, ha 0 /∈ Ran f és lim
a

f ̸= 0, akkor

lim
a

1

f
=

1

lim
a

f
.

4.12. Tétel. (Rend®r-elv függvények határértékére.) Ha az f, g, h : R ↠ R függvényre Dom f =
Dom g = Domh és minden x ∈ Dom f esetén f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) teljesül, valamint az a ∈ R pont
torlódási pontja a Dom f halmaznak és valamely A ∈ R esetén lim

a
f = lim

a
h = A teljesül, akkor

létezik a lim
a

g határérték és lim
a

g = A.

4.13. De�níció. Legyen f : R ↠ R függvény és a ∈ R.
� Ha a torlódási pontja az ]a,∞[ ∩Dom f halmaznak, és az f |]a,∞[ függvénynek létezik

lim
a

f |]a,∞[ = A

határértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f függvény jobb oldali határértéke az
a pontban A, és az A határértéket a lim

a+
f vagy a lim

x→a+0
f(x) szimbólummal jelöljük.

� Ha a torlódási pontja a ]−∞, a[ ∩Dom f halmaznak, és az f |]−∞,a[ függvénynek létezik

lim
a

f |]−∞,a[ = A

határértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f függvény bal oldali határértéke az a
pontban A, és az A határértéket a lim

a−
f vagy a lim

x→a−0
f(x) szimbólummal jelöljük.

Magyarázat. Legyen f : R ↠ R és a,A ∈ R. A fenti de�níció szerint az f függvénynek a
jobb oldali határértéke az a pontban A, pontosan akkor, ha a torlódási pontja a Dom f ∩ ]a,∞[
halmaznak és

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Dom f : (a < x < a+ δ → |f(x)−A| < ε)

teljesül. Hasonlóan, az f függvénynek a bal oldali határértéke az a pontban A, pontosan akkor,
ha a torlódási pontja a Dom f ∩ ]−∞, a[ halmaznak és

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Dom f : (a− δ < x < a → |f(x)−A| < ε)

teljesül.
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4.14. Tétel. Legyen f : R ↠ R és legyen a ∈ IntDom f . Pontosan akkor létezik az f függvénynek
határértéke az a pontban, ha ott létezik jobb, illetve bal oldali határértéke, és lim

a+
f = lim

a−
f teljesül.

4.15. De�níció. Legyen f : R ↠ R és a ∈ Dom f .

� Az f függvény folytonos az a pontban, ha

∀ε ∈ R+∃δ ∈ R+∀x ∈ Dom f :
(
|x− a| < δ → |f(x)− f(a)| < ε

)
.

� Az f függvény folytonos, ha minden a ∈ Dom f pontban folytonos.

Jelölés. Legyen A ⊆ R. Az A halmazon értelmezett folytonos függvények halmazára a

C(A,R) = {f : A → R| f folytonos}

jelölést használjuk.

4.16. Tétel. Legyen f, g : R ↠ R, a ∈ Dom f ∩Dom g, c ∈ R. Ha az f és g függvény folytonos az
a pontban, akkor az

f + g, fg, cf, |f | , f ◦ g

függvények is folytonosak az a pontban, valamint ha f(a) ̸= 0, akkor az
1

f
függvény is folytonos az

a pontban.

4.17. Tétel. Elemi függvények folytonossága.

1. Minden q ∈ R+ \ {1} esetén az expq és a logq függvény folytonos.

2. Minden polinom folytonos.

3. A sin, cos, tg, arcsin, arccos és arctg függvények folytonosak.

4.18. Tétel. Legyen f : R ↠ R függvény és a ∈ Dom f olyan pont, mely torlódási pontja is a
Dom f halmaznak. Ekkor az f függvény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim

x→a
f(x) = f(a)

teljesül.

4.19. Tétel. (Bolzano-tétel.) Legyen a, b ∈ R, a < b, és f : [a, b] → R olyan folytonos függvény,
melyre f(a)f(b) < 0. Ekkor létezik c ∈ ]a, b[, melyre f(c) = 0.

4.20. Tétel. (Weierstrass tétele.) Legyen a, b ∈ R, a < b, és f : [a, b] → R folytonos függvény.
Ekkor létezik olyan x1, x2 ∈ [a, b], hogy minden x ∈ [a, b] esetén

f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2)

teljesül.

5. Függvénytani alapfogalmak

5.1. De�níció. Azt mondjuk, hogy az f : R ↠ R függvény

� páros, ha minden x ∈ Dom f elemre −x ∈ Dom f , és f(x) = f(−x);

� páratlan, ha minden x ∈ Dom f elemre −x ∈ Dom f , és f(x) = −f(−x);

� monoton növ®, ha minden x, y ∈ Dom f elemre x ≤ y esetén f(x) ≤ f(y);

� monoton fogyó, ha minden x, y ∈ Dom f elemre x ≤ y esetén f(x) ≥ f(y);

� monoton, ha monoton növ®, vagy monoton fogyó;

� szigorúan monoton növ®, ha minden x, y ∈ Dom f elemre x < y esetén f(x) < f(y);

� szigorúan monoton fogyó, ha minden x, y ∈ Dom f elemre x < y esetén f(x) > f(y);

� szigorúan monoton, ha szigorúan monoton növ®, vagy szigorúan monoton fogyó;

� alulról korlátos, ha létezik olyan C ∈ R szám, hogy minden x ∈ Dom f esetén C ≤ f(x);

� felülr®l korlátos, ha létezik olyan C ∈ R szám, hogy minden x ∈ Dom f esetén f(x) ≤ C;



10 6. DERIVÁLÁS FOGALMA ÉS ALAPTULAJDONSÁGAI

� korlátos, ha alulról és felülr®l is korlátos;

� konvex az I ⊆ Dom f intervallumon, ha minden x, y ∈ I elemre minden a ∈ [0, 1] esetén

f(ax+ (1− a)y) ≤ af(x) + (1− a)f(y)

teljesül;

� konkáv az I ⊆ Dom f intervallumon, ha minden x, y ∈ I elemre minden a ∈ [0, 1] esetén

f(ax+ (1− a)y) ≥ af(x) + (1− a)f(y)

teljesül;

� periodikus, ha f nem konstans függvény, és ha létezik p ∈ R+, hogy minden x ∈ Dom f
esetén x+ p ∈ Dom f és f(x) = f(x+ p), amennyiben a legkisebb ilyen tulajdonságú p szám
nagyobb mint nulla, azt az f függvény periódusának nevezzük;

� zérushelye vagy gyöke x ∈ Dom f , ha f(x) = 0.

5.2. De�níció. Legyen f : R → R és a ∈ R.
� Az f függvénynek lokális maximuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden
x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) ≥ f(x).

� Az f függvénynek lokális minimuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy minden
x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) ≤ f(x).

� Az f függvénynek lokális széls®értéke van az a pontban, ha lokális maximuma vagy lokális
minimuma van az a pontban.

� Az f függvénynek szigorú lokális maximuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy
minden a ̸= x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) > f(x).

� Az f függvénynek szigorú lokális minimuma van az a pontban, ha létezik r ∈ R+, hogy
minden a ̸= x ∈ Br(a) ∩Dom f esetén f(a) < f(x).

� Az f függvénynek szigorú lokális széls®értéke van az a pontban, ha szigorú lokális maximuma
vagy szigorú lokális minimuma van az a pontban.

� Az f függvénynek globális maximuma van az a pontban, ha minden x ∈ Dom f esetén f(a) ≥
f(x).

� Az f függvénynek globális minimuma van az a pontban, ha minden x ∈ Dom f esetén f(a) ≤
f(x).

� Az f függvénynek globális széls®értéke van az a pontban, ha globális maximuma vagy globális
minimuma van az a pontban.

6. Deriválás fogalma és alaptulajdonságai

Jelölés. Az A ⊆ R halmaz bels® pontjainak a halmazát IntA jelöli.

6.1. De�níció. Legyen f : R → R és a ∈ IntDom f .

� Azt mondjuk, hogy az f függvény di�erenciálható, vagy deriválható az a pontban ha létezik
olyan A ∈ R, melyre

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= A

teljesül. Ezt az A számot az f függvény a pontbeli di�erenciáljának vagy deriváltjának ne-
vezzük.

� Az f : R → R függvény deriváltjának vagy derivált függvényének nevezzük a

f ′ :

{
a ∈ IntDom f | ∃ lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a

}
→ R a 7→ lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a

függvényt.

� Az f di�erenciálható, ha Dom f = Dom f ′.
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� Az f folytonosan di�erenciálható, ha di�erenciálható és f ′ folytonos. Az A ⊆ R nyílt halma-
zon értelmezett, R érték¶, folytonosan di�erenciálható függvények halmazát C1(A,R) jelöli.

Jelölés. Az f : R → R függvény deriváltjára használjuk még a d f(x)

d x jelölést is.

6.2. Tétel. Legyen f, g : R → R, a ∈ IntDom f ∩ IntDom g és legyen f és g di�erenciálható az a
pontban. Ekkor

� f + g di�erenciálható az a pontban, és (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a);

� minden c ∈ R esetén cf di�erenciálható az a pontban, és (cf)′(a) = cf ′(a);

� fg di�erenciálható az a pontban, és (fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a);

� ha g(a) ̸= 0, akkor
f

g
di�erenciálható az a pontban, és

(
f

g

)′

(a) =
f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g2(a)
.

6.3. Tétel. (Közvetett függvény deriválási szabálya, láncszabály.) Legyen f, g : R → R. Ha g
differenciálható az a pontban és f di�erenciálható a g(a) pontban, akkor f ◦ g di�erenciálható az
a pontban, és

(f ◦ g)′(a) = f ′(g(a)) · g′(a).

6.4. Tétel. Minden a ∈ R esetén legyen fa : R+ → R+, fa(x) = xa. Ekkor minden x ∈ R+ esetén
f ′
a(x) = axa−1 teljesül.

6.5. Tétel. Minden q ∈ R+ esetén legyen gq : R → R, gq(x) = qx. Ekkor minden x ∈ R esetén
g′q(x) = ln q · qx teljesül.

6.6. Tétel. (Elemi szögfüggvények deriváltja.) Minden x ∈ R esetén sin′ x = cosx, cos′ x =

− sinx és tg′ x =
1

cos2 x
.

Kiegészítés. Továbbá a fenti függvények inverzére az alábbiak teljesülnek.

1. log′q : R+ → R x 7→ 1

x ln q

2. arcsin′ : ]−1, 1[ → R x 7→ 1√
1− x2

3. arccos′ : ]−1, 1[ → R x 7→ −1√
1− x2

4. arctg′ : R → R x 7→ 1

1 + x2

♢

7. A derivált kapcsolata a függvénnyel

7.1. De�níció. Legyen f : R → R és a ∈ Dom f ′. Az f függvény a pontbeli érint®jének az
egyenlete

y(x) = f(a) + f ′(a)(x− a).

7.2. Tétel. (A di�erenciálhatóság általános jellemzése.) Legyen f : R → R és a ∈ IntDom f .
Az f függvény pontosan akkor di�erenciálható az a pontban, ha létezik olyan c ∈ R, hogy

lim
x→a

f(x)− f(a)− c(x− a)

|x− a|
= 0.

Ha az f függvény di�erenciálható az a pontban akkor a fenti határértékben szerepl® c konstansra
f ′(a) = c teljesül.
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7.3. Tétel. Ha egy függvény di�erenciálható egy pontban, akkor folytonos is abban a pontban.

7.4. Tétel. (Rolle-tétel.) Legyen a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → R folytonos függvény, mely diffe-
renciálható az ]a, b[ intervallumon, és melyre f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan ξ ∈ ]a, b[, hogy

f ′(ξ) = 0.

Bizonyítás. A 4.20 Weierstrass-tétel értelmében az f függvény valamely α, β ∈ [a, b] pontokban
felveszi a minimumát és maximumát. Ha {α, β} = {a, b}, akkor az f függvény állandó, vagyis
minden ξ ∈ ]a, b[ pontban f ′(ξ) = 0 teljesül.
Tegyük fel, hogy az f függvény a minimumát az α pontban veszi fel, melyre α ∈ ]a, b[ teljesül.
Mivel az f függvény di�erenciálható az α pontban, ezért

f ′(α) = lim
x→α

f(x)− f(α)

x− α
=


= lim

x→α+

f(x)− f(α)

x− α
≥ 0;

= lim
x→α−

f(x)− f(α)

x− α
≤ 0,

ahol felhasználtuk, hogy minden x ∈ [a, b] esetén f(x) ≥ f(α). A fenti egyenl®tlenségekb®l
f ′(α) = 0 adódik.
Teljesen hasonlóan bizonyítható, hogy f ′(β) = 0, ha azt tesszük fel, hogy az f függvény a maxi-
mumát a β pontban veszi fel, melyre β ∈ ]a, b[ teljesül.

7.5. Tétel. (Lagrange-tétel.) Legyen a, b ∈ R, a < b, f : [a, b] → R folytonos függvény, mely
di�erenciálható az ]a, b[ intervallumon. Ekkor létezik olyan c ∈ ]a, b[, hogy

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).

Bizonyítás. Rolle-tételt kell alkalmazni a g : [a, b] → R

g(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

függvényre.

7.6. Tétel. Legyen I ⊆ R nyílt intervallum, és f : I → R di�erenciálható függvény.

1. Ha minden x ∈ I esetén f ′(x) = 0, akkor f állandó az I intervallumon.

2. Az f függvény pontosan akkor monoton növ® az I intervallumon, ha minden x ∈ I esetén
f ′(x) ≥ 0.

3. Ha minden x ∈ I esetén f ′(x) > 0, akkor f szigorúan monoton növ® az I intervallumon.

4. Az f függvény pontosan akkor monoton csökken® az I intervallumon, ha minden x ∈ I
esetén f ′(x) ≤ 0.

5. Ha minden x ∈ I esetén f ′(x) < 0, akkor f szigorúan monoton csökken® az I intervallu-
mon.

Bizonyítás. Legyen a, b ∈ I olyan, hogy a < b. A Lagrange-tétel értelmében létezik c ∈ ]a, b[,
melyre

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c)

teljesül. Ebb®l egyszer¶en kapjuk az állításokat.
1. Ha f ′ = 0, akkor f(b)− f(a) = 0.
2. Ha f monoton növ® és c ∈ I, akkor az f függvény di�erenciálhatósága miatt

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
= lim

x→c+

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0.

Ha f ′ ≥ 0, akkor f(b)− f(a) ≥ 0, vagyis f monoton növ®.
3. Ha f ′ > 0, akkor f(b)− f(a) > 0, vagyis f szigorúan monoton növ®.
A 4. és 5. pont a fentiekhez hasonlóan igazolható.
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7.7. De�níció. Legyen f : R → R, és teljes indukcióval értelmezzük a következ® függvényeket.
Legyen f (0) = f , és minden i ∈ N+ esetén legyen f (i) = (f (i−1))′.

� Legyen n ∈ N+ és a ∈ R. Az f függvény n-szer di�erenciálható az a pontban, ha a ∈
Dom f (n).

� Az f függvény végtelenszer di�erenciálható az a ∈ R pontban, ha minden n ∈ N esetén
a ∈ Dom f (n) teljesül.

� Az f függvény n-szer (n ∈ N+) di�erenciálható, ha Dom f (n) = Dom f .

� Az f függvény végtelenszer di�erenciálható, ha minden n ∈ N esetén Dom f (n) = Dom f telje-
sül. Az A ⊆ R nyílt halmazon értelmezett R érték¶ végtelenszer di�erenciálható függvények
halmazát C∞(A,R) jelöli.

� Az f függvény n-szer (n ∈ N+) folytonosan di�erenciálható, ha f n-szer di�erenciálható és
f (n) folytonos. Az A ⊆ R nyílt halmazon értelmezett R érték¶ n-szer (n ∈ N+) folytonosan
di�erenciálható függvények halmazát Cn(A,R) jelöli.

7.8. Tétel. Legyen f : R → R, 1 < n ∈ N, a ∈ Dom f (n). Tegyük fel továbbá, hogy minden i ∈ N,
1 ≤ i < n esetén f (i)(a) = 0, valamint f (n)(a) ̸= 0.

1. Az f függvénynek pontosan akkor van szigorú lokális maximuma az a pontban, ha n páros,
és f (n)(a) < 0.

2. Az f függvénynek pontosan akkor van szigorú lokális minimuma az a pontban, ha n páros,
és f (n)(a) > 0.

3. Ha n páratlan, akkor az f függvénynek nincsen lokális széls®értéke az a pontban.

8. Határozott integrál

8.1. De�níció. Legyen A ⊆ R.
� Ha A alulról korlátos, akkor a legnagyobb alsó korlátját inf A jelöli. Tehát a K = inf A
jelöléssel élve K alsó korlátja az A halmaznak (vagyis minden a ∈ A esetén K ≤ a teljesül)
és K a legnagyobb alsó korlát (vagyis ha K ′ ∈ R olyan szám, hogy minden a ∈ A esetén
K ′ ≤ a teljesül, akkor K ′ ≤ K). Az inf A számot az A halmaz in�mumának nevezzük.

� Ha A felülr®l korlátos, akkor a legkisebb fels® korlátját supA jelöli. Tehát a K = supA
jelöléssel élve K fels® korlátja az A halmaznak (vagyis minden a ∈ A esetén a ≤ K teljesül)
és K a legkisebb fels® korlát (vagyis ha K ′ ∈ R olyan szám, hogy minden a ∈ A esetén
a ≤ K ′ teljesül, akkor K ≤ K ′). Az supA számot az A halmaz szuprémumának nevezzük.

8.2. De�níció. Az [a, b] korlátos intervallum felosztásán egy olyan (xi)i=0,...,n szám n-est értünk
melyre x0 = a, xn = b, és minden 0 ≤ i ≤ n − 1 esetén xi < xi+1 teljesül. Az [a, b] intervallum
felosztásainak a halmazát F [a,b] jelöli.

8.3. De�níció. Legyen f : [a, b] → R korlátos függvény és x = (xi)i=0,...,n ∈ F [a,b] egy felosztás.
Ekkor az f függvény (xi)i=0,...,n felosztáshoz tartozó alsó közelít® összege

sx(f) =

n−1∑
i=0

(
inf

t∈[xi,xi+1]
f(t)

)
(xi+1 − xi),

és fels® közelít® összege

Sx(f) =

n−1∑
i=0

(
sup

t∈[xi,xi+1]

f(t)

)
(xi+1 − xi).

8.4. De�níció. Az f : [a, b] → R korlátos függvény

� Riemann-integrálható, ha létezik olyan I ∈ R szám, hogy minden ε ∈ R+ esetén létezik olyan
x felosztása az [a, b] intervallumnak, melyre

I − ε < sx(f) ≤ Sx(f) < I + ε
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teljesül. Ekkor az I számra az

b∫
a

f vagy az

b∫
a

f(x) dx jelölést használjuk. Továbbá bevezet-

jük az R([a, b] ,R) jelölést a Riemann-integrálható függvényekre, vagyis

R([a, b] ,R) = {f : [a, b] → R| f Riemann-integrálható} .

� Ha f ∈ R([a, b] ,R), akkor bevezetjük a

a∫
b

f = −
b∫

a

f jelölést.

� Továbbá minden a ∈ R pontra, és f : R → R függvényre a ∈ Dom f esetén legyen

a∫
a

f = 0.

� Ha a, b ∈ R, a ≤ b, valamint f ∈ R([a, b] ,R), akkor a

∫ b

a

f és a

∫ a

b

f mennyiséget az f

függvény határozott integráljának nevezzük.

Jelölés. Riemann-integrálható f ∈ R([a, b] ,R) függvény integráljának a jelölésénél gyakran beír-
juk a függvény változáját. ∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f

9. A Newton�Leibniz-tétel és következményei

9.1. Tétel. Az [a, b] intervallumon értelmezett folytonos függvények mind Riemann-integrálhatók,
azaz C([a, b] ,R) ⊆ R([a, b] ,R) teljesül. Továbbá, ha egy [a, b] intervallumon értelmezett függvény
csak véges sok pontban nem folytonos, akkor szintén integrálható.

9.2. Tétel. Minden f, g ∈ R([a, b] ,R) és c ∈ R esetén f + g, cf, fg ∈ R([a, b] ,R), valamint

1.

∫ b

a

f +

∫ b

a

g =

∫ b

a

(f + g);

2.

∫ b

a

(cf) = c

∫ b

a

f ;

3. ha f ≤ g, akkor

∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g;

4.

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f |.

9.3. Tétel. (Newton�Leibniz-tétel.) Legyen f ∈ R([a, b] ,R) és F ∈ C([a, b] ,R) olyan függvény,
mely di�erenciálható az ]a, b[ intervallumon, és itt F ′ = f . Ekkor

b∫
a

f = F (b)− F (a).

Jelölés. Az F ∈ F([a, b] ,R) függvény esetén az alábbi jelölést fogjuk használni.

[F ]
b
a = F (b)− F (a)

9.4. De�níció. Legyen I ⊆ R nyílt intervallum, és f : I → R. A di�erenciálható F : I → R
függvényt az f primitív függvényének nevezzük, ha F ′ = f teljesül. Az f függvény határozatlan
integráljának nevezzük az

{F : I → R| F ′ = f}
halmazt, melyre az

∫
f vagy

∫
f(x) dx szimbólumot használjuk. Az integrál jel után álló függvényt

gyakran integrandusnak nevezzük.
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9.5. Tétel. Legyen I ⊆ R nyílt intervallum, f : I → R és F,G : I → R az f primitív függvénye.
Ekkor az F −G függvény állandó.

Bizonyítás. A Rolle-tétel következménye.

Megjegyzés. A fenti tétel nem igaz, ha I nem intervallum!
♢

Jelölés. A fenti tétel miatt, ha F az f függvény egy primitív függvénye, akkor az∫
f = F + C

rövidebb, de pontatlanabb jelölést is használjuk.

9.6. Tétel. Legyen I ⊆ R nyílt intervallum, f, g : I → R pedig olyan, hogy mindkett®nek létezik
primitív függvénye. Ekkor minden c ∈ R számra∫

(f + g) =

∫
f +

∫
g és

∫
(cf) = c

∫
f.

Bizonyítás. Az F,G : I → R di�erenciálható függvényre vonatkozó

(F +G)′ = F ′ +G′ (cF )′ = cF ′

deriválási szabályból következik.

9.7. Tétel. (Elemi határozatlan integrálok.) Legyen a ∈ R \ {−1}. Ekkor az integrandus értelme-
zési tartományának nyílt intervallumain az alábbiak teljesülnek.∫

exp = exp+C

∫
sin = − cos+C

∫
cos = sin+C∫

1

x
dx = log |x|+ C

∫
1

1 + x2 dx = arctg x+ C

∫
xa

dx =
x1+a

1 + a
+ C

9.8. Tétel. (Parciális határozatlan integrálás.) Legyen f, g ∈ F(R,R) olyan függvény, mely foly-
tonosan di�erenciálható. Ekkor ∫

(f ′g) = fg −
∫

(fg′)

teljesül.

9.9. Tétel. (Parciális integrálás.) Legyen f, g ∈ F(R,R) olyan függvény, mely folytonosan di�e-
renciálható az [a, b] intervallumon. Ekkor∫ b

a

(f ′g) = [fg]
b
a −

∫ b

a

(fg′)

teljesül.

9.10. Tétel. (Helyettesítéses határozatlan integrálás.) Legyen F,φ ∈ F(R,R) folytonosan di�e-
renciálható függvények. Ekkor ∫

F ′(φ(t))φ′(t) d t = F (φ(t)) + C

teljesül.

9.11. Tétel. (Helyettesítéses integrálás.) Legyen f, φ ∈ F(R,R) olyan függvény, hogy φ folyto-
nosan di�erenciálható az [a, b] intervallumon és f folytonosan di�erenciálható a Ranφ halmazon.
Ekkor ∫ b

a

f(φ(t))φ′(t) d t =

∫ φ(b)

φ(a)

f(x) dx

teljesül.
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10. Improprius integrálás

10.1. De�níció. (Improprius integrál.)

� Legyen f : [a,∞[→ R olyan függvény, hogy minden x ∈]a,∞[ esetén f ∈ R([a, x],R) teljesül.

Ha a lim
x→∞

x∫
a

f határérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy f függvény impropriusan

integrálható az [a,∞[ intervallumon, valamint az f függvény improprius integrálja az [a,∞[

intervallumon lim
x→∞

x∫
a

f . Az [a,∞[ intervallumon impropriusan integrálható függvények hal-

mazára az R([a,∞[,R) jelölést használjuk, valamint f ∈ R([a,∞[,R) esetén az improprius
integrálra a

∞∫
a

f = lim
x→∞

x∫
a

f

jelölést használjuk.

� Legyen f : [a,∞[→ R olyan függvény, hogy minden x ∈]a,∞[ esetén f ∈ R([a, x],R) teljesül.

Ha a lim
x→∞

x∫
a

f határérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy az f

függvény improprius integrálja divergens az [a,∞[ intervallumon.

� Legyen f :] − ∞, a] → R olyan függvény, hogy minden x ∈] − ∞, a[ esetén f ∈ R([x, a],R)

teljesül. Ha a lim
x→−∞

a∫
x

f határérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy f függvény im-

propriusan integrálható a ]−∞, a] intervallumon, valamint az f függvény improprius integrálja

a ] − ∞, a] intervallumon lim
x→−∞

a∫
x

f . A ] − ∞, a] intervallumon impropriusan integrálható

függvények halmazára az R(] − ∞, a],R) jelölést használjuk, valamint f ∈ R(] − ∞, a],R)
esetén az improprius integrálra a

a∫
−∞

f = lim
x→−∞

a∫
x

f

jelölést használjuk.

� Legyen f :] − ∞, a] → R olyan függvény, hogy minden x ∈] − ∞, a[ esetén f ∈ R([x, a],R)

teljesül. Ha a lim
x→−∞

a∫
x

f határérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy

az f függvény improprius integrálja divergens a ]−∞, a] intervallumon.

� Ha az f : R → R függvényre f |]−∞,0] ∈ R(]−∞, 0],R) és f |[0,∞[ ∈ R([0,∞[,R) teljesül, akkor
azt mondjuk, hogy f függvény impropriusan integrálható a valós számok halmazán, valamint

az f függvény improprius integrálja a valós számok halmazán

0∫
−∞

f +

∞∫
0

f . A valós számok

halmazán impropriusan integrálható függvények halmazára az R(R,R) jelölést használjuk,
valamint f ∈ R(R,R) esetén az improprius integrálra a

∞∫
−∞

f =

0∫
−∞

f +

∞∫
0

f

jelölést használjuk.
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11. S¶r¶s¶gfüggvény és eloszlásfüggvény

11.1. De�níció. Integrálható függvény integrálfüggvénye.

� Az f ∈ R([a, b] ,R) függvény integrálfüggvénye If : [a, b] → R, If (x) =
x∫

a

f .

� Az f ∈ R([a,∞[,R) függvény integrálfüggvénye If : [a,∞[→ R, If (x) =
x∫

a

f .

� Az f ∈ R(]−∞, a],R) függvény integrálfüggvénye If :]−∞, a] → R, If (x) =
x∫

−∞

f .

� Az f ∈ R(R,R) függvény integrálfüggvénye If : R → R, If (x) =
x∫

−∞

f .

11.2. Tétel. Integrálható függvény integrálfüggvénye folytonos.

11.3. Tétel. Jelölje I az [a, b], [a,∞[, ] − ∞, a] vagy R intervallumok valamelyikét. Ha f ∈
C(I,R) ∩ R(I,R) és x az I bels® pontja, akkor az If függvény di�erenciálható az x pontban és
I ′f (x) = f(x).

Magyarázat. Ha valamilyen X mennyiséget mérünk egy rendszeren, ahol a mérés kimenete egy
valós szám aminek az értéke véletlenszer¶, akkor a mennyiség elemzése szempontjából hasznos
bevezetni az

F : R → R t 7→ P (X < t)

függvényt, ahol P (X < t) annak a valószín¶sége, hogy a mérést egyszer elvégezve a mért mennyiség
kisebb mint t. Ezen F függvény az X mennyiség eloszlásfüggvénye az adott rendszeren. Most az
F függvény tulajdonságain keresztül de�niáljuk az eloszlásfüggvény fogalmát. Továbbá az ilyen
mennyiségeket valószín¶ségi változónak fogjuk nevezni.

Megjegyzés. A valószín¶ségi változó fogalma matematikailag precízen de�niálható, de erre most
nem térünk ki.

♢

11.4. De�níció. Egy F : R → R függvényt valószín¶ségi eloszlásfüggvénynek nevezünk, ha

� lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1;

� F monoton növ®;

� minden a ∈ R esetén lim
x→a−

F (x) = F (a).

11.5. Tétel. Legyen F az X valószín¶ségi változó eloszlásfüggvénye, valamint legyen a, b ∈ R
a < b paraméter. Ekkor az alábbiak teljesülnek.

1. P (a ≤ X < b) = F (b)− F (a)

2. P (X = a) = lim
x→a+

F (x)− F (a)

3. Pontosan akkor lesz P (X = a) = 0, ha F folytonos az a pontban.

11.6. Tétel. Tegyük fel, hogy az X valószín¶ségi változó F eloszlásfüggvénye folytonos. Ekkor
minden a, b ∈ R a < b paraméter esetén

P (a < X < b) = P (a ≤ X < b) = P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a).

11.7. De�níció. Legyen F eloszlásfüggvény. Ha létezik olyan f : R → R függvény, hogy minden
a ∈ R esetén

F (a) =

a∫
−∞

f

teljesül, akkor az f függvényt az F eloszlásfüggvény s¶r¶ségfüggvénynek nevezzük.
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Megjegyzés. Nem minden eloszlásfüggvénynek van s¶r¶ségfüggvénye.
♢

11.8. Tétel. Ha az X valószín¶ségi változó F : R → R eloszlásfüggvénye folytonosan di�erenciál-
ható, akkor f = F ′ a F s¶r¶ségfüggvénye.

11.9. Tétel. Ha f : R → R s¶r¶ségfüggvény, akkor minden a ∈ R esetén 0 ≤ f(a), valamint
∞∫

−∞

f = 1.

11.10. Tétel. Ha az F : R → R eloszlásfüggvénynek létezik f s¶r¶ségfüggvénye, akkor F folytonos,
valamint, ha f folytonos az a ∈ R pontban, akkor F ′(a) = f(a).

11.11. Tétel. Ha az X valószín¶ségi változó F : R → R eloszlásfüggvényének létezik f s¶r¶ség-
függvénye, akkor minden a, b ∈ R, a ≤ b esetén

P (X ∈ [a, b]) = P (X ∈ ]a, b[) =

b∫
a

f.

12. Várható érték és szórás

12.1. De�níció. Ha az X valószín¶ségi változó F : R → R eloszlásfüggvényének létezik f s¶r¶-

ségfüggvénye, valamint létezik az

∞∫
−∞

xf(x) dx integrál, akkor az

∞∫
−∞

xf(x) dx mennyiségr®l azt

mondjuk, hogy az X valószín¶ségi változó várható értéke vagy az F eloszlásfüggvényhez tartozó
várható érték vagy az f s¶r¶ségfüggvény várható értéke. Továbbá, ha φ : R → R olyan függvény,

hogy létezik az

∞∫
−∞

φ(x)f(x) dx integrál, akkor az

∞∫
−∞

φ(x)f(x) dxmennyiségr®l azt mondjuk, hogy

a φ(X) valószín¶ségi változó várható értéke.

Jelölés. Ha valamilyen X valószín¶ségi változónak létezik várható értéke, akkor arra az E(X)
jelölést fogjuk használni.

12.2. Tétel. Legyen X és Y olyan valószín¶ségi változó, melynek létezik várható értéke. Ekkor az
alábbiak teljesülnek.

1. E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

2. ∀λ ∈ R : E(λX) = λE(X)

3. ∀c ∈ R : E(X + c) = E(X) + c

12.3. De�níció. Ha az X valószín¶ségi változó F : R → R eloszlásfüggvényének létezik f s¶r¶-
ségfüggvénye és várható értéke, valamint az (X − E(X))2 mennyiségnek is létezik várható értéke,

akkor az σ =
√
E ((X − E(X))2) mennyiségr®l azt mondjuk, hogy az X valószín¶ségi változó szó-

rása vagy az F eloszlásfüggvényhez tartozó szórás vagy az f s¶r¶ségfüggvény szórása.

Jelölés. Ha valamilyen X valószín¶ségi változónak létezik szórása, akkor arra a σ(X) jelölést
fogjuk használni.

12.4. Tétel. Ha az X valószín¶ségi változónak létezik szórása, akkor

σ(X) =
√

E(X2)− E(X)2.

12.5. Tétel. Az X valószín¶ségi változónak pontosan akkor létezik szórása, ha az X2 valószín¶ségi
változónak létezik várható értéke.
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12.6. Tétel. Legyen X és Y olyan valószín¶ségi változó, melynek létezik szórása. Ekkor az aláb-
biak teljesülnek.

1. ∀λ ∈ R : σ(λX) = |λ|σ(X)

2. ∀c ∈ R : σ(X + c) = σ(X)

12.7. Tétel. Ha X olyan valószín¶ségi változó, melynek létezik szórása, akkor az Y =
X − E(X)

σ(X)
valószín¶ségi változóra E(Y ) = 0 és σ(Y ) = 1 teljesül.

12.8. De�níció. Ha X olyan valószín¶ségi változó, melynek létezik szórása, akkor az X standar-

dizáltjának nevezzük az Y =
X − E(X)

σ(X)
valószín¶ségi változót.

12.9. De�níció. Legyen a, b ∈ R, a < b. Egy X valószín¶ségi változóról azt mondjuk, hogy
egyenletes eloszlású az [a, b] ⊆ R intervallumon, ha s¶r¶ségfüggvénye

f : R → R x 7→

{ 1

b− a
, ha x ∈ [a, b] ;

0, ha x /∈ [a, b] .

12.10. Tétel. Legyen a, b ∈ R a < b és X az [a, b] ⊆ R intervallumon egyenletes eloszlású valószí-

n¶ségi változó. Ekkor E(X) =
a+ b

2
, σ(X) =

b− a

2
√
3

és eloszlásfüggvénye

F : R → R x 7→


0, ha x < a;

x− a

b− a
, ha x ∈ [a, b] ;

1, ha x > b.

12.11. De�níció. Legyen λ > 0. Egy X valószín¶ségi változóról azt mondjuk, hogy λ paraméter¶
exponenciális eloszlású, ha s¶r¶ségfüggvénye

f : R → R x 7→
{

0, ha x < 0;

λ e−λx, ha x ≥ 0.

12.12. Tétel. Legyen λ > 0 és X λ paraméter¶ exponenciális eloszlású valószín¶ségi változó.

Ekkor E(X) =
1

λ
, σ(X) =

1

λ
és eloszlásfüggvénye

F : R → R x 7→
{

0, ha x < 0;

1− e−λx, ha x ≥ 0.

Magyarázat. Ha A és B események, akkor P (A|B) szimbólummal jelöljük annak a valószín¶ségét,
hogy bekövetkezik az A esemény, ha már a B esemény bekövetkezett. Az ilyen P (A|B) alakú
valószín¶ségeket feltételes valószín¶ségnek nevezzük. Például szabályos dobókockával számolva

P (kettest dobunk|párosat dobunk) = 1

3
.

Ha P (B) > 0, akkor P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

12.13. De�níció. Legyen X valószín¶ségi változó és I, J ⊆ R olyan intervallumok, hogy P (X ∈
J) > 0. Ekkor de�niáljuk a

P (X ∈ I| X ∈ J) =
P (X ∈ I ∩ J)

P (X ∈ J)

mennyiséget, amit feltételes valószín¶ségnek nevezünk.

12.14. Tétel. (Az exponenciális eloszlás örökifjú.) Ha X exponenciális eloszlású valószín¶ségi
változó, akkor minden a, b ≥ 0 paraméterek esetén

P (X > a+ b|X > a) = P (X > b)

teljesül.
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13. Euklidészi tér

13.1. De�níció. Legyen n ∈ N+ és x, y ∈ Rn. De�niáljuk az összeadást, minden λ ∈ R esetén a
számmal való szorzást és a skaláris szorzást az alábbi módon.

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

λx = (λx1, . . . , λxn)

⟨x, y⟩ =
n∑

k=1

xkyk

13.2. Tétel. Minden λ ∈ R és x, y, z ∈ Rn esetén

1. ⟨x, x⟩ ≥ 0;

2. ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0;

3. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩;
4. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩
5. ⟨λx, y⟩ = ⟨x, λy⟩ = λ ⟨x, y⟩.

13.3. De�níció. Minden x ∈ Rn esetén legyen ∥x∥2 =

√√√√ n∑
k=1

x2
k az x vektor (kettes) normája.

13.4. Tétel. A ∥·∥2 : Rn → R kettes normára az alábbiak teljesülnek.

1. ∀x ∈ Rn : ∥x∥2 ≥ 0;

2. ∀x ∈ Rn : ∥x∥2 = 0 ↔ x = 0;

3. ∀λ ∈ R∀x ∈ Rn : ∥λx∥2 = |λ| · ∥x∥2;
4. ∀x, y ∈ Rn : ∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2.

13.5. Tétel. Minden x ∈ Rn esetén ∥x∥2 =
√

⟨x, x⟩.

13.6. Tétel. (Cauchy�Schwarz�Bunyakovszkij-egyenl®tlenség.) Minden x, y ∈ Rn vektorra

⟨x, y⟩2 ≤ ⟨x, x⟩ · ⟨y, y⟩

teljesül.

13.7. De�níció. Az x, y ∈ Rn \ {0} vektorok által bezárt szög

α = arccos
⟨x, y⟩

∥x∥2 ∥y∥2
.

13.8. De�níció. Egy A : Rn → Rm leképezést lineáris leképezésnek nevezünk, ha

� ∀x, y ∈ Rn : A(x+ y) = A(x) +A(y);

� ∀λ ∈ R∀x ∈ Rn : A(λx) = λA(x).

Jelölés. Ha A : Rn → Rm lineáris leképezés és x ∈ Rn, akkor az Ax = A(x) rövidítést használjuk.

13.9. Tétel. Ha A : Rn → Rm lineáris leképezés, akkor létezik egyértelm¶en valós számoknak
olyan (Aij) i=1,...,m

j=1,...,n
rendszere, hogy minden x ∈ Rn vektorra és i = 1, . . . ,m indexre

(Ax)i =

n∑
j=1

Aijxj

teljesül. Továbbá, ha adott a valós számoknak egy (Aij) i=1,...,m
j=1,...,n

rendszere, akkor a fenti képlet egy

A : Rn → Rm lineáris leképezés de�niál.

13.10. De�níció. A valós számoknak egy (Aij) i=1,...,m
j=1,...,n

rendszerét m× n-es mátrixnak nevezzük.
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Magyarázat. A fenti tétel alapján az Rn → Rm lineáris leképezések azonosíthatók az m × n-es
mátrixokkal.

Jelölés. A továbbiakban nem teszünk különbséget a lineáris leképezés és mátrixa között. Az
A = (Aij) i=1,...,m

j=1,...,n
mátrix elemeit a

A =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
...

. . .
...

Am1 Am2 . . . Amn


módon szokás leírni.

13.11. De�níció. Ha A,B : Rn → Rm, C : Rm → Rk lineáris leképezés és λ ∈ R, akkor az alábbi
módon de�niáljuk lineáris leképezések összegét, számszorosát és kompozícióját.

A+B :Rn → Rm x 7→ Ax+Bx

λA :Rn → Rm x 7→ λAx

CA :Rn → Rk x 7→ CAx

13.12. Tétel. Ha A,B : Rn → Rm, C : Rm → Rk lineáris leképezés és λ ∈ R, akkor A + B, λA
és CA is lineáris leképezés, valamint ezek mátrixára

1. ∀i ∈ {1, . . . ,m} ∀j ∈ {1, . . . , n} : (A+B)ij = Aij +Bij;

2. ∀i ∈ {1, . . . ,m} ∀j ∈ {1, . . . , n} : (λA)ij = λAij;

3. ∀i ∈ {1, . . . , k} ∀j ∈ {1, . . . , n} : (CA)ij =

m∑
l=1

CilAlj

teljesül.

13.13. Tétel. Az I : Rn → Rn, I(x) = x identitás leképezés mátrixára ∀i, j ∈ {1, . . . , n} esetén

Iij =

{
1, ha i = j;
0, ha i ̸= j

teljesül.

13.14. Tétel. Jelölje I az n × n-es identitás mátrixot és 0 azt az n × n-es mátrixot, melynek
minden eleme nulla. Ekkor minden A,B,C n × n-es mátrixra és λ, µ ∈ R számra az alábbiak
teljesülnek.

1. λ(µA) = (λµ)A

2. A+ 0 = 0 +A = A

3. A+B = B +A

4. (A+B) + C = A+ (B + C)

5. λ(A+B) = λA+ λB

6. (λ+ µ)A = λA+ µA

7. AI = IA = A

8. (AB)C = A(BC)

9. A(B + C) = AB +AC

10. (A+B)C = AC +BC
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