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1. Valos szamok elemei miiveletel

Jelolés. Matematikai allitasokkal kapcsolatos logikdban is hasznalt jelolések. A valtozdjelekre
tetszleges betiit, illetve jelet fogunk hasznalni a tovabbiakban. Adott p és ¢ allitds esetén az
alabbi alapvet6 logikai kapcsolokat értelmezziik:
—p: p tagaddsa, negdcidja;
pVgq  puagy gq;
PAq  pésgq;
p — q: p allitasbol kévetkezik g;
3: létezik szimbolum;
V: minden szimboélum.

Jelolés. A kovetkezd halmazelméleti jeldléseket fogjuk hasznalni:
x € A: 1z eleme az A halmaznak;
x ¢ A:  x nem eleme az A halmaznak;
AUB: az A és B halmaz unioja;
ANDB: az A és B halmaz metszete;
A\ B: az A halmazbdl elvessziik a B halmazt;
A C B: az A halmaz részhalmaza a B halmaznak;
A ¢ B:  az A halmaz nem részhalmaza a B halmaznak.

Megjegyzés. Az elemi halmazjeloléseket az alabbi modon értelmezziik.

Y r€AUB < (x€ AV z€B)

Y r€ANB < (x€A AN z€B)

Ve r€A\B < (z€A N x¢B)
ACB < (Vo: z€ A - z€B)

Jelolés. Az alabbi jeloléseket fogjuk még hasznélni:

N: természetes szamok halmaza;

Z: egész szdmok halmaza;

Q: racionélis szdmok halmaza;

R: val6s szdmok halmaza;

R*: a szigortian pozitiv valos szamok halmaza (r € Rt < (zx € R A x> 0));

Ry a nem negativ valés szamok halmaza (z € Rj « (z € R A z>0));
f:A— B: ffiiggvény, az A halmaz egyes elemeihez B halmazbeli elemet rendel;

Dom f: f fiiggvény értelmezési tartoménya;

Ran f: f fiiggvény értékkészlete.

Kiegészités. Létezik olyan (R, +, —,-, 1,0, 1, <) nyolcas, ahol
1L 0,1€R,0#1;
2. +:RxR =R, (a,b) = a+0b fiiggvény, — : R —» R, a — —a fiiggvény a

Va € R a+0=a

VYa € R a+(—a)=0
Va,b,ceR (a+b)+c=a+ (b+c)
Va,b € R a+b=b+a

tulajdonsagokkal;
3. :RxR =R, (a,b)— a-bfiiggvény, 1 : R\ {0} = R, a— a~ ! fiiggvény a

Va € R a-l=a

Va e R\ {0} a-a!'=1
VYa,b,ce R (a-b)-c=a-(b-¢)
Ya,b € R a-b=b-a
VYa,b,ce R  (a+b)-c=a-c+b-c

tulajdonsagokkal;
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4. <C R xR részhalmaz, melyre minden (a,b) €< esetén az a < b jelolést hasznaljuk, és mely
rendelkezik a

Va € R a<a
Va,b € R (a<b Ab<a) > a=b
Va,b,ceR (a<b AN b<c¢) - a<c
Va,b € R a<b VvV b<a
Va,b,ce R (a<b) = a+c<b+c
Va,bce R (a<b AN 0<c¢) = a-c<b-c
tulajdonsagokkal;
5. tovabbé

VAe PR)\{0}: (BKeR:(Vae A:

a<K)) —
— (FseR:((VaeA: a<s) A (Vs eR: (

(VaeA: a<s) = s<4)))

teljestil.

Ebben a struktirdban az R halmaz elemeit nevezziik valés szamoknak, a + és a - muveletet pedig
Osszeadasnak és szorzéasnak.

O

Kiegészités. Ha (K, ®,0, x,1,0,1, <) olyan strukttira, melyre szintén teljesiilnek a fenti alli-
tasban megfogalmazott tulajdonsagok, akkor létezik olyan ¢ : R — K bijekcio, melyre ¢(0) = 0,
»(1) =1 és minden z,y € R elem esetén

olr+y) = ¢(x) @ e(y)

p(x-y) =) x p(y)
20 = @) £0 A o) = (o)
<y < o) 2 oy)

teljestl.

O

Jelolés. A szorzas - jelét altalaban nem irjuk ki, azaz a,b € R esetén ab jeldli az a-b elemet. Adott
a,b € R esetén a — b jeloli az a + (—b) elemet. Az a € R és b € R\ {0} esetén az ab~! elemre

gyakran az a : b vagy az 3 jelolést hasznéljuk. Tovabba minden a,b € R esetén a < b vagy b > a
azt jeloli, hogy a < b és a # b.

Kiegészités. A valos szamok fenti axiomabol mar levezethetSk azok a tulajdonsigok, melyeket
mar megszoktunk.

1.1. Tétel. A valds szamok halmazdn az aldbbiak teljesiilnek.
1.VxeR: 0-2=0

22.VxeR: (-1)-z=-x

3. fxeR: 0-z=1

4. Vz,yeR: z<y - —y<—x

5. (—1)2 =1

6. Vr,y,z€R: (z<y AN 2<0) = yz<uzz
7. ¥VreR: 0<z?

8 0<1

9. Vz,yeR: 0O0<z<y —>0<§<%

Bizonyitds.
1. Legyen = € R tetsz6leges. Ekkor 04 0 = 0 és a disztributivitas miatt

0-2=(04+0)-z2=0-2+0-z,



amihez hozzdadva a —(0 - z) elemet 0 -z = 0 adodik.
2. Ha z € R akkor az 1. pont alapjan 0 -z = 0, ezért

(-)-z2=04+(-1) - z=—-z+z+(-1)-z=—-2x+1-2+(-1) 2=
=—2+(1+(-1)z=—2+4+0-2=—-2+4+0=—=zx.
3. Az 1. pont nyilvanval6 kévetkezménye.
4. Ha z,y € R és = < y, akkor az egyenl6tlenséghez hozzdadva a —x — y szdmot —y < —x adodik.

5. A
(-1)?= (=1 (1) =1+ (1) + (1)) (=1) = =1+ (=1)* + (-1)?

egyenlet elejéhez és végéhez hozzdadva a —(—1)? szamot

0=—1+(-1)%
majd az 1 szamot,

1= (-1)?

adodik.
6. Legyen x,y,z € R olyan, melyre z < y és z < 0 teljesiil. A 4. pont alapjén ekkor 0 < —z,
vagyis —zx < —zy, amib6l megint a 4. pont alapjan zy < zx kovetkezik.
7. Legyen x € R. Ha 0 < x € R, akkor az egyenlGtlenséget megszorozva az x pozitiv szammal

0 < 22 adodik. Ha z < 0, akkor 0 < —x, amit megszorozva a —x pozitiv szdimmal 0 < 22 adodik.
8. A 7. pont alapjan nyilvanvalo.

1
9. Legyen x € R olyan, melyre 0 < z teljesiil. Ha — < 0 teljesiilne, akkor ezt megszorozva az x
T
1
szammal 1 < 0 ellentmondas addédna, tehat 0 < —. Ha z,y € R olyan, melyre 0 < x < y teljesiil,
x

1 1 1
akkor az = < y egyenlGtlenséget megszorozva az — szammal — < — adodik.
Ty y x

O

1.2. Definicié. A valés szamok halmazan definidljuk még az x,y € R, x < y elem altal meghata-
rozott alabbi halmazokat.

[z,00[={z e R| z <z}
Jz,oo[ ={z e R| x < z}
|—o0,z] ={2z € R| z <z}
|-, z[={z € R| z < z}

Tovabba bevezetjiikk még az
]—o0,00[ =R

jelolést. Ezen halmazokat intervallumoknak nevezzik.

1.3. Tétel. Adott p,q € R esetén az
1. 22 + px + q = 0 egyenletnek létezik megolddsa, ha p> — 4q > 0, és a megoldds

—pE/p?—4q
2 b

1,2 =

2. 2% + pxr + q < 0 egyenldtlenségnek a p*> — 4q < 0 esetben nincs megolddsa; a p?> — 4q > 0
esetben pedig

c|ZP= VP =4 —pt VP~ 4
2 ’ 2 '

P 4pr+qg<0 & oz
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2. Exponenciilis, logaritmus, trigonometria

2.1. Tétel. Minden q € R™ \ {1} paraméter esetén létezik egyetlen
equ:R—>R+ T q°

olyan folytonos fiigguény, melyre az aldbbiak teljesiilnek.

¢'=q

¢ =1

Va,beR: ¢t =g ¢b

Va,b e R: (q“)b = g2
VaeR: ¢ %= (¢%)""

Gl o=

2.2. Tétel. Minden ¢ € RT\ {1} paraméter esetén
~ Domexp, =R és Ranexp, = R*;
= ha q¢ > 1, akkor az exp, figgvény szigorian monoton novd;
= ha q¢ <1, akkor az exp, fiiggvény szigorian monoton csikkend.

2.3. Definici6. Minden ¢ € R \ {1} és minden x € RT azt az egyetlen z € R szamot, melyre
q* = z teljesiil a log,(z) szimbélummal fogjuk jeloIni. Tovébba a

log, : R" - R r +— log, ()

fliggvényt g alapi logaritmusnak nevezzik.

2.4. Tétel. Minden g € RT \ {1} esetén a logaritmus fiiggvényre az aldbbiak teljesiilnek.

Ve e RT: g% (@) =y
Ve € R: log,(¢") ==
log,q =1
log,1=0

Va,y € RT : log,(zy) = log,(x) + log,(y)
Vr € RT Vy € R: ylog,(z) = log,(z¥)
Ve e R : log, 27! = —log, x

RSN S o

2.5. Tétel. Minden ¢ € RY \ {1} paraméter esetén
~ Domlog, = R" és Ranlog, = R;
— ha ¢ > 1, akkor az log, figgvény szigorian monoton niévd;
— ha q <1, akkor az log, figgvény szigorian monoton csokkend.

2.6. Definicié. Minden = € R szam esetén bevezetjiik az x ° jelolést az x° = x - melyet x

™
180’
foknak mondunk.
2.7. Definicié. Adott ¢ € R esetén az R? sikon az origéboél induld, egységnyi hosszisigi, az elsé
tengellyel <£> -180 ° fokos szoget bezaro vektor végpontjanak a koordinatajat jeldlje (cos o, sin ¢).
e

sin ¢

Adott ¢ € R esetén, ha cos ¢ # 0, akkor legyen tgp = .
cos @

2.8. Tétel. (Trigonometrikus fiiggvények elemi alaptulajdonsdgai.)
— Domsin = R, Ransin = [-1, 1].
- Domcos = R, Rancos = [—-1,1].
- Domtg =R\ {g +km| ke Z}, Rantg = R.

— Minden x € R esetén cos? z + sin®z = 1.



- cos(0) = 1, sin(0) = 0, cos (g) =0, sin (g) =1, cos(m) = —1, sin(7) = 0.
— Minden x € R esetén sin (z + 27) = sinzx és cos (x + 27) = cosx.
— Minden x € R, ha cosz # 0, akkor tg(x + 7) = tg(x).

2.9. Tétel. Elemi trigonometrikus fiigguények monotonitdsa.
1. A cos fiigguény szigorian monoton csékkend a [0, 7] intervallumon és itt minden értéket
felvesz pontosan egyszer a [—1,1] intervallumbdl.

T
2. A sin fiigguény szigorian monoton novd a [—7, E} intervallumon és itt minden értéket
felvesz pontosan egyszer a [—1,1] intervallumbdl.
3. A tg fiiggvény szigorian monoton nivd a } —g, g [ intervallumon és itt minden valds szamot

pontosan eqyszer vesz fel értékiil.

2.10. Definicié. FElemi trigonometrikus fiigguények inverze.
1. Minden x € [—1,1] szamhoz pontosan egy olyan ¢ € [—I,g} értek tartozik, melyre

sin(¢) = z teljesiil. Ezt a ¢ szdmot az arcsin(z) szimbolummal fogjuk jelolni. Az arkusz
szinusz fiigguény
. ™ T .
arcsin : [—1,1] — [—57 5] x +— arcsin(z).

2. Minden z € [—1, 1] szamhoz pontosan egy olyan ¢ € [0, 7] érték tartozik, melyre cos(p) = z
teljesiil. Ezt a ¢ szamot az arccos(z) szimbélummal fogjuk jeldlni. Az arkusz koszinusz
figgvény

T
arccos : [—1,1] — [—5, 5] x +— arccos(z).
3. Minden z € R szdmhoz pontosan egy olyan ¢ € },g’ g { érték tartozik, melyre tg(p) =z

teljesiil. Ezt a ¢ szamot az arctg(z) szimbolummal fogjuk jelolni. Az arkusz tangens figgvény

arctg : R — } Iz x > arctg(z).

23l

2.11. Tétel. Legyen q € [—1,1].
— A sinz = q egyenlet megolddsa x1 = 2k + arcsinx és xo = 2lm + w — arcsinx, ahol k,l € Z.
— A cosz = q egyenlet megolddsa x1.9 = 2km & arccosz, ahol k € Z.
— A tgx = q egyenlet megolddsa x = km + arctgx, ahol k € Z.

3. Fuggvények

Kiegészités. A kés6bbiekben sziikségiink lesz a rendezett par fogalmara, melyet a kovetkezSkben
definidlunk.

3.1. Definicié. Adott x,y halmazok esetén az
A
(CL’, y) = {{Z‘}, {1‘, y}}
halmazt rendezett pirnak nevezziik.

3.2. Tétel. Minden x,y,a,b halmazra (z,y) = (a,b) & (x =a Ay =b) teljesiil.

3.3. Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatdnak nevezzik az
AxB2{(ab)|acA, be B}

halmazt.
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Megjegyzés. Az A x B halmaz elemei rendezett parok és (z,y) € A x B pontosan akkor teljesil,
hax e Aésy e B. o

3.4. Definicié. Adott X,Y halmazok esetén a Descartes-szorzatuk f C X x Y részhalmazat
fligguénynek nevezzik, ha

VavyVy' ((z,y) € fA (2 y) € f) =y =1)
Az f C X x Y fiiggvény
— értelmezési tartomdnya
Domf2{zeX|IyeY: (xy) cfh
— értékkészlete

Ranfé{yeﬂ e X:(x,y) € [}

Jelolés. Az f C X x Y fiiggvényre a tovibbiakban az f : X — Y jeldlést hasznéljuk. Az
f X — Y fliggvény értelmezési tartomanya Dom f C X és értékkészlete Ran f C Y. Adott
x € Dom f C X esetén azt az egyértelmtien meghatarozott y € Y elemet, melyre (z,y) € f teljesiil
f(z) jeloli. Az f fiiggvényt, mint hozzarendelési szabélyt gyakran az

f: X->Y zw— f(o)
alakban irjuk fel. A H C X esetén a fliggvény leszikitése
flu : H—=>Y x— f(x).

Abban az esetben, ha az f: X — Y fiiggvényre Dom f = X teljesiil, akkor az f : X — Y jelolést
fogjuk hasznalni.

3.5. Definicié. Az f: X — Y fiiggvény
— injektiv, haVz, 2’ € X : (f(z) = f(2') = x =2');
— bijektiv, ha Dom f = X, Ran f =Y és injektiv.

3.6. Tétel. Ha f: X — Y injektiv fiiggvény, akkor invertdlhatsé és az inverze az

fh=Aly,2) €Y x X| f(z) =y}
fiigguény.

—Laz f fiigguény inverze.

3.7. Definici6é. Ha f injektiv fiiggvény, akkor az f
3.8. Definicié. Ha f: X -» Y és g: Y — Z fiiggvény, akkor az
gof:{zx e X|ze€Domf, f(x) € Domg} - Z x = g(f(x))
fliggvény az f és a g fiiggvény kompozicidja.
3.9. Tétel. Ha f injektiv figgvény, akkor
ftof=idpoms ¢ fofT'=idrans
teljestil.

3.10. Tétel. Figguények értelmezési tartomanya €és értékkészlete.
Minden q € RT \ {1} esetén Domexp, = R és Ranexp, = RT.
Minden q € RT \ {1} esetén Domlog, = R* és Ranexp, = R.

— Domsin = R, Ransin = [—1, 1], Domcos = R, Rancos = [—1, 1].

Domtg =R\ {g +kr| ke Z}, Rantg = R.

— Dom arcsin = [—1, 1], Ran arcsin = [—%7 g] , Dom arccos = [—1, 1], Ran arccos = [0, 7].
— Dom arctg = R, Ranarctg = } —g, g [

- Dom /- = R}, Ran /- = R{.



4. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga

4.1. Definicié. Legyen A C R és a € R.
— Azt mondjuk, hogy az a pont az A halmaz torléddsi pontja, ha minden r € R esetén van
olyan x € A, melyre 0 < |z — a| < r teljesiil.
— Azt mondjuk, hogy az a pont az A halmaz belsé pontja, ha létezik olyan r € R, hogy minden
x € R pontra ha |z — a| < r teljesiil, akkor z € A.

4.2. Definicié. Minden r € RT szdmra és € R pontra a

Br(z) ={y € R| [z —y| <r}
halmazt az x pont kérili r sugari nyilt gombi kornyezetnek nevezziik.
4.3. Tétel. Mindenr € RT és z € R esetén B.(z) =z —r,z +r[.

4.4. Tétel. Legyen A CR és a € R.
1. Az a pont pontosan akkor torléddsi pontja az A halmaznak, ha minden r € RY esetén
AN (Br(z) \ {z}) # 0 teljesil.
2. Az a pont pontosan akkor belsé pontja az A halmaznak, ha létezik olyan r € RT, hogy
B.(a) C A teljesiil.

Kiegészités. A belss pont segitségével definidlhato a nyilt halmaz fogalma.

4.5. Definicié. Az X C R halmaz
— nyilt, ha minden pontja bels§ pont, azaz minden z € X ponthoz létezik r € R, hogy
B.(z) C X teljesiil,
— zdrt, ha R\ X nyilt;
— korldgtos, ha létezik r € RT és x € R, hogy X C B,.(z) teljesiil.
O

4.6. Definicié. Legyen f : R — R fliggvény és ¢ € R a Dom f halmaz torlédasi pontja. Azt
mondjuk, hogy az f fiigguény hatdrértéke az a pontban A € R, ha

Ve e RTI§ e RTVx € Domf: (0<|z—a|<d — |f(z)— Al <e)

4.7. Definici6. Legyen f : R — R és legyen a torlodési pontja a Dom f halmaznak.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban végtelen, ha

VK e RT3 e R*'Vz € Dom f: (0<|z—a|<d— K < f(2)).

— Azt mondjuk, hogy az f fligguény hatdrértéke az a pontban minusz végtelen, ha — f hatarértéke
az a pontban végtelen.

4.8. Definicié. Az A C R halmaznak a végtelen torléddsi pontja, ha
Ve e Rtz € A (e < 2).

Az A C R halmaznak a minusz végtelen torldddsi pontja, ha a —A halmaznak torloédéasi pontja a
végtelen.

4.9. Definicié. Legyen f: R — R és legyen a Dom f halmaznak a végtelen torlodasi pontja. Az
f fligguvény hatdrértéke a végtelenben,
- A€R, ha
Ve e RTI§ e R*Vz € Dom f: (6 <z — |f(z) — Al <e).

— wvégtelen, ha
VK e R"3§ e RTVa € Dom f: (0 <z — K < f(z)).
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— minusz végtelen, ha — f hatarértéke a végtelenben végtelen.

A minusz végtelenben vett hatarértéket, mint az x — f(—x) fliggvény végtelenben vett hatarértékét
definialjuk.

4.10. Definicié. (A lim mdvelet.)
— Legyen f : R —» R, és legyen a € R a Dom f halmaz torlodasi pontja. Az f fiiggvény
hatéarértékét az a pontban lim f(z) vagy lim f jeldli.
r—a a

— Legyen f : R — R, és legyen a € RU {oco, —o0} a Dom f halmaz torlédasi pontja. Az f
fiiggvény hatarértékét az a pontban lim f(x) vagy lim f jeloli.
r—a a

4.11. Tétel. Legyen f,g: R — R, A € R és a € R torldddsi pontja a Dom f N Dom g halmaz-
nak. Tegyik fel, hogy létezik lim f és lim g, valamint lim f,limg ¢ {oco, —co}. Ekkor az aldbbiak
teljesiilnek.
lim(f + g) =lim f + limg
a a

1.
2. lim(Af) = A(lim /)

3. li(llrn(fg) = (li(llrn f) (li{{ng)
4

lim |f| = limf’
Tovdbbd, ha 0 ¢ Ran f és lim f # 0, akkor
. 1 1
im— = )
a f  limf

a

4.12. Tétel. (Renddér-elv figgvények hatdrértékére.) Ha az f,g,h : R — R fiiggvényre Dom f =
Dom g = Dom h és minden x € Dom f esetén f(x) < g(z) < h(z) teljesiil, valamint az a € R pont
torloddsi pontja a Dom f halmaznak és valamely A € R esetén lim f = limh = A teljesiil, akkor

létezik a lim g hatdrérték és limg = A.
a a

4.13. Definicié. Legyen f : R — R fliggvény és a € R.
— Ha a torlodasi pontja az ]a, co[ N Dom f halmaznak, és az f|), o[ fiiggvénynek létezik
hmf‘]a,oo[ =A
hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiigguény jobb oldali hatdrértéke az
a pontban A, és az A hatérértéket a liril f vagy a lingr o f(z) szimbolummal jeloljiik.
a r—ra

— Ha a torlodasi pontja a |—oo,a[ N Dom f halmaznak, és az f||_ qf fiiggvénynek létezik
harn f|]—oo,a[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény bal oldali hatdrértéke az a
pontban A, és az A hatarértéket a lim f vagy a lim Of(:r) szimbolummal jeloljiik.
a— r—a—

Magyarazat. Legyen f : R — R és a,A € R. A fenti definicié szerint az f fiiggvénynek a
jobb oldali hatarértéke az a pontban A, pontosan akkor, ha a torlédasi pontja a Dom f N ]a, cof
halmaznak és

Ve e RT3 eRTVz€Domf: (a<z<a+d — |f(z)— Al <e)

teljesiil. Hasonléan, az f fiiggvénynek a bal oldali hatarértéke az a pontban A, pontosan akkor,
ha a torlodasi pontja a Dom f N]—o00, a[ halmaznak és

VeeRTISeRTVzeDomf: (a—d<z<a — |f(z)— Al <e)

teljesiil.



4.14. Tétel. Legyen f: R — R és legyen a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik az f fligguénynek
hatdrértéke az a pontban, ha ott létezik jobb, illetve bal oldali hatarértéke, és lirllf = lim f teljesiil.
a a—

4.15. Definicié. Legyen f: R — R és a € Dom f.
— Az f fiigguény folytonos az a pontban, ha

Ve € RT36 € R*Vx € Dom f : (\x —a|<d=|f(z) - fla)] < 5).
— Az f fligguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
Jelolés. Legyen A C R. Az A halmazon értelmezett folytonos fiiggvények halmazara a
C(A,R)={f: A—R| f folytonos}
jelolést hasznaljuk.

4.16. Tétel. Legyen f,g: R — R, a € Dom fNDomg, c € R. Ha az [ és g fiigguény folytonos az
a pontban, akkor az

f+g. fg,cfilfl,foyg

1
fiiggvények is folytonosak az a pontban, valamint ha f(a) # 0, akkor az ? fiiggvény is folytonos az

a pontban.

4.17. Tétel. Elemi fiiggvények folytonossdga.
1. Minden q € RT \ {1} esetén az exp, €s alog, figgvény folytonos.
2. Minden polinom folytonos.
3. A sin, cos, tg, arcsin, arccos €s arctg figguények folytonosak.

4.18. Tétel. Legyen f : R — R fiiggvény és a € Dom f olyan pont, mely torldddsi pontja is a

Dom f halmaznak. Ekkor az f fiigguény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f(x) = f(a)
r—ra

teljesiil.

4.19. Tétel. (Bolzano-tétel.) Legyen a,b € R, a <b, és f : [a,b] = R olyan folytonos figgvény,
melyre f(a)f(b) < 0. Ekkor létezik c € |a,b[, melyre f(c) = 0.

4.20. Tétel. (Weierstrass tétele.) Legyen a,b € R, a < b, és f : [a,b] — R folytonos figgvény.
Ekkor létezik olyan x1,x2 € [a,b], hogy minden = € [a,b] esetén

f(x) < fz) < f(x2)

teljesiil.

5. Fiiggvénytani alapfogalmak

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény
— pdros, ha minden x € Dom f elemre —z € Dom f, és f(x) = f(—x);
— pdratlan, ha minden x € Dom f elemre —z € Dom f, és f(x) = — f(—2x);
— monoton névd, ha minden x,y € Dom f elemre = < y esetén f(z) <
— monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) > f(y);
— monoton, ha monoton névs, vagy monoton fogyo;
— szigorian monoton névd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(x) < f(y);
— szigorian monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(x) > f(y);
— szigorian monoton, ha szigorian monoton névs, vagy szigorian monoton fogyo;
— alulrol korldtos, ha létezik olyan C' € R szam, hogy minden xz € Dom f esetén C < f(z);
— feliilrél korldtos, ha létezik olyan C' € R szam, hogy minden = € Dom f esetén f(z) < C,
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korldtos, ha alulrol és feliilrdl is korlatos;
konvezx az I C Dom f intervallumon, ha minden z,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y)

teljesiil;
konkdv az I C Dom f intervallumon, ha minden x,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz + (1 —a)y) = af(z) + (1 —a) f(y)

teljestil;

periodikus, ha f nem konstans fiiggvény, és ha létezik p € RT, hogy minden z € Dom f
esetén z +p € Dom f és f(z) = f(xz + p), amennyiben a legkisebb ilyen tulajdonsagi p szam
nagyobb mint nulla, azt az f fiigguény periddusdnak nevezziik;

zérushelye vagy gydke x € Dom f, ha f(z) = 0.

5.2. Definicié. Legyen f: R — R és a € R.

Az f fiiggvénynek lokdlis mazrimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy minden
x € B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

Az f fiigguénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik » € RT, hogy minden
x € By(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

Az f figguénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, ha lokilis maximuma vagy lokalis
minimuma van az a pontban.

Az f figguénynek szigori lokdlis maximuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy
minden a # x € B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

Az f fiigguénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € RT, hogy
minden a # x € B,(a) N Dom f esetén f(a) < f(x).

Az f fiiggvénynek szigori lokdlis szélsGértéke van az a pontban, ha szigoru lokilis maximuma
vagy szigoru lokalis minimuma van az a pontban.

Az f figgvénynek globdlis mazimuma van az a pontban, ha minden x € Dom f esetén f(a) >
().

Az f figgvénynek globdlis minimuma van az a pontban, ha minden z € Dom f esetén f(a) <
1(@).

Az f fiigguénynek globdlis szélsdértéke van az a pontban, ha globalis maximuma vagy globalis
minimuma van az a pontban.

6. Derivalas fogalma és alaptulajdonsagai

Jelolés. Az A C R halmaz bels6 pontjainak a halmazat Int A jeloli.

6.1. Definici6. Legyen f: R — R és a € Int Dom f.

Azt mondjuk, hogy az f figguény differencidlhato, vagy derivilhaté az a pontban ha létezik
olyan A € R, melyre
L@ =S,

r—a T —a
teljesiil. Ezt az A szamot az f figgvény a pontbeli differencidljanek vagy derivdltjdnak ne-
vezziik.

Az f: R — R fiiggvény derivdltjinak vagy derivdlt fiiggvényének nevezziik a

M= f@) g s py LSO

X — r—a Tr—a

f {a € Int Dom f| 3 lim
r—a

fliggvényt.
Az f differencidlhaté, ha Dom f = Dom f.
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— Az f folytonosan differencidlhato, ha differencialhaté és f folytonos. Az A C R nyilt halma-
zon értelmezett, R értéki, folytonosan differencidlhato fiiggvények halmazat C*(A4,R) jeldli.

Jelolés. Az f: R — R fiiggvény derivaltjara hasznaljuk még a df(w) jeloleést is.

6.2. Tétel. Legyen f,g: R — R, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhatd az a
pontban. Ekkor

— [+ g differencidlhaté az a pontban, és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
- minden ¢ € R esetén cf differencidlhatd az a pontban, és (cf) (a) = cf'(a);
I

- fg differencidlhaté az a pontban, és (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ (a),
)

- ha g(a) # 0, akkor / differencidlhatd az a pontban, és (f> (a) = f'(a)g(a) - f(a)g’(a)'
g g 9*(a)

6.3. Tétel. (Kozvetett fiigguény derivdldsi szabdlya, lincszabdly.) Legyen f,g : R — R. Ha g
differencidlhatsé az a pontban és [ differencidlhaté a g(a) pontban, akkor f o g differencidlhato az

a pontban, és
(fog)(a)=f(g(a) g'(a).

6.4. Tétel. Minden a € R esetén legyen f, : RT — R, f.(z) = 2%. Ekkor minden v € RT esetén
fi(z) = ax®! teljesiil.

6.5. Tétel. Minden g € R esetén legyen g, : R — R, g4(x) = ¢*. Ekkor minden x € R esetén
gy(z) =Ingq-q" teljesiil.

6.6. Tétel. (Elemi szdgfigguények deriviltja.) Minden v € R esetén sin’x = cosz, cos'x =

—sinz és tg'wx = ——5—
cos?

Kiegészités. Tovabba a fenti fiiggvények inverzére az alabbiak teljesiilnek.

L log,:RT =R ZE'—}J:ilq

2. arcsin’ : ]-1,1[ =Rz — @
3. arccos’ : |-1,1[ > Rz ﬁ
4. arctg’ : R — R me

7. A derivalt kapcsolata a fiiggvénnyel

7.1. Definici6é. Legyen f : R — R és a € Dom f'. Az [ fiiggvény a pontbeli érintdjének az
egyenlete

y(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

7.2. Tétel. (A differencidlhatésdg dltaldinos jellemzése.) Legyen f : R — R és a € Int Dom f.
Az f fiigguény pontosan akkor differencidlhatd az a pontban, ha létezik olyan c € R, hogy

o 1) = f@) — (e — a)

z—a |z — al

=0.

Ha az [ fliggvény differencidlhatd az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepld ¢ konstansra
1'(a) = ¢ teljesiil.
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7.3. Tétel. Ha egy fiigguény differencidlhatd egy pontban, akkor folytonos is abban a pontban.

7.4. Tétel. (Rolle-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = R folytonos figgvény, mely diffe-
rencidlhato az )a, b| intervallumon, és melyre f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan & € ]a,b], hogy

f1(€) =0.

Bizonyitds. A 4.20 Weierstrass-tétel értelmében az f fiiggvény valamely «, 5 € [a, b] pontokban
felveszi a minimumat és maximumat. Ha {«, 8} = {a,b}, akkor az f fiiggvény allando, vagyis
minden ¢ € Ja, b pontban f/(§) = 0 teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény a minimumét az « pontban veszi fel, melyre a € ]a, b[ teljesiil.
Mivel az f fliggvény differencidlhaté az o pontban, ezért

_ i J®) (@)
Fla) = lim L@ =Fl0) _ = lim S >
e—a T —a = lim MSO,
T—a— T — o

ahol felhasznaltuk, hogy minden = € [a,b] esetén f(z) > f(a). A fenti egyenlStlenségekbdl
f'(a) = 0 adodik.

Teljesen hasonl6an bizonyithato, hogy f/(8) = 0, ha azt tessziik fel, hogy az f fliggvény a maxi-
mumat a 3 pontban veszi fel, melyre 8 € |a, b[ teljesiil.

7.5. Tétel. (Lagrange-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos figgvény, mely
differencidlhato az ]a,b| intervallumon. Ekkor létezik olyan c € |a, b, hogy

f) = fla) = (b= a)f' (o).

Bizonyitds. Rolle-tételt kell alkalmazni a g : [a,b] = R

fiiggvényre.

7.6. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, és f : I — R differencidlhato fiiggvény.

1. Ha minden x € I esetén f'(x) =0, akkor f dllandé az I intervallumon.

2. Az f figguény pontosan akkor monoton névd az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f(x) = 0.

3. Ha minden x € I esetén f'(x) > 0, akkor [ szigorian monoton novd az I intervallumon.

4. Az f figguény pontosan akkor monoton csékkend az I intervallumon, ha minden x € I
esetén f'(x) < 0.

5. Ha minden x € I esetén f'(x) < 0, akkor f szigorian monoton csékkend az I intervallu-
mon.

Bizonyitds. Legyen a,b € I olyan, hogy a < b. A Lagrange-tétel értelmében létezik ¢ € ]a, b,
melyre
f) = fla) = (b—a)f'(c)

teljesiil. Ebbdl egyszertien kapjuk az allitasokat.
1. Ha f' =0, akkor f(b) — f(a) = 0.
2. Ha f monoton névé és ¢ € I, akkor az f fliggvény differencidlhatosaga miatt

T—C xr — C r—c+ €T — C
Ha f’ > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f monoton nové.
3. Ha f' > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f szigorian monoton noveé.
A 4. és 5. pont a fentiekhez hasonloan igazolhato.
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7.7. Definicié. Legyen f : R — R, és teljes indukcioval értelmezziik a kovetkezs fiiggvényeket.
Legyen f(©) = f, és minden i € N* esetén legyen f(*) = (f(-1),

— Legyen n € NT és a € R. Az f fiiggvény n-szer differencidlhaté az a pontban, ha a €
Dom f(").

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhaté az a € R pontban, ha minden n € N esetén
a € Dom (™) teljesiil.

— Az f fiigguény n-szer (n € N*1) differencidlhatd, ha Dom f(™ = Dom f.

— Az f fiigguény végtelenszer differencidlhatd, ha minden n € N esetén Dom f(™ = Dom f telje-
sill. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értékii végtelenszer differencidlhaté fiiggvények
halmazat C*>° (A, R) jeloli.

— Az f fiigguény n-szer (n € N1) folytonosan differencidlhaté, ha f n-szer differencislhato és
™ folytonos. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értéki n-szer (n € N*) folytonosan
differencialhato fiiggvények halmazat C™ (A, R) jeloli.

7.8. Tétel. Legyen f :R - R, 1 <n €N, a € Dom f") . Tegyiik fel tovibbd, hogy minden i € N,
1 <i<n esetén f(a) =0, valamint f (a) # 0.
1. Az f figgvénynek pontosan akkor van szigori lokdlis mazimuma az a pontban, ha n pdros,
és f"(a) < 0.
2. Az f fiiggvénynek pontosan akkor van szigori lokdlis minimuma az a pontban, ha n pdros,
és £ (a) > 0.
3. Ha n pdratlan, akkor az f fiiggvénynek nincsen lokdlis szélsdértéke az a pontban.

8. Hatarozott integral

8.1. Definicié. Legyen A C R.

— Ha A alulrél korlatos, akkor a legnagyobb alsé korlatjat inf A jeloli. Tehat a K = inf A
jeloléssel élve K also korlatja az A halmaznak (vagyis minden a € A esetén K < a teljestil)
és K a legnagyobb also korlat (vagyis ha K’ € R olyan szam, hogy minden a € A esetén
K’ < a teljesiil, akkor K’ < K). Az inf A szamot az A halmaz infimumdnak nevezziik.

— Ha A feliilrél korlatos, akkor a legkisebb fels§ korlatjat sup A jeloli. Tehat a K = sup A
jeloléssel élve K felss korlatja az A halmaznak (vagyis minden a € A esetén a < K teljestil)
és K a legkisebb felss korlat (vagyis ha K’ € R olyan szam, hogy minden a € A esetén
a < K’ teljesiil, akkor K < K'). Az sup A szamot az A halmaz szuprémumdnak nevezzik.

8.2. Definici6. Az [a,b] korlatos intervallum felosztdsdn egy olyan (z;)i=o,... n Szdm n-est értiink
melyre xg = a, &, = b, és minden 0 < i < n — 1 esetén x; < x;41 teljesil. Az [a,b] intervallum
felosztasainak a halmazat F1*0 jelli.

8.3. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és = = (2;)i=o,. .. € FI egy felosztas.
Ekkor az f fligguény (x;)i=o,...n felosztdshoz tartozo alsé kézelitd dsszege

n—1
=2 (te[xin}: ]f(t)> (o1 = 22),
i=0 Bt

és felsd kdzelitd dsszege

n—1
Se(f) =) ( sup ]f(t)> (@it — ).
=0

te€lzi,xit1

8.4. Definicié. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény
— Riemann-integrdlhatd, ha létezik olyan I € R szdm, hogy minden ¢ € R* esetén létezik olyan
x felosztésa az [a, b] intervallumnak, melyre

IT—e<s,(f) <S.(f)<I+e
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b b
teljesiil. Ekkor az I szamra az / f vagy az / f(z) d x jelolést hasznaljuk. Tovabba bevezet-

jik az R([a,b],R) jelolést a Riemann-integralhato fliggvényekre, vagyis
R([a,b],R) ={f : [a,b] — R| f Riemann-integralhato} .

a b
— Ha f € R([a, b],R), akkor bevezetjiik a /f = —/f jelolést.
b a

— Tovabba minden a € R pontra, és f : R — R fiiggvényre a € Dom f esetén legyen /f =0.

b a
— Ha a,b € R, a < b, valamint f € R([a,b],R), akkor a / fésa / f mennyiséget az f
b

fiigguény hatdrozott integraljinak nevezziik. ‘

Jelolés. Riemann-integralhato f € R([a,b],R) fiiggvény integraljanak a jellésénél gyakran beir-

juk a fiiggvény valtozajat.
b b
[ t@as=[ 1

9. A Newton—Leibniz-tétel és kovetkezményei

9.1. Tétel. Az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos figguények mind Riemann-integrdlhatok,
azaz C([a,b] ,R) C R([a,b],R) teljesil. Tovdbbd, ha egy [a,b] intervallumon értelmezett fiigguény
csak véges sok pontban nem folytonos, akkor szintén integrdlhato.

9.2. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) és c € R esetén f + g,cf, fg € R([a,b],R), valamint

1 /:f+/abg/ab(f+g>;
2. /:(cf)=c/abf;

b b
3. hafgg,akkor/ fg/g;

/:f </:|f|-

9.3. Tétel. (Newton-Leibniz-tétel.) Legyen f € R([a,b],R) és F € C([a,b],R) olyan figgvény,
mely differencidlhaté az |a,b| intervallumon, és itt F' = f. Ekkor

/.

b
/f = F(b) — F(a).

Jelolés. Az F € F([a,b],R) fliggvény esetén az alabbi jelolést fogjuk hasznalni.
b
[Fl, = F(b) = F(a)

9.4. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum, és f : I — R. A differencialhatéo F' : I — R
fliggvényt az f primitiv fiigguényének nevezzik, ha F' = f teljesiil. Az f fiiggvény hatdrozatlan
integrdljanak nevezzik az

{F:I—>R|F' = f}

halmazt, melyre az [ f vagy [ f(x)dx szimbolumot hasznaljuk. Az integral jel utan 4llo fiiggvényt
gyakran integrandusnak nevezzik.
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9.5. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f: I — R és F,G : I — R az f primitiv fiiggvénye.
Ekkor az F — G fiigguény dllandg.

Bizonyitds. A Rolle-tétel kovetkezménye.

Megjegyzés. A fenti tétel nem igaz, ha I nem intervallum!

Jelolés. A fenti tétel miatt, ha F' az f fliggvény egy primitiv fiiggvénye, akkor az

[r=r+c

rovidebb, de pontatlanabb jel6lést is hasznaljuk.

9.6. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan, hogy mindkettének létezik
primitiv fliggvénye. Ekkor minden ¢ € R szdamra

Jo+a=[r+[a & [en=c[s

Bizonyitds. Az F,G : I — R differencidlhato fiiggvényre vonatkozd
(F+GQ) =F +d& (cF) = cF’
derivélasi szabalybol kovetkezik.

9.7. Tétel. (Elemi hatdrozatlan integrdlok.) Legyen a € R\ {—1}. Ekkor az integrandus értelme-
2€st tartomdnydnak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

/exp: exp +C /sin: —cos+C /COS: sin +C
/ldx—lo |z| + C /#dx—arct z+C /xadx—x1+a+0
x T8 1422 B & T 1+4a

9.8. Tétel. (Parcidlis hatdrozatlan integrdlds.) Legyen f,g € F(R,R) olyan figguény, mely foly-

tonosan differencidlhaté. Ekkor
/(f’g) =f9— /(fg')

9.9. Tétel. (Parcidlis integrilds.) Legyen f,g € F(R,R) olyan figguény, mely folytonosan diffe-
rencidlhato az [a,b] intervallumon. Ekkor

/ab(f’g) = [fgls - /ab(fg/)

9.10. Tétel. (Helyettesitéses hatdrozatlan integrilds.) Legyen F,¢ € F(R,R) folytonosan diffe-
rencidlhato fiiggvények. Ekkor

teljesiil.

teljesiil.

teljesiil.

9.11. Tétel. (Helyettesitéses integrilds.) Legyen f,p € F(R,R) olyan figgvény, hogy ¢ folyto-
nosan differencidlhatd az [a,b] intervallumon és f folytonosan differencidlhaté a Ran ¢ halmazon.
Ekkor

b w(b)
/ Flo()e (t) dt = / f(z)da
a p(a)

teljesiil.
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10. IMPROPRIUS INTEGRALAS

10. Improprius integralas

10.1. Definicié. (Improprius integrdl.)

— Legyen f : [a, 00[— R olyan fiiggvény, hogy minden x €]a, o[ esetén f € R([a, z], R) teljesiil.

Haa lim [ f hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy f fiiggvény impropriusan
Tr—r 00

a
integrdlhato az [a, 00| intervallumon, valamint az f fiigguény improprius integrilja az |a, o]
xr

intervallumon lim [ f. Az [a, 00| intervallumon impropriusan integralhaté fiiggvények hal-
xr—r 00

mazara az R([a,00[,R) jelolést hasznaljuk, valamint f € R([a, o[, R) esetén az improprius

integralra a

f— lim f

Tr—r00

jelolést hasznaljuk.
Legyen f : [a,00[— R olyan fiiggvény, hogy minden x €]a, o[ esetén f € R([a, z], R) teljesiil.
x

Ha a lim [ f hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy az f
Tr—r00

a
fiigguény improprius integrdlja divergens az [a, oo[ intervallumon.
Legyen f :] — 0o,a] — R olyan fiiggvény, hogy minden z €] — oo, a[ esetén f € R([z,a],R)
a
teljesiil. Haa lim f hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy f figgvény im-
xr——00
xr
propriusan integrdlhatd a |—o0, a] intervallumon, valamint az f fiigguény improprius integrilja
a

a | — 00,al] intervallumon lim f- A]— o0, qa] intervallumon impropriusan integralhato
rT——0Q

fiiggvények halmazara az R(] — oo, al,R) jelolést hasznéljuk, valamint f € R(] — o0, a], R)
esetén az improprius integrélra a

/f—ggaf

jelolést hasznaljuk.
Legyen f :] —o0o,a] — R olyan fiiggvény, hogy minden z €] — oo, a[ esetén f € R([z,a],R)
teljesiil. Ha a lim f hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy
Tr—r— 00
x
az f fiigguény improprius integrdlja divergens a | — 0o, al intervallumon.
Haaz f : R — R fiiggvényre f||_, 0 € R(]—00,0],R) & ([0, oo[, R) teljesiil, akkor

azt mondjuk, hogy f fiiggvény impropriusan integrdlhatd a valds szamok halmazdn, valamint
0 0o

az [ figguény improprius integrdlja a valds szamok halmazdn / [+ /f A valos szamok

—00 0
halmazan impropriusan integralhato fliggvények halmazara az R(R,R) jelolést hasznaljuk,
valamint f € R(R,R) esetén az improprius integralra a

o 0 (e’
_4f5£f+{f

jelolést hasznaljuk.
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11. Sdrtstigfiiggvény és eloszlasfiiggvény
11.1. Definicié. Integralhato fiiggvény integralfiiggvénye.

- Az f € R([a,b],R) fiiggvény integrdlfigguénye Iy : [a,b] = R, I¢(z) = /f

a
Az f € R([a, o0[, R) fuggvény integrilfiggvénye Iy : [a, 00— R, I;(z) = /f

- Az f € R(] — o0,a],R) fliggvény integrdalfiggvénye Iy :] — 00,a] = R, I¢(z) = / I

Az f € R(R,R) fiiggvény integrdlfiggvénye Iy : R — R, If(z) = / f.

11.2. Tétel. Integrdlhato fiigguvény integrdlfiggvénye folytonos.

11.3. Tétel. Jelolje I az [a,b], [a,00], ] — 00,a] vagy R intervallumok valamelyikét. Ha f €
C(I,R)NR(I,R) és x az I belsd pontja, akkor az I; figguény differencidlhaté az x pontban és
Ii(z) = f(x).

f

Magyarazat. Ha valamilyen X mennyiséget mériink egy rendszeren, ahol a mérés kimenete egy
valés szam aminek az értéke wéletlenszerd, akkor a mennyiség elemzése szempontjdbol hasznos
bevezetni az

F:R—R t— P(X <)

fiiggvényt, ahol P(X < t) annak a valoszintisége, hogy a mérést egyszer elvégezve a mért mennyiség
kisebb mint ¢. Ezen F fiiggvény az X mennyiség eloszldsfiiggvénye az adott rendszeren. Most az
F fiiggvény tulajdonsagain keresztiil definidljuk az eloszlasfiiggvény fogalmat. Tovabba az ilyen
mennyiségeket valdsziniségi viltozénak fogjuk nevezni.

Megjegyzés. A valoszintségi valtozo fogalma matematikailag precizen definidlhato, de erre most
nem tériink ki. o

11.4. Definicié. Egy F' : R — R fliggvényt valdsziniségi eloszldsfliggvénynek neveziink, ha
- lim F(z)=0, lim F(z)=1,
Tr—r— 00 Tr—r0o0
— F monoton n6va;
— minden a € R esetén lim F(z) = F(a).
r—a—
11.5. Tétel. Legyen F az X wvaldszintségi vdltozo eloszldsfiggvénye, valamint legyen a,b € R
a < b paraméter. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. Pla< X <b)=F()— F(a)
2. P(X=a)= mlg}ll+ F(x) — F(a)

3. Pontosan akkor lesz P(X = a) =0, ha F folytonos az a pontban.

11.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy az X wvaldszinidségi vdltozo F eloszldsfiggvénye folytonos. FEkkor
minden a,b € R a < b paraméter esetén

Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)=F(@®)— F(a).

11.7. Definicié. Legyen F eloszlasfiiggvény. Ha létezik olyan f : R — R fiiggvény, hogy minden

a € R esetén .
Fa)= [ 1

teljesiil, akkor az f fiiggvényt az F' eloszldasfiigguény siriségfigguénynek nevezzik.
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Megjegyzés. Nem minden eloszlasfiiggvénynek van siirtiségfiiggvénye.

O

11.8. Tétel. Ha az X valdsziniségi valtozo F : R — R eloszlasfiiggvénye folytonosan differencidl-
haté, akkor f = F' a F siriségfiiggvénye.

11.9. Tétel. Ha f : R — R sdridségfiggvény, akkor minden a € R esetén 0 < f(a), valamint

[

11.10. Tétel. Ha az F : R — R eloszldsfiigguénynek létezik [ siriségfiggvénye, akkor F folytonos,
valamint, ha [ folytonos az a € R pontban, akkor F'(a) = f(a).

11.11. Tétel. Ha az X wvaldsziniségi valtozo F : R — R eloszldsfiiggvényének létezik f siriség-
fiiggvénye, akkor minden a,b € R, a < b esetén

b

P(X € [a,b]) = P(X € Ja,b]) = /f.

a

12. Varhato érték és szoras
12.1. Definicié. Ha az X valészintségi valtozoé F' : R — R eloszlasfiiggvényének létezik f stri-

ségfiiggvénye, valamint létezik az / zf(x)dx integral, akkor az / zf(x) dx mennyiségrél azt
— 0o — 0o
mondjuk, hogy az X wvaldsziniségi viltozé vdrhato értéke vagy az F eloszldsfiiggvényhez tartozo
varhato érték vagy az f siriségfiiggvény vdrhato értéke. Tovéabbé, ha ¢ : R — R olyan fiiggvény,
o0 o0

hogy létezik az / o(x) f(z) d « integral, akkor az / o(z) f(x) d x mennyiségrdl azt mondjuk, hogy

— 00 — 00

a (X)) valdszindségi vdltozoé varhatd értéke.

Jelolés. Ha valamilyen X valoszintségi valtozonak létezik varhato értéke, akkor arra az E(X)
jelolést fogjuk hasznélni.

12.2. Tétel. Legyen X ésY olyan valdsziniiségi vdltozo, melynek létezik varhato értéke. Ekkor az
aldbbiak teljesiilnek.

1. E(X+Y)=EX)+E®Y)

2.VAeR: E(AX) = AE(X)

3. VeeR: E(X+¢)=E(X)+c

12.3. Definicié. Ha az X valoszintségi valtozoé F' : R — R eloszlasfiiggvényének létezik f strt-
ségfiiggvénye és varhato értéke, valamint az (X — E(X))? mennyiségnek is létezik varhato értéke,
akkor az 0 = /E ((X — E(X))2) mennyiségrsl azt mondjuk, hogy az X waldsziniségi vdltozd sz6-
rasa vagy az F eloszldsfiigguényhez tartozo szdrds vagy az f sidriségfiggvény szdrdsa.

Jel6lés. Ha valamilyen X valoszintségi valtozonak létezik szorasa, akkor arra a o(X) jelolést
fogjuk hasznalni.

12.4. Tétel. Ha az X wvaldsziniségi valtozonak létezik szordsa, akkor
o(X)=vE(X?) —E(X)2.

12.5. Tétel. Az X valdszindségi vdltozénak pontosan akkor létezik szordsa, ha az X? valdszinidségi
valtozonak létezik varhato értéke.
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12.6. Tétel. Legyen X és Y olyan valdsziniségi valtozo, melynek létezik szordsa. Ekkor az aldb-
biak teljesiilnek.

1.YAeER: o(AX) = |Ao(X)

2.VceR: o(X +¢) =0(X)

12.7. Tétel. Ha X olyan valdsziniiségi vdaltozo, melynek létezik szorasa, akkor az'Y =
valdszindségi vdltozéra E(Y) =0 és o(Y) =1 teljesil.

12.8. Definicié. Ha X olyan valoszintiségi valtozd, melynek létezik szorasa, akkor az X standar-
X —E(X)
o(X)
12.9. Definicié. Legyen a,b € R, a < b. Egy X valésziniiségi valtozérol azt mondjuk, hogy

egyenletes eloszlast az [a,b] C R intervallumon, ha strtségfiiggvénye

1
FiRSR w'—>{b—a’ ha z € [a,b];
0, ha =z ¢ a,b].

dizdltjdnak nevezziikk az Y = valoszintiségi valtozot.

12.10. Tétel. Legyen a,b € R a < b és X az [a,b] C R intervallumon egyenletes eloszldsi valdszi-

b _
niségi vdltozo. Ekkor E(X) = ath T s eloszldsfiigguénye

,U(X)Zl;\/g

0, ha =z < a;
T—a
F:R—R T 2 , ha z€la,b];
—a

1

, ha x >0b.

12.11. Definicié. Legyen A > 0. Egy X valoszintiségi valtozordl azt mondjuk, hogy A paraméterd
exponencidlis eloszldsi, ha striségfiiggvénye

0, ha x <0;

fiR—=R xH{)\eM, ha =z >0.

12.12. Tétel. Legyen A > 0 és X X\ paraméteri exponencidlis eloszlisi valdsziniségi vdltozo.

1
Ekkor E(X o(X) = X és eloszldsfiiggvénye

):X)
0, ha x <0
1—e ™ ha z>0.

)

F:R—R x»—){

Magyarazat. Ha A és B események, akkor P(A|B) szimbolummal jel6ljitk annak a valészintiségét,
hogy bekovetkezik az A esemény, ha mar a B esemény bekovetkezett. Az ilyen P(A|B) alaku
valoszintiségeket feltételes valdsziniiségnek nevezziik. Példaul szabalyos dobékockaval szamolva

1
P(kettest dobunk|parosat dobunk) = 3

P(ANB)
P(B)

12.13. Definicié. Legyen X valoszintségi valtozo és I, J C R olyan intervallumok, hogy P(X €
J) > 0. Ekkor definialjuk a

Ha P(B) > 0, akkor P(A|B) =

P(XeInlJ)

PXellXeclJ)=
( | ) P(X eJ)
mennyiséget, amit feltételes valdsziniségnek nevezink.

12.14. Tétel. (Az exponencidlis eloszlds orokifju.) Ha X exponencidlis eloszldsi valdsziniségi
vdltozo, akkor minden a,b > 0 paraméterek esetén

P(X>a+bX >a)=P(X >b)

teljesiil.
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13. Euklidészi tér

13.1. Definicié. Legyen n € NT és x,y € R™. Definidljuk az 6sszeadast, minden )\ € R esetén a
szammal val6 szorzast és a skaléris szorzéast az alabbi médon.

r4+y=(T1+y1,--. . Tn+Yn)
Az = (Ax1,..., A z,)

n
k=1

13.2. Tétel. Minden A € R és x,y,z € R™ esetén

1
2.
3.
4
5

n
Zx% az x vektor (kettes) normdja.
k=1

13.3. Definicié. Minden = € R™ esetén legyen ||z, =

13.4. Tétel. A |||, : R™ = R kettes normdra az aldbbiak teljestilnek.
1. Vz e R": |z, > 0;
2.VreR": |z, =0 < z=0;
3. VAeRVz e R" : |[Azlly = [A] - ||lz]|y;
4oy e R oyl < aly + il

13.5. Tétel. Minden x € R" esetén |z||, = \/(z,z).

13.6. Tétel. (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.) Minden x,y € R™ vektorra
(@,9)* < (z,2) - (y,9)

teljesiil.

13.7. Definicié. Az z,y € R™\ {0} vektorok altal bezart szog

(z,y)

O = arccos —————.
1l 1yl

13.8. Definicio. Egy A : R™ — R™ leképezést linedris leképezésnek neveziink, ha
- Vo,y eR": Az +y) =Az) + A(y);
- VAeRVz e R": A(\z) = MNA(x).

Jelolés. Ha A : R™ — R™ linearis leképezés és © € R"™, akkor az Az = A(x) roviditést hasznaljuk.

13.9. Tétel. Ha A : R" — R™ linedris leképezés, akkor létezik egyértelmien valds szamoknak

(14.13)Z = ZAijxj
=1
teljesil. Tovdbbd, ha adott a valds szaimoknak egy (A;;)i=1....m rendszere, akkor a fenti képlet egy
j=1,...,n
A :R"™ = R™ linedris leképezés definidl.

13.10. Definicié. A valdés szamoknak egy (A;;)i=1...m rendszerét m x n-es mdtriznak nevezzik.
J

=1,...,n



21

Magyarazat. A fenti tétel alapjan az R™ — R™ linearis leképezések azonosithatok az m X n-es
matrixokkal.

Jelolés. A tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget a linearis leképezés és matrixa kozott. Az

,,,,,

A A ... A
Aoy A ... Aoy
Aml Am2 oo Amn

modon szokas leirni.

13.11. Definicié. Ha A, B : R® — R™, C : R™ — RF lineéris leképezés és A € R, akkor az alabbi

A+ B :R*" - R™ z — Ax + Bx
AR — R™ T — Nz
CAR" R 2+ CAz

13.12. Tétel. Ha A, B : R"” — R™, C : R™ — R* linedris leképezés és A € R, akkor A+ B, \A
és C'A is linedris leképezés, valamint ezek mdtrizdra

1.Vie{l,....m}Vje{l,...,n}: (A+ B);; = A;; + Bij;

2. Vi e {1, e ,m}Vj S {1, ce ,Tl} : ()\A)Zj = /\Aij,'

3.Vie{l,.. k}Viefl,...,n}: (CA); =) Culy
=1
teljesiil.

13.13. Tétel. Az I:R"™ — R", I(x) = x identitds leképezés mdtrizdra Vi, j € {1,...,n} esetén
j 1, ha ©=y;
Y10, ha i#£j

teljestil.

13.14. Tétel. Jeldlje I az n x n-es identitds mdtrizot és 0 azt az n X n-es mdtrizot, melynek
minden eleme nulla. Ekkor minden A, B,C n X n-es mdtrizra és A\,u € R szdmra az aldbbiak
teljesiilnek.
1. ApA) = (An)A
2. A+0=0+A=A
3. A+B=B+A
4. (A+B)+C=A+(B+C)
5. MA+B)=)A+ B
6. AN+ pu)A=XA+ A
7. AI=T1A=A
8. (AB)C = A(BC)
9. A(B+C)=AB+ AC
10. (A+ B)C = AC + BC
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