Szamitasi médszerek a fizikaban 1, 13. hét
Rendezés a matrixokon, kvadratikus kifejezések és rugds rendszerek

I. Rendezés az 6nadjungalt matrixok halmazan.
1. Adjunk meg olyan A, B 6nadjungalt 2 x 2-es métrixokat, melyre A £ B és B % A teljesiil.
2. Legyen A = (1 i) és B = (? i) Igazoljuk, hogy A < B és A% £ B2.
3. Legyen P, n X n-es komplex projekcié. Mutassuk meg, hogy
P<Q< P=PQ<+ P=QP

teljesiil.
II. Legyen f: R? —» R, f(z,y) = 322 + 4xy + 3y + 2z + Sy + 8.
1. Mutassuk meg, hogy alkalmas 6nadjungalt A matrixszal, b vektorral és ¢ konstanssal f(v) =
(v, Av) + (b,v) + ¢ alakra hozhato.
2. Igazoljuk, hogy egy megfelelSen vélasztott z vektor és ¢’ konstans segitségével f(v + z) =
(v, Av) 4 ¢ alakra hozhaté a fuggvény. (Ez a teljes négyzetté alakitas.)
3. Vazoljuk az {(z,y) € R?| f(x,y) = 9} ponthalmazt.
ITI. Az alabbi U; és Us halmazokat abrazoljuk vazlatosan és hatarozzuk meg a teriiletiiket azzal a
segitséggel, hogy az a,b € R féltengelyti ellipszis teriilete az R? euklidészi térben T = abr.

Uy = {(z,y) € R?| 3% — 2zy + 3y* < 1}
Uy = {(z,y) € R?| 322 — 2zy + 3y? + 20 — 4y < 1}

IV*. Hatarozzuk meg az alabbi Q; és Qo halmazok térfogatat (ahol R € RT paraméter) azzal a
4dmab
segitséggel, hogy az a, b, c € R féltengelyti ellipszoid térfogata az R3 euklidészi térben V = w;z =

Q= {(z,y,z) € R3| 322 + 4y? + 522 — 22y + 622 + 2y2z < RQ}

Qo = {(z,y,z) € R3| 322 + 4y? + 522 — 22y + 622 + 2yz + 162 — 8y + 202 + 30 < RQ}

V*. Tekintsiik az aldbbi dbran lathatoé rugds rendszert.

1. Mutassuk meg, hogy a tomegpontok mozgésegyenlete

mx1 + D1z — DQ(CL‘Q — .Il) =0
mia + Da(xy — w1) — D3(x3 — 22) =0
mii'g + Dg(l‘g — JEQ) + D4JC3 = 0,

amit az Gsszevont © = (x1, x2,x3) vektoros jeldléssel az alabbi formaban is felirhatunk.

1 D1+ Do —Ds 0
I+ Az =0 A= — —Ds Dy + D3 —D3
m 0 —D3 D3+ Dy
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2. Az A matrix sajatértékeinek a gyokeit nevezziik a rendszer sajat-korfrekvenciainak (w), me-
lyekbdl a sajatfrekvencia a 27 szammal valo osztéassal kaphato (f = 21) Mutassa meg, hogy
7r
D D
a Dy = Dy = D3 = Dy = D esetben az A matrix sajatértékei \y = 2—, Ao 3 = (2 £ \/5)—,
m m

vagyis a rendszer sajatfrekvenciii

=i ]2 f2,3:2i (2+v2)D
T

TV 2m m
3. Adott n € NT és a € R esetén legyen A,(a) az az n X n-es matrix mely elemeire minden
1,7 €{1,...,n} esetén
a, ha i1=j
An(a)ij = 71, ha |Z 7]| = 1,
0, ha |i—j|>1
teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha n db. m tomegi testet helyeziink el a fenti 4brdhoz hasonld
mo6don azonos D direkcids dllandoju rugdkat hasznélva, akkor a rendszer mozgésegyenlete az

x = (x1,...,2,) vektorral az & + — A, (2)x = 0 formaban is felirhato.
m

4. Tegyiik fel, hogy egy o : NT — R sorozat elemeire minden n € N* esetén 40 = ac, 11— oy,
teljesiil valamilyen a € R paraméterrel. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan ci,co € R
szadmok, hogy minden n € NT esetén

1\ _Ja—i\"
() v () e
Qy =
€1 + con, ha a=2;
(=1)"(c1 + can), ha a=-2

5. Igazoljuk, hogy minden n € N* esetén az A, (a) matrix determinanséara
det Ay 42(a) = adet Ayq1(a) — det Ay, (a)

teljesiil.
6. Igazoljuk, hogy minden n € Nt esetén az A, (a) matrix determinénséra

n+1 —-n-1
1 <a+\/a24> <a+\/a24> ha o] £2
| ; al # 2;
det Ay, (a) = a? —4 2 2
n+1, ha a=2;
(=)™ (n+1), ha a=-2

teljesiil.
7. Minden n € N* esetén tekintsiik a det A, (a) = 0 sajatérték egyenletet. Mutassuk meg, hogy
ebbdl |a| # 2 és

a-++va?—4 < )
— o

k 1,...,2n—1
2/]’1/—"—2), 6{075 7n }

kovetkezik. Vagyis
km
=2 S k 1,... .
a COS(nJrl)’ e{1,...,n}

8. Mutassuk meg, hogy ha n db. m tdmegi testet helyeziink el az abrahoz hasonlé médon
azonos D direkcids allandéju rugdkat hasznalva, akkor a rendszer sajatfrekvenciai

1 D k
) R
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