
Számítási módszerek a �zikában 1, 14. hét

Mátrixcsoportok és perturbációszámítás

I. Az Rn euklidészi térben minden O n× n-es ortogonális mátrix és a ∈ Rn esetén tekintsük az

φO,a : Rn → Rn x 7→ Ox+ a

transzformációt.

1. Mutassuk meg, hogy az α : Rn → Rn+1, α(x) = (x, 1) leképezés segítségével φO,a hatása az
alábbi módon is felírható.
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2. Adott O1,O2 ortogonális mátrixok és a1, a2 vektorok esetén, mely O mátrixra és a vektorra
fog teljesülni az φO2,a2φO1,a1 = φO,a egyenl®ség?

3. Adott O ortogonális mátrix és a vektor esetén mi lesz φ−1
O,a?

II. Tekintsük az alábbi mátrixokat

σ0 =

(
1 0
0 1

)
σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 − i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

melyek közül az utolsó hármat Pauli-mátrixoknak nevezik és a

R3 → M2(C) (x1, x2, x3) 7→
3∑

k=1

xkσk

leképezést, melynek értékét az x ∈ R3 vektoron x · σ jelöli.

1. Mutassuk meg, hogy minden x, y ∈ R3 esetén

(x · σ) (y · σ) = ⟨x, y⟩σ0 + i(x× y) · σ
[(x · σ) , (y · σ)] = 2 ⟨x, y⟩σ0

teljesül, ahol [A,B] = AB −BA.

2. Mutassuk meg, hogy minden t ∈ R és x ∈ R3 esetén az tσ0 + x · σ mátrix determinánsa
t2 − ⟨x, x⟩.

III∗ Jelölje SO(3) a 3×3-as valós ortogonális egységnyi determinánsú mátrixok halmazát, továbbá
vezessük be a G = SO(3)× R3 × R3 × R jelölést. Minden (R, v, a, τ) ∈ G esetén legyen

φR,v,a,τ : R3 × R → R3 × R (x, t) 7→ (Rx+ tv + a, t+ τ).

1. Gondoljuk meg, hogy a tér (x) és az id® (t) koordináták milyen transzformációját modellezi
a fenti leképezés.

2. Mutassuk meg, hogy az α : R3 × R → R3 × R × R, α(x, t) = (x, t, 1) leképezés segítségével
φR,v,a,τ hatása az alábbi módon is felírható.
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3. Adott (R1, v1, a1, τ1), (R2, v2, a2, τ2) ∈ G elemek esetén, mely (R, v, a, τ) ∈ G elemre fog
teljesülni az φR2,v2,a2,τ2φR1,v1,a1,τ1 = φR,v,a,τ egyenl®ség?

4. Adott (R, v, a, τ) ∈ G esetén mi lesz φ−1
R,v,a,τ?

A fenti G halmazt az utolsó feladatokban kiszámolt szorzás és inverz képzéssel Galilei-csoportnak
nevezzük.

IV∗. Az A =

3 1 1
1 3 1
1 1 5

 mátrix sajátértékei és normált sajátvektorai az alábbiak.
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Legyen V =

0 a a
a 0 0
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, ahol a ∈ R paraméter és tekintsük az A′ = A+ V mátrixot.

1. Igazoljuk, hogy a perturbációszámítás els® rendjében a sajátértékek az alábbi járulékot kap-
ják.
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2. Igazoljuk, hogy a Bij =
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〉
elemekb®l (i, j ∈ {1, 2, 3}) álló mátrix az alábbi.
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3. Igazoljuk, hogy a
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mátrix az alábbi.
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4. Igazoljuk, hogy a perturbációszámítás els® rendjében a sajátvektorok az alábbi járulékot

kapják.
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5. Mutassuk meg, hogy a
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vektorok az alábbiak.
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