Matematika A3 villamosmérnokoknek, 7. hét

Cauchy integralformulai

I. Szamoljuk ki az alabbi / f alaku integralokat, ha
Y

1. f(z) = e%? és v az origébol a —1 + i pontba mend szakasz;
2. f(z) = z és v az origo6 koriili egységsugara kor pozitiv irdnyitassal;
1
3. f(z) = — és vy az origo koriili egységsugart kor pozitiv iranyitassal;
z
4. f(z) = 2", ahol n € Z és v az orig6 koriili r € R* sugara kor pozitiv iranyitdssal.

IT. Legyen a € C, r € RT, n € Z \ {0} és tekintsiik a
~v:[0,1] = C t > a+ren?mit

gorbét. Hatarozzuk meg a v gorbe indexfiiggvényét, azaz adjuk meg minden z € C\ Ran~ esetén
1
Ind,(z) = — dx értékét.

2mi 4T =2

III. Minden 2o € C komplex szdmra és R € RT paraméterre legyen
Yeo.r ¢ [0,1] = C t— 29+ Re*™1
A Cauchy-féle integralformula segitségével szamoljuk ki az alabbi korintegralokat!
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IV. Igazoljuk, hogy minden a € R™ szamra / BT e =T teljesiil.
2+ a? 2a

0
(Utmutatas: Adott R € Rt paraméter esetén irjuk fel az abran lathaté gérbementi integralt, majd
vegyiik az R — oo hatarértéket.)
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V. Legyen p € ]0, 1], bizonyitsuk be az / c dz = — il egyenlbséget.
14 e” sin pr
. eP*
(Utmutatas: Legyen R € |p, oo[ és integraljuk az f(z) = T fiiggvényt az abran lathato gorbén,
majd vegyiik az R — oo hatéarértéket.)
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VI. Igazolja az alabbi f : C — C fiiggvények 0 pontbeli reziduumaéara vonatkozo Gsszefliggéseket.

1 1 -1
1. f(z):m, Resf(0) = 1. 2. f(z):zcos;, ReSf(O):7.
— si 1 sh 7
-1 h
5. f(z)zci#, Resf(()):4—5. 6. f(z):ﬁ, Ress(0) = 1.
2
7. f(z) =cthz, Resf(0) = 1. 8. f(z):%, Ress(0) = —1.

VII. Hatarozzuk meg az f(z) fliggvények zo pont koriili Laurent-sorfejtését minden lehetséges
tartoméanyon.

1. f:C\{-1}=-C =z~

z+1 1 0=

2. :C\{-1,i}-C 2z~ —©—— 20 =i

£ C\{-Li) e I

3. f:C\{0}=C 2 e* - 20 = 2

z
VIIL Tekintsiik az f: C\ {~1} — C, f(z) = (Z-%P fiiggvényt.
1. Irjuk fel a fiiggvény 2o = —1 pont koriili Laurent-sorat.
2. Vizsgaljuk meg a szingularitas jellegét és adjuk meg a fiiggvény reziduumat a szinguléris
pontban.

3. Szamoljuk ki a 7{ fésa j{ f integral értékét, ahol 4., jeloli a ¢ € C kdzépponta r € R

Y-2,2 Y-5,1
sugara koérvonalat egyszeres pozitiv koriiljarassal.
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