Matematika A3 villamosmérnokoknek, 9. hét
Laplace-transzformacio

I. Vezessiik be az alabbi jeldlést, ahol a € RT paraméter

Ci(a) = (f :0,00[ > R ‘ f szakaszonként folytonos és >

M e RVz e RT : |f(x)] < M e

Az f € C1(a) fiiggvény Laplace-transzformdltja
L(f):]a,00[ = R pH/ flx)e PP qu.
0

Egy a € R paraméter esetén jelolje a™ az a pozitiv részét, azaz a™ = 0 ha a < 0, valamint a* = a
ha a > 0. Igazoljuk, hogy az aldbbi fiiggvények a megadott fliggvényosztilyba tartoznak, valamint
teljesiilnek a Laplace-transzformaltjukra vonatkozo egyenlGségek. A fiiggvényeknél a,b € R és
n € N paraméterek.

L f@) =" Va>0:f€Cila) LK) = o

2. f(x) = cos(az) f e (o) L(f)(p) = ]ﬁ

3. f(x) = sin(ax) fe i) LN =

i @)= f € Cufa®) L) =

5. f(@) = sh(ax) / € Cu(lal) L) = 03

6. f(x) = ch(ax) f € Ci(jal) L) = 5

7. f(z) = e sin(bz) fecCn(ah) L(f)(p) = = aZ;Q —
8. f(z)=ecos(br)  feCi(at) LW =

(f * 9)(x) = / " gz —tyat

képlettel értelmeziik, amikor az integral létezik. Ha valamilyen f, g € Ct,(a) fliggvények konvolici-
ojara f * g € Cr(a) teljesiil valamilyen a € RT paraméterrel akkor miden p > a esetén

L(f*g)(p)=L(f)p) - L(g)(p)-

Ennek a képletnek és az 1. feladatban meghatarozott Laplace-transzformaltak segitségével iga-
zoljuk, hogy az alabbi Laplace-transzformaltak a megadott fiiggvényekhez tartoznak. (Vagyis a
Laplace-transzformaltbol szarmaztassuk a fliggvényt.) A feladatokban a > 0 paraméter.

LA = ) 1 conlyfin)
2. L(f)(p) = m flz) = a:pfla#
3 E(f)(p) = (p ja>2 f(iE) — 1 ed®
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ITI. Legyen f € Ct,(a) n-szer folytonosan differencidlhato fiiggvény. Igazoljuk, hogy ekkor minden

p > a esetén
n—1

L) (p) =p L)) = D> " FH0).

k=0

IV. Az alabbi differencidlegyenletek oldjuk meg Laplace-transzformécioval, ahol f € C,(a) folyto-
nosan differencidhaté fiiggvény és A, B, C' € R paraméterek.

1. Tekintsiik az y” + 2y’ + 2y = f egyenletet az y(0) = A és y/(0) = B kezdeti feltételekkel.
Igazoljuk, hogy ekkor

1 p+1 1
+(A+B)———
(p+1)2+1 (p+1)2+1 ( )(p+1)2+1

L(y)(p) = L(f)(p) -

és ennek megfelelGen a differencidlegyenlet megoldésa

o) = (£+ 22 ) () Aecoss + (A4 B)esin

2. Tekintstik az y"”' — 2y"” + ¢ — 2y = f egyenletet az y(0) = A, y'(0) = B és y”(0) = C kezdeti
feltételekkel. Igazoljuk, hogy ekkor

E(y)(p) - ‘C(f)(p) (p* 2)(172 + 1) + p— 2 p2 + 1+
1 P 1 1
+(B—2A)p—72-p2+1 +<A—23+0)p—72'p2+1’

és ennek megfelelGen a differencidlegyenlet megoldésa
y(x) = (f * (exp)? * sin) (z) + Ae*® fA((exp)Q * sin) (x)+

+(B — 2A)((exp)? * cos) (z) + (A — 2B + C)((exp)? = sin) (z),

azaz (exp)?
exp)® — 2sin — cos
y@) = ( - “f)(@)+
A+C ,, —2A+5B-2C . 4A-C
+Te +Tsmx+ COST.

3. Tekintsiik az
$1(t> = IL'Q(t) — cost $2(t) = 71‘1(15) +sint

egyenletrendszert az x1(0) = A és x5(0) = B kezdeti feltételekkel. Igazoljuk, hogy ekkor a keresett
fiiggvények Laplace-transzformaltjai

1 1 » 1
— 2 A B
L(z1)(p) P Sy A e B e |
1 1
L(z2)(p) =2 P g P 4

P41 p2+1 p?+1 p?+1

vagyis
x1(t) = Acost + Bsint — tcost

x2(t) = Beost — Asint 4 tsint.
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