Analizis 1, 1. hét

Nyilt/zart halmazok rendszere és ekvivalens metrikak

I9Y . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen A, B C M. Mutassuk meg, hogy ekkor AUB = AU B
és Int (AN B) = (Int A) N (Int B) teljesiil.

IT* . Legyen (M, d) metrikus tér és legyen (E;)ie; az M részhalmazainak tetszéleges rendszere.
Bizonyitsuk be a kovetkezdket.
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Tovabba adjunk példakat olyan metrikus terekre és halmazrendszerekre, ahol a fenti tartalmazasok
szigoruak, azaz valddi részhalmazt jeldlnek.

III* . Legyen f : R — R szigortian monoton fiiggvény. Igazoljuk, hogy ekkor
d:RxR—=RJ  (z,9) = |f(z) = fy)l
metrika.

IVEY | Tekintsiik a valés szdmok halmazan a

d:RxR— RS (z,y) > |27 — 2Y]
metrikat. Adjuk meg a B;1(0) és a B2(1) halmaz elemeit.
VA . Tekintsiik az M halmazon a d diszkrét metrikat, azaz

1, ha =z#y;

d:M><JV[%R5r (x,y)r—>{0 ha z=y

1. Mutassuk meg, hogy az M minden részhalmaza nyilt és zart halmaz.
2. Adjuk meg az M tér kompakt részhalmazait.
VIA | Legyen (M, d) metrikus tér és definialjuk a
d:MxM—RS (x,y) — min(d(z,y),1)

fiiggvenyt. Mutassuk meg, hogy (M, d’) metrikus tér, valamint, hogy a d és d’ metrikik ekvivalen-
sek.

VIT* . Mutassuk meg, hogy minden véges halmazon barmely két metrika ekvivalens egymassal.

VIIIA . Legyen (M,d) metrikus tér. Igazoljuk, hogy az alabbi di,dy : M x M — R* fiiggvények
is metrikat hataroznak meg.

d(z,y)

di(z,y) = T+ d(z,y)

d2($7y)::10g(d($7y)471)
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IXA . Legyen (M,d) metrikus tér és legyen f : Rt — R* olyan fiiggvény, melyre
1. f(0) = 0 és minden = > 0 esetén f(x) > 0;
2. f monoton noves;
3. minden z,y € R esetén f(ax +y) < f(x) + f(y).

Mutassuk meg, hogy ekkor (M, f o d) is metrikus tér.

XA . Legyen M a sakktabla mezéinek halmaza. Az z,y € M mezdk kozotti d(z,y) tavolsag legyen
az a legkisebb n természetes szam, melyre igaz, hogy az x mez6rél indulva n 1épésben el tudunk
jutni az y mezére 16lépésben.

1. Adjuk meg a d(Al, B1), d(Al, B2) és d(D4, E'5) tavolsagokat.

2. Mik lesznek a B3(C3) és a B3(H8) halmaz elemei?

XTA . Legyen X nem iires halmaz és jelolje M(X) az X halmazon értemezett metrikak halmazat.
Mutassuk meg, hogy

D MX)xMX)—>R  (dd)~ min{l7 suer |d(z,y) — d’(m,y)|}

metrika a metrikdk halmazan.
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