
Analízis 1, 2. hét

Teljes és kompakt halmazok

IA . Legyen (M,d) metrikus tér, x ∈ M és r ∈ R+.
1. Mutassuk meg, hogy Br(x) ⊆ {y ∈ M | d(x, y) ≤ r} teljesül.
2. Adjunk példát olyan (M,d) metrikus térre, x ∈ M pontra és r ∈ R+ sugárra, melyre

Br(x) & Br(x) & {y ∈ M | d(x, y) ≤ r} .

IIA . Legyen d1, d2 : R × R → R, d1(x, y) = |arctg x− arctg y| és d2(x, y) = |ex − ey|. Mutassuk
meg, hogy (R, d1) és (R, d2) nem teljes metrikus terek.

IIIGy . Legyen (M,d) diszkrét metrikus tér. Mutassuk meg, hogy egy a : N → M sorozat pontosan
akkor konvergens, ha létezik olyan x ∈ M , melyre a {n ∈ N| an 6= x} halmaz véges.

IVGy . Teljes-e minden diszkrét metrikus tér?

VGy . Legyen M1 =

{

1

n
| n ∈ N+

}

és M2 = M1 ∪ {0}, valamint d az euklideszi metrika (d(x, y) =

|x− y|). Teljes-e az (M1, d) és az (M2, d) tér?

VIA . Legyen a, b ∈ R, a < b és tekintsük a következő függvényeket.

d1 : C([a, b] ,R)× C([a, b] ,R) → R (f, g) 7→ sup
t∈[a,b]

|f(t)− g(t)|

d2 : C([a, b] ,R)× C([a, b] ,R) → R (f, g) 7→

∫ b

a

|f(t)− g(t)| d t

1. Igazoljuk, hogy (C([a, b] ,R), d1) és (C([a, b] ,R), d2) metrikus tér.
2. Teljes-e a (C([a, b] ,R), d1) és a (C([a, b] ,R), d2) tér?

VIIGy . Adjunk példát olyan (M,d) metrikus térre és A ⊆ M halmazra, mely korlátos, zárt, de
nem kompakt.

VIIIGy . Mutassuk meg, hogy metrikus térben véges sok kompakt halmaz metszete kompakt.

IXGy . Legyenek d1 és d2 ekvivalens metrikák az M halmazon. Mutassuk meg, hogy egy A ⊆ M

halmaz pontosan akkor kompakt az (M,d1) metrikus térben, ha kompakt az (M,d2) térben.

XA . Mutassuk meg, hogy minden metrikus tér minden kompakt részhalmaza teljes.

XIA . Mutassuk meg, hogy minden (M,d)metrikus tér esetén az alábbi állítások ekvivalensek.
1. Az M halmaz kompakt.
2. Minden (Zi)i∈I halmazrendszerre, ha minden i ∈ I esetén Zi ⊆ M zárt halmaz és bármely

i, j ∈ I indexhez létezik olyan k ∈ I index, melyre Zk ⊆ Zi ∩ Zj teljesül és
⋂

i∈I

Zi = ∅, akkor

van olyan k ∈ I index, melyre Zk = ∅.
3. Minden (Ui)i∈I halmazrendszerre, ha minden i ∈ I esetén Ui ⊆ M nyílt halmaz és bármely

i, j ∈ I indexhez létezik olyan k ∈ I index, melyre Ui∪Uj ⊆ Uk teljesül és
⋃

i∈I

Ui = M , akkor

van olyan k ∈ I index, melyre Uk = M .

XIIA . Legyen (M,d) metrikus tér, A ⊆ M , d′ = d|A×A és K ⊆ A. Mutassuk meg, hogy ha a K

halmaz pontosan akkor kompakt az (A, d′) térben, amikor kompakt az (M,d) térben.
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