Analizis 1, 3. hét
(Egyenletes) folytonossag és (ivszerii) 6sszefiiggdség

IV . Legyen (M, d) olyan metrikus tér, melyhez létezik olyan » € R szam, hogy minden z € M
pontra a B,.(z) halmaz teljes. Igazoljuk, hogy ekkor az M halmaz is teljes.

IISY . Legyen (M, d) metrikus tér és A C M. Igazoljuk, hogy az A halmaz pontosan akkor korlatos,
ha minden megszamlalhaté részhalmaza korlatos.

III%Y . Legyen (M, d) szeparabilis metrikus tér, A C M és dy = d|axa. Igazoljuk, hogy az (A, d,)
tér is szerparabilis.

IVA . Legyen My = My = M = [0, 00[ és minden x,y € M pont esetén legyen di(z,y) = |z — y| és
do(z,y) = |\f - \/y} Tekinstiik az (M;,dy) és az (Ma, ds) metrikus tereket és az f, g : My — Mo,
f(z) = 2* és g(x) = x fiiggvényeket.

1. Folytonos-e és egyenletesen folytonos-e a g fiiggvény?

2. Folytonos-e és egyenletesen folytonos-e az f fiiggvény?

VA . Legyen M; = [0, 00[ és minden z,y € M, pontra az x # y esetben legyen d;(z,y) = 2, az
x = y esetben pedig legyen d;(z,y) = 0. Legyen My = [0,1] és minden z,y € M, esetén legyen
da(z,y) = |x —y|. Tekintsiik az f = xg|a, fliggvényt. (Vagyis f(z) =1, haxz € Q és f(x) =0,
ha x ¢ Q.) Folytonos-e és egyenletesen folytonos-e az f fliggvény?

VI®Y | Igazoljuk, hogy minden n € NT, p € [1,00], # € R™ és r € RT esetén a B,(z) halmaz
ivszerden Osszefiiggs az (R™, [|-||,,) térben.

VIIA . Mutassuk meg, hogy az (R, ||-||,) térben a raciondlis szdmok halmaza nem dsszefiiggs.

VIITA | Legyen A Osszefliggé halmaz az (M, d) metrikus térben és B C M olyan halmaz, melyre
A C B C A teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor a B halmaz is 0sszefiiggs.

IXA | Igazoljuk, hogy az (R%||-||,) térben az alabbi halmazok &sszefiiggék, de nem ivszertien
Osszefiiggsk.

A= {<x7sini> EE [—w,ﬂ\{o}}u(o,m B = ([0,1] x {0}) U (0,1) U <G (i) « [0,1])

n=1

C = By (0)\ { (cos(t), sin(t)) \ te R+}

1+¢

(Segitség: Az el6z6 feladatot érdemes hasznalni.)

XH . Tekintsiik az (R2, ||-||,) térben az T = [0, 1]2 egységnégyzetet. Mutassuk meg, hogy a T
halmaz felbonthat6 két olyan diszjunkt, dsszefliggd halmazra, melyek a négyzetet atellenes cstcsait
tartalmazzak. (Tehat léteznek olyan A, B C T 6sszefiiggd halmazok, melyekre ANB =, AUB =
T, (0,0),(1,1) € Aés (0,1),(1,0) € B teljesiil.)

(Segitség: Az el6z6 feladatban szereplé A halmazt érdemes figyelembe venni.)

XI*H | Legyen f : R — R mindenhol értelmezett fiiggvény. (Itt f C R? modon értelmeztiik a
fiiggvényt.) Igazoljuk, hogy az alabbi allitasok ekvivalensek.

1. Az f fliggvény folytonos.

2. Az f halmaz 6sszefiiggs és R? \ f nem Osszefiiggd.

3. Az f halmaz ivszeriden Osszefliggd.
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