Analizis 1, 5. hét

Skalarszorzatos terek alapjai

19 . Igazoljuk, hogy az R feletti (V,(-,-)) skalarszorzatos vektortérben az alabbiak teljesiil-
nek.

1. Az (x +y) L (x — y) relacio pontosan akkor teljesiil, ha ||z| = ||y]|-

2. Ha ||z| = ||yl =1 és = L y, akkor ||z —y| = V2.

3. Minden x € V esetén az {y € V|x L y} halmaz linearis altér V-ben.

IT%Y . Skalaris szorzast definialnak-e az R feletti V = C([0, 1], R) vektortéren az alabbi kifejezések?
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II% . Mekkora a p(z) = 22 + 1 és a g(x) = 2 polinomok &ltal bezart szog a polinomok V'

vektorterében, ha a polinomok skalaris szorzatat a (P, Q) = / (PQ) kifejezéssel definialjuk, ahol
0

a € R\ {0} paraméter?

IVA . Mutassuk meg, hogy a V = R? vektortéren a p,q € R paraméterekkel definialt

() R? - R (1, 22), (y1,Y2)) = T1y1 + 422y2 — PT1Y2 — qTa2y1

leképezés pontosan akkor skalaris szorzas, ha p = ¢ € |—2, 2[ teljesiil.

VA . Jelélje M,,(C) az n x n-es komplex elemii méatrixok terét.
1. Mutassuk meg, hogy (-,-) : M,,(C) x M, (C) — C, (A, B) = Tr(A*B) skalaris szorzas.
2. Igazoljuk, hogy minden A, B € M, (C) énadjungalt métrixra |Tr(AB)|> < Tr(A2%)Tr(B?)
teljesiil.

3. Mekkora szoget zar be egymassal az A = (f _11) ésa B = G ;) méatrix az My(C)
térben?

4. Adjuk meg azt a linearis alteret, melynek elemei merGleges az egységmatrixra.

VIA | Jelslje M, (C) az n x n-es komplex elemt matrixok terét és legyen D € M,,(C) pozitiv definit
matrix.

1. Mutassuk meg, hogy (-,-) : M, (C) x M, (C) — C, (A, B) = Tr(DA*DB) skalaris szorzas.
2. Igazoljuk, hogy minden ¢ € [1, 0o paraméter esetén Tr Dt < \/n - v/Tr D2t

1
VII* . A C([-1,1],R) vektorteret lassuk el a (f,g) = / fg skalaris szorzéssal és minden n €
-1
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N esetén legyen P,(z) =

(Pu(x), P (2))

(z? — 1)". Mutassuk meg, hogy minden m,n € N szamra
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