Analizis 1, 13. hét

Cauchy integralformulai, reziduum szamitas és Laurent-sorfejtés

I . Igazolja az alabbi f : C — C fiiggvények 0 pontbeli reziduumara vonatkozé sszefiiggéseket.
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1A . Hat4rozzuk meg az f(z) fiiggvények z, pont koriili Laurent-sorfejtését minden lehetséges
tartoméanyon.

I f:C\{-1}>C ZHlel =i
3. f:C\{0} »C zHeZ% =2

III* . A Cauchy-féle integralformula alapjan igazoljuk, hogy minden a € R\ {0} esetén
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(Utmutatas: Az f(z) = Griak (k = 1,2) fiiggvény esetén szamoljuk ki a Cauchy-formulaval az
/ (zf("zzz)’“ d z integrél értékét, ahol v a [—R, R] C R szakaszbol (ahol a < R) és az R pontot
5 (-1

a —R pontottal Gsszekots origd kézéppontd pozitiv félsikban haladé félkoriv. Majd vegyiik az
R — oo hatarértéket.)
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IVA | Tekintsiik az f : C\ {~1} = C, f(2) = EFSiE] fiiggvényt.

1. Irjuk fel a fiiggvény zp = —1 pont koriili Laurent-sorat.

2. Vizsgaljuk meg a szingularitas jellegét és adjuk meg a fliggvény reziduumét a szinguléris
pontban.

3. Szamoljuk ki a ]{ fésa f f integral értékét, ahol 4., jeldli a ¢ € C kozéppontta r € R

Y-2,2 Y-5,1
sugard korvonalat egyszeres pozitiv koriiljarassal.

VA . Legyen D C C diszkrét zart halmaz és f,g : C\ D — C olyan holomorf fiiggvény, hogy
f — g fiiggvénynek a D halmaz minden pontjaban létezik hatarértéke, sup |f(z) — g(z)] < oo és
zeC\D

ig{D |f(2) — g(2)| = 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor f = g.
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VI* . Az V. feladat alapjan igazoljuk az alabbi dsszefiiggéseket.

2 > 1

1. VzeC\Z: T :z_:oo(”’“)Q
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4. Vze(C\(Z—i-l): g(mz) —Zi
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VIIA . Legyen f : C — C olyan egész fiiggvény, melyre minden 10 < |z| esetén |f(z)| < 571In(|z|)
teljesiil, valamint f(i) = 1. Mit mondhatunk f(3 4 4i) értékérsl?

VIITA . Legyen f,g : C — C olyan egész fiiggvény, hogy minden z € C esetén |f(2)| < |g(2)]
teljesiil. Mutassuk meg, hogy létezik olyan ¢ € C, hogy f = cg.
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