
Számítási módszerek a �zikában 1, 8. hét

Mátrix rangja, nyoma, transzponáltja és adjungáltja

I. Rangszámítás.
1. Határozzuk meg az alábbi mátrixok rangját (a, b, c, d, t ∈ R).(

a b
c d

)  1 4 5 2
2 1 3 0
−1 3 2 2

  t 3 −1
3 6 −2
−1 −3 t


2. Mely a, b ∈ R paraméterek esetén lesz az alábbi mátrixok rangja 1, 2, illetve 3?0 a b

b 0 a
a b 0

  a 1 b
4 a b
3a b+ 3 0


II. Jelölje Mn(K) az n×n-es olyan négyzetes mátrixok halmazát, melynek elemei a K számtestb®l
vannak. Tekintsük a

Tr : Mn(K) → K A 7→
n∑

k=1

Akk

leképezést. Mutassuk meg, hogy

∀A,B ∈ Mn(K) : Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B)

∀AMn(K) ∀λ ∈ K : Tr(λA) = λTr(A)

∀A,B ∈ Mn(K) : Tr(AB) = Tr(BA)

teljesül. Igaz-e, hogy minden A,B,C ∈ M2(R) mátrix esetén Tr(ABC) = Tr(BAC) teljesül?

III. Jelölje Mn,m(K) az n ×m-es olyan négyzetes mátrixok halmazát, melynek elemei a K szám-
testb®l vannak. Tekintsük a

T : Mn,m(K) → Mm,n(K) [Aij ] i=1,...,n
j=1,...,m

7→ [Aji] i=1,...,n
j=1,...,m

leképezést. Mutassuk meg, hogy

∀A ∈ Mn,m(K) : ATT = A

∀A,B ∈ Mn,m(K) : (A+B)T = AT +BT

∀AMn,m(K) ∀λ ∈ K : (λA)T = λAT

∀A ∈ Mn,m(K) B ∈ Mm,k(K) : (AB)T = BTAT

teljesül.

IV. Tekintsük a
∗ : Mn(K) → Mn(K) [Aij ]i,j=1,...,n 7→

[
Aji

]
i,j=1,...,n

leképezést. Mutassuk meg, hogy

∀A ∈ Mn(K) : A∗∗ = A

∀A,B ∈ Mn(K) : (A+B)∗ = A∗ +B∗

∀AMn(K) ∀λ ∈ K : (λA)∗ = λA∗

∀A,B ∈ Mn(K) : (AB)∗ = B∗A∗.
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V. Jelölje P2 a legfeljebb másodfokú valós polinomok vektorterét és tekintsük az alábbi P2 → P2

leképezéseket.

A : p(x) 7→ p(x+ 1)

B : p(x) 7→ xp′(x)

C : p(x) 7→ d

dx
(x · p(x))

Írjuk fel a fenti leképezések mátrixát az ek(x) = xk−1 (k = 1, 2, 3) bázisban.

VI. Az R2 térben tekitsük az f1 = (1, 1) és az f2 = (2,−1) vektorokból álló f bázis. Mi lesz az x
(els® koordináta-) tengelyre való tükrözés mátrixa az f − f bázisban?

VII. Mutassuk meg, hogy az M2(R) térben az

e1 =

(
1 1
0 0

)
e2 =

(
0 1
−1 0

)
e3 =

(
1 0
1 0

)
e4 =

(
0 0
0 1

)
vektorok básit alkotnak. Mi lesz a transzponálás m¶veletének mátrixa ebben a bázisban?

VII. Mutassuk meg, hogy a

⟨·, ·⟩ : Mn(K)×Mn(K) → K (A,B) 7→ Tr (A∗B)

leképezés skaláris szorzás. Ezzel a skaláris szorzással ellátva az M2(C) teret, mekkora szöget zárnak

be egymással az A =

(
1 2
0 1

)
és B =

(
1 0

i 2

)
vektorok?
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