Szamitasi mddszerek a fizikaban 1, 11. hét
Ortogonalis kiegészitd és spektralis felbontas

I. Legyen A : V — V lineéris leképezés a skalarszorzatos véges dimenziés V' vektortéren. Mutassuk
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meg, hogy (Ran A)™ = Ker A* teljesiil.

II. Legyen V' véges dimenzids skalarszorzatos vektortér. Igazoljuk az alabbi allitasokat.
Minden nem {ires L C V esetén L+ line4ris altér.

Minden nem fires L C K C V esetén K+ C L+,

Minden nem {ires L C V esetén L C L1,

Ha W C V linearis altér, akkor W = WL+,

W =

ITI. Legyen V komplex samtest feletti véges dimenzids skalarszorzatos vektortér.
1. Legyen P :V — V projekcié és A € C\ {0,1}. Adjuk meg a (P — \)~! operéatort.
2. Legyen S :V — V onadjungalt leképezés és A € C\ R. Adjuk meg az (S — \)~! operétort.
3. Legyen U : V — V unitér leképezés és A € C, melyre |\ # 1. Adjuk meg az (U — \)~!
operatort.

IV. Vizsgaljuk meg, hogy a normalis, az 6nadjungalt, a projekcidk és az unitér matrixok halmaza
zart-e az Osszeadasra, szdmmal vald szorzasra, illetve a szozasra nézve.
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V. Tekintsiikk az A= | 3 5 —2 | métrixot.
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1. Hatarozzuk meg a matrix (\;);=1,2,3, sajatértékeit és (v;);=1.2 3 sajatvektorait.
A0 0
2. Trjuk fel az A matrixot S~ [ 0 Xy 0 | S alakban.
0 0 A3

3. Minden v; (i = 1,2,3) sajatvektorhoz hatérozzuk meg azt a P; projekciot, mely az origdn
dtmend v; irdnyvektoru egyenesre vetit merdlegesen.
4. Mutassuk meg, hogy A = A1 Py + A2 P> + A3 P35 teljesiil.

VI*. Tegyiik fel, hogy két m € RT tomegl pontszert részecske egy egyenes mentén mindenféle
surlédas nélkiil elmozdulhat és kozottiik egy A € RT nyugalmi hosszisagi és D € RT direkcios
erejd rugod van. Az egyik, illetve mésik részecske helyét az id6 fliggvényében az x; és az x4 fliggvény
irja le. Tegyiik fel, hogy x1(0) = 0 és z2(0) > 0.
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1. Mutassuk meg, hogy az A = < 1 _1> matrix, az x(t) = (xg(t)>’ aa=_é&a d =

ah (_11> vektorok segitségével a mozgasegyenlet felirhato az #(t) = Az(t) + d alakban.
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2. Igazoljuk, hogy a z(t) = z(t)+h (0

alakra hozhato.

) valtozo bevezetésével a mozgéasegyenlet a 2(t) = aAz(t)

3. Tegyiik fel, hogy a mozgéasegyenletnek a z : R — R? fiiggvény egy megolddsa. Mutassuk
meg, hogy minden ¢1,cy € R paraméter esetén Z(t) = z(t) + co G) + cot G) is megoldasa

a mozgasegyenletnek. Fizikailag hogyan interpretalnank ezt a jelenséget?
4. Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
5. Adjuk meg, hogy a sajatvektorokra milyen differencialegyenlet teljesiil.
6. Oldjuk meg a sajatvektorokra adodé differencidlegyenleteket.
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