Szamitasi madszerek a fizikaban 1, 12. hét
Matrixfiiggvények

I. Tekintsiik az aldbbi matrixokat.
0 1 1
A= (g §> B=11 0 1
1 1 0

Hatarozzuk meg a matrixok sajatértékei és sajatvektorait.

Irjuk fel a matrixokat SDS™! alakban, ahol D diagonalis matrix.

Adjuk meg a matrixok spektralfelbontasat.

Hatarozzuk meg a matrixok szézadik hatvanyat.

Szamoljuk ki az f(A) és az f(B) maétrixot, ahol f: C — C, f(z) = sin (%)
oldas:

A= —]., v = (2, 1), Ao = 4, V2 = (172)
2. Ha S = ( 2 ;), akkor S~ = é (2 _1>, valamint D = <_01 2) esetén A = SDS™L.
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II. Tekintsiik az alabbi matrixokat.

2 2 2 0 12 ~14i —1+i
A=(2 1 3 B=|1 -1 -1 sz/i(_HT 1_.1>

2 31 2 -1 0 ! !

1. Hatarozzuk meg a matrixok sajatértékei és sajatvektorait.

2. Irjuk fel a matrixok spektralfelbontéasat.

. . . (TA . (7BY\ |, wC o
3. Szamoljuk ki a sin - )rsin{ 5 és cos - matrixokat.
Megoldas.
1. )\1 :—2, 1}1:(0,—1,1), A2:07 ’1)2:(—2,1,1) )\3—6 V3 = ( 1 1)

1
L0 0 0 4 -2 2 1 111
2. A=-2.-{o 1 —1]40-2(=2 1 1 |+6-2(1 1 1
2\0 -1 1 2 1 1 12 1
0 0 0 6
0 1 -1 —|—sm 1 —Q—sin(—)‘
0 -1 1 2
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III. Tekintsiik az A =i < 4) matrixot.

4 3
1. Mutassuk meg, hogy az A métrix normaélis, de nem 6nadjungalt.
2. Hatarozzuk meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait.
3. Irjuk fel a matrix spektralfelbontasat.
4. Szamoljuk ki az A% matrixot.

Megoldas.

1. Bevezetve a B = (_3 4) o6nadjungalt matrixot, felirhaté, hogy A = i B. Ekkor AA* — A*A =

4 3
iBiB* —iB*iB = B* — B? = 0, vagyis A normalis.

2. A B matrix sajatértékei —5 és 5 a v1 = (2,—1) és v2 = (1,2) sajatvektorokkal, ezért A sajatértékei
A1 = —bi és Ay = 5] sajatvektorai pedig megegyeznek B sajatvektoraival.

L1400 =2 C1/1 2
3. A——51~g (_2 1>+51~g (2 4)
100 _ .\ 100 1 4 =2 .\ 100 1 1 2\ _ Lo 4 =2 1 2 _ 100

TV. Tekintsiik az R? teret az euklidészi skalaris szorzassal és azt az A : R? — R? linearis leképezést,
1 _
melynek maéatrixa a standard bazisban A = 5 (_53 53).
1. Mutassuk meg, hogy A pozitiv definit.

2. Mutassuk meg, hogy egyetlen olyan poziv matrix létezik, melynek a négyzete A. (Ennek a
jele A2.)
3. Szamoljuk ki az A? maétrixot.
4. Hany olyan (val6s) matrix van, melynek a négyzete A?
« 19 =2\, 1 /-1 2
A LegyenA5(_2 6>esB5<2 2).

1. Mutassuk meg, hogy A minden )\ sajatértékére 0 < A teljesiil, ezért jol értelmezett a log A

matrix.
2. Mutassuk meg, hogy A és B spektralfelbontasaban ugyanazok a projekcidk szerepelnek, ezért
AB = BA.
3. Mutassuk meg, hogy B(log A) = (log A)B teljesiil.
1
4. Bizonyitsuk be, hogy exp(B(log A)) = 20 (2 167> (mely formalisan az A” métrixnak felel
meg).
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