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1. Hatarozott integral

1.1. A Riemann-integral

1.1. Definicié. Az [a,b] korlatos intervallum felosztdsdn egy olyan (x;)i—o,...n Szam n-est értiink
melyre o = a, , = b és minden 0 < i < n — 1 esetén x; < x;11 teljesil. Az [a,b] intervallum
felosztasainak a halmazat Fl% jeloli, azaz

n=2

Flabl _ {xe U]:(n,[a,b])‘ ne€N\{0,1}, zp=a, xp_1=b, Vie (n—1): z; <xi+1}.

Azt mondjuk, hogy az z € Flt! felosztas finomabb, mint az y € FlY felosztas, ha Rany C Ranz,
melyet az y < x szimb6lummal jeldliink.

Magyarazat. Vagyis az x = (xo,...,z,) € F1* felosztas pontosan akkor finomabb, mint az y =
(Y0, - - -, Ym) € Flotl felosztas, ha

{yOa"'vy'rn} g {1‘0,..-,$n}

teljesiil és ezt az y < x vagy masképp a (¥;)i=o,...m < (%:)i=o0,...,n szimbolummal jel6ljiik.

1.2. Definicié. Legyen = = (2;)i=0,..n ¢S ¥ = (¥i)i=o0,...m 2z [a,b] korlatos intervallum egy-egy

felosztasa. Legyen T
L={z;]0<i<n}U{y|0<i<m}, k=|L| -1,

és definialjuk a (z;);=0,.. x szamokat az alabbi rekurzidval.
— Legyen 2y = a.
— Ha z; ismert és i < k, akkor legyen

ziv1 = min (L \ {z0,...,2i}).

Ekkor a z = (2;)i=0,... 1 felosztast az x és az y felosztds egyesitésének nevezzikk és a z = z Uy
szimbolummal jeloljiik.

1.3. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és © = (2;)i=o,..n € Fl@! egy felosztas.
Ekkor az f fligguény (x;)i=o,...n felosztdshoz tartozo alsé kézelitd dsszege

n—1

s$<f>é§;( e f0) (o 22),

te[zi,xit1

1=

és felsd kozelitd dsszege

>

Sz (f)

z_: ( sup }f(ﬂ) (i1 — ).
=0

te[zi,xip1

Tovabba definidljuk az alsd- €s felsd kézelitd dsszegek értékeinek a halmazdt.

s(f) = {sw(f) eR|z € ]:[a,b]}
S(f) = {Su(f) € R w € Flotl}

1.4. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiigguény.
1. Minden x € Flotl felosztds esetén s, (f) < Su(f).
2. Ha z jeldli az [a, b] intervallum trividlis folsztdsdt, azaz z = (a,b), akkor minden mds x € Flo-Y)
felosztds esetén s,(f) < sz(f) €s Su(f) < S.(f)-
3. Ha az xz,y € F1* felosstasra v <y teljesiil, akkor s.(f) < sy(f) €s Sy(f) < Sz(f).
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4. Barmely x,y € Flot felosztisra s,(f) < Sy(f) teljesiil.
5. Az s(f) halmaz felilrdl korldtos, valamint az S(f) halmaz alulrél korldtos.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fliggvény, jeldlje z a zo = a és z; = b trivialis felosztast
tovabba legyen z = (x;)i=0,....n ¢85 ¥ = (Yi)i=0,....m 8z [a, b] intervallum olyan felosztasa, melyre z < y
teljesiil.

1. A definici6 alapjan nyilvanvalo.

2. Az s,(f) < s.(f) egyenl6tlenséget

SRS B BN 0) [CHEES ) (L) [

Ti, L4
i=0 i 1,+1] i=0

~ (,dut 70) 0 a) = .01
te(a,b)

igazolja, ehhez hasonloan mutathat6é meg, hogy S, (f) < S.(f) teljesiil.

3. Tegyiik fel, hogy az x felosztast oly modon finomitjuk, hogy valamely j € {0,...,n — 1} esetén az
[z, xj4+1] szakasz belsejébdl hozzavesziink még egy ¢ osztopontot. Jeldlje 2’ az igy kapott felosztast.
Mivel

t€le,zj11]

(tel[gjf,c] it )) (=) + ( inf f(t)) (zj41—¢) >
> <te[ inf f(t)) (c—zj) + (zj41—¢) = ( inf ]f(t)> (€41 — ;)

5,25 41] L€z ,x541

( sup f(t)>(c—93j) + < sup f(t)) (Tjt1—¢) <
te(x;,c] t€lc,zj41]

< ( sup f(t)> ((c=zj) + (zj41 — ) = < sup f(t)> (Tjt1 — z5),

t€[zj,xj41] t€lzj,zjq1]

ezért $u(f) < su/(f) €s S (f) > Su (f).

Mivel az y felosztast megkaphatjuk az x felosztasbdl véges sok 1j osztépont hozzavételével, ezért
sz(f) < sy(f) és S (f) = Sy (f) teljesiil.

4. Legyen z, y tetszsleges felosztésa az [a, b] intervallumnak, és tekintsiik a z = x Uy felosztast. Ekkor
x < zésy < z, amibdl az el6z6 pont alapjan s, (f) < s.(f) és S.(f) < Sy(f) adodik. Mivel az 1.
pont alapjan s, (f) < S,(f), ezért s, (f) < Sy, (f).

5. Mivel minden z felosztasra z < x teljesiil, ezért

5:(f) < s(f) < S:(f) < S.(f),
ami igazolja, hogy az s(f) halmaz feliilr6l, az S(f) halmaz pedig alulrol korlatos.

1.5. Definici6é. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény
b
alsd integrdljanak nevezziik a sup s(f) mennyiséget, melynek jele [ f;
a
b

— felsd integrdljanak nevezziik a inf S(f) mennyiséget, melynek jele T I

b b b b
~ Riemann-integrdlhatd, ha [ f = [ f, ekkor /f vagy /f(x)dx jeloli az [ f = [ f értéket.
a a a a
Tovabba bevezetjiik az R([a,b],R) jelolést a Riemann-integralhato fiiggvényekre, vagyis
R([a,b] ,R) 2 {f : [a,b] = R| f korlatos és Riemann-integralhat6} .

Ha f € R([a,b],R), akkor bevezetjiik a
a b
A
Jre- ]
b a
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jelolést.
— Tovabba minden a € R pontra és f : R — R fliggvényre a € Dom f esetén legyen

]féo

b a
— Haa,b € R, a <, valamint f € R([a,b],R), akkor a / fésa / f mennyiséget az f fiiggvény
b
hatdrozott integrdljanak nevezziik. ¢

1.6. Definicio. Az f : [a,b] — C fliggvény Riemann-integrdlhatd, ha Reof, Imof € R([a,b],R) és

ekkor a
b b

/bfé /Reof +i /Imof

a a

képlettel értelmezziik a komplex értéki fliggvény integraljat.

1.7. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiigguényre

b b
[r<]1
@ a
teljestil.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, o = sups(f) és 8 = inf S(f). Azt kell

megmutatni, hogy o < 5. Az éallitassal ellentétben tegyiil fel, hogy 5 < a. Ekkor legyen ¢ = oo — §.
€ €

Legyen x és y az a felosztas, melyre o — 3 < s5(f) és Sy(f) < B+ 7 Mivel az 1.4 tétel szerint

minden z,y felosztas esetén s, (f) < Sy (f), ezért
€ €
a-S<s(N<S,(N<p+s,

vagyis a — 3 < €, ami lehetetlen, hiszen o — § = €.

1.2. A Riemann-integralhatésag kritériumai

Magyarazat. Ebben a fejezetben elGszor csak elégséges feltételeket adunk fiiggvények Riemann-
integralhatosagara. A fejezet végén kozelebbrdl is megvizsgaljuk a Riemann-integralhatosagra vonat-
koz6 Lebesgue-tételt, mely sziikséges és elégséges feltételt ad korlatos fiiggvény Riemann-integréalha-
tosagara.

1.8. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiigguényre
feR(a,b],R) — Vee R Iz e FlOll: S (f) —s.(f) <e.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény.
b

Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R) és legyen ¢ = / f, valamint ¢ € R tetsz6leges paraméter. Ekkor
létezik olyan x,y felosztasa az [a, b] halmaznak, I?1elyre
€

c—§<sx(f) Sy<c+2

2
teljesiil. Legyen z = o Uy. Mivel x < z és y < z, ezért s,(f) < s.(f) és S.(f) < Sy(f), vagyis

-5 <s(D<s()<e
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CSSZ(f)SS?JSCJ’_

ezért c
c—ec<S(f)—s:(f) <ec+=— (c— f) =e.

Ezzel igazoltuk az allitas egyik iranya kovetkeztetését.
Most tegyiik fel, hogy f olyan fiiggvény, hogy minden ¢ € RY létezik olyan x felosztds, melyre
Se(f) — s2(f) < € teljesiil. Legyen o = sup s(f) és B = inf S(f). Megmutatjuk, hogy a = 5. Az 1.7
tétel alapjan o < .
Tegyiil fel, hogy a < . Ekkor legyen ¢ = § — a. A feltételezésiink alapjan ehhez a & paraméterhez
létezik olyan x felosztés, melyre S, (f) — s.(f) < € teljesiil. Ekkor

B<Se(f) <sa(f)+e<ate,

vagyis a € = f — a < ¢ ellentmondéast kapjuk.
Mivel a < 8 és o < 3 lehetetlen, ezért a = 3, ami azt jelenti, hogy f € R([a,b],R).

1.9. Definicié. A korlatos f : [a,b] — R fliggvény oszcillicidja

A .
ATE (é}i‘?b] f(t)> = (r, 70

Az f figgvény x = (z;)i=0,...n € Flatl felosztashoz tartozé oszcilldcids sszege

n—1

S W, 20, i) (@i — z2).

=0

Qa(f)

Magyarazat. A definicié alapjan nyilvanvalo, hogy minden korlatos f : [a,b] — R fiiggvény és
x € Flatl felosztas esetén

Qo (f) = Se(f) — s2(f)

teljestil.

1.10. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos figguényre
feR(a,b],R) — VeecR Iz e Foll: Q. (f) <e

Bizonyitds. Az 1.8 tétel alapjan nyilvanvalo.

1.11. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény. Ekkor
w(f,la,b]) = sup [f(u)— f(v)]
w,v€[a,b]
teljestil.

Bizonyitds. Legyen H = f([a,b]) és A = {|z — y|| x,y € H}. Mivel f korlatos, ezért a H halmaz
is korlatos, vagyis létezik az o = sup H és a § = inf H valos szam. Megmutatjuk az

a—p=supA

egyenlGséget, melybsl mar kévetkezik a bizonyitandé allitas.
Barmely z,y € H szamra § < x,y < « teljesiil, ezért

f-—a<z—y<a-—p,

vagyis
|z —yl < a—B.
Tehat o — (B fels6 korlatja az A halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik kisebb felsé korlatja az A
halmaznak. Legyen § € R* olyan felsé korlat, melyre § < o — 3 teljesiil. Vezessiik be a pozitiv
—B—=9
€ = % paramétert. Ekkor létezik olyan z,y € H, melyre « — e < z és y < [ + ¢ teljesiil,

vagyis
r—y>a—e—pF—ec=46>0.

Tehat van olyan x,y € H elem, melyre |x — y| > 4 teljesiil, tehat § nem felss korlatja az A halmaznak.
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1.3. Riemann-integralas alaptulajdonsagai

1.12. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) és ¢ € R esetén f + g,cf, fg € R([a,b],R), vagyis az
R([a,b] ,R) algebra, valamint

/ab(cf)=c/abf /abf+/abg=/ab(f+g)

Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R) és legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor létezik olyan
x,y € Flotl felosztas, melyre

teljestil.

b b
[ r-S<stn<sin< [ 1+
b

b g g
[o-S<s=s0< [ o+3

a

teljesiil. A tovabbiakban felhasznaljuk, hogy barmely z = (2;)i=0,.. n € F [a:8] felosztas esetén

|
-

n

s:(f) +s:(9) = inf  f(t)+ inf g(t) ) (zi41 —2) <
te[zi,zi+1] te[zi,zi+1]

<.
o

i

3

(te[ inf  (f(¢) + g(t))) (ziy1 — zi) = s:(f +9)

27‘,727‘,4-1]

(]

<.
o

S
—

Sz(f) +Sz(g) -

(]

t€(zi,zi+1] t€[zi,2i41

< sup  f(t)+ sup ]g(t)> (Ziy1 — 2i) 2

<.
o

i

> < sup  (f(t) +9(t))> (zit1 — zi) = S=(f + 9).

3

te(zi,zit1)

(=)

1=
Legyen z = x Uy, azaz z az x és az y felosztas egyesitése, ekkor az
$u(f) +50(9) < so(f +9) < s:(f +9) < Sa(f +9) < Sy(f +9) < Sy (f) + Sy(9)

egyenlGtlenségek miatt

[+ [o-g<surassiuro< 1+ [ o5

vagyis Q. (f + g) < e. Ez pedig az 1.10 tétel alapjan azt jelenti, hogy f + g € R([a,b],R). Tovabba
a fenti egyenlGtlenség alapjan

sups<f+g)s/abf+/abg & infS(f+g)§/abf+/:g

/ab(f+9)=/abf+/abg.

A szammal valo szorzasra vonatkozo szabaly egyszertien igazolhato a definicio alapjan.
Legyen f € R([a,b],R) és K € R olyan szam, melyre minden ¢ € [a, b] esetén |f(t)| < K teljesiil.
Ekkor minden u,v € [a,b] elemre

[F2(u) = (o)) = [f(w) + fo)] - |f () = f(v)] < 2K - [f(u) = f(u)].

Vagyis barmely x = (2;)i=0,...n € Flabl felosztasra az 1.11 tétel alapjan

teljesiil, vagyis

n—1

Q. (f%) = : w(f?, [wi, wig1]) - (@ip1 — 3) =

7

Il
=]
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n

( esup |f2(u) - f2(v)|> (w1 — ) <

i=0 {Iz‘,TiJrl]
n—1

< ( sup  [f(u) — f(v)) 2K - (i1 — xi) = 2KQ.(f)
i—0 \WVE[Ti,Tit1]

1
adodik, ami azt jelenti, hogy f2 € R([a,b],R). Ha g € R([a,b],R), akkor az fg = Z((f+g)2*(f*g)2)
egyenlGség alapjan fg € R([a,b],R) teljesiil.

1.13. Tétel. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korldtos figg-
vény. Az f € R([a,b] ,R) tartalmazds pontosan akkor teljesil, ha f € R([a,c],R) és f € R([c,b],R),

valamint ebben az esetben , ,
[i=]+]s

Bizonyitds. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korlatos
fliggvény.

1. Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € RT szamhoz létezik az |a, c|
intervallumnak olyan z felosztésa, melyre Q,(f) < ¢ teljesiil. Legyen ¢ € R tetszdleges. Mivel
f € R(la,b] ,R), ezért létezik olyan 2’ felosztasa az [a, b] intervallumnak, melyre Q,/(f) < e. Legyen
xo az x’ és az (a,c,b) felosztéas egyesitése. Ekkor o' < xg, ezért az 1.4 tétel alapjan

Sar(f) < suo(f) & Sar(f) = Sao (f),
vagyis
Qa (f) = Sao (f) = 520 (f) < Sar(f) = 52 (f) = QL (f) <.
Ha az xp = (z;)i=0,... n, felosztasbol csak azokat az x; pontokat hagyjuk meg, melykere z; < ¢ teljesiil,
akkor az [a, ¢] intervallumnak kapjuk x egy felosztasat, melyre Q,(f) < Q. (f) < e teljesil.

A fenti gondolatmenethez hasonloan igazolhato, hogy az f fiiggvény Riemann-integralhato a [, b]
intervallumon is.

2. Tegyiik fel, hogy f € R([a,],R) és f € R([¢,b],R). Legyen a = / fesp= / f- Megmutatjuk,

hogy minden ¢ € R szamhoz létezik az [a, b] intervallumnak olyan z felosztésa, melyre
B 5 <slf) S S <atf+s

teljestil.
b
Ebbdl ugyanis egyrészt Q;(f) < e kovetkezik, vagyis f € R([a,b],R), masrészt / f = a+p adodik,

ami a bizonyitandd egyenl@ség.
Legyen € € RT tetszoleges. Mivel f € R([a,c],R), ezért létezik olyan z; felosztasa az [a, | interval-
lumnak, melyre

— 1 <D< S () <t

teljesiil és mivel f € R([c,b],R), ezért létezik olyan zo felosztasa a [c, b] intervallumnak, melyre

B_Z<S$2(f)§5x2(f)<ﬁ+i

Legyen x az x1 és xo felosztasok osztopontjainak az egyesitésébdl nyert felosztésa az [a, b] interval-
lumnak. Ekkor a kozelité osszegek definicioja alapjan

82(f) = 82, (f) + 82, (f) & Sz(f) = Sz, (f) + Sy (f)s

vagyis a fenti egyenlStlenségek Osszeadasabol

a+6—§<sx(f)ssx(f>§a+ﬁ+g

adodik.
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1.14. Tétel. Minden a,b € R, a < b szdmra C([a,b],R) C R([a,b],R) teljestil.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és f € C([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € R™
paraméterhez létezik olyan = = (z;);=o,.. n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < ¢
teljesiil. Legyen ¢ € RT. Mivel f folytonos fiiggvény és [a,b] kompakt halmaz, ezért a Heine-tétel
alapjan létezik olyan § € RT, hogy minden u, v € [a,b] szamra

€
b—a’

lu—v[<d = [f(u) = flv)] <

b—a

5 } + 1 és minden k € {0,...,n} esetén legyen

Legyen n = [

k
ack—a—i—g(b—a)7

és jelolje = az (x;)i=o,... n felosztast. Ekkor az 1.11 tétel alapjan

3
|
—_

Q. (f) = 4 w(f, (@i, Tip1]) - (Tig1 —23) =

~
Il
— o

3

(]

( sup | f(u) — f(”)|> (Tip1 — @) <

w,VE [T, Tiq1]

<.
(=)

n—1
€ b—a

<
b—a n

= E&.

1.15. Tétel. Ha f : [a,b] — R fiigguény monoton, akkor f € R([a,b],R).

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R monoton nové fiiggvény és ¢ € RT tetszéleges paraméter. Meg-
mutatjuk, hogy létezik olyan x = (2;)i=0,... n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < e
teljesiil. Ha f(b) = f(a), akkor a fliggvény allando, tehat folytonossidga miatt integralhatd. Ezért
feltessziik, hogy f(a) < f(b).

Legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter és vegylink egy olyan « = (2;);—o,... » felosztast, melyre minden
i € {0,...,n—1} esetén x;41 — z; < c teljesiil. (Ilyen felosztas létezik, hiszen ehhez hasonlot
konstrualtunk az 1.14 tétel bizonyitasaban.) Ekkor

n—1
Q. (f) = ( sup  f(t)— inf }f(t)) (Tigp1 —x) <

i—0 t6[$i7$i+1] te[xiax’i+1
1

<

3

IN

(f(@iy1) = fzi) - ¢ = (f(b) — f(a))

Il
o

2(f(b) = f(a))
1.16. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor |f| € R([a,b],R).

teljestil, vagyis ha ¢ = paraméterhez valasztjuk meg a felosztast, akkor Q. (f) < e.

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R) és e € RT tetszdleges paraméter. Mivel f € R([a,b],R), ezért
létezik olyan « = (z;)i=0,..n felosztasa az [a,b] intervallumnak, melyre Q,(f) < € teljestil. Mivel
minden «, 5 € R esetén

laf = 18] < |a = B],
ezért minden i € {0,...,n — 1} indexre az 1.11 tétel alapjan
w(lfl; [z, ziga]) = sup  [[f(@)] = [f@)I < sup  [f(u) = f(v)] = w(f, [zi, zisa]).
UWE[T;,Tiq1] WWE[T;,Ti41]
Ebbél pedig
n—1 n—1
Q1) =Y wlfl, [ wi]) - (@ —2:) <D w(f, [ws2i1]) - (@1 — 23) = Q(f) <e
i=0 i=0

adodik, amibdl |f| € R([a,b],R) kovetkezik.
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1.17. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) figguényre

b
1. ha f >0, akkor [ f >0;
a

b b
2. ha f>g, akkor [ f> [g;
a a

b

Jf

a

b

5\ [ < [l

Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R).

1. Ha f > 0, akkor az [a,b] intervallum barmely I felosztasa esetén s;(f), Sr(f) > 0, ezért a kozos
b

hatarértékiikre is f >0 teljesiil.

2. Ha f > g, alckor a h = f — g fiiggvényre h > 0 teljesiil, valamint i az 1.12 tétel értelmében szintén

Riemann-integralhato és
b b b
frer [

b b b
A tétel 1. pontja alapjan / h >0, ezért / f> / g.
a a a

b b
3. Mivel f <|f], ezért a 2. pont alapjan / f< / |f|. Tovabba a — |f] < f egyenl6tlenség miatt
b b ‘
/ fl = / £

1.4. Newton—Leibniz-tétel

1.18. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f € R([a,b],R) és F € C([a,b],R) olyan figguény,
mely differencidlhatd az |a,b| intervallumon és itt F' = f. Ekkor

b b
—/ |1 g/ f. Ezek alapjan

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), F € C([a,b],R) legyen olyan fiiggvény, mely differencialhato
az |a, b[ intervallumon, és itt F' = f teljesiil ra, valamint tekintsiik az [a, ] intervallum egy tetsz6-
leges © = (2;)i=0,...,n felosztasat. Minden ¢ € {0,...,n — 1} esetén alkalmazzuk az F fiiggvényre
a Lagrange-féle kozépértéktételt az [x;, z;41] intervallumon. Ekkor azt kapjuk, hogy létezik olyan
¢ € |xi, iy szdm, melyre

F(zit1) = F(x;) = F'(ci)(@iy1 — i) = flei)(wipr — )

teljesiil. Ezeket az egyenleteket Gsszeadva

n—1 n—1
> F(aip) = Fzi) = flei)(wipr — i)

1=0 =0
F) — F(a) = 3 f(e)(@iss — w2)

1=0

adodik. Mivel ¢ € {0,...,n — 1} esetén

inf  f() < fle) < sup f(1),

te[wi7wi+1] te[wi,$i+1]
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ezert
n—1 n—1
) =3 (it 10 i =) < X (@) avn 1) =
i=0 s i=0

=

n—

F(b) — F(a) < Z ( sup ]f($)> (Tiv1 — xi) = Sz(f)-

i—0 \t€[zi,zit1

Tehat minden x felosztéasra
sz(f) < F(b) — F(a) < Sz(f)

b
teljesiil, amibdl f integralhatosdga miatt / f = F(b) — F(a) kévetkezik.

1.19. Tétel. Ha f : R — R olyan figgvény mely folytonosan differencidlhatd az [a,b] halmazon,
akkor ,

10 = s+ [ 1
Bizonyitds. Legyen f:R — R olyan fiiggvény mely folytonosan differencialhaté az [a, b] halmazon.

Ekkor f’ folytonos az [a,b] halmazon, tehat f' € R([a,b],R) és innen mar az 1.18 Newton—Leibniz-
tétel alapjan kovetkezik az allités.

1.5. Az integralfiiggvény
1.20. Definicié. Az f € R([a,b],R) fliggvény integrdlfiigguénye

It :[a,b] = R x»—)/f.

1.21. Tétel. Legyen f € R([a,b],R).
1. Az Iy fiiggvény folytonos.
2. Ha f folytonos az wo €la,b] pontban, akkor Iy differencidlhatd az xo pontban és I (zo) =

f (o).
3. Ha f € C([a,b],R), akkor létezik primitiv figguénye.

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), zo € Ja,b[ és jelolje Iy az f integralfiiggvényét. Mivel f

korlatos, ezért létezik olyan K € R, hogy minden z € [a, b] esetén |f(x)| < K.
1. Legyen z,y € [a,b]. Ekkor az 1.13 tétel alapjan

If(x)ff(y)/jf/ayf/wa,

vagyis felhasznalva az 1.17 tételt
() =I5 (y)| < K|z -y
adodik, amibdl az y — x hatarértékkel kapjuk az
h;n Iy =1,

egyenletet, ami az Iy fiiggvény = pontbeli folytonossagat garantalja.
2. Tegyiik fel, hogy f folytonos az xy pontban és legyen ¢ € R™ tetsz6leges paraméter. Ekkor az f
fiiggvény x¢ pontbeli folytonossiga miatt létezik olyan § € RT, melyre

Vz e la,b:|z—xzol <0 — |f(z) — flxo)| <e.
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Tegyiik fel, hogy z € |zg,zo + 0[N [a, b]. Ekkor az 1.13 tétel és a fenti egyenlGtlenség alapjan

If(Z)—If(xo)Z/:f—/jof:/;f

(o) =)z = 20) < [ T F < (Flao) +)(z — o),

melyek kombinacidjabol
Ie(z) — I¢(x
flwo) —e < M < flwo) +e
Z— X0
adodik. Vagyis
1)~ (o)
z—xo+0 zZ — X9

= f(o).
Teljesen hasonloan igazolhato, hogy az xo pontban vett bal oldali hatarérték is létezik és értéke f(xzg).

Tehat T T

zZ—Xo zZ— X

= f(x0).

3. Ha f folytonos, akkor a 2. pont alapjin I; az f egy primitiv fiiggvénye.
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2. Normalt terek

2.1. Normalt terek topologiaja
2.1. Definici6é. A V valos vagy komplex vektortéren értelmezett
II: V=R x|

fliggvényt normdnak nevezziik, ha az alabbiak teljesiilnek ra.

eVzxeV: |z|=0 < z=0

e Vx eV, VAeK: ||[Az| = |\ ||

o Vo,y e Vo flz+yll <l + [yl
Az (V) |||l) part normdlt térnek nevezziik, ha V valos vagy komplex vektortér és ||-| norma a V
vektortéren.

Magyarazat. Az allitdsok teljesen preciz kimondasat néha megneheziti az egyetlen nullvektorbol
allo V- = {0} normaélt tér specidlis esete. Ezért a tovabbiakban hallgatolagosan mindig feltessziik,
hogy nem az egyetlen pontbdél all6 normalt térrel foglalkozunk.

2.2. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér. Minden x,y € V esetén
Mzl =Nyl < flz = yll
teljestil.
Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér és x,y € V tetszdleges. A norma tulajdonsaga alapjan
el =z —w) +yll <z =yl +llyll = Nzl =yl < llz =yl
az x és y szerepét felcserélve és kihasznalva, hogy ||z — y|| = |ly — ||
Iyl = llzll < [l =yl

adodik. Vagyis
£zl =Nyl < flz =yl

amibdl kovetkezik a bizonyitando allitas.
2.3. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Ekkor a
dj:VxV-=R (z,y)— |z —y
leképezés metrika, igy (V,d.) metrikus tér.
Bizonyitds. A norma definici6jabol rogton adédnak a metrikara megkdvetelt tulajdonsagok.

Magyarazat. Tehat minden normalt tér egyben metrikus tér is, igy értelmezhetd rajta minden
olyan fogalom melyet metrikus téren értelmeztiink. Most a metrikus tereken bevezetett fogalmak
jellemzését adjuk meg a norma segitségével.

2.4. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér.
1. Legyen x €V ésr € RT. Az x kézépponti r sugari nyilt gomb

Br(x) ={y e V] [lz —yll <r}.

2. Az X CV halmaz nyilt, ha minden x € X ponthoz létezik r € R, hogy B.(x) C X teljesiil.
3. Az X CV halmaz zdrt, ha V' \ X nyilt.
4. Az X CV halmaz korldtos, ha létezik olyan r € RY és x € V, hogy X C B,(x) teljesiil.

Bizonyitds. A normalt téren bevezetett metrika definicioja alapjan nyilvanvalo.
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2.5. Tétel. Legyen n € NT ésp € [1,00[. A K" téren a

1
n P
A
bl K" SR @ fal, (}jw)

k=1

n A
o : K* =Ry @+ [lz]l, = max{|z|[ k € {1,...,n}}

leképezések normdk (melyet p-normdnak, illetve sup-normdnak vagy mazimum-normdnak nevezink).

Bizonyitds. Egyediil a norméakra vonatkoz6é haromszog-egyenlétlenség nem adodik régton a defini-
ci6bol. Legyen z,y € K™ tetszoleges. Adott p € [1, 00[ esetén

1z +yll, < llzll, + [lyll,

a Minkowski-egyenlStlenség kovetkezménye. Mivel az z, y vektor minden &k € {1,...,n} komponensére
|k + yr| < |ok| + |yk| teljesiil, ezért

[+ yll oo = max {|zx + gkl | k€ {1,...,n}} < max{fex| +[ypl| k € {1,...,n}} <
<max{|zg| | k€ {1,...,n}} + max{lyel| k € {L,...,n}} = [zl + vl -

2.2. Sorok és sorozatok normalt terekben

2.6. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér, c € K, a,b: N =V és X\ : N = K konvergens sorozat.
1. Az a+ b sorozat konvergens és lim(a 4+ b) = (lima) + (limd).
2. A ca sorozat konvergens és lim(ca) = c(lima).
3. A Aa sorozat konvergens és lim(Aa) = (lim A)(lima).
4. Az ||a|| sorozat konvergens és lim ||a|| = ||lim a]|.

Bizonyitds. Legyen (V,||-]|) normalt tér, a,b: N — V és A : N — K konvergens sorozat az A = lim a,
a B =1limb és a A = lim X\ hatarértékekkel, valamint legyen € € RT tetszéleges szam.

€ €
1. A 5 szamhoz létezik olyan N,, N, € N kiiszobindex, melyre minden n > N, szamra ||a, — A| < 3

€
és minden n > N, szamra ||b, — B|| < 7 Ekkor az N = max {N,, Ny} kiiszébindexre teljesiil az,
hogy minden n > N esetén
€

2:5.

3
I{an +bn) = (A + B)| < llan — All +[|bn = Bl < 35 +

2. A ¢ = 0 szamra nyilvan igaz az allitas, ezért feltehets, hogy ¢ € K\{0}. Az a sorozat konvergencidja

miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |ja, — A|| < o Ekkor minden
c
n > N, szamra
€
e = cAll = Il llan = Al <Id] - 5 =

3. Mivel a X sorozat korlatos ezért létezik olyan K € R™T, hogy minden n € N szdmra |\,| < K.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Legyen N, € N olyan kiiszébindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A|| <

% és legyen N € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |\, — A| < 2TA]° Ekkor az

N = max {N,, N} kiisz6bindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén

[Anan — AAl| = [[Anan — ApA 4+ A A = AA[| < [Ap] - [Jan — Al + [|A] - [An — A <
3

13
K — + Al —— =
<K g Al g =
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e

Ha A = 0, akkor létezik olyan N € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |a,| < I

Ekkor .
[Anan — 0| < K - K=F

4. Ha N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |la, — A|| < &, akkor minden n > N,
szamra
llanll = Al < [lan — Al <e.

2.7. Definici6. A teljes normélt tereket Banach-tereknek nevezziik.
2.8. Definicio. (Sorok.) Legyen (V, ||-||) normalt tér és legyen a : N — V tetszbleges sorozat.

n
— Azt a jol meghatarozott > a : N — V sorozatot, melyet n € N esetén (Z a) = Zai
n i=0

definial, az a sorozathoz rendelt sornak vagy réviden csak sornak nevezziik és olykor a Z an

szimbolummal jeloljiik.

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor konvergens, ha a »_ a sorozat konver-

n—oo

o0 n

gens. Ekkor a Z an 2 lim Z an jelolést hasznaljuk.
n=0 k=0

— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatarozott sor divergens, ha a > a sorozat divergens.

— Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a > ||a|| sor konvergens.

2.9. Tétel. (A konvergencia szikséges feltétele.) Legyen (V,||-||) normdlt tér és a : N — V olyan
sorozat, melyre a Y, a sor konvergens. Ekkor lima = 0 teljestil.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér, a : N — V olyan sorozat, melyre a > a sor konvergens.
oo n

Legyen A = Z G, és minden n € N esetén legyen o, = Z a. Ekkor az n — o, és az n — apq1
n=0 k=0
sorozatok konvergensek és hatarértékiik A. Mivel minden n € N esetén

Ap+1 = Opt1 — Oy,

ezért

nh_{r;o Gpy1 = nl;rréo(anﬂ —a,)=A—-A=0.

Amibél lim a = 0 kovetkezik.

2.10. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és a : N — V olyan sorozat, melyre a > a sor abszolit
konvergens.

1. Ha'V Banach-tér, akkor a > a sor konvergens.

2. Ha a ) a sor konvergens, akkor

00 00
doar]| <> laxl.
k=0 k=0

Bizonyitds. 1. Legyen (V,||-||) Banach-tér, a : N — V olyan sorozat, melyre a ) a sor abszolat

n
konvergens és legyen € € R tetszéleges paraméter. Tovabba minden n € N esetén legyen o, = Z ak-
k=0

Mivel a > a sor abszolut konvergens, ezért létezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes
o0

szamra Z |lak|] < e. Ekkor minden m,n > N termeészetes szamra m > n mellett

k=n

m m )
lam —anl = 3 @< 3 lal < 3 ol <.
k=n+1 k=n+1 k=n+1
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n
Vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat, ezért létezik A = lim «, vagyis létezik a lim Zak =
n—oo
k=0

oo
Z ap hatarérték.

k=0
2. Tegylik fel, hogy a > a sor konvergens. Ekkor minden n € N esetén

n n o0
D oarl| <3 llakll < llall,
k=0 k=0 k=0

amibdl az n — oo hataratmenettel adodik a bizonyitandé allités.

2.3. Normak ekvivalenciaja

2.11. Tétel. Legyen ||-||" és ||| norma a V vektortéren. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Minden |-|| norma szerinti X CV nyilt halmaz nyilt o ||| norma szerint is.
2. Minden x € V ésr € RY paraméterekhez létezik olyan R € RT, melyre B%H’(x) C BJJ'H(Q:).
3. Létezik olyan K € Rt szdm, hogy minden x € V vektorra ||z|| < K ||z||".

Bizonyitds. Legyen ||-||" és ||-|| norma a V vektortéren.

1= 2 Minden z € V és r € RT esetén Bﬂ"l(x) nyilt a ||-|| norma szerint, ezért a ||-||" norma szerint
is nyilt. Mivel z bels§ pontja a Bl (z) halmaznak a ||-|" norma szerint, ezért létezik olyan R € R,
melyre By{'“/(ac) C Bﬂ"l(x) teljesiil.

2 = 3 Az & = 0 vektorhoz és az r = 1 szamhoz létezik olyan R € R™, melyre B}‘%'”,(O) C B‘ll'”(O).
Vagyis minden y € V vektor esetén ha ||y||" < R, akkor ||y|| < 1. Legyen z € V tetszoleges vektor.

Ha z # 0, akkor Z = - z olyan vektor, melyre || Z|| = 3 < R, vagyis || Z]| = 2T Izl < 1,
z

2 2
amibdl ||z|| < R |z]|" adodik. Ha z = 0, akkor is teljesiil a ||z| < B |2l egyenlétlenség. Vagyis a

2|zl

2
K= = jeloléssel az adodik, hogy minden = € V esetén ||z|| < K ||z||.

3 = 1 Legyen K € R* olyan szam, hogy minden z € V vektorra ||z| < K |||’ teljesiil és legyen
X CV a ||| norma szerint nyilt halmaz. Ha z € X, akkor létezik olyan r € RT, hogy Bﬂ"l(z) cX.
Megmutatjuk, hogy R = % esetén B%” (2) C Bﬂ"l(z) teljesiil, vagyis z bels6 pontja az X halmaznak

a ||-||' norma szerint is. Ha y € BJU%'H/(Z), akkor nyilvan ||y — z|" < R és azt kell igazolni, hogy
ly — z|| < r teljesiil. Ez rogton adodik a

r
ly—2l <K-fly—2l' <K-R=K- - =r

egyenlGtlenségbdl.

2.12. Tétel. Legyen ||| és ||-| norma a V wektortéren. A |-’ és ||-| normdk pontosan akkor ekvi-

valensek, ha léteznek olyan K1, Ky € R paraméterek, hogy minden x € V wvektorra ||z|| < K ||z||" és

lz||" < Ko ||z|| teljesiil, melyet tgy is megfogalmazhatunk, hogy léteznek olyan o, B € RT paraméterek,

hogy minden x € V vektorra a ||z|| < ||z| < B ||z]|.

Bizonyitds. Az elézé éllitas kozvetlen kovetkezménye.

2.13. Tétel. Minden n € N esetén a K" vektortéren barmely két norma ekvivalens.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy minden n € NT esetén a K" téren a végtelen norma ekvivalens

barmely méas normaval. Legyen ||| tetsz6leges norma. Legyen tovabba (e;)i=1,... » a K" tér kanonikus
béazisa, azaz minden i € {1,...,n} esetén e; legyen az a vektor, melynek az i-edik komponense 1,
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minden més komponense 0. Definialjuk még a Ky = max{|le;||| ¢ € {1,...,n}} szamot. Ekkor
minden z € K" esetén

| =

n
E €Z; - €;
i=1

Most megmutatjuk, hogy a ||-|| : K* — R fiiggvény folytonos a (K", ||-|[ ) térben. Ehhez igazolni
kell, hogy minden x € K" és ¢ € RT elemekhez létezik olyan § € R*, hogy minden y € K" vektorra

n n
<Y il - leill <D0 Jwal - Ky < Kan- [l -
i=1 =1

2=yl <6 =zl =yl <e

€
teljesiil. A § = e vélasztés jo lesz, ugyanis ebben az esetben ha ||z — y||, < 0, akkor
nk

izl = llylll < llz —yll < Kin |l -yl <e.
Most tekintsiik az S = {x € K"|||z||,, = 1} halmazt. Mivel a ||-|| _ fiiggvény nyilvan folytonos a [|-||

-1
norma szerint és S = ||-||  ({1}), ezért S egy zart halmaz folytonos fiiggvény altali 6sképe, tehat zart
a (K", ||| ) térben. Tovabba S nyilvan korlatos, ezért S kompakt a (K", ||| ) térben. Mivel |||
folytonos fiiggvény, ezért a Weierstrass-tétel miatt léteznek olyan a, 8 € R* szdmok, hogy minden
x € S vektorra

a< |zl <p
- n . x . z | _ =l ,
teljesiil. Ha € K" \ {0} tetszoleges vektor, akkor €8, ezért a < = . Vagyis
12| oo [zl llzllog

1
x € K" esetén ||z|| < — - ||z| teljesiil.
Mivel a normék ekvivalencidja tranzitiv, ezért megmutattuk, hogy a K" téren barmely két norma
ekvivalens.

2.4. Folytonos linearis leképezések

2.14. Tétel. Legyen (Vi,||l;) €s (Va,||:|ly) normdlt tér, valamint A : Vi — Va linedris leképezés.
Ekkor az alabbiak ekvivalensek.

1. Az A leképezés folytonos.

2. Az A leképezés folytonos a 0 pontban.

3. sup ||Az|, < o0
llzll, <1

4. Az A leképezés egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. Legyen (Vi,|-|l;) és (Va, ||-||,) normalt tér, valamint A : Vi — V5 linearis leképezés.

1 = 2 Ha A folytonos, akkor minden pontban folytonos.

2 = 3 Ha A folytonos a 0 pontban, akkor létezik olyan § € RT, hogy minden |z — 0|, < & esetén
||Az — AO||, < 1. Mivel A linearis, ezért A0 = 0. Ha x € V; olyan vektor, melyre [|z||; < 1 teljesiil,

akkor < 4, ezért ’A (g x)

1

0
7.1‘

2
< 1, vagyis [|Az||, < 5 Tehat minden z € Vi, [jzf|; <1
2

esetén [|Az||, < 5 ezért
2

sup |[|Az|ly, < < < oo.

lzll, <1

(=9

3 = 4 Legyen K = sup |Az|,, valamint legyen z € V; és ¢ € R tetszbleges paraméterek.
Izl <1

Megmutatjuk, hogy ha § =

Ki— 1 és a z € V vektorra ||y — z||; < 0 teljesiil, akkor ||Ay — Az, <e.
Ez az alabbiakbol kovetkezik y # z esetén.

K

Sly =zl - K<0-K=e 57

2

y—Z
Ay — Asll, = 1AQ = 2)lly = Iy — =], - HA () <e

||y*Z||1
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Ezek alapjan az A leképezés egyenletesen folytonos.
4 = 1 Minden egyenletesen folytonos leképezés folytonos.

Jelolés. Legyen (Vi,|-|l;) és (Va,||-|ly) normalt tér. A V; — V5 folytonos lineéaris leképezések halma-
zéra a tovabbiakban a ¥ (V1, V3) jelolést fogjuk hasznalni.

2.15. Definicié. Adott (V,||-]]) normalt tér esetén a folytonos linearis V' — K leképezéseket foly-
tonos linedris funkciondloknak, vagy roviden csak funkciondloknak nevezziik. Bevezetjik még a

= Z(V,K) jelolést a funkcionalok halmazara. A V' teret a V' normdlt tér topologikus dudlisinak
nevezzik.

Magyarazat. A kovetkezs allitasokban Gsszefoglaljuk az #(Vi, Vo) tér {6bb jellemzdit.
2.16. Tétel. Legyen (V1,|||l,) €és (Va,|-|l,) normdlt tér. Az £ (V1,Va) tér vektortér, melyen a

Il - 2(Vi,V2) = Ry A= sup |Az,

llzll, <1

leképezés norma.

Bizonyitds. Legyen (V,]-|l;) és (Va,|-||5) normalt tér, valamint legyen A, B € Z(V1, V) és A € K.
Mivel A és B folytonos, ezért a 2.14 tétel alapjan || A||, || B]] < oo. Ekkor

[A+ B[ = sup ||(A+B)w|\2: sup HAHBxIIQS sup ([[Azlly + [ Bzll,) <

el < lelly < el <1
SHS\lllp IIAfv||2+”Sﬁlp IIBsz—IlAIIJrHBII
T
rAll= sup [[AAzlly =[A] sup [[Az]l, = A ][]

lzll, < =l <

teljesiil, vagyis ||A+ BJ|, || | < oo, ezért a 2.14 tétel alapjan A + B,AA € £ (V4,V2), vagyis
#(V1,V,) vektortér. Tovabba a fenti egyenletek igazoljak az ||A+ B|| < ||A|| + ||B]| és a || M| =
|Al - ||All egyenleteket.

Tegyiik fel, hogy valamely A € £(Vy, V) elemre ||A|| = 0 teljesiil. Ekkor minden x € V; vektorra

lz]l; <1 esetén ||Az|, = 0, vagyis Az = 0. Mivel minden = € V; \ {0} vektor esetén az 2’ ” H
Tl

x = 0, vagyis Az = 0. Ebbdl A = 0 kovetkezik. Tovabba

vektorra [|2’||; < 1, ezért Az’ = H ” A
Zlly

I0]] = 0 nyilvanvalé médon teljesiil.

Magyarazat. Kés6bbi szamolasok és bizonyitasok soran szamtalanszor fogjuk hasznélni hivatkozas
nélkil az alabbi tételben foglalt egyenlGtlenséget.

2.17. Tétel. Legyen (V1,|-||y) és (Va,||||y) normdlt tér, valamint legyen A € £ (V1,Va) és x € V;.
Ekkor

[Az]ly < A fl]], -

Bizonyitds. Mivel minden =z € V; \ {0} vektor esetén az x’' = vektorra [|2'[|; < 1, ezért

o
[

| Az'||, < ||A]l, amib6] 4trendezéssel adodik a bizonyitando egyenlétlenség.

2.18. Tétel. Legyen (Vi,|-|l,), (Va,|I-ly) €s (Vs,||-|l3) normdlt tér, valamint legyen A € £ (Vi,Va)
és B € ¥(Va,V3). Ekkor BA € #(V1,V3s), tovdbbd

IBA| < [IB][ - [lAll

teljesiil, mely tulajdonsdgot a norma szubmultiplikativitdsdnak nevezzik.
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Bizonyitds. Legyen (V1, ||-[l1), (Va, ||I-l5) és (V3, ||-||3) normalt tér, valamint legyen A € £ (V1, Vz) és
B € ¥(V,,V3). Mivel minden x € V; vektor esetén

[BAz||g < ||B| - [|Az]ly < B - [|A] - [|2]];

ezért
|BA|| = sup [[BAz|[; < sup (B[ [|A]-[l=],) = [IB] - [ Al

llzll, <1 llzll, <1

Mivel ||BA| < oo, ezért BA folytonos linearis leképezés.

2.5. Folytonos linearis leképezések terének tulajdonsagai
2.19. Tétel. Ha (V4,]-||,) normdlt tér és (Va, ||-||ly) Banach-tér, akkor (£ (Vi, Va),||-||) is Banach-tér.

Bizonyitds. Legyen (V1,||-||;) normalt tér, (V5,||-||,) Banach-tér és a : N — £(V;,V,) Cauchy-
sorozat. Legyen x € V| és ¢ € RT tetszSleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden n,m > N természetes szamra ||a, — an| < €, vagyis az

lan (@) = am(2)|| < 2]l - lan = am| <[] - &

egyenl6tlenség alapjan n +— a,(x) Cauchy-sorozat a Vi, teljes térben, ezért létezik a lim a,(x)
n—oo

hatarérték minden = € V; esetén. Ennek a segitségével definidljuk a

AV =V, x = lim a,(x)
n—oQ
fiiggvényt.
Megmutatjuk, hogy A linearis leképezés. Legyen z,y € V] és A € K tetszdleges. Ekkor az
Az +y) = lim a,(z+y) = lim (a,(z) + an(y)) = lim a,(z) + lim a,(y) = Az + Ay
n—oo n—oo n—oo

n—oo

A(Ax) = nh_)n;o an(Ax) = nh_)rrgo (Man(z)) = )\nli_{go an(z) = X+ Az

egyenlGségek igazoljak A linearitasat.
Megmutatjuk, hogy A folytonos linearis leképezés. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért korlatos is, vagyis
létezik olyan K € R, hogy minden n € N esetén ||a,|| < K. Ekkor minden z € Vi, |lzf|; <1
vektorra

lanzlly < llanlly - lz]l < K

egyenlGtlenség teljesiil, amibsl

[All = sup [[Az], = sup
llzll, <1

lim an(:v)H = sup lim |ja,(2)]|, < sup limsup |a,(z)|, <
llxll; <1 2

oo ), <177 ), <1 n—oo

< sup limsup|a,]| ||z]|; <limsup ||a,| < K
Hxﬂlgl n—o00 n—00

kovetkezik, ami a 2.14 tétel alapjan azt jelenti, hogy A folytonos linearis leképezés. Vagyis A €
Azt kell még igazolni, hogy lim a,, = A teljesiil a £(V1,V3) normalt térben. Ennek igazolasahoz
n—oo

legyen ¢ € RT tetszSleges. Mivel a Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy

. ) L €
minden n,m > N természetes szamra ||a, — an| < 3 Ekkor a

1>
sup |[lapx — amx“z < sup |lan — anl - ||mH1 < 5
Izl <1 ll=ll; <1

egyenlGtlenségen végrehajtva az n — oo hataratmenetet

A = aml| <

DO ™

adodik. Igy minden m > N szamra ||A — a,,|| < ¢ teljesiil, vagyis lim a, = A.
n—oo
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2.20. Tétel. Legyen (Vi,|-|l;) és (Va,|ll,) normdlt tér és legyen A : Vi — Vi linedris leképezés.
Ha dimV; < oo, akkor A folytonos. Azaz minden véges dimenzids vektortéren értelmezett linedris
leképezés folytonos.

Bizonyitds. Legyen (V1, ||-||;) és (Va, ||-||,) normalt tér, valamint tegyiik fel, hogy Vi véges dimenzios.
Legyen (e;)i=1,...»n egy béazisa a V; vektortérnek és a V; téren tekintsiik a

n / n
>aal =3
=1 i=1

1
normat. Legyen tovabba (Va,|-|ly) normalt tér és A : Vi — V5 linearis leképezés. Definialjuk a
K = max {||Ae;||,| i € {1,...,n}} szamot. Ekkor minden x € V; esetén

n
E €T - Aei
i=1

n
Vi =R > aie
i=1

n n
[Az]ly = <D fwil - lAeilly < Y el - K = K-l
i=1 =1

2

vagyis
/
IAl = sup [lAz], < sup (K- [z];) = K < oo,
ll=llf <1 ll=llf <1

ezért A folytonos a (V4,-||]) téren. Mivel V; véges dimenzios, ezért a 2.24 tétel alapjan a ||-||; és a
|||} normak ekvivalensek egyméssal ezért A a (V4,|-||;) téren is folytonos.

2.21. Tétel. (Carl Neumann-féle sor.) Legyen (V,||-||\,) Banach-tér és legyen A € £ (V,V). Ha
oo
|A|l < 1, akkor a ZA” sor konvergens, az 1 — A elem invertdlhatd, inverze folytonos linedris

n=0
leképezés és

d AT =(1-A)"
n=0
teljestil, ahol 1 jeldli a V' — V identitdsfigguényt.

Bizonyitds. Legyen (V,|||,,) Banach-tér és legyen A € #(V,V) olyan, hogy [|A]| < 1. A nor-
ma szubmultiplikativitdsa miatt minden n € N esetén [|A"| < ||A[|". Ebbésl lim ||A"|| = 0 ado-
n— oo

dik, melynek kovetkezménye, hogy lim A™ = 0. Tovabba a E A™ sor abszolut konvergens, mert
n—oo
n

Z [|A™ < Z ||A||™ < oo, hiszen ||A|| < 1. A minden n € N* esetén érvényes
n n

(1—A)~§:Ak: (Zn:Ak> (1—A)=1-AH!
k=0 k=0

képletnél az n — oo hataratmenetet véve az eddigi megallapitasok alapjan
(1-4)-) Ak = <ZA’“> (1-4)=1
k=0 k=0

o0
adodik, vagyis Z A* az 1 — A elem inverze.
k=0

2.22. Tétel. Legyen V Banach-tér és legyen
G2V, V)2 {ae 2(V,V) Ja~' e 2(V,V)}.

(Vagyis G(Z(V, V) jeloli a azon invertdlhato linedris leképezések halmazdt, melyek inverze is foly-
tonos.) Ekkor
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1. minden a € G(Z(V,V)) elemre B

2. a G(2(V,V)) halmaz nyilt;
8. azi:G(L(V,V)) = G(L(V,V)), i(a) = a~! leképezés folytonos.

(a) € G(2(V,V));

1
fle=t1l

Bizonyitds. Legyen V Banach-tér és legyen
G2V, V) £ {aec 2(V,V)| 307" € 2(V.U)}.

1
1. Legyen a € G(Z(V,V)) és legyen b € B” - (a) tetszoleges elem. Ekkor |la — b|| < a1’ vagyis
= a

la—0] - Hail | <1. A norma szubmultiplikativitésa miatt

Jidy —ba1 | = [[(a = )~ < fla =Bl a] < 1.

ami a Carl Neumann-féle sorfejtés miatt azt jelenti, hogy az idy —(idy —ba 1) elem invertalhato és az
inverze is folytonos linedris leképezés, vagyis ba=t € G(£(V,V)). Legyen b’ = a=1(ba=1)~!. Ekkor
bb' = 1 nyilvan teljesiil, valamint ha a

(ba= )" (ba™') =1

egyenletet megszorozzuk jobbrél az a, balrél az a~! mennyiségekkel, akkor b'b = 1 adodik. Tehat b’
a b inverze, vagyis b € G(.Z(V,V)).

2. Mivel a G(#(V,V)) halmaz minden pontja belsé pont, ezért nyilt halmaz.

3. Legyen a € G(£(V,V)) és ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Megmutatjuk, hogy létezik olyan
5 € R*, hogy minden z € £ (V,V) elemre

la—z <6 — zeGLZVV) A at -2l <e

1
teljesiil, ami azt jelenti, hogy az i leképezés folytonos az a pontban. Legyen §; = m és x €
a

Bs, (a). Ekkor az 1. pont alapjan = € G(.Z(V,V)). Tekintsiik a kovetkezd atalakitasokat.

(' —=a M +a) ((z—a)+a)=idy

(z'—aHa-a)+@'-aHata(z—a)=0
(z'—aNa=—-atz—0a)— (7' —aV)(z—a)
Tt —al=—atr—a)a - (@ —a Nz —a)a!

lo=t =) <l " le = all + o= = a7 - o = all - [l
I°

oot 4=l o) < o=l
o ol < g e < B2
Itt az utolso lépésben felhasznaltuk az
le—al <6~ fa—al- o] <3
egyenlGtlenséget. Vagyis ha 0y = ———— és & = min {3, 05}, akkor minden z € Bj(a) elemre

2 |a=t]|

_1_

Hx a_1H <e

teljesiil.
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2.6. Véges dimenzi6és normalt terek

2.23. Tétel. Legyen (V,||-||) véges dimenzids normdlt tér a K szamtest felett és legyen (ex)r=1,...n
ennek egy bazisa. Tekintsik a

p: K" =V (al,...,an)HZakek

leképezést.
1. A ¢ linedris homeomorfizmus a (V, ||-||) és a (K", ||-||) terek kozitt.
2. Az U CV halmaz pontosan akkor nyilt, ha a ¢~ 1(U) C K" halmaz nyilt.
3. Az U CV halmaz pontosan akkor korldtos, ha a <p_1(U) C K" halmaz korldtos.

Bizonyitds. Legyen (V,||-]|) véges dimenziés normalt tér és legyen (eg)g—1
Ekkor a

n ennek egy béazisa.

.....

n
p: K" =V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezés nyilvanvaléan lineéris bijekci6 és az inverze is lineéris.
1. Mivel
I
K" =Rz (o)l

norma a K" téren, ahol barmely két norma ekvivalens, ezért léteznek olyan a, 8 € RT paraméterek,
hogy minden z € K" esetén

lz]" = @)l < aflall & llzlly < Blal = Ble@). (2.1)

Az els6 egyenlGtlenségbdl
sup [p(z)]| < @ < o0
=]l <1

adodik, vagyis ¢ folytonos. A masodik egyenletbe minden y € V esetén az x = ¢~ 1(y) elemet irva

le™ W)l < Byl

adodik, vagyis
sup [l (y)||, < B <o
llyll<1

teljesiil, tehat ¢! is folytonos.

2. Legyen U C V. Ha U nyilt, akkor a ¢ leképezés folytonossaga miatt a =1 (U) C K" halmaz is nyilt.
Ha az U’ C K™ halmagz nyilt, akkor a ¢! leképezés folytonossdga miatt a (cpfl) ! (U)=pU") CK"
halmaz is nyilt. Ezt alkalmazva az U’ = ¢~ !(U) halmazra azt kapjuk, hogy ha ¢~1(U) C K" nyilt,
akkor U C V is nyilt.

3. Ha U C V korlatos halmaz, akkor létezik 7 € RT, melyre U C B,.(0) teljesiil. Megmutatjuk, hogy
létezik olyan R € RT, melyre =1 (U) C Bg(0). Ha x € p=1(U), akkor |¢(z)|| < 7 és a (2.1) egyenlet
alapjan

2]l < Blle()| < Br,

vagyis az R = Br jeloléssel élve x € Br(0).
Ha az U C K™ halmaz korlatos, akkor létezik r € RT, melyre U C B,.(0) teljesiil. Megmutatjuk, hogy
létezik olyan R € RT, melyre o(U) C Bg(0). Ha z € ¢(U), akkor ||<p*1(x)||oo < résa(2.1) egyenlet
alapjan

lel = llee™ @) < afle™ @), <ar,

vagyis az R = ar jeloléssel élve x € Bg(0).

2.24. Tétel. Minden V véges dimenzids vektortéren birmely két norma ekvivalens.
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Bizonyitds. Legyen V véges dimenzios vektortér, valamint legyen ||-|| norma a V' vektortéren. Le-
n @V egy bazisa és tekintsiik a

.....

v K'"—=V (al,...,an)HZakek
k=1

leképezést, mely a 2.23 tétel értelmében homeomorfizmus, a V' téren értelmezett norméatol fiiggetlentil.
Tegyiik fel, hogy U C V nyilt halmaz a ||-|| norma szerint. Mivel ¢ homeomorfizmus a (K", [|-|| ) és
a (V,]]-]]) terek kézott, ezért ¢~ 1(U) nyilt a K™ térben. Tovabba ¢ homeomorfizmus a (K™, ||-|| ) és
a (V,||-]|') terek kozott is, ezért ¢ (o~1(U)) = U nyilt a (V, |-||') térben.

Ezutan a ||-|’ és a ||-|| norma felcserélésével kapjuk az allitast.
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3. Hilbert-terek

3.1. Skalaris szorzassal ellatott terek
3.1. Definici6. Legyen V' vektortér a K szamtest felett. Azt mondjuk, hogy a
<'7'>:VXV_>K (m,y)'—><:v7y>

leképezés skaldris szorzds, ha
VreV: (z,z) € R};

eVreV: (z,2) =0 < 2z =0;

e Vr,y,zeV: (w+y,z) = (z,2) + (y,2);
e Vz,yc VVAEK: (\z,y) = Xx,y);

[}

Ve,y eV (z,y) = (y, ).
Azt mondjuk, hogy V' skaldrszorzatos vektortér, ha a V' vektortéren adott egy skalaris szorzas.

3.2. Tétel. Legyen V skaldrszorzatos vektortér K felett. Ekkor minden x,y,z € V vektorra és A € K
skaldrra

(Ty+2)=(w,y+(x,2)  (3,2) =,y

teljestil.

Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett, x,y,z € V és A € K. Ekkor

(T, y+2)=(y+2m1) = (y,7)+ (2,7) = (x,y) + (v, 2)
(,y) = Oy, 2) = Ay, ) = Az, y) .

3.3. Tétel. (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.)  Legyen V skaldrszorzatos vektortér
K felett. Ekkor minden x,y € V vektorra

2
[z, 9)|” < (z,2) - (y,9)

teljestil.

Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér K felett és legyen x,y € V. Ha x = y = 0, akkor

nyilvan teljesiil az egyenl6tlenség, ezért tegyiik fel, hogy y # 0. Tekintsiik minden ¢ € K esetén a

z = x — ty vektort. Ekkor a skalaris szorzas alaptulajdonsaga miatt

0< (2,2) = (z — ty,x — ty) = (z, ) — T {y,2) — t {x,y) + [t|” (v,9) .

Behelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe a t = Ez’ Z; értéket
(z,y) (y, z) (y, z) (z,y)
OS z,Tr)— Yy, x) — z,y + Y,Y9) =
0 Gy O ) YT )t Y
1

2
= 7\ z,T)\Y,Yy) — T, Y )
gy (20 o) = 1.0
adodik.

3.4. Tétel. Legyen V wvektortér és (-,-) skaldris szorzds a V vektortéren. Ekkor

Ho||:V%]Rar x =/ (x, )

norma.
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Bizonyitds. A skalaris szorzas definicija alapjan minden x € V' vektorra és ¢ € K szamra

leall = vlew,ca) = VE T et = |2 (o) = | (7)) = Vool a1 = I - e

teljestil.

Ha z = 0, akkor ||z|| = v/0 = 0. Ha valamilyen = € V vektorra ||z| = 0, akkor (x,z) = 0, vagyis
z=0.

Legyen z,y € V tetsz6leges. Azt kell igazolni, hogy

Vig+y,z+y) < Vi) + V()

teljesiil. Mivel a bizonyitandé egyenlétlenség minden tagja pozitiv, ezért elég az egyenlStlenség négy-
zetét igazolni, vagyis, hogy

(x+y,z+y) <(z,2) +(y,y) +2-[|z] - [|y]
(z,y) + (Y, z) <2 |l=| - |lyll
Re (z,y) < |zl - [yl

teljesiil. Ez viszont régton adodik a 3.3 Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenségbdl és a komp-
lex szamokra vonatkozo Re (z,y) < |(z,y)| egyenlStlenségbdl.

3.5. Tétel. (Parallelogramma-egyenldség.) Ha V skaldrszorzatos vektortér, akkor minden x,y € V
vektorra
2 2 2 2
lz +ylI” + [lz — ylI” = 2|z + 2|y

teljestil.
Bizonyitds. Legyen V skalarszorzatos vektortér és x,y € V. Ekkor

lz+yl> +llz—ylI> = (@ +y2+y) + (@ —yz—y) =
= (z,2) + (z,y) + (¥, 2) + (¥, y) + {z,2) — (2,9) — (v, 2) + (y,y) =
=2||z]” + 2yl

3.6. Definicié. Legyen V vektortér és (-,-) skalaris szorzas a V' téren.
— Ekkor a (V, (-,)) part prehilbert-térnek nevezzik.
— A (V,(-,-)) part Hilbert-térnek nevezziik, ha a skalaris szorzasbol szarmaztatott normara nézve
teljes normalt tér.

Jelolés. A (pre-) Hilbert-tereket a tovabbiakban csak az alaphalmaz szimboluméaval jeloljik és a
térhez tartozo skaléris szorzast csak akkor irjuk ki, ha annak elhagyasa félrevezets lenne. Tovabba
adott S Hilbert-tér esetén a L(H°, ) térre a L (H) vagy a B(H) jelolest fogjuk hasznalni.

3.7. Definicio. Legyen .7 Hilbert-tér, I nem iires halmaz és minden ¢ € I esetén legyen 0 # e; € 7.
Azt mondjuk, hogy az (e;);es vektorrendszer

— ortogondlis rendszer, ha minden i, j € I elemre, ha i # j, akkor (e;, e;) = 0 teljesiil;

— normdlt rendszer, ha minden ¢ € I elemre (e;, e;) = 1 teljesiil;

— ortonormdlt rendszer, ha normalt ortogonalis rendszer;

— teljes rendszer, ha

VSCE%((WGI:(ei,x>:O)%x:O)

teljesiil;
— Schauder-bdzis, ha teljes linearisan fiiggetlen vektorrendszer.

3.8. Tétel. Legyen J€ Hilbert-tér és z € € tetszdleges vektor. Ekkor a

(,2) :H# =K x = {(x,z)
(z,") :H# =K x> (z,1)

leképezések folytonosak.
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Bizonyitds. Legyen s Hilbert-tér és z € S tetszbleges vektor. Mivel a (z,-) leképezés a skalaris
szorzas definicioja alapjan linearis és a 3.3 Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlStlenség alapjan

Iz, Ml = sup [(z,2) < sup |zl -[l=]l < 2] < oo,
Izl <1 )<

ezért a linearis leképezések folytonossagara vonatkozo 2.14 tétel alapjan (z, ) folytonos linearis leké-
pezés.

Mivel a konjugalas mtvelete folytonos és (-, z) = (z, ), ezért (-, z) két folytonos leképezés kompozici-
6ja, igy folytonos.

3.9. Tétel. Legyen (en)nen teljes ortonormdlt rendszer a S Hilbert-térben. Fkkor az aldbbiak tel-
jestilnek.

1. (Bessel-egyenldtlenséyg.) Minden x € J vektorra és J C N halmazra

> e ) < =]

neJ

x = Z (en,x) ep.

neN

2. Minden x € 7 vektorra

3. (Parseval-egyenldség.) Minden x € S vektorra
2 2
l1* =" l{en, 2)|*
neN

Bizonyitds. Legyen (e, )nen teljes ortonorméalt rendszer a 52 Hilbert-térben és legyen @ € 2 tet-
sz6leges vektor.
1. Mivel minden N € N esetén

N

x—Z(en,x> en

n=0

2 N N
0< <x—z €, L) €5, T Z €j,T > =
7=0

(2

N

N N
= ”xHZ - Z (e, x) (e @ Z (ej,x) (v, e5) Z (es, ) (ej,x) (e, e5) =

=0 Jj=

N

N
=llzl* =2 I{ei, )] +Z civa) (eiy @) = ||z =Y Hei )

=0 1=0 1=0

teljesiil, ezért minden N € N esetén

N
> lew o) < [l=)?
n=0

Tehat
> lew o)) < ll=)®
neN

is teljesiil, valamint ha az Osszegzés csak egy J C N halmazra végezziik el, azzal csak csokkenteni
tudjuk a bal oldalon 4ll6 kifejezés értékét, vagyis minden J C N esetén

> len @) < )

neJ

n

2. Minden n € N esetén legyen a,, = Z (er, x) ex. Minden m,n € N, m > n szdmra

k=0
m 2 m m
2
||am - an” = Z €k, T = < Z <62‘,(E> €i, Z <€j,{L‘> ej> = (31)
k=n+ 1=n—+1 j=n+1
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m m

2

= Y lenmlepa)lene) =Y, ol
1,j=n+1 i=n+1

Az 1. pont alapjan Z |<en,gc>|2 < 00, tehat minden ¢ € RY szdmhoz létezik olyan N € N, hogy

neN

minden n € N, n > N szamra
oo

> len 2)? <&

k=n
teljestil, vagyis a (3.1) egyenlStlenség alapjan minden n,m € N szamra N < n,m esetén
ot — anll < e

teljesiil, vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat, ezért konvergens is, vagyis létezik a Hilbert-térben

az= en,T) e, vektor.
> (ens @)

neN
Legyen k € N tetsz6leges. A skaléris szorzés folytonossaga miatt

N
<ek,x — Z (en, ) en> = (eg,x) — <ek,1\}i_r>nooz (en, ) €n> =

neN n=0

—00 —00
n=0

N N
= (ex,x) — Nlim <ek, Z (en,x) en> = (ex,x) — Nlim Z (en,x) (ex,en) =

n=0

= (ex,z) — {eg,x) =0
teljesiil. Mivel az (e, )nen vektorrendszer teljes, ezért
x — Z (en, ) e, = 0.
neN

3. A 2. pontban bizonyitott egyenlGséget skalérisan szorozva az x vektorral

(x,x) = <x, Z (en,x) en>

neN

lz]* =D (en @) (z,e0) = Y I{en, )

neN neN
adodik.

Kiegészités. Az alabbi tétel segitségével konnyen eldonthetd, hogy egy normaélt tér norméja skalaris
szorzasbol szarmazik-e vagy sem.

3.10. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér. Pontosan akkor létezik a V wektortéren olyan skaldris
szorzds mely V' normdjdt generdlja, ha minden x,y € V vektorra

2 2 2 2
2+ yll” + [z —ylI” = 2= + 2|y

teljestil.

3.2. Vektor ortogonalis projekcioja zart altérre

3.11. Tétel. Legyen 5 Hilbert-tér, W C I nem tires, konvez, zdrt halmaz és x € . Ekkor létezik
egyetlen olyan y € W, melyre

distwy (2) = inf |12 = o = |z - y]

teljestil.
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Bizonyitds. Legyen 57 Hilbert-tér, W C J# nem iires, konvex, zart halmaz és x € 5. Vezessiik
be a d = disty (z) jelolést. Minden n € N esetén létezik olyan w,, € W vektor, melyre

1
— <d I
o — ol <d+ —
teljestil. Mivel minden n € N esetén d < |w,, — z|| ezért lim ||w, — z| = d teljesiil. Legyen ¢ € R
n—oo

tetsz6leges paraméter. Ekkor a lim |lw, — :13||2 = d? hatarérték miatt létezik olyan N € N, hogy
n—oo

. €
minden n € N, N < n természetes szamra |w, —z||> < d* + T Ha n,m € N olyanok, hogy

N < n,m, akkor W konvexitdsa miatt wn—’—% € W és parallelogramma-egyenléség szerint
[wn = win|* = [[(wn = &) = (wn = 2)|* =2 |Jwn — 2> + 2 |lwn — 2] = [[(w — ) + (W — 2)|* =
2
= 2w — 2?2 g — 2? — 4| I gl <

<2 fwp — ) + 2 lwm — z||? — 4d? =2 (Hwn - d2) +2 (||wn - d2) <e

Tehéat a (wp)nen sorozat Cauchy-sorozat. Mivel S teljes, ezért létezik a lim w, = y hatarérték,
n—oo

valamint W zartsaga miatt y € W. Erre az y vektorra

[z =yl = lim |z —wn| =d
n—oo
teljestil.
Az y vektor egyértelmiiségének a bizonyitasihoz tegyiik fel, hogy léteznek olyan y1,y> € W, melyekre
lx — y1]| = ||z — y2|]| = d. Ekkor a parallelogramma-egyenléség szerint

2 2 2 2 2
lyr = wall” = l(n1 = @) = (w2 = D)II” = 2[ly1 — =[] + 2[ly2 — 2" = [[(41 — 2) + (g2 = 2)||” <

Y1 + Y2 2
2 2
=2 g1 — )+ 2|lyp — 2[* — 4 —x‘ <

2

< 2d% 4+ 2d? — 4d?* = 0,
tehat |ly1 — y2|| = 0 miatt y1 = yo.

3.12. Definicié. Legyen V skalarszorzatos vektortér.
— Az x,y € V vektorok ortogondlisak vagy merdlegesek egymdsra, ha (z,y) = 0.
— Az x € V vektor ortogondlis vagy meréleges a W C V' halmazra, ha minden y € W esetén

(x,y) =0.
— Az L, W CV halmazok ortogondlisak, ha minden x € L és y € W esetén (x,y) = 0.

3.13. Tétel. Legyen 5 Hilbert-tér, W C J€ zdrt linedris altér és x € . Legyen xyw € W az az
egyértelmiien meghatdrozott vektor, melyre ianV |z —z|| = ||z —xwl|. Ekkor xw az egyetlen olyan
ze

vektora a W linedris altérnek, melyre x — xyw ortogondlis a W altérre.

Bizonyitds. Legyen 5 Hilbert-tér, W C 72 zart linearis altér, x € 52 és xy € W az az egyértel-
miien meghatarozott vektor, melyre ianV |z —z|| = ||l* — xw||- Legyen z € W tetszsleges vektor és
1S

t € K paraméter. Mivel W lineéris altér, ezért xyw + tz € W. Ebben az esetben viszont
lz — aw|* < llz — 2w — t2[|* = |2 — 2w ||* + [t* |2 = 2Re (¢ (z — 2w, 2))

alapjan
0 < [t)?||z]|> = 2Re (t (z — 2w, 2)) .

Tehst minden A € R esetén a t = X vélasztassal élve 0 < A2 ||z||* — 2ARe ((z — zw, 2)), amibél
Re ({(x — zw, 2)) = 0 kovetkezik. Tovabba minden A € R esetén a ¢t = i\ valasztassal élve 0 <
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A2|z))° +2t Im ((z — zw, 2)), amib6l Im ((z — 2w, 2)) = 0 kovetkezik. Vagyis (z — zyw, 2) = 0 teljesiil
minden z € W vektorra, tehat x — zy ortogonélis a W altérre.

Tegylik fel, hogy y € W olyan vektor, hogy = —y ortogonalis a W altérre, tehat minden z € W esetén
(z,x —y) =0. Mivel zy —y € W, ezért (xw — y,z —y) = 0, amibdl pedig

lzw —ylI* = (2w — y, 2w —y) = (2w — v, (2w —2) + (x —y)) =
=(zw —y, 2w — ) + (ew —y,x —y) =0
kovetkezik, tehat y = xywy.

3.14. Definici6. Legyen 57 Hilbert-tér, W C 7 zart lineéris altér és x € 5. Legyen xy € W az
az egyértelmtien meghatarozott vektor, melyre ianV |z — z|| = ||z — 2w ||. Ekkor az xw vektort az x
zE

vektor W altérre vald ortogondlis vetiiletének vagy projekcidjdnak nevezzik.
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4. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

4.1. Pontonkénti és egyenletes konvergencia

4.1. Definici6é. Legyen T nem iires halmaz, A C T, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N
esetén legyen f,, € F(T, M).
Ekkor az (f,)nen rendszert figgvénysorozatnak nevezzik, melynek pontonkénti hatdrfiggvénye

f: {te () Dom f, | Elnli_{rolofn(t)}%M ts lim f,(t) .

n—oo
neN

A pontonkénti hatarfiiggvényre a nlgréo frn jelolést hasznaljuk.
Azt mondjuk, hogy az (f,,)nen fliggvénysorozat
— pontonként konvergdl az f fligguényhez az A halmazon, ha A C Dom f és ILm fola = fla
teljesiil; e
— pontonként konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez pontonként konvergal
az A halmazon,;
— pontonként konvergdl az f fiigguényhez, ha az egész T halmazon konvergal az f fliggvényhez;
— pontonként konvergens, ha van olyan fiiggvény, melyhez pontonként konvergal;
— egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez az A halmazon, ha

Ve e RTAN e NVn e NVt € A: (N <n — d(fu(t), f(t)) <e)

teljesiil;

— egyenletesen konvergens az A halmazon, ha van olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal
az A halmazon;

— egyenletesen konvergdl az f fligguényhez, ha az egész T halmazon egyenletesen konvergal az f
fiiggvényhez;

— egyenletesen konvergens, ha létezik olyan fliggvény, melyhez egyenletesen konvergal;

— lokdlisan egyenletesen konvergens, ha a T halmazon adott egy dr metrika és minden ¢ € Dom f
pontnak van olyan kornyezete, ahol az (f,,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

4.2. Definici6. Legyen T nem iires halmaz, (V,|-||) normalt tér, valamint minden n € N esetén
legyen f, € F(T,V).
— Az (fn)nen figguénysorozathoz rendelt fiigguénysort a

S NS FTV) ke [t > fi)

képlettel definialjuk.
A Z frn fliggvénysor pontonkénti 6sszegfiigguénye

n

an:{te ﬂDomfn|Ean(t)}—>V ter > falt) .

neN neN neN neN

Azt mondjuk, hogy a Z fn figgvénysor az A halmazon pontonként abszolut konvergens, ha

A C Dom Z frn és minden ¢ € A esetén Z I fn(®)] < oo teljestl.
neN neN

— Azt mondjuk, hogy a Z fn flggvénysor pontonként abszolit konvergens, ha a T halmazon

n
pontonként abszolit konvergens.
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Megjegyzés. Legyen T nem iires halmaz, (V) ||-||) normélt tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T,V). Definialjuk minden n € N szamra a

gn: T =V tHij(t)

fliggvényt. Ekkor a Z fn fiiggvénysor pontonkénti sszegfiiggvénye megegyezik a (g, )nen fliggvény-
n

sorozat pontonkénti hatarfiiggvényével. A definicio szerint az (f,)nen fliggvénysorozathoz rendelt
fiiggvénysor éppen a (gn)nen fliggvénysorozat. Igy beszélhetiink a Z fn flggvénysor egyenletes

n

konvergencidjarol. Tehat a Z fn fiiggvénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens az A C T
halmazon, ha létezik olyan F' € F(T,V) fliggvény, hogy

VeeRTAN eNVReNVE€ A: (N <n = |F(t)=)_ fi(t)|[<e
§=0

teljesiil.

O

4.3. Tétel. Legyen T nem ires halmaz, (M,d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan figgvénysorozat, mely pontonként konvergdl az f € F(T, M) figgvényhez. Fkkor
az (fn)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha

Ve e RTAN e NVn,m e NVt € T: (N <n,m — d(fn(t), frm(t)) <€)
teljestil.

Bizonyitds. Legyen T nem tires halmaz, (M, d) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen
fn € F(T, M) olyan fiiggvénysorozat, mely pontonként konvergal az f € F(T, M) fiiggvényhez.

Tegyiik fel, hogy az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen € € R tetszéleges
paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan NV € N, hogy minden N < n € N szamra

VteT: d(fa(t), f(t)) <

N ™

Ekkor minden N < n,m € N szamra

VEET : d(falt), fm(t) < d(fa(t), F(1) +A(F(0), fm(t) < 5+ 5 =2

teljesiil, ami bizonyitja az egyik iranyta kovetkeztetést.
Most tegyiik fel, hogy az (fn)nen fliggvénysorozatra

Ve e RTAN e NVn,om e NVt € T : (N <n,m — d(fu(t), fm(t)) <e)

teljesiil és legyen ¢ € RT tetszéleges paraméter. Ekkor a feltevés miatt létezik olyan N € N, hogy
minden N < n,m € N szamra
VteT: d(f.(t), fm(t) <e

teljesiil, amibdl a d metrika folytonossaga miatt
VT Tim d(fu(t). fn(®) = d (falt), T fu(®)) = d(fa(t), F() < =
adodik.

4.4. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d") metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €
C(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfigguény, Dom f = M és az (fn)nen fligg-
n—oo

vénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez. Ekkor f € C(M, M’").
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Bizonyitds. Azt kell megmutatni, hogy az f fiiggvény minden z € M pontban folytonos. Legyen
€

x € M tetsz6leges pont és € € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor az 3 szamhoz létezik olyan N € N

kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szamra

sup d'(fn(t), f(t)) <

teM

W ™

Mivel az fy.1 fiiggvény folytonos az x pontban, ezért létezik olyan § € R™, hogy minden t € Bs(z)
pontra fn11(t) € Bz (fn+1()) teljesiil. Ekkor

teBs(x) = d(f(t), f(@) <d(f{), fva®t) +d (fna(t), fve (@) + d (fva (@), f(2) <e,
vagyis az f fliggvény folytonos az = pontban.

4.5. Tétel. Legyen (M, d) metrikus tér és (V, ||-||) normdlt tér, valamint minden n € N esetén legyen
(o)

fn € C(M,V). Tegyiik fel, hogy létezik az f = an osszegfigguény, Dom f = M és a an

n=0

fiigguénysor egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez. Ekkor f € C(M,V).
Bizonyitds. Legyen (M,d) metrikus tér és (V,||-]|) normalt tér, valamint minden n € N esetén

legyen f, € C(M,V). Minden n € N természetes szamra definiéljuk a g, = Z fr fliggvényt. Ekkor
k=0
a (gn)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 4.4 tételt adodik az 4llitas.

4.6. Tétel. Legyen (M,d) és (M',d") metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f, €

F(M,M"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = lim f, hatdrfiggvény, Dom f = M és az (fn)nen figg-
n—oo

vénysorozat lokdlisan egyenletesen konvergdl az f fiigguvényhez. Ekkor minden K C M kompakt halmaz

esetén az (fn)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl az f figgvényhez a K halmazon.

Bizonyitds. Legyen (M,d) és (M',d’) metrikus tér, valamint minden n € N esetén legyen f,, €
F(M,M'"). Tegyiik fel, hogy létezik az f = nh_}xrolo fn hatérfiiggvény, Dom f = M és az (fn)nen
fliggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergal az f fliggvényhez. Legyen tovabba K C M kompakt
halmaz és ¢ € RT tetsz6leges paraméter.
Ekkor a lokilisan egyenletes konvergencia miatt minden x € K ponthoz létezik olyan r(z) € R,
hogy az (fn)nen fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a B, (,)(x) halmazon. A K halmaznak
természetes moédon adott a

K C U Br(x) (a:)

zeK

nyilt halmazokkal valé befedése, amib6l a K halmaz kompaktsidga miatt az kivetkezik, hogy létezik
olyan n € N és g, ...,x, € K, hogy

K C U By (k)
k=0

teljesiil. Mivel minden k € {0,...,n} esetén az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a
By (2,,)(w1) halmazon, ezért létezik olyan mj, € N szam, hogy minden my <[ € N szamra

sup  d'(f(2), fil?)) <e

2€By(zy) (k)

teljesiil. Legyen N = max{my| k € {0,...,n}}, valamint legyen N <l € N és z € K tetszdleges.
Ekkor létezik olyan k € {0,...,n}, hogy z € By(g,)(2x). Tovabba my < N <[ miatt

d'(f(2), filz)) <e

teljesiil. Tehat minden € € Rt szamhoz létezik olyan N € N, hogy minden N < | € N szamra és
z € K pontra d'(f(2), fi(2)) < e teljesiil, ami éppen a K halmazon valé egyenletes konvergenciat
jelenti.
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4.2. Korlatos folytonos fiiggvények tere

4.7. Definici6. Legyen T nem iires halmaz, (M, d) metrikus tér és f : T — M tetsz6leges fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy az f figguény korldtos, ha Ran f C M korlatos halmaz. A T — M korlatos
fiiggvények halmazat jelolje FP(T, M). Ha (T,dr) metrikus tér, akkor a T — M folytonos korlatos
fiiggvények halmazat pedig jeldlje CP (T, M).

4.8. Tétel. Legyen (V,||-||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. A

CP(M,V) =R frrsup | ()]
teM

H'Hsup:

leképezés norma az CP(M, V) vektortéren, igy (C*(M, V), ||-[ly,,) normdlt tér.

Bizonyitds. A |-[|,,, fiiggvény nyilvanvalo modon teljesiti a norma tulajdonsigait.

4.9. Tétel. Legyen (V,||||) normdlt tér és (M,d) metrikus tér. Legyen (fn)nen a CP(M,V) halmaz-

ban haladdé pontonként konvergens fiigguénysorozat, melyre f = lim f, € C*(M,V) teljesiil. Ebben
n—oo

az esetben az (fn)nen fligguénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens, ha az (fn)nen Sorozat

konvergens a (C*(M, V), |||l,,p,) normdilt térben.

Bizonyitds. Legyen (fn)neny a C?(M, V) halmazban haladé pontonként konvergens fiiggvénysoro-
zat, melyre f = lim f, € C*(M,V) teljesiil.
n—oo

Tegyiik fel, hogy az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens és legyen € € R tetszéleges
paraméter. Ekkor az egyenletes konvergencia miatt létezik olyan N € N, hogy

VneNVzeM: (N<n — ||fulz) - fl2)] <ée),

vagyis minden N < n természetes szamra
[fn = fllsup = sup [fu(z) — f(2)]| <e.
zeM

Tehét az (fy)nen sorozat konvergens a (CP(M, V), ||l,,,) normalt térben.
Most tegyiik fel, hogy az (f,)nen sorozat konvergens a (CP(M, V), [||,,) normalt térben és legyen

sup
e € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor a létezik N € N, hogy minden N < n természetes szamra

an - f”sup <&,

vagyis
VneNVzeM: (N<n — |falz)— fz)] <e),

tehat az (f,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

4.10. Tétel. Legyen (V. |-||) Banach-tér, valamint (M,d) metrikus tér. Ekkor (CP(M, V), [|{|4yp)
Banach-tér.

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) Banach-tér, (M,d) metrikus tér, és legyen (f,)nen Cauchy-sorozat a
(CP(M, V), [I|lsyp) térben. Ha z € M és e € R*, akkor létezik olyan N € N kiisz6bindex, hogy
minden n,m > N természetes szamra

€> [lfn = fmllsp = sup [ (@) = fm @O = [ fn(2) = fm(2)]

teljesiil. Vagyis minden x € M pont esetén az n — f,(z) sorozat Cauchy-sorozat a V' Banach-térben,
ezért létezik a lim f, (x) hatarérték. Definidljuk az alabbi fliggvényt.
n—oo

f M=V x+— lim f,(z)

n—oQ

El6szor megmutatjuk, hogy az f fliggvény korlatos. Mivel (f,,)nen Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan
N € N, hogy minden N < n természetes szamra || fy11 — fn”sup < 1 teljesiil. Mivel fy11 korlatos



4.2 KORLATOS FOLYTONOS FUGGVENYEK TERE 33

fiiggvény, ezért létezik olyan K € RT paraméter, hogy minden x € M pontra || fx11(z)|| < K teljesiil.
Ezek alapjan minden N < n természetes szdmra és © € M pontra

[fnv+1(@) = fa(@)]| < [ fver = Fallgw < 1,
vagyis
[fa@ <1+ fvia(@)] <1+ K
adodik, ebbdl pedig || f(x)] = nh_}n;o | frn(2)]] < K 4+ 1. Tehat az f fiiggvény korlatos.

A 4.3 tétel alapjan az (fy,)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal az f fliggvényhez. Mivel az
(fn)nen fliggvénysorozat elemei folytonos fiiggvények, ezért az egyenletes konvergencia miatt az f
fiiggvény is folytonos, vagyis f € CP(M, V).

A 4.9 tétel alapjan (f,,)nen egyenletes konvergencidja éppen a (CP(M, V), ||~||Sup) térbeli nl;ngo fm=17r

konvergenciat jelenti.

4.11. Tétel. Legyen T nem tres halmaz, (V,||||) Banach-tér és (fn)nen az F(T,V) halmazban ha-
ladé fliggvénysorozat. Ha a Z fn fligguénysor pontonként abszolut konvergens, akkor pontonként

n
konvergens is.

Bizonyitds. Legyen T halmaz, (V,||-||) Banach-tér és (f,)nen az F(T, V) halmazban halado fligg-
vénysorozat. Tegyiik fel, hogy a Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens. Ekkor minden

n

t € T esetén a Z fn(t) sor abszolut konvergens a V' Banach-térben, ezért konvergens is. Tehat a

n
fiiggvénysor minden pontban konvergens.

4.12. Tétel. (Weierstrass-tétel.) Legyen T egy nem dires halmaz, (V, ||-||) Banach-tér és (fn)nen az
F(T,V) halmazban haladé fiiggvénysorozat. Ha a Z fn fligguénysorra

n

D _supl|fu(t)] < o

neN

teljesiil, akkor egyenletesen is konvergens.

Bizonyitds. Legyen T nem fiires halmaz, (V,|-||) Banach-tér és (f,)nen az F(T,V) halmazban
halado fliggvénysorozat. Tegyiik fel, hogy a Z frn fliggvénysorra

ng\lfn(t)\\ < 00,

neN ¢

o0
Ekkor a Z fn fliggvénysor pontonként abszolut konvergens, tehat konvergens is. Legyen f = Z fn-

n n=0
Definialjuk az
a:N— RS n — sup || frn(t)]]
teT
o0
sorozatot. Fkkor Z a, < oo. Legyen ¢ € Rt tetszSleges paraméter. Ekkor létezik olyan N € N,
n=0 -
hogy minden N < n € N szamra Z ap, < € teljesiil. Ekkor minden N < n természetes szamra és
k=n
t € T pontra
n (o] o0 (o]
-3 00| <) 3° a0 < 3 inl< 3w
k=0 k=n-+1 k=n+1 k=n+1

teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy a Z fn fliggvénysor egyenletesen konvergens.

n
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4.3. Hatvanysorok

4.13. Definicié. (Hatvdnysorok.)
— Legyen (V,||-]|) normalt tér, a : N — V tetsz6leges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fliggvényt
az aldbbi modon.

o0 o0
P,: {x e K ‘ Z anx” konvergens} -V - Z anx"

n=0 n=0

A P, fiiggvényt a egyiitthatdji 0 kozépponti hatvdnysornak nevezzik.
— Az a: N — V sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

ha 0 <limsup V/||a,|| < oc;
n—oo

1
limsup ¥/|[an|’
n—oo

1>

Rq 0, ha limsup V/|la,|| = oo;
n—roo

00, ha limsup ¥/||an| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezzik.

4.14. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen (V,||||) normdlt tér, a : N — V tetszdleges sorozat
ésx c K.
1. Ha |z| < R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens.
2. Ha |x| > R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor divergens.
3. Har €0, R, akkor
Z sup |lant"|| < 0.
neNtEBT(O)
4. Ha (V,|-|l) Banach-tér, akkor a P, hatvinysor a Bgr,(0) halmazon lokdlisan egyenletesen
konvergens.
5. Ha (V,||-||) Banach-tér, akkor a P, hatvdnysor a Br,(0) halmazon folytonos fiiggvény.

Bizonyitds. Legyen (V,|]|) normalt tér, a : N — V tetsz8leges sorozat, tovabba legyen R, az a
sorozat altal meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara.
3. Legyen r € [0, R,[. Ekkor

oo o0 o0 oo
Yo oswp gz =) llanll- sup [@"[ =) flanl - sup |z" =D fan] " < oo,
n=0%€B-(0) n=0 z€B:-(0) n=0 z€B:(0) n=0

ahol az utolso egyenlétlenségnél az elemi Cauchy-Hadamard-tételt hasznaltuk.
1. Hax € V és |z| < R,, akkor legyen r € ||x|, R,[ tetsz6leges paraméter. A 3. pont alapjan a
hatvanysor nomalisan konvergens a B,.(0) halmazon, ezért ott abszolat konvergens is.

2. Legyen |z| > R, és tegyiik fel, hogy a Zanx" sor konvergens. FEkkor a 2.9 tétel alapjan
n

lim a,z"™ = 0 teljesiil. Tehat létezik olyan N € N, hogy minden N < k € N szamra Hakka <1,

n—oo
1
Vilaxl < -

azaz
]

1 1
= = inf sup { /ax]l| & = n}p < sup { {/arlll k= N +1} < —

]

Vagyis

amibdl az |z| < R, ellentmondas adodik.

4. Legyen = € B, (0) tetsz6leges pont. Valasszunk egy r € ||z|, R,[ paramétert. A 3. pont alapjan
a hatvanysorra a B,(0) halmazon alkalmazhato a 4.12 Weierstrass-tétel, tehat itt egyenletesen is
konvergens a hatvanysor. Vagyis az x pontnak a B,.(0) halmaz olyan kornyezete ahol a hatvanysor
egyenletesen konvergens.

5. Mivel a fiiggvénysor barmely véges Osszege folytonos fiiggvény és a Bpg, (0) halmazon lokalisan
egyenletes a konvergencia, ezért a 4.4 tétel alapjan az Osszegfiiggvény is folytonos.
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4.4. Abel-tétel

4.15. Tétel. Legyen (V,|-||) normdlt tér, a : N — V olyan sorozat, hogy a Zan sor konvergens

n+m
és minden n € N esetén legyen C,, = sup Z ail|. FEkkor minden n € N szdmra C, < oo és
meN
k=n

lim C,, = 0 teljestil.

n—oo

Bizonyitds. Legyen (V,||-||) normalt tér, a : N — V olyan sorozat, hogy a Z a,, sor konvergens és

n+m [e'e]
minden n € N esetén legyen C,, = sup Z ar||. Legyen A = Z Gy, valamint minden n € N szamra
meN
k=n n=0

n

legyen o, = A — Z ay. Ekkor lim a,, = 0, valamint minden n € NT esetén

n— o0
k=0
n+m n+m n—1
C,, = sup Zak = sup Zak—Zak =
meN || EN| k=0 k=0
=sup [[(A — anim) — (A — ap_1)|| = sup [[an—1 — apiml -
meN meN

Mivel az (an)nen sorozat konvergens, ezért korldtos is, tehat létezik olyan K € RT, hogy minden
n € N esetén ||a,|| < K. Ekkor minden n € N* esetén

Cn = sup [|an—1 — animl| < flan—1| + sup [[anym| < K + K < co.
meN meN

Tegyiik fel, hogy a (Cp,)nen sorozat nem tart a nullahoz. Ekkor létezik olyan g € R, hogy minden
N € N esetén van olyan N < n € N, hogy ¢y < C,. Vagyis minden N € N esetén van olyan
N < n €N, hogy
0 < Cp = sup [[an—1 — |
meN
teljesiil. Mivel lim «, = 0, ezért létezik olyan Ny € N, hogy minden N; < n € N szamra ||a,|| < %0,

. . n—oo
vagyis minden N7 + 1 < n € N szamra

€o €o €o
Cp = sup [[an—1 — Anym| < lan—1ll + sup [[anml < — + — = -
meN meN 4 4 2
Ezek alapjan az N7 + 1 szamhoz 1étezik olyan N1 +1 < n € N, hogy ¢¢ < C),, ugyanakkor minden
€
Ny +1<n e N szamra C), < 50, ami nyilvanvaléan ellentmondas, ezért lim C,, = 0.

n—oo

Magyarazat. A kovetkezd allitas el6tt célszert bevezetni az alabbi jeloléseket.

4.16. Definicié. Ha V vektortér és a,b € V', akkor a

[a,b] 2 {ta+ (1—0)p[ t € [0,1]},  Ja,b[ 2 {ta+ (1—t)b| t €]0,1[}
halmazokat az a és b végponti szakasznak, illletve nyilt szakasznak nevezziik.

4.17. Tétel. (Abel-tétel.) Legyen (V,||-||) Banach-tér, a : N = V olyan sorozat, melyre 0 < R, < 00

és legyen z € K olyan pont, hogy |z| = R, és a P, hatvdnysor konvergens a z pontban. Ekkor a
o0

Z anx" hatvinysor egyenletesen konvergens a [0, z| szakaszon és a P, 2] fiigguény folytonos.

n=0
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Bizonyitds. Legyen (V,||-||) Banach-tér, a : N — V olyan sorozat, melyre 0 < R, < oo és legyen
z € K olyan pont, hogy |z| = R, és a P, hatvanysor konvergens a z pontban. Ha x € [0, z[, akkor a
hatvanysor konvergens az z pontban és minden n € NT esetén

n+m

n—1
— E akmk E aka:k
k=0 k=n

teljesiil. Az m € NT valtozo szerinti teljes indukcioval igazolhato az alabbi Abel-féle dtrendezés.

= lim
m—r 00

n+m n+m

>t = ;akzk(j)’“
SE (OO [z (TR

oo
Mivel a Z a,z™ sor konvergens, ezért a 4.15 tétel alapjan minden n € N esetén

n=0

n+m

E CLkZ

T
valamint lim C,, = 0. Mivel = € [0, 1], ezért minden m € N szamra
z

C,, = sup < 00,

meN

n—oo
n+m n+m—1 k k+1 ntm n+m
k €z j
apx”|| < (—) —() a2’ +‘ a7 || <
a0 (] Z : > ad| <
k=n k=n j=n
tm-l1 k k1
T T T |ntm
5 CRONESE e
z z z

k

(@) )
e (5O (@) e ()

teljesiil, vagyis
n+m

E akxk
k=n

< lim C, (%)” —-c, (f)" <c,.

m—r oo

= lim
m— 00

n—1
— E akxk
k=0

A z pontban

n+m

E akz

n+m

= lim E akz
m— o0

k=n

< sup
meN

n—1
— E akzk
k=0

teljesiil. Tehat minden x € [0, 2] esetén

n—1
=Y aat|| <y,
k=0
vagyis
n—1
sup || P,(x) — Z apz® -
z€[0,2] k=0

Mivel a 4.15 tétel alapjan a (Cy,)nen sorozat a nulldhoz tart, ezért a hatvanysor egyenletesen konver-
gens a [0, z] intervallumon.
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4.5. Linearis leképezés fiiggvénye

4.18. Tétel. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelélje R, az a sorozat dltal meghatdrozott hat-
vdnysor konvergenciasugardt. Ekkor minden A € £ (V,V), elemre |A|| < R, esetén a

g an, A"
n
sor konvergens.

Bizonyitds. Legyen V Banach-tér, a : N — R és jelolje R, az a sorozat altal meghatarozott hat-
vanysor konvergenciasugarat. Legyen A € #(V,V) olyan elem, melyre ||A| < R,. Legyen n € N

tetsz6leges. Ekkor
n n
> llaxA®] <3 faxl - AI°
k=0 k=0

o0
A Z lag| - | A||¥ sor konvergens a Cauchy-Hadamard-tétel miatt, hiszen a k s |ay| sorozat altal

k=0
meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara is R,, tovabba az || A|| szamra ||| A||| < R, teljesiil. Ez

azt mutatja, hogy minden n € N szamra
n o0
> lax M| < 3 lax] - AI°,
k=0 k=0

vagyis a Z an, A™ sor abszolut konvergens a _#(V, V') Banach-térben, ezért konvergens is.

n

4.19. Definicié. Legyen V Banach-tér és legyen f : R — R olyan fiiggvény, melynek a 0 koriili
Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fliggvénnyel, vagyis minden x € R esetén

™)
fla) =)
neN
teljesiil. Ekkor minden A € #(V,V) elemre legyen

(n)

n.
neN

4.20. Definicié. Legyen T tetsz6leges nem iires halmaz. A

0, ha i#j;

§:TxT—{0,1} (i,j)'—>5iﬂ':{1 ha i=j

fliggvény a Kronecker-féle delta-fiigguény.

4.21. Tétel. Legyen n € NT, A: R"™ — R" linedris leképezés és f : R — R olyan fiiggvény, melynek
a 0 korili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fligguénnyel.
1. Ha A diagonalizdlhatd, azaz létezik olyan invertdlhaté S mdtrixz és diagondlis D madtrix, melyre

A= SDS™1, akkor f(A) = Sf(D)S™1, ahol

f(Du) 00 - 0
P B

Vagyis, ha Dij = (Sij)\i; (J,kk}O’l" f(D)ZJ = 5zgf()\z)
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2. Ha az A mdtriz Jordan-felbontdsa egyetlen Jordan-blokkbdl dll, vagyis létezik olyan invertdl-
haté S mdtriz és J mdtriz, melyre A = SJS™!, ahol

A1 00 0
0 XN 1 0 0
0 0 X 1 0
J=10 0 0 A 0l (4.1)
0 O 0 0
akkor f(A) = Sf(J)S™, ahol
/ FARICY ARG
I e Tl
/ Fm2 )
. 0 fN ) W
- 790
0 0 f(A) AR W
0 0 0 O
Vagyis
0, ha i>jwvagyj—i>1; 0, ha > 7;
ha Jy;={ X\ ha i=7; akkor f(Ji;) =4 fUTD(N) .
’ 1, ha j—i=1, ’ Gy e isd

3. Ha A tetszbleges mdtriz, melynek Jordan-felbontdsa A = SPS™' alaku, ahol S invertdlhato
mdtriz és P blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtldjaban a (J;)i=1,. r Jordan-blokkok dllnak,
akkor f(A) = Sf(P)S~t, ahol f(P) az a blokkdiagondlis mdtriz, melynek a fédtlojdban az

ceey

Bizonyitds. Legyen n € Nt, A : R® — R" linearis leképezés és f : R — R olyan analitikus
fiiggvény, melynek a 0 koriili Taylor-sora mindenhol konvergens és megegyezik a fiiggvénnyel. Ekkor

_ )

az m s Ay, =
m)!

olyan sorozat, melyre minden z € R esetén

fz) = Z Amx™

m=0

teljesiil, tovabbéa az a sorozat altal meghatarozott hatvanysor konvergenciasugara végtelen. A 4.18
tétel alapjan minden A € £(R™, R™) leképezésre az

f(A) = Z amA™
m=0

sor konvergens.
Mivel az f fliggvény mindenhol konvergens hatvanysorral van meghatarozva, ezért az f fiiggvény
minden k € N esetén k-szor derivalhato és minden k € N és z € R szamra

00 k—1 00
FP) =" am (H(m - ')) b= am(mﬂzlk),xm"“
m=0 i=0 m=k ’

teljestil.
Legyen S invertalhaté matrix és legyen B = S~1AS. Ekkor A = SBS™! teljesiil, valamint minden

m € N esetén
m m

> apAb =) arSBFST =8 (i akBk> S
k=0 k=0

k=0



4.6 FUGGVENYSOROZAT ES FUGGVENYSOR DERIVALASA ES INTEGRALASA 39

Mivel a métrixszal valo szorzas folytonos miivelet, ezért

S (o)) oo (S
k=0 k=0

=S (i akBk> Sl =8f(B)S™!

k=0

1. Ha B diagonélis méatrix, akkor hatvanyaira teljes indukcioval egyszertien igazolhato, hogy minden
m € N kitevére és 4,5 € {1,...,n} indexre

B?, ha i=j;
mo __ 27 9
Bi'_{ 0, ha i#j

teljesiil, amibdl adodik az allitas.
2-3. Tegyiik fel, hogy B olyan matrix, mely egyetlen Jordan-blokkbdl all, vagyis (4.1) alaka. Ekkor

teljes indukcioval igazolhato, hogy minden m € N kitevére és 4,5 € {1,...,n} indexre
0, ha j—1i<0;
Bm AT ha j—1=0;
iy (sz))\k It ha 0<j—i<m;
0, ha j—i>m

teljesiil. Ekkor az f(B)
j < iesetén f(B);; :0;

j =1esetén f(B Z amA™ =

7 > 1 esetén

matrix ¢,j € {1,...,n} elemeire

S a k— J‘H:# S a L k—(j—i) _ 1 (—i)
mz_:o m(]_)A (j—i)!mz::0 e T AN

teljestil.

4.22. Definici6. Legyen n € NT és tekintsiink egy A : R™ — R™ linedris leképezést, legyen Sp(A) =
{A1,..., An} az A lineéris leképezés sajatértékeinek a halmaza és f : Sp(A) — C fiiggvény. Ha létezik
olyan invertalhaté S matrix és diagondlis D matrix, melyre A = SDS~1, akkor f(A) 2 Sf(D)S—!
ahol

#(D) = ? f(l:)22) (:) (:’

Vagyis, ha D'L'j = 51'in7 akkor f(D)l] = (Smf()\z)

4.6. Fiiggvénysorozat és fiiggvénysor derivalasa és integralasa

4.23. Definicio. Adott z,y € R" esetén a
{te+ (1 —t)y| t€0,1]}

halmazt szakasznak nevezziikk. Az n > 1 esetben [a, b] fogja jelolni a fenti halmazt, az n = 1 esetben,
pedig |a,b].

4.24. Tétel. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f, : B.(a) — R diffe-
rencidlhato figguény. Ha létezik a lim f,(a) hatdrérték és az (f))nen fliggvénysorozat egyenletesen
n—oo

konvergens a B,(a) halmazon, akkor
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1. minden x € By(a) esetén létezik a lim f,(x) hatdrérték;
n—oo
2. az f: B.(a) = R, f(z) = 1i_>m fn(x) figgvényhez egyenletesen konvergdl az (fn)nen figg-
n (oo}

vénysorozat;
3. minden x € B,(a) esetén

F(@) =t fi ()
Bizonyitds. Legyen r € RT, a € R, valamint minden n € N esetén legyen f,, : B.(a) — R diffe-
rencialhato fiiggvény. Tegylik fel, hogy létezik a lim f,,(a) hatarértek és az (f])nen fliggvénysorozat
egyenletesen konvergil a g : B,(a) — R fiiggvényhez a B, (a) halmazon.

Legyen € € RT tetszbleges paraméter. Mivel az (f,,(a))nen sorozat konvergens, ezért Cauchy-sorozat,
vagyis létezik olyan N; € N, hogy minden N; < m,n € N szamra

€
@)~ fu@)] < §
teljestil. Mivel az (f))nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a B,(a) halmazon ezért a 4.3
tétel alapjan létezik olyan No € N, hogy minden Ny < m,n € N szamra
€
sup [ fn(y) = fra(W)] < 5
y€By(a) r
teljesiil. Legyen N = max { Ny, No}.
Legyen m,n € N és = € B,(a) \ {a} tetsz6leges pont. Ekkor az f, — f,, flggvényre és az |a, x|
szakaszra alkamazva a véges névekmények formuléjat

|ﬁ@-%ﬂ%%h@—%@ﬂé<ﬁmKh—MWM>W—M

y€la,z|

adddik. Ekkor minden N < n,m természetes szamra

€
—r=c.
r

@) = F@)) < al@) = Fml@)] + [ sup 10— Fu @] ) - Jo—al < &+
y€la,z|
Vagyis (fn(x))nen valos Cauchy-sorozat, tehat létezik a li_)m fn(x) = f(z) hatarérték.

Az eddigiek szerint minden ¢ € R™ szamhoz létezik olyan N, hogy minden N < n,m esetén minden
x € By(a) pontra

|fn(x) - fm(x)| <e

teljesiil, amibdl a 4.3 tétel alapjan adodik, hogy az (fy)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.
Legyen ¢ € B,.(a) tetsz6leges pont. Minden n € N esetén legyen

fu(x) = fut) = fL({O)(x — 1)

, ha x#t;
¢©n : Br(a) > R T — |z — ¢
0, ha x=t,
tovabbéa legyen
@O =oO=0 o,
¢:B(a) > R T~ |z — 1|
0, ha x=t.

Az f, fuiggvény t pontbeli differencidlhatosdga miatt a ¢, fliggvény folytonos a B, (a) halmazon. Ha
a (n)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergalna a ¢ fliggvényhez az B,.(a) halmazon, akkor a 4.4
tétel miatt a o fliggvény is folytonos lenne a B,.(a) halmazon, vagyis az f fliggvény differencialhato
lenne a t pontban, és teljesiilne a bizonyitandd

f'{t) = g(t)
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egyenlGség.

Most megmutatjuk, hogy a (¢, )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal a ¢ fliggvényhez a B,.(a)
halmazon.

Legyen € € RT tetszoleges paraméter. Mivel az (f)),en fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens a
B, (a) halmazon ezért a 4.3 tétel alapjan létezik olyan N € N, hogy minden N < n,m € N szamra

sup |7(y) — S (w)| < 5

y€B,(a)

teljesiil. Legyen xz € B,.(a) tetsz6leges pont. Ekkor a
Br(a) =R ur fu(u) = fn(u) = (fn () — . (0)u

fiiggvényre és az |t, x| szakaszra alkalmazva a véges novekmények formulajat
[fa(@) = fn(2) = (fu(t) = f(t)) = (fo(®) (@ — 1) = fr.(®) (@ —1)| <
( sup |(fn — fm)'(y) — (fn(t) — f&(ﬂ)l) |t —al

Y€tz

adodik, vagyis ha N < m,n € N, akkor
[fu(@) = fu(t) = fo®)(@ — 1) = (fm(@) = fi(t) = fra (D)) (@ — 1)) <
( sup = fm) W) + 1 f0(8) — f{n(t))> e —tl <

Uetm[

<<<su) ﬁw(ﬂ>+§>¢wﬂﬁ
yEB,(

< 2 5) iz —t|=elx—t|.

Ezek alapjan minden N < n,m természetes szamra x # t esetén

e-lz—t|

|<Pn($)—<,0m($)| < |.’E—t|

)

valamint & = t esetén is | (2) — pm(2)| = 0 < &. Ezzel megmutattuk, hogy a (¢ )nen fliggvényso-
rozatra
Ve € RTIN € NVn,m € NVx € B,.(a): (N <n,m — |on(z) — pm(x)| <)

teljesiil, amibdl a 4.3 tétel értelmében kovetkezik, hogy a a (¢, )nen fliggvénysorozat egyenletesen
konvergal a pontonkénti hatarfiiggvényhez, a ¢ fliggvényhez a B,.(a) halmazon.

4.25. Tétel. (Fiiggvénysorozat differencidlhatésdga.) Legyen Q C R nyilt intervallum, valamint min-
den n € N esetén legyen f,, : Q@ — R differencidlhato fiiggvény. Ha az (f))nen fligguvénysorozat lokd-
lisan egyenletesen konvergens az Q halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a lim f,(a)
hatdrérték, akkor e

1. minden x € § esetén létezik a nh_}rgo fn(x) hatdrérték;

2.azf:Q >R, f(z) = nhﬁngo fn(x) figguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl az (fn)nen

fligguénysorozat;

3. minden x € Q) esetén
!
=1l
f'(@) = Tim_f(z).
Bizonyitds. Legyen 2 C R nyilt intervallum, valamint minden n € N esetén legyen f, : Q —
R differencialhato fliggvény. Tegyiik fel, hogy az (f))nen fliggvénysorozat lokalisan egyenletesen
konvergens az ) halmazon és létezik olyan a € Q pont, melyre létezik a lim f,(a) hatarérték.
n—oo
Definialjuk az

= freor i o)
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halmazt. Megmutatjuk, hogy ' nyilt halmaz. Legyen z € . Mivel az (f})nen fliggvénysorozat
lokéalisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan r € R, hogy (f/)nen egyenletesen konvergens
a B(z) halmazon. Az el6z6, 4.24, tétel alapjan ekkor (f)nen egyenletesen konvergens a B,.(x)
halmazon, tehat B,.(z) C V.

Tegyiik fel, hogy ' # Q. Vegyiink egy = € Q\ 0 elemet. Legyen

H={te0,1]] |a,a+t(x—a)|] CQ},

c=sup H ésp=a+c(r—a). Az a pontra és olyan B, (a) kornyezetére alkalmazva a 4.24 tételt, ahol
az (f! )nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergens, az adodik, hogy ¢ > 0. Az Q' halmaz nyiltsaga
miatt pedig p ¢ . Mivel p € Q, ezért létezik olyan r > 0, hogy a B,(p) halmazon egyenletesen
konvergens az (f],)nen fliggvénysorozat.

A ¢ szam konstrukcioja folytan létezik olyan ty € H, melyre ¢ — ﬁ < tg, ezért a ¢ = a+1to(z —
T—a
a) € ¥ elemre
r
lp—ql=la+c(x—a)—a—to(x—a)| =lc—to| |z —a| < 1

Ekkor viszont alkalmazhat6 a 4.24 tétel a Br (q) halmazon, mely szerint az (f,,)nen fiiggvénysorozat
konvergens ezen a halmazon, tehat a p € Bz (¢) pontban is konvergens. Ez azonban ellentmond a
p ¢ ' feltevésnek. Tehat Q' = Q.

Legyen x € . Mivel az (f})nen fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens, ezért létezik olyan
r € R, hogy (f!)nen egyenletesen konvergens a B, (x) halmazon. Az el6z6, 4.24, tétel alapjan ekkor
(fn)nen egyenletesen konvergens a B,.(x) halmazon, tehat (f,,),en lokélisan egyenletesen konvergens.

4.26. Tétel. (Figgvénysor hatdrfiggvényének differencidlhatosdga.) Legyen Q C R nyilt intervallum
és minden n € N esetén legyen f, : Q — R differencidlhato fiiggvény. Ha a Zf,’t fiiggvénysor

n
lokdlisan egyenletesen konvergens az Q) halmazon és létezik olyan a € ) pont, melyre konvergens a

an(a) sor, akkor
n=0

o0
1. minden x € Q) esetén konvergens a Z fn(x) sor;
n=0

2.az f:Q =R, f(z) = Z fn(x) fligguényhez lokdlisan egyenletesen konvergdl a an fiigg-
n=0

n
venysor;

3. minden x € ) esetén

flla) =Y fn(x).
n=0

Bizonyitds. Legyen Q2 C R, nyilt intervallum és minden n € N esetén legyen f,, : Q@ — R differenci-
alhato fiiggvény. Legyen a € 2 olyan pont, ahol konvergens a Z fn(a) sor, és tegyiik fel, hogy az

neoo

n
Z [}, fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens. Minden n € N esetén legyen g,, = Z fr-
k=0

Ekkor a (gn)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 4.25 allitast adodik a tétel.

4.27. Tétel. (Figguénysorozat hatdrfiggvényének integralhatdsdiga.) A C([a,b],R) halmazban hala-
d6 (fn)nen a fligguénysorozatrdl tegyiik fel, hogy egyenletesen konvergdl a hatdrfigguényéhez az |a, b)

intervallumon. Ekkor
b b
n—oo a a n— oo

teljestil.
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Bizonyitds. Legyen (f,)nen a C([a,b],R) halmazban halad6 fiiggvénysorozat, mely egyenletesen
konvergél az f : [a,b] — R fiiggvényhez. Ekkor a 4.4 tétel miatt f folytonos fiiggvény, tehat Riemann-
integralhat6. Legyen ¢’ € RT tetszSleges paraméter. Az egyenletes konvergencia miatt 1étezik olyan
N €N, hogy minden N <n € N szamra || f, — fl|,,, <& Ekkor minden N < n természetes szamra

/f £) /|f fn|</e:<bfa)s'

teljesiil. Vagyis minden € € R szamhoz létezik olyan N € N, hogy minden N < n € N szamra

b
fn
a

<e

b
fn
a

b b
n—oo a a

4.28. Tétel. (Fiiggvénysor hatdrfiggvényének integrdlhatosdga.) Legyen (fn)nen a C([a,b],R) hal-

teljesiil, ami éppen a bizonyitandd

hatarértéket jelenti.

mazban halado fiiggvénysorozat. Tegyiik fel, hogy a an fligguénysor egyenletesen konvergdl az

osszegfiigguényéhez az [a,b] intervallumon. Ekkor
') b p
n=0"¢% @ n=0
teljestil.

Bizonyitds. Legyen (f,)nen a C([a,b], R) halmazban haladé fliggvénysorozat. Minden n € N esetén

legyen g, = Z fx. Ekkor a (gp)nen fliggvénysorozatra alkalmazva a 4.27 tételt adodik az allités.
k=0

4.7. Hatvanysor tagokénti derivalasa és integralasa

4.29. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti differencidlhatosiga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal
meghatdrozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelolje R,. Minden r € R,
|z| < R, esetén a hatvdinysor tagonként differencidlhats az x pontban, azaz

o0
= E apkz® L.
k=1

Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat, P, : R — R a sorozat altal meghatarozott hatvanysor R,
konvergenciasugarral. Tekintsiik a

b:N—=R kv (k4 Dagsr

sorozatot és az altala meghatéarozott P, hatvanysort. A P, hatvanysor konvergenciasugarara R, = R,
teljesiil. Ekkor a Cauchy—Hadamard-tétel alapjan a P, hatvanysor lokalisan egyenletesen konvergens
az I = |—R,, R,[ intervallumon, valamint zy = 0 olyan pont az I intervallumban, ahol a P, hatvanysor
konvergens. Ezért a 4.26 tétel alapjan a P, hatvanysort lehet tagonként derivalani az I intervallum
minden pontjaban.

4.30. Tétel. (Hatvdnysor tagonkénti integrdlhatdsdga.) Tekintsik az a : N — R sorozat dltal megha-
tdrozott P, : R — R hatvdnysort, melynek konvergenciasugardt jelélje R,. Minden o, 5 € R, a < (3,
[, B] € |—Ra, Ra| esetén a hatvdnysor tagonként integrdlhato az (o, B] intervallumon, azaz

B /s o B
/ <Zakxk> dx = Z/akx’“dx.
o \k=0 k=07,
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Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat, P, : R — R a sorozat altal meghatarozott hatvanysor R,
konvergenciasugarral. Legyen tovabba [«, 8] olyan korlatos intervallum, melyre [, 8] C |— Ry, R4 tel-
jesiil. A Cauchy—Hadamard-tétel alapjan a P, hatvanysor lokalisan egyenletesen konvergens az [«, (]
kompakt halmazon, azonban a 4.6 tétel miatt egyenletesen is itt. Figyelembe véve, hogy a hatvanysor
minden részletosszeg fliggvénye folytonos és egyenletesen konvergens az [«, 3] véges intervallumon,
a 4.28 tétel alapjan a hatvanysor tagonként intergralhato.

4.8. Approximéacié polinomokkal
Magyarazat. A tovabbiakban a folytonos fiiggvények polinomokkal valo kozelitésérsl szolo alaptételt

targyaljuk.

4.31. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] - K ésn € Nt. Az [ fiiggvény n-edik Bernstein-
polinomjdnak nevezzik az

Bj:R—K tHW;(Z)f(awL:(b—a)) (t—a)fb-t)"*

polinomot.

4.32. Tétel. (Approximdcido Bernstein-polinomokkal.) Legyen a,b € R, a < b és f : [a,] — K
folytonos fiigguény. Ekkor
lim ( sup ’B,J:(t) - f(t)’) =0.

n=00 \ela,b]

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — K folytonos fliggvény, valamint legyen ¢ € R*
tetsz6leges paraméter. Mivel [a,b] kompakt halmaz és f folytonos, ezért: f korlatos, vagyis létezik
olyan C' € R™, hogy minden ¢ € [a, b] pontra || f(¢)|| < C; valamint a Heine-tétel miatt f egyenletesen
folytonos, vagyis a késébb rogzitends ¢/ € RT paraméterhez létezik olyan § € RT, hogy minden
t,t' € [a,b], [t —¢'| <6 esetén ||f(t) — f(t')] < & teljesiil. Legyen ¢ € [a,b] és n € N rogzitett. Ekkor

2 () (o o) ) (22 (=0 |

Inz{ke{(),...,nH

|Bi(t) — f(t)] = (4.2)

Tekintsiik az

a—l—k(b—a)—t‘ <6}
n

Jn:{ke{o,...,nﬂ

a—l—k(b—a)—t‘ >5}
n

halmazokat. Ekkor I, N J, =0 és I, U J, = {0,...,n}, vagyis a (4.2) egyenlet alapjan

s = 3 () (eo-o) ol () (2)
)Hf(“ﬁ@—a))—f(\(’f‘“)k( )
=) (=) ) s (e () (7)) s
)(i=5) (=) -

< "\ (t—a\"[b—t "k+202 n
- k b—a b—a k
k=0 k€T,
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k n—k
o n t—a b—t
=c —&-QCE (k) (ba) (ba) .
ke,

Ha k € J,, akkor definici6 szerint

k
a—|—(b—a)—t‘ >0,
n

amibdl

W-(k—t_a-n)2>1

92n2

adodik. Ezért

SO () T Q6 ) (e

—a2 - n 2 _
S%Z(kj) (k —na)” 2" (1 —a)" ",
k=0

t —_
ahol z = b—a. Minden y, z € R esetén
—a

(y+2)" = Zn: (Z) y*

melynek y szerinti els§ és masodik derivaltjabol

ny(y+2)""" = XL: (Z) feyh ok
n(n—1)y*(y+2)""% = zn: <Z)k(k — 1)yknk

adodik. Ha z = 1 — y, akkor ezekbdl

kovetkezik, vagyis

n

3 <Z> (k —nz)? 281 — 2)"F = nz(1 — 2).

k=0
Figyelembe véve, hogy |z|,|1 —z| <1

2C(b—a)?

|BI@ - sl <&+ =

. . €
adodik. Vagyis ha ¢’ = — & N € N tetszéleges természetes szam, melyre N >

akkor minden n > N és t € [a, b] esetén

o 2C(b — a)? -
2 2n -7
ezért

sup |Bj(t) — f(t)] <e.
t€la,b]

40(b

—a)?
02%¢

teljesiil,
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4.33. Tétel. Legyen a,b € R, a < b és f : [a,b] — K folytonos fiigguény. Ekkor minden ¢ € R
esetén létezik olyan p : K — K polinom, hogy minden x € [a,b] szdmra

|f(z) —p(z)| <e
teljestil.

Bizonyitds. A 4.32 Bernstein-polinomokkal vald approximécios tétel kdzvetlen kévetkezménye.
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5. Fourier-sorok

5.1. Trigonometrikus polinomok

5.1. Definici6. Az R — C fiiggvények

T(R,C) 2 {t — Z (ak cos(kt) + besin(kt)) € F(R,C) | n e N,Vk € {0,...,n} : az, by € (C}
k=0

részhalmazét trigonometrikus polinomoknak nevezziik.

5.2. Tétel. (A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsdgai.)
1. A pontonkénti miveletekkel T (R, C) algebrdt alkot.
2. Minden P : R — R polinom esetén P o cos € T(R,C).
3. Minden f € T(R,C) és x € R esetén at— f(t+ x) figgvény is trigonometrikus polinom.

Bizonyitds.
1. A trigonometrikus polinomok halmaza az Gsszeadasra és a szammal valo szorzasra nyilvan zart, a
szorzasra pedig a minden k,l € N és ¢ € R szamra érvényes

sin(kt) sin(lt) :% cos((k —1)t) — % cos((k + 1)t)
sin(kt) cos(lt) :% sin((k — 0)t) + % sin((k + 0)t)
cos(kt) cos(lt) :% cos((k —I)t) + % cos((k + 1)t)

addiciés formulak miatt zart.

2. Megmutatjuk, hogy minden n € N esetén cos™ trigonometrikus polinom. Az n =0 ésn = 1 ese-
tekben igaz az allitds. Tegylik fel, hogy cos™ trigonometrikus polinom. Ekkor a cos™ trigonometrikus
polinomot megszorozva a cos trigonometrikus polinommal, az 1. pont értelmében megint trigonomet-
rikus polinomot kapunk, tehat cos”t! is trigonometrikus polinom. Ebbél az 1. pont alkalmazéasaval
adodik, hogy minden P polinomra P o cos trigonometrikus polinom.

3. A minden ¢,z € R és k € N szamra fennéllo

sin(k(t + x)) = cos(kx) sin(kt) + sin(kx) cos(kt)
cos(k(t + x)) = cos(kx) cos(kt) — sin(kx) sin(kt)

azonossagokbol kovetkezik az allitas.

5.3. Tétel. (Weierstrass approzimdcids tétele.)  Minden f € Cor(R,C) figgvényhez és minden
e > 0 szdmhoz létezik olyan ¢ € T(R,C), melyre ||f — ¢, < € teljesil.

Bizonyitds. Tobb 1épésben bizonyitjuk a tételt.
1. Legyen f € Cor(R,R) péros fiiggvény, és legyen € € RT tetsz6leges paraméter. Ekkor az foarccos :
[—1,1] — R fliggvény folytonos és a 4.33 tétel szerint létezik olyan p : [—1,1] — R polinom, hogy

sup |f(arccos(t)) — p(t)| < e
te[~1,1]

teljesiil. A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsagairol szolo tétel alapjan a ¢ = pocos fiiggvény
trigonometrikus polinom. Mivel az f és a ¢ fiiggvény 27 szerint periodikus, ezért

sup|f(z) —p(z)| = sup |f(z) = ()],

z€R z€[—m7,m]
valamint mivel az f és a ¢ fliggvény paros, ezért

sup [f(z) —¢(z)| = sup [f(z)—o(z).
z€[—m,m] z€[0,m)
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Minden « € [0, 7] esetén arccoscosx = x és minden ¢ € [—1, 1] esetén cosarccost = t, ezért

sup |f(z) — ¢(z)| = sup |(f oarccos)(cosx) — ((p o cos) o arccos)(cosx)| =
z€[0,7] z€[0,7)
= sup |[(foarccos)(t) —p(t)] <e,
te[—1,1]

vagyis || f — ¢l <e.
2. Legyen f € Con(R,R) tetszoleges fiiggvény, és legyen € € RT tetszéleges paraméter. Most
megmutatjuk, hogy létezik olyan ¢ € T(R,R), melyre || fsin® —¢||_ < ¢ teljesiil. Legyen

|, @)+ f(-a)
f@) - f(=)

fo:R—=R fosinx.

Ekkor fsin? = fisin® 4 fosin, valamint fi, fo € C(R,R) paros 27 szerint periodikus fiiggvények,

fi:R—>R

€
vagyis az 1. pont alapjan létezik olyan o1, @y trigonometrikus polinom, melyre ||fi — @1, < 3 és

€
Ilfo — @2l < 3 teljesiil. A trigonometrikus polinomok alaptulajdonsagairol szolo tétel alapjan a
@ = 1 sin? 4y sin fiiggvény trigonometrikus polinom. Ekkor
Hfsin2 —goHoo = Hf1 sin? 4 fo sin — (1 sin? +y sin)Hoo <

< || f1sin® =gy siHQHOO + || f2sin —¢pa sin|| <
E €
slfi—eill +lfe—e2lle <5+5=¢
teljesiil.
3. Legyen f € Ca, (R, R) tetszéleges fliggvény, és legyen € € R tetszbleges paraméter. Megmutatjuk,
hogy létezik olyan ¢ trigonometrikus polinom, melyre || f cos? —<pHoo < ¢ teljesiil. Legyen

A:R—SR x»—>f(x+g>.

Ekkor f; € C(R,R) 27 szerint periodikus fiiggvény, vagyis az 2. pont alapjan létezik olyan ¢y
trigonometrikus polinom, melyre H f1sin? —¢, HOO < ¢ teljesiil. A trigonometrikus polinomok alaptu-
lajdonséagairdl szolo tétel alapjan a

p:R—R x+—><p1<zfg>
fliggvény trigonometrikus polinom. Ekkor

||f0082 _LpHoo Zilé§|f($)0052$_§0(x)| :ilég‘f (x+ g) cos? (x—i— g) - <£C+ g)‘ =

= sup |f1(ac) sin?(z) — <p1| = ||f1 sin? fcleoo <eg
z€R
teljestil.
4. Legyen f € C2:(R,R) tetszbleges fiiggvény, és legyen € € R tetszéleges paraméter. A 2. pont

£ ‘s
5; a 3. pont alapjan
létezik olyan o trigonometrikus polinom, melyre || f cos? —g02||oo < % teljestil. Legyen ¢ = 1 + ¢o.
Ekkor

1~ gl = 5007 4 Feos? 1 — o], < 7si® ], + o ol < 54+ 5 =

alapjan létezik olyan ¢ trigonometrikus polinom, melyre || f sin? —<p1||oo <

5. Végiil legyen f € C2,(R,C) tetszbleges fiiggvény, és legyen € € R tetszoleges paraméter. A

€
4. pont alapjan létezik olyan @1 és ¢y trigonometrikus polinom, melyre ||Re f — @i < 3 és

€
ITm f — o, < 3 teljestil. Legyen ¢ = @1 +i¢2. Ekkor

2 2
nf—ww—mmﬁ—@n+mmf—mnw<¢€4f;<a



5.2 FOURIER-FELE ORTOGONALIS FUGGVENYRENDSZER 49

5.2. Fourier-féle ortogonalis fiiggvényrendszer

5.4. Tétel. Legyen a € R, k,I,m € N olyan, hogy 0 # k # 1 # m. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.

a+2m a+2m
/ cos(kx)dx =0 / sin(kx)dz =0
aa+27r aa+27r
/ cos?(kx)dz =7 / sin?(kz)dxz =
aa+27r aa+2ﬂ'
/ cos(mx) cos(lz)dx =0 / sin(mz) sin(lz)dz =0

a+2m
/ cos(ma) sin(kz)dx =0

Bizonyitds. Legyen a € R, k,1,m € N olyan, hogy 0 # k # [ # m.
1. Ekkor kihasznalva, hogy a sin fliggvény 27 szerint periodikus

at2m 3 a+2m . o
/ cos(kz) da = [sm;kx)} _ sin(ka) —sin(ka + k2m) 0

k

a

a+2m
adodik. Hasonloan igazolhatd, hogy / sin(kx)dx = 0.
2. A minden x € R és k € Nt szamra érvényes cos(2kx) = cos?(kz) —sin?(kz) és sin®(kx)+cos? (kz) =

1 formulaboél az 1. pont eredményének a felhasznalasaval

a+2m a+2m
/ cos?(kz)dx = 3 / 1+ cos(2kzx)dx=m

a+2m 1 a+2m
/ sin?(kx)da = B / 1—cos(2kx)dzx =7

adodik.
3. A trigonometrikus fiiggvényekre vonatkoz6 addicios tételek és az 1. pont alapjan

a+2mw a+27

/ cos(mz) cos(lz)dx = % / cos((k + Dx) + cos((k —)x)dx =0
a127r 1 aiZﬂ'

/ sin(mz) sin(lz)dz = 3 / cos((m —1)x) —cos((I+m)z)dx =0
aa+27r 1 ZJFQW

/ cos(mz) sin(kx) dz = 3 / sin((m + k)x) 4+ sin((k —m)z)dz =0

adodik.

5.5. Tétel. Legyen a,b: N — R olyan sorozat, hogy az

Spil-ma]l =R trrag+ Y axcos(kt) + by sin(kt)
k=1

figguénysorozat egyenletesen konvergdl az f hatdrfigguényhez a [—m, ] intervallumon. Ekkor minden
k € Nt esetén

w=-{ 5 a=2[ f@ycostktydt, bo=21 [ f(t)sin(kt)at

2T s ™

teljestil.
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Bizonyitds. Legyen a,b : N — R olyan sorozat, hogy az S, (t) = % + Zak cos(kt) + b, sin(kt)

k=1
fiiggvénysorozat egyenletesen konvergél a [0, 27| intervallumon az f hatarfiiggvényhez, azaz

lim sup [Sn(t) — f(t)| =0

N0 te[0,27]

teljesiil. Legyen k € N tetsz6leges. Ekkor

lim sup [Sn(t)sin(kt) — f(t)sin(kt)| < lm  sup [S,(t) — f(2)] [sin(kt)| <

N0 te[0,27) N0 te[0,27]

< dim sup [Sa(t) — f(1)] =0,

N0 te(0,27]

lim sup |S,(t)cos(kt) — f(t)cos(kt)| < lim sup [Sy(t) — f(t)] |cos(kt)| <

N0 ¢e(0,27) N0 te(0,27)

< dim sup [Sa(8) — f(8)] =0,

N0 ¢c[0,27]

vagyis a t — Sp(¢)sin(kt) és a t — S, (¢) cos(kt) fiiggvénysorozat is egyenletesen konvergal a t —
f(t)sin(kt) és a t — f(t)cos(kt)) figgvényhez. Mivel minden n € N esetén az S, (t) sin(kt) illetve az
Sn(t) cos(kt) fiiggvény folytonos, ezért a fliggvénysorozat tagonkénti integralhatosagarol szolo tétel
értelmében

T

f(t)cos(kt) dt = 1i_>m Sp(t) cos(kt) dt

T

F(#)sin(kt) dt= lim [ So(t)sin(kt) dt,
o n—oo [

tovabbé a trigonometrikus fiiggvények integraljarol szolo 5.4 tétel miatt

lim Sn(t) cos(kt) dt = lim { 0, ha n<k }:wak

n—oo [ o n—00 Tak ha nZk,

lim S, (t)sin(kt) dt = lim { 0, ha n<k }:ﬂbk

n—oo J_ n—00 7Tbk ha n 2 k;
amibdl kovetkezik az allitas.

5.6. Tétel. A Cy,(R,C) vektortéren tekintsik a

<'7'> :C2TF([_7T37T]3C) XCQW([_W77}7(C)_>R (fag)'_> ?g
leképezést.
1. A fent definidalt mivelet skaldris szorzds.

2. A )
x> ——el™ | neZ
{ V2r | }

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.
3. A

1 cos(nz) sin(nx) ‘ +}
T ——, T+ , T+ neN
{ V2 VT VT

vektorrendszer ortonormdlt és teljes.

Bizonyitds. 1. Egyszeriien ellenérizhetd, hogy a definialt miivelet teljesiti a skalaris szorzas kritéri-
umait.

2. Legyen k,l € Z. Ha k # [, akkor az 5.4 tétel alapjan

<\/1277r o', \/% eilz> = 2i /“ (cos(kx) — isin(kx))(cos(lx) + isin(lz)) dz =

™ J_x
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™ . s

1
=5 cos(kx) cos(lx) + sin(kx) sin(lz) d = + 2i cos(kx) sin(lx) — sin(kz) cos(lz) dz = 0
™

—r ™ J—x

ami mutatja, hogy a fliggvényrendszer ortogonélis. A minden k € Z esetén fennalld

< 1 eikz 1 eika:> 1 /2ﬂeikxeikxd 1 27\'1d 1
E— y —F/— = — xr = — Tr =
V2T V2 27 Jo 2m Jo

egyenlet pedig mutatja, hogy a fiiggvényrendszer normalt.
3. Legyen k,l € NT. Ha k # [, akkor az 5.4 tétel alapjan

<\/1277 - cos(kx)> —0
(T )
<\/1% cos(lz), % cos(ksc)> —0
<\}7,r sin(lz), % cos(kx)> —0

<\}% sin(lx), % sin(kgg)> -0

ami mutatja, hogy a 2. pontban megadott fliggvényrendszer ortogonéalis. Szintén az 5.4 tétel alapjan
a

()
<¢17,T cos(kz), % cos(kx)> —1
<\}7,T sin(kz), % sin(k:a:)> _1

Osszefiiggések pedig azt mutatjik, hogy a megadott fliggvényrendszer normalt.
4. Most igazoljuk, hogy az 1. illetve a 2. pontban megadott fliggvényrendszer teljessége ekvivalens.
Ehhez elGszor tegyiik fel, hogy f € Car (R, C) olyan fiiggvény, hogy minden n € Z esetén

(@) =) =0
teljesiil. Ekkor minden n € NT esetén
(@) = (7). =) =0
(1) A ontr) = 2 sty o) o L, L) o
i 3 1 ) )

teljesiil. Tehat ha f merdleges a

1 .
{meemx|n€Z

vektorhalmaz minden elemére, akkor meréleges az Gsszes

1 :
{x = . cos(nm)’ N sin(nx) ’ e N*}

Var NG NG
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vektorra is.
Forditva, tegyiik fel, hogy f € C2,(R,C) olyan fiiggvény, hogy mersleges a

1 cos(nx) sin(nz) ‘ }
T , T , T n €Nt

{ V2r VT e

vektorhalmaz 6sszes elemére. Ekkor minden n € Z esetén
1

x), ﬁ sin(nx)> =0, ha, n>0;

ha, n=0;
x

1
), NG sin(n;ﬂ)> =0, ha, n<0

o o) 75 { @), Sz ostna)) +0j§ (1

v L 5 {7(a), = costna) ) - ﬁ (1

teljesiil, tehat f merdleges minden

1 .
rz— —e™|neclZ
{ V2T | }
vektorra.

5. Most megmutatjuk, hogy a megadott fliggvényrendszer teljes. Ehhez tegyiik fel, hogy létezik
olyan nem azonosan nulla f € C2(R,C) fliggvény, hogy minden n € Z esetén (f(z),e"™*) = 0
2

teljesiil. Mivel f nem azonosan nulla, ezért 0 < | f|2. Legyen € € R™ tetszéleges. Az 5.3

0
Weierstrass approximéacios tétele szerint létezik olyan ¢ € T (R, C), hogy minden x € [—m, 7] esetén
|f(z) — o(z)] < e. Ekkor viszont a 3.3 Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenség alapjan

/O%IfIQ—/O%(f—w)f—<f—<p,f>S\/(/O%f|2> ~\/</027T|f—s0|2) <\/</02W|f|2)-\/§6,

adodik, amibdl viszont

2
/ 2 < Vo
0

2
kovetkezik. Mivel ez minden € € R szamra teljesiil, ezért ebbdl a / lf |2 = 0 ellentmondéas adodik.
0

5.3. Fiiggvény Fourier-sora

5.7. Definici6. Ha f : R — R olyan fiiggvény, melyre f|_. » € R([—7, 7|, R) teljesiil és 27 szerint
periodikus, akkor az f fliggvény Fourier-egyiitthatdinak nevezzik a

1 ™

ap = o . f
1 ™

ap = — f(t)cos(kt)dt VkeNT
™ —T
1 ™

by = — f(t)sin(kt)dt Vk e NT
T

—T

szamokat. Az f fiigguény x € R pontbeli Fourier-sordnak nevezzik az

S(x) =ao + Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1

sort. A Fourier-sor n — edik részletdsszeg-fligguényének nevezzik az

Sp:R—=R T ag+ Z a, cos(kx) + by sin(kx)
k=1

fliggvényt.
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5.8. Tétel. Legyen k € N és f € C¥(R,R) 2r szerint periodikus fiigguény. Ekkor minden n € Nt
esetén a Fourier-egyiitthatokra

=

(-1)
mnk
(-1)

mnk

Qp -

: ) (t) cos (nt - kg) dt
j ) (t) sin (nt — kg) dt

=

b, =

1 T
teljesiil. Tovdbbd a Dy, = 7/
™ —T

f(k)‘ jelolés mellett minden n € Nt szdmra

Dy, Dy,
lan| < — bn| < "
nk n
Bizonyitds. A k = 0 esetben a Fourier-egyiitthatok definicija alapjan teljesil az allitdas. Tegytiik
fel, hogy valamilyen k € N szamra igaz az allitas, és legyen f € C*¥1(R,R) 27 szerint periodikus
fiiggvény. Ekkor minden n € NT esetén a parcilis integralas felhasznalasaval

an, :ﬂ /_7T F®(#) cos (nt - kz) dt =

mnk

:(;;I)f ({f(k)(t)i sin (nt - kg)}:r - % i FEFD (1) sin (nt - kg) dt) =

—T

nk+1 / FED () sm( kg)clt:(T/ f(k+1)()cos(nt—(k+1) )dt

adodik, ami mutatja, hogy a k + 1 szamra is igaz az allitas. A b, egylitthatokra teljesen hasonléan
igazolhato6 az allitds. Tovabba minden n € N esetén

lan| = 7mk / F cos -k )dt‘ :Lk f(k)()’-’cos(nt—kg)‘dté
e ] <>! fé“

teljesiil. A b, egylitthatokra teljesen hasonloan igazolhato az egyenlGtlenség.

5.9. Tétel. Minden f € C?(R,R) 27 szerint periodikus fiigguény esetén a Fourier-sor részletissze-
geibdl dllo (Sy)nen figguénysorozat egyenletesen konvergdl az f fiigguényhez.

Bizonyitds. Legyen f € C?(R,R). Ekkor f” és |f"| is folytonos fiiggvény, tehdt integralhato.
Tekintsiik a L
p——[ 1
m —T

szamot. Az 5.8 tétel alapjan minden n € N esetén a Fourier-egyiitthatokra

D D

teljesiil. Minden n € N esetén legyen
fniR=R x > ap cos(nx) + by, sin(nzx).

Ekkor a oD
sup | frn(x)] < sup(a, cos(nz) + by, sin(nz)) < |an| + |bn] < —
z€R z€R n?

becslés alapjan

Zsup|fn |§2DZ%<OO
n=1

nla:
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adodik, vagyis a Z fn fliggvénysorra alkalmazhato6 a 4.12 Weierstrass-tétel, ezért a Z fn fliggvénysor
n n

egyenletesen is konvergens. Mivel minden n € NT esetén
n
Sn(x) =ao+ Y _ fr,
k=1

ezért az (S, )nen fliggvénysorozat is egyenletesen konvergens, tovabba a ¢ = lim S,, hatarfliggvény
n—oo

folytonos is. Az (Sy,)nen fliggvénysorozat is egyenletesen konvergenciaja miatt az 5.5 tétel alapjan a
g fiiggvény Fourier-egyiitthatoira minden k € NT esetén

1 77 1 7r 1 4 .
ao = o B g, ai= ;/ g(z)cos(kx)dx, by = ;/ g(x)sin(kz)dz

—T —T

adodik, vagyis a h = f — g folytonos fliggvény Osszes Fourier-egyiitthat6ja nulla. Ebbdl a trigono-
metrikus rendszer teljességérsl szolo 5.6 tétel alapjan h = 0 adodik.
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6. Komplex fiiggvénytan

6.1. Komplex differencidlhatosag

6.1. Definici6. Legyen f : C — C fiiggvény és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az [ fiigguény komplex differencidlhato, vagy holomorf az a pontban ha

létezik a
L @) = (@)
T—a Tr—a

hatérértek. Ekkor a lim 205 — (@)

z—a Tr—a
vagy derivdltjdnak nevezziik és a tovabbiakban az f’'(a) szimbolummal jeldljiik.

— Az f: C — C figgvény derivdltjanak vagy derivdlt fiiggvényének nevezzik az

komplex szamot az f fliggvény a pontbeli differencidljanak

f’z{(a,A)e(IntDomf)x(C 3 im LB =S @) limf(x)_f(a)zA}

Tr—a T —a r—a Tr—a

fliggvényt.

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény requldris az a € C pontban, ha létezik olyan r € RT, melyre
B,(a) C Dom f’ teljesiil, vagyis, ha f C-differencidlhaté az a pont egy kornyezetében.

— Az f fiiggvény holomorf vagy reguldris vagy C-differencidlhatd, ha Dom f = Dom f’.

— Azt mondjuk, hogy f egész fiiggvény, ha Dom f = C és f holomorf.

6.2. Tétel. Legyen f: C — C fiiggvény és a € Int Dom f. Tekintsik az f dltal meghatdrozott
u:R? » R (z,y) =» Re f(x +iy)
v:R* R (z,y)—~Imf(zx+iy)

fiigguényeket. Azaz minden x,y € R szdmra x + iy € Dom f esetén

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

teljesiil. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
1. Az f fliggvény holomorf az a pontban.
2. Létezik olyan A : C — C C-linedris leképezés, melyre

o £@) = (@) = A —a)

=0.
T—a | — al

3. Az u és a v fiigguény differencidlhatd az a pontban, valamint

(Oru)(a) = (92v)(a)
(G2u)(a) = =(91v)(a)

teljestil. Ezen utobbi két egyenletet nevezziik Cauchy—Riemann-egyenleteknek.
Ha az f fligguény holomorf az a pontban, akkor

f'(a) = AQ1) = (O1u)(a) +i(01v)(a).

Bizonyitds. A bizonyitas soran az allitas jel6léseit hasznaljuk.
1 = 2 Tegyiik fel, hogy f holomorf az a pontban, és legyen ¢ = f’(a). Tekintsiik az A : C — C,
Az = ¢z linearis leképezést. Ekkor a

f(x) — f(a)

lim ———~ =¢
r—a T —a

hatéarértékbal

o |£@) = f@) ~ Alw — a)

T—a T —a
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kovetkezik, amibdl peidg
f(x) = fla) — Alz —a)

lim =0
T—a ‘x — a,‘
ez viszont éppen a bizonyitand6
_ — Alr —
o J@) = f@) —Aw—a)

r—a ‘x —a‘

egynlGséget jelenti.

2 = 3 A 2. pontban tekintett A linearis leképezés értéke az 1 szamon legyen p + iq = Al, ahol
p,q € R, valamint az a pont algebrai alakban legyen a = a; + ias (a1,a2 € R) A 2. pontban
feltételezett hatarérték szerint

w1, x2) +iv(z1, 2) — ular, az) —iv(ar, a2) = (p+ig)((x1 = a1) +iz2 — az))

lim = 07
(z1,22)—(a1,a2) \/(:1:1 — a1)2 + (172 — a2)2
aminek kiilon kiirva a valos és képzetes részét, az alabbi egyenletek addédnak.
lim u(21,2) — ular, az) — p(r1 — a1) + q(z2 — az) —0
(z1,22)—(a1,a2) \/(xl — a1)2 + (332 — a2)2
lim v(z1,22) —v(a1,a2) —p(@z —az) —gler —a1) _
(z1,22)—>(a1,a2) \/(IEl — a1)2 + (IL‘Q — a2)2
Az els6 egyenlet szerint az u fliggvény differencialhaté az a pontban és
(Du)(a) = ((91u)(a) (dru)(a)) = (p —a),
a mésodik egyenlet szerint pedig a v fliggvény differencidlhaté az a pontban és
(Dv)(a) = ((01v)(a) (91v)(a)) = (¢ p).
A derivaltakbol pedig leolvashato, hogy ezekre teljesiilnek a Cauchy—Riemann-egyenletek.
3 = 1 A Cauchy-Riemann-egyenletek alapjan léteznek olyan a,b € R szamok, hogy
(Du)(a) = ((Q1u)(a) (dru)(a)) = (p —q) é (Dv)(a) = ((B1v)(a) (Drv)(a)) = (a »)
teljesiil. Ezek alapjan
lim u(21,2) — u(ar, az) — p(x1 — a1) + q(z2 — a2) —0
(w1,22)—=(a1,a2) \/(331 —a1)? + (22 — ag)?
lim v(1,22) —v(a1,a2) —p(@z —az) —gler —a1) _
(z1,22)—=(a1,a2) \/(fﬂl — a1)2 + (ZL’Q — CLQ)2
teljesiil. Az els6 egyenlethez hozzaadva a masodik i-szeresét
lim u(@1, 22) +iv(e1, 22) —ular, ap) —iv(ar,a2) — P +ig)((21 —ar) +ilz2 —az)) _
(w1,22)—=(a1,a2) \/(xl —a1)? + (22 — ag)?

adodik, ami szerint

f(z)—fla) = (p+ig)(z —a)

lim =0.
T—a |x — a|

Ebbgl .
i |[f@) = fla) = p+igz—a)|
T—a ‘x — a‘

kovetkezik, ahol elhagyhatjuk a nevez6bdl az egyik abszolutérték jelet, vagyis

i [f@) = fla) = prigle—a)| _
r—a xr—a
Ez pedig éppen a
tim £ e

bizonyitandé hatarérték létezését jelenti.
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6.3. Definici6. Legyen f : C — C olyan fiiggvény, mely differencidlhatdé az a € C pontban és
tegylik fel, hogy f'(a) # 0. Ekkor az |f/(a)| szamot az [ figguény a pontbeli nyijtdsi egyiitthatdjanak
nevezziik. Azt a jol meghatéarozott ¢ € |—m, 7] szamot pedig, melyre f'(a) = |f'(a)|e'? teljesiil az f
fiigguény a pontbeli forgatdsi egyiitthatdjinak nevezzik.

6.2. Hatvanysorok hatarértéke

6.4. Tétel. Legyen a : N — K tetszdleges sorozat €s legyen
ad:N->K ne—n+1ayy.

Ha az a sorozat dltal meghatdrozott P, hatvdnysor konvergenciasugara R,, akkor a P, hatvdnysor
konvergenciasugara is R, .

Bizonyitds. Legyen a: N — K tetszbleges sorozat. Megmutatjuk, hogy

limsup {/|(n + 1)an+1| = limsup {/|ay,|
n n

teljesiil, ebbdl mar koévetkezik az allitas.
1. Legyen q € RT tetsz6leges olyan szam, melyre limsup V/|a,| < q. Ekkor a limsup definicioja
n

alapjan létezik olyan N € N, hogy sup{ Vlan|| n > N} < ¢. Vagyis minden n > N esetén |a,| < ¢".
Tehat minden n > N szamra
(14 1) Jansa| < (0 + 1)g""?
V(4 Dans| < ¥Vn+1-q- /g
limsup {/|(n + 1)an41| <limsup V/n+1-¢- /g
n n

teljestil. Mivel

lim Vn+1-q¢- /qg=gq,
n—roo

ezért

limsup {/[(n + an41] < q.
n
Mivel minden g € RT paraméterre teljesiil a

limsup {/]an| < ¢ — limsup ¥/|(n+ Dant1| < ¢
n n

kovetkeztetés, ezért

limsup ¥/|(n 4+ 1)anp+1| < limsup {/|an].

2. Legyen q € RT tetszbleges olyan szdm, melyre limsup ¥/|(n + 1)ans1] < ¢. Ekkor a limsup

n
definicioja alapjan létezik olyan N € N, hogy sup{ Yim+ Dapga|| n > N} < q. Vagyis minden
n > N esetén (n+ 1) |apy1| < ¢". Tehat minden n > N szamra

1

npr L1
q n+1

|an+1‘ <q

Vn >N

lan| < gq" -

Vlan| < q-

1 1
limsup V/|a,| <limsupgq - .

n vqg  Un

1 1
q n
1 1

n

5
B
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teljesiil. Mivel

. 1
lim ¢q- — - —= =4q,

n—00 q Un
limsup /]a,| < q.
n

Mivel minden g € RT paraméterre teljesiil a

limsup V/|(n+ 1)ant1| <g¢ — limsup V/|a,| <gq
n n

ezért

kovetkeztetés, ezért

limsup V/|a,| < limsup v/|(n + 1)an41].
n n

6.5. Tétel. Legyen a: N — K tetszdleges sorozat és legyen
ad:N->K ne—(n+1ayy.

Ha zy € Bgr,(0) és p € |0, Ry — |20|[, akkor létezik olyan K € R™ szdm, hogy minden z € B,(z)
esetén

IPa(2) — Pal20) — (2 = 20) Par(20)] < |2 = 20[?

Bizonyitds. Legyen a : N — K tetsz6leges sorozat, melyhez tartozé hatvanysor konvergencisugara
R, és legyen
ad:N->K n—0n+1an.

Legyen zy € Bg,(0) és p € 10, Ry — |20|[. Legyen z € B,(0), ekkor

P,(z) — Py(z0) — (2 — 20)Pu (20) = Zak(zk -2 —(z—2 Z (k+ Dapy128 =
k=0

0o k—1 0o
= (2 — 29) E ay, E A28 (2= ) E kapzb =t =
k=1 j=0 k=1
[eS) k—1 0o
1 B
= (2 — 20) g ag zjzg 7 E kapzb=' | =
k=1  j=0 k=1
oS k—1
1 _
= (2 — 20) E a L I
k=2 j=0
Ennek egy részlete
k—1 k—1
k—1— k—1 k—1 k—1
P A 5, ((z—20) + 20) 2 T —kzg =
=0 =0
k—1 J ] k—1 3
= E E ( )(z—zo)mzé_m zg_l_] kb1l = E E ( >(z 20) M2k TITm gkl
m m
7=0 \m=0 7i=0 m=0
k=1 [ k-1
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a fenti kifejezésre

k—1 k=l
O e O ) (YT M k=1-m
> ez 7 | < 221 )17 =0l " [l =

7=0 m=

<|z—zO|kZ( Hl)lz—zO Heol T =
— k—1 m k—2—m

—|zzo|kz< )|zzo| EN =
= m—+1

k—2
2 : k—1 k—2 m k—2—m
#ol m_0<m+1)( m >|Z ol ol -
k—2
k—2 m k—2—m
<|z— 20|k k — =
< |z — 20 m§=0 ( - )|Z 20" |20l

= |z — 20| K*(|2 = 20| + |20)" 2
adodik. Ezek alapjan
> an |z — 20l K*(|z — 20| + |20])F %] <
k=2

o0 o0

2 _ 2 -

<z =20l Y lar| k(12 — 20| + [20))* 7 < |z = 20|* D law| K*(p + | 20])*
k=2 k=2

|Pa(2) = Pa(z0) — (2 = 20) Par (20)] < [2 = 20|

Mivel p + |z9| < Rg, ezért a Cauchy-féle gyokkritérium alapjan a

> lak| K (p + |z0])"
k=2
sor konvergens.
Tehat igazoltuk, hogy a
K= Zlakl (p+ l2)*”

szamra igaz, hogy minden z € B,(zg) esetén
|Pa(2) = Pa(20) — (2 = 20) Par (20)| < |2 — 20/”

teljestil.

6.3. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

6.6. Tétel. Legyen f,g: C — C, a € Int Dom f N Int Dom g és legyen f és g differencidlhats az a
pontban. Ekkor

1. f+ g differencidlhatd az a pontban és (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

2. minden c € C esetén cf differencidlhato az a pontban és (cf)'(a) cf'(a);
3. fg differencidlhaté az a pontban és (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g’ )

I

_ !/
4. ha g(a) #0, akkor g differencidlhaté az a pontban és < (a) )g(a) — fla)g (a).

Bizonyitds. A valos esethez hasonloan igazolhatok a formulak.
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6.4. Hatvanysor differencialhatésaga

o0

6.7. Tétel. Legyen a : N — C olyan sorozat, hogy a P,(z) = Z anz" hatvdanysor konvergenciasuga-
n=0

rdra Rq > 0 teljestiljon. Legyen
ad: N>R n— (n+ a1,

Ekkor a P,/ hatvdnysor konvergenciasugara szintén Ry, a P, hatvdnysor holomorf a Bg, (0) halmazon,
és ezen a halmazon (P,)' = P, teljesiil.

6.8. Tétel. Legyen n € N. Ekkor az f : R — R, f(x) = a™ fiiggvény derivdltja f'(z) = na"~! és
ag:R\{0} = R, g(x) = a" figgvény derivdltia ¢'(x) = —naz=""1. (Vagyis (idp) = nidg™" és
s 1—n c1—n—1
(1dR\{0})’ =-n 1dR\{O}.)
Bizonyitds. Az n = 0,1 esetben a derivalas definiciojabol rogton adodik az allitas. Tegyiik fel, hogy
(z™)" = na"~!. Ekkor a szorzatfiiggvényre vonatkozo derivalasi szabaly alapjan

(xn+1)/ _ (a: . .”L'n)/ =2 2" Lo (xn)/ = " +amx”_1 — (n+ 1):};‘”.

A fiiggvények hanyadosara vonatkozo derivaléasi szabaly alapjan

/ n n—
(m—n)/ _ <1> _ 0-z" —nx L. 1 _ —n(p_n_l.

xn xQn

6.9. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvinysor konvergenciasugardra R, > 0
teljestljon. Ekkor a Bg,(0) halmazon

teljestl, amit dgy is meg lehet fogalmazni, hogy a hatvdnysort a konvergenciasugdron belil lehet ta-
gonként derivdlni.

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugarara R, > 0
teljesiiljon. A 6.7 tétel alapjan minden z € Bpg,(0) esetén (P,)'(z0) = P.(20), ahol @’ az a], =
(n+ 1)an,+1 képlettel definialt sorozat. Ezt Gsszevetve a fenti tétellel

(Zakz’“> = (B (20) = Pulzo) = (k4 Doz
k=0 0 k=0

o0 o0 o0 ,
= Zkakzg_l = Zakk‘zg_l = (akzk) l=z0
k=1 k=0 k=1
adodik.
6.10. Tétel. (Elemi fiiggvények derivdltja.) exp’ = exp, cos’ = —sin, sin’ = cos, cosh’ = sinh,

sinh’ = cosh.

Bizonyitds. Az el6zé allitas alkalmazasa a megfelel hatvanysorokra.
Példaul

, 0 J T I N (2k 4 1)22¢
' = (Z“”k (2k+1)> -2 (W)~ e o

k=0 k=0 k=0
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6.5.

6.11.

6.12.

Gorbe menti integral

Definicié. Gorbék f&bb tipusai.
A v : [a,b] — C gorbe elemi, ha a,b € R, + folytonos, differenciadlhat6 az ]a, b[ halmazon, létezik
a lim 4(t) ésa lim 4(¢) hatarérték, valamint a

t—a+0 t—b—0

tl}g_ow( ), ha t=ua;

g:la,b) = C  t— ¥(t), ha a<t<b;

h =0b.
RCEEE

fliggvény folytonos. Minden v elemi gorbéhez definialjuk a még a
_ N <,
(t—a) t_l)lgl_ow(t) +v(a), ha t<agq;

¥Y:R=-C t— y(1), ha a<t<b;

(t—0) lim () +~(b), ha ¢>0.
t—b—0

fiiggvényt. Az elemi gorbék halmazéra a I'° jelolést hasznaljuk.

A v : [a,b] — C gorbe szakaszonként Cl-osztdlyi folytonos gorbe, ha a,b € R, ~ folytonos és
létezik olyan n € N és (t;)ieq1,....n} Véges pontrendszer, melyre a to = a és t,, 41 = b pontok hoz-
zévételével minden ¢ € {0,...,n} esetén ~| € I'°. A szakaszonként C'-osztalyt folytonos
gorbék halmazara a I" jelolést hasznéljuk.

A v € T gorbérsl az mondjuk, hogy zdrt, ha vy(a) = v(b), ahol a = inf Dom~ és b = sup Dom .
A zart gorbék halmazat a I'g szimbélummal jeloljiik, valamint hasznaljuk még a I'§ = I'o N I'°
jelolést is.

[tistit1]

Definicié. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény.
Legyen v : [a,b] — C, v € I'?, melyre Rany C Dom f teljesiil. Ekkor a

b
/ SO dt

mennyiséget az [ figguény v gorbe menti integrdljanak nevezziik és a / f, vagy a kicsit pon-
v

gyola, de természetes / F(y(®)A(t) dt szimbolummal jeloljiik.

Legyen v : [a,b] — C, v € T, melyre Rany C Dom f teljesiil és legyen n € N és (t;)icq1,....n}
olyan, hogy a tg = a és t,1 = b pontok hozzévételével minden i € {0,...,n} esetén || €
I'“. Ekkor a

i= | [ti-tit1)

ti,titi)

mennyiséget az f fligguény ~ gorbe menti integrdljanak nevezzik és szintén a / f vagy a
¥

/ fly t) d t szimbolummal jel6ljiik. Tovabba a

n /ti+1 ‘
i=0 vt

mennyiséget a vy gorbe hosszdinak nevezzik és az L(vy) szimbolummal jeloljiik.

ﬁ/ [ti,tiga] (t>‘ dt

Amennyiben a v gorbe zart, a vonalmenti integralra még a % f szimbolumot is hasznéaljuk.
¥
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6.13. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, y € T'¢ és f : C — C olyan folytonos fiigguény, melyre Ran~y C
Dom f. Ekkor

va = /abfw"(t))v'O(t)dt

teljestil.

6.14. Tétel. Legyen a,b € R, f : [a,b] — C folytonos fiiggvény. Ekkor

/abf s/:lf|~

Bizonyitds. Legyen a,b € R, f : [a,b] — C folytonos fiiggvény és o € R olyan szam, melyre
b b
L=l
a a

b ' b b b
/ fl= e*‘a/ f= / (cos(a) —isin(a)) - (u(t) +iv(t))dt = / cos(a)u(t) + sin(a)v(t) dt <

b b
< / Vb T o2 dt = / £

teljesiil, ahol az egyenlétlenségnél a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenséget hasznéltuk.

-e'® teljesiil. Legyen u = Re f és v = Im f. Ekkor

6.15. Tétel. Legyen v : [a,b] = C, vy €T és f,g: C — C olyan folytonos figgvény, melyre Ran~y C
Dom f és Rany C Dom g teljestil.

1. /7(f+g)=/7f+/vg

2. VAeC: Af)=2A
: Jon=x[s
3. Legyen ¢ : [a,b] = C, §(t) =v(b+a — 1), ekkor/f:—/f,

g v

4.

[ <100 s i1
1o xrERan vy

Bizonyitds. Az els§ és a masodik tulajdonsag a Riemann-integral linearitdsan mulik.
Ha v € I'°, akkor

b b
/Jf:/a f(6(t))5(t)dt:/a fla+tb=t)f(a+b—t)(-1)dt=
z:aibft @ )4z = —
= [ et /Wf

[4-

b
< / sup |f(@)] - H(O)ldt=L() suwp |f()]

x€Ran vy rERan vy

és

b b
/ FO @)@ dt| < / F(®)3(0)] d <

teljesiil. Ha v € T', akkor véges sok I'® beli részre osztva a v gérbét a fenti egyenletek igazoljak az
allitas 3. és 4. pontjat.

Jelolés. Adott a,b € C szamok esetén jelolje [a,b] az a és b pontokat dsszekdtd szakaszt, vagyis

[a,b] = {a+t(b—a) € C| t € [0,1]}.
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6.16. Definici6. Legyen a,b € C és f : C — C olyan folytonos fliggvény, melyre [a,b] C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fliggvény v : [0,1] — C, v(¢t) = a + t(b — a) gdrbe menti integraljat a f[a b I
szimbolummal jel6ljiik, tehat

1
= <b—a>/0 fla+t(b—a))dt.

6.17. Tétel. Legyen a,b € C € T és f : C — C olyan folytonos figgvény, melyre [a,b] C Dom f
teljestil.

1. f=- f-
[a,b] [b,a]

B /f‘<|b—a| sup |f(@)
~ z€la,b

3. Minden c € [a, b] pontra/ f :/ f_|_/ 1.
[aab] [avc] [C,b]

6.18. Definicio. Legyen f, F': C — C fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a F' az f primitiv fiigguénye, ha
F differencialhato és F' C f teljesiil, valamint F' az f globdlis primitiv fiigguénye, ha F' = f teljesiil.

6.19. Tétel. Legyen 7 : [a,b] - C, vy € T és f : C — C folytonos figgvény. Ha F : C - C az f
primitiv figguénye és Rany C Dom F' teljestil, akkor

/ f = Fy(a)) — F(x(b)).

Bizonyitds. Legyen v : [a,b] = C, v € T¢ és f,F : C — C olyan folytonos fiiggvények, melyekre
F’ = f és Rany C Dom F teljesiil. Ekkor

b b b
/ f= / SO dt = / F/(7°(t)7°(t) dt = / (For®) (t)dt = [F o1°]" = F(y(a)) = F((b)).

Ha v € T, akkor véges sok I'® beli részre osztva a v gérbét a fenti egyenletet alkalmazva minden I'®
beli részre kapjuk az allitast.

6.20. Tétel. Legyen v € Iy és f : C — C folytonos fligguény. Ha létezik olyan F : C — C primitiv
fiigguénye az f fligguénynek, melyre Rany C Dom F' teljestil, akkor

ﬁf:o.

Bizonyitds. A 6.19 tétel kozvetlen kdvetkezménye.

6.6. A Newton—Leibniz-tétel és a Goursat-lemma

Jelolés. Adott a, b, c € C szamok esetén jeldlje
T(a,b,) = {aa+ B+ e € Cll(a, 8,7) € [0,1]° A a+B+y=1}
az a, b, ¢ csicsponti haromszoget.

Jelolés. Legyen a,b,c € C és f: C — C olyan folytonos fiiggvény, melyre [a,b], [b, ], [c,a] C Dom f
teljesiil. Ekkor az a, b, c haromszog oldalain valé integralast a megfelel iranyitassal az alabbi moédon

fogjuk jelolni.
AN
[ R R
la,b,c] la,b] [b,c] [e,a]
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6.21. Definicié. Az U C C halmazrol azt mondjuk, hogy csillaghalmaz, ha létezik olyan x € U pont,
melyre minden u € U esetén [z, u] C U teljesiil. Ekkor az x pontot csillagcentrumnak hivjuk.

6.22. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f : C — C folytonos figgvény és U C Dom f nyilt
csillaghalmaz. Akkor és csak akkor létezik f-nek az U halmazon értelmezett primitiv fiigguénye, ha
minden a,b,c € U pontra, T(a,b,c) C U esetén / f = 0. Tovdbbd, ha teljesiil ez a feltétel és

la;b,c]
c € U csillagcentruma az U halmaznak, akkor az

F:U—-C zZ > f

[c,2]
fiigguény primitiv fiigguénye az f figgvénynek az U halmazon.

6.23. Tétel. (Goursat-lemma.) Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a Dom f halmaz
minden pontjdban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a,b,c € C pontra, T(a,b,c) C

Dom f esetén f=0.
[a,b,c]

6.24. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz minden pontjdban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ekkor minden a € Int Dom f ponthoz létezik olyan r € R
és F : B.(a) — C figguény, melyre F' C [ teljesil, azaz F a f primitiv figguény az a halmaz egy
kornyezetén.

6.25. Tétel. Legyen f : C — C olyan folytonos fiigguény, mely a Dom f halmaz minden pontjdban
holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve, és legyen U C Dom f nyilt csillaghalmaz. FEkkor létezik az f
figvénynek az U halmazon értelmezett primitiv fligguénye.

6.7. Az indexfiiggvény

6.26. Tétel. Legyen n,m € Z, r € RY, w € T és tekintsiik az f : C — C, f(2) = 2" fiiggvényt és a
v :[0,1] = C, y(t) = rwe*™ ™t girbét. Ekkor

fe 0, ha n # —1;
. | 2rim, ha n=-1.

Bizonyitds. Legyen nym € Z, r € RY, w € T, f : C — C, f(z) = 2" fiiggvény és v : [0,1] — C
pedig a y(t) = rwe?™i™ gérbe. Ekkor a gérbementi integrél definicidja alapjan

1 1
/ f _ / ™ elenmt rw e27r1mif 27T1mdt — 27Tim,,,n+1wn+1 / ele(nJrl)mt dt =
o 0 0

1
= 2mimyr" Tyt / cos((n + 1)mt) + isin((n + 1)mt) d t.
0

Amibdl adodik, hogy n # —1 esetén az integral nulla, n = —1 esetén pedig

Lf—Qwim.

6.27. Definicio. A v € T’ gérbe indezfiigguényének nevezziik az alabbi fiiggvényt.

1 1
Ind, : —
nd, : C\Rany — C Z}_}Qﬂi[/idc—z

6.28. Tétel. Legyen m € Z\ {0}, »r € RY, w € T és tekintsiik a v : [0,1] — C, y(t) = rwe?Timt
gorbét. Ekkor minden z € C\ {z € C| |z| =71} esetén

0, ha |z|>r;
m, ha |z] <.

Ind, (z) = {
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Bizonyitds. Legyen m € Z\ {0}, r € RY, w € T és v:[0,1] — C a v(t) = rwe* 1™ girbe.
Ha z € C olyan, hogy |z| < r, akkor minden ¢ € [0, 1] esetén

z |2
L L
‘v(t)‘ r
miatt i ,
’Y(t) (t) 1 . — Zn . — Zn —2mimnt
= —onim —  =9%1im e ! .
00 T2 25 = 2

Tovabba a fenti fliggvénysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon, ugyanis az

SRS

n=0

o0

—2mimnt

sup e

n—o t€[0,1]

ann

egyenlStlenség a Weierstrass-tétel alapjan garantalja az egyenletes konvergenciat. Ekkor az Gsszegzés
és az integralas felcserélhetd, tehat

1 ! '7(,1?) 1 ! 2" o
Ind — L —dt=— [ 2ri — e Fmimnt gt =
nd, (2) = 271'1/0 "y(t)—zd 2ri Jo 7T1ng:Oanne d

e} 1 o
:mz : e—27r1m,m‘,dt:m
rtw™
n=0"0

adodik.
Ha z € C olyan, hogy |z| > r, akkor minden ¢ € [0, 1] esetén

z K
miatt
W(t) _ _’Y(t) 1 v(t — " lw e2mim(nt1)t
N -z 2 1_a0 ;) on 27“’”2 on+l .
z

Tovabba a fenti fliggvénysor egyenletesen konvergens a [0, 1] halmazon, ugyanis az

s n+1, n+l 0 n+1
T w . T
§ sup e2mi m(n+1)t| _ § o < 00
Zntl |Z|
n=0 tE[O,l] n=0

egyenlGtlenség a Weierstrass-tétel alapjan garantélja az egyenletes konvergenciat. Ekkor az 0sszegzés
és az integralas felcserélhetd, tehat

1[N A 1 .
Ind [ — N7 qt= — ) 27r1m(n+1)t t =
nd, (2) 2771/0 v(t)—zd 27ri/0 Wlmz z”“ d

:7m2/ rw il 27r1m(n+1) dt=0

n=0

adodik.

6.29. Tétel. Legyen v € I'y. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek.
1. RanInd, C Z
2. Az Ind, fiiggvény folytonos.
3. Ha valamely z € C szamra Ran~y C B, |(0) teljesiil, akkor Ind,(z) = 0.
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6.8. Cauchy integraltételei

6.30. Definici6é. Legyen (M, d) metrikus tér, U C M és y9,71 : [0,1] = U zart folytonos gorbe. Azt
mondjuk, hogy a v és 1 kontirhomotopok az U C M halmazban, ha létezik olyan H : [0, 1]2 - U
folytonos fliggvény, hogy minden ¢ € [0, 1] esetén H(0,t) = vo(t) és H(1,t) = 71(t), valamint minden
p € [0,1] esetén H(p,0) = H(p,1).

6.31. Definicio. Legyen (M,d) metrikus tér és U C M. Azt mondjuk, hogy az U C M halmaz
egqyszeresen 0sszefiiggd, ha U ivszertien Osszefiiggs és minden U halmazban haladé zart folytonos
gorbe konturhomotop az U halmazban egy konstansfiiggvénnyel. Az (M, d) metrikus tér egyszeresen
0sszefliggd, ha az M halmaz egyszeresen Osszefiiggs.

6.32. Tétel. (Cauchy intergdltétele.) Legyen f : C — C olyan folytonos figguény, melyre Dom f
nyilt halmaz és minden z € Dom f esetén van a z pontban értelmezett primitiv fiiggvénye az f
fiigguénynek. Ha ~vo,v1 € I'g olyan gorbék, melyek konturhomotopok a Dom f halmazban, akkor

[Y(Jf: ’Ylf.

6.33. Tétel. (Cauchy elsd integrdlformuldja.) Legyen f : C — C olyan folytonos figgvény, mely a
Dom f halmaz minden pontjaban holomorf, legfeljebb egy pontot kivéve. Ha v € T'g és létezik olyan
U C C egyszeresen 0sszefiiggd nyilt halmaz, melyre Rany C U C Dom f teljestil, akkor

fr-o
3

6.34. Tétel. Legyen f : C — C olyan holomorf fliggvény, melyre a Dom f halmaz egyszeresen Gssze-
fiiggd. Ekkor minden v € I'g gérbére Ran~y C Dom f esetén

=
|

teljestil.

6.35. Tétel. (Cauchy mdsodik integrdlformuldja.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, U C Dom f
egyszeresen dsszefliggd nyilt halmaz és v € Iy olyan gorbe, melyre Ran~vy C U teljesil. Ekkor minden
z € U\ Ran~y pontra

L f
I - .
JE ()= 55 L id—z
Jelolés. Adott a € C és r € R esetén legyen
7r,a1[071]—>(c tO—)a+7a62ﬁit
ST(G):{ZEC‘ |Z—a|:r}.

6.36. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fiigguény, a € C és r € R* olyan paraméter, melyre
B,(a) C Dom f teljesil. Ekkor minden z € By(a) pontra

g
f(z)%l?{ id—z °

r,a
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6.9. Cauchy transzformacio
6.37. Definici6. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és v € I' olyan gérbe, melyre Ran~y C Dom f
teljesiil. Ekkor az f fiigguény v gorbe szerinti Cauchy-transzformdltja

1 f
Cf~:C\Rany —C g v

6.38. Tétel. Legyen f : C — C folytonos fiiggvény és v € T’ olyan gorbe, melyre Ranvy C Dom f
teljestil.
1. A Cy figgvény C-analitikus.
2. Minden a € Dom Cy,, esetén a Cy  fliggvény a kézépponti Taylor-sordnak a konvergenciasu-
gara nem kisebb a dist(a, Ran~y) szdmndl.
3. Minden a € Dom CYy ,, esetén a Cy, fiiggvény a kozépponti Taylor-sora megegyezik a Cy
fiigguénnyel a Baist(a,Ran ~)(a) halmazon.
4. Minden a € DomCy . ésn € N esetén

Y R S
C’f,v(a)— 27Ti/7 (idec —a)™t1

6.39. Tétel. Legyen f : C — C holomorf fliggvény.
1. Az f fliggvény C-analitikus.
2. Minden a € Dom f esetén az f fiiggvény a kézépponti Taylor-sordinak a konvergenciasugara
nem kisebb a
rg = SUp {r € R*|B,.(a) C Domf}

szamndl.

3. Minden a € Dom f esetén az f fiigguény a kozépponti Taylor-sora megegyezik az f fliggvénnyel
a B, (a) halmazon.

4. Minden a € Dom f, r € ]0,74] és n € N esetén

oy _
Fle) =5 - /W (ide —a)" 1

6.40. Tétel. (Megszintethetd szingularitdsok tétele.) Legyen a € C, r € RT és f : B.(a) \ {a} — C
holomorf fiigguény. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
o Létezik olyan f : B.(a) = C folytonos figgvény, mely f kiterjesztése.
o Létezik a lign f hatdrérték.
Létezik olyan p € 10,7], hogy az f (B,(a) \ {a}) halmaz korldtos.
lin ()=~ a) =0

6.41. Tétel. Ha f : C — C holomorf fiigguény, akkor minden U C Dom f egyszeresen dsszefliggd
nyilt halmazhoz létezik az [ figguénynek az U halmazon értelmezett primitiv fliigguénye.

6.42. Tétel. (Morera tétele.) Legyen f : C — C nyilt halmazon értelmezett folytonos figguény.
Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

o Az f fiigguény holomorf.
e Minden U C Dom f egyszeresen 0sszefiiggd nyilt halmazra és v € I'g gorbére Ran~y C U esetén
f =0 teljesiil.
~

e Minden a,b,c € Dom f esetén, ha T'(a,b,c) C Dom f, ak‘kor/ f=0.
[a,b,c]
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6.10. Cauchy-egyenl&tlenség és Liouville tétele

6.43. Tétel. (Cauchy-egyenldtienség.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, valamint legyen a € C
és r € RT, melyre B,(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden n € N és z € B,(a) szdmra

n! 1
< gt swp |f(@)]
r (1 _ Iz—a\> ©€5,(a)

T

|7 2)

teljestil.

6.44. Tétel. (Cauchy-egyenlétlenség.) Legyen f : C — C holomorf fiiggvény, valamint legyen a € C
és r € R, melyre B.(a) C Dom f teljesiil. Ekkor minden n € N esetén

|
@) < s [f(@)]
z€Sy(a)

teljestil.

6.45. Tétel. (Liouville-tétel.) Legyen f : C — C mindenhol értelmezett holomorf figgvény. Ha
létezik olyan P : C — C n-ed foki polinom és R € RT, hogy minden 2 € C, |z2| > R szimra
|f(2)| < |P(2)| teljesiil, akkor f is legfeljebb n-ed foki polinom.

6.46. Tétel. (Liouville-tétel.) Ha f : C — C mindenhol értelmezett, korldtos holomorf figguény,
akkor f dllando.

6.47. Tétel. (Algebra alaptétele.) Legyen P : C — C legaldbb elsdfoki polinom. Ekkor létezik a P
polinomnak zérushelye.

6.11. Holomorf fiiggvények gyokei

6.48. Tétel. Legyen f : C — C dsszefiiggd halmazon értelmezett, nem azonosan 0 holomorf fiigguény
és Ny = {z € Dom f| f(z) =0}.

1. Az Ny halmaz minden pontja izoldlt pont.

2. Minden a € Ny ponthoz egyértelmiien létezik olyan n € N és olyan g : Dom f — C holomorf
fligguény, hogy g(a) # 0 és minden z € Dom f szdmra f(z) = (z — a)"g(z) teljesil. Ezt az n
szamot nevezzik az a gyok multiplicitdasanak.

3. Az Ny halmaz megszdmldlhatd.

Jelolés. Az f: C — C 0Osszefiiggs halmazon értelmezett, nem azonosan 0 holomorf fliiggvény esetén
vezessiik be az

Ny = {= € Dom f| f(z) = 0}

jelolést a zérushelyekre és minden a € Ny esetén az a gyok multiplicitasat jelolje my(a).

6.49. Tétel. (Unicitds tétel.) Legyen U C C dsszefiiggd nyilt halmaz és f,g : U — C holomorf
figgvény. Ha aT = {x € U] f(x) = g(x)} halmaznak van U halmazbeli torléddsi pontja, akkor T = U.

6.12. Laurent-sorfejtés

Jelolés. Ha a : Z — C olyan sorozat, melyre a Z a_j és a Z ay, sor is konvergens, akkor vezessiik
k k

) ) oo
E ak:a0+2a_k+2ak
k=1 k=1

k=—o0

be a

jelolést.
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6.50. Definici6. Ha a € C, r € RT és R € |r, o], akkor a

Crrla)={z€C|r<|z—a| <R}
halmazt az a kdzéppontd r belsd és R kiilsd sugard nyilt korgytdrinek nevezzik.
6.51. Tétel. (Laurent-tétel.) Legyen f : C — C holomorf figgvény, valamint a € C és r,R €
RT U {oc} olyan, hogy r < R és Cy r(a) C Dom f. FEkkor egyértelmiien létezik olyan ¢ : Z — C
fiigguény, hogy minden ', R' € Rt esetén, har <1’ < R' < R, akkor a

Z en(ide —a)” és Z c—p(idec —a)™

neN —neNt
figgvénysorok normdlisan konvergensek a Cy p/(a) halmazon és minden z € Cy g(a) esetén

@)= ealz—a)" .

Tovdbbd ha v € Ty olyan gérbe, melyre Rany C C, g(a) teljesiil, akkor minden n € Z esetén
1 f
Ind n=— [ —————— .
nd, (a)e 271 J, (idec —a)"

6.52. Definici6. Legyen f : C — C holomorf fiiggvény és a € C olyan pont, melyhez létezik olyan
p € Rt hogy Cy ,(a) C Dom f. Ekkor a Laurent-tétel alapjan egyértelmten léteznek olyan (cp)nez
egyiitthatok, hogy minden r, R € RT esetén, ha 0 < r < R < p, akkor a

S enlide —a)"  es > conlide—a)™"
neN —neN+
fiiggvénysorok normalisan konvergensek a C; r(a) halmazon és minden z € Cp ,(a) esetén
oo
f2)=) ealz—a)" .
n=oo
— Ekkor a
Copla) - C Z ch(z—a)"
nez
fliggvénysort az f figgvény a pontbeli Laurent-sorfejtésének nevezziik.
— Az f figgvény reguldris része a Cp p(a) halmazon
fr:Copla) =+ C Z ch(z—a)"
neN
és az f fiiggvény forésze a Cy ,(a) halmazon
fp:Copla) = C z ch(z—a)".
neN

— Az f figgvénynek az a pontban pdlusa van, ha az {m € N*| c_,, # 0} halmaz véges, de nem
ires és az
r¢(a) = max {m € N*| c_,,, # 0}
szam a pdlus rendje.
~ Az f figgvénynek az a pontban lényeges szingularitdsa van, ha az {m € N*| c_,, # 0} halmaz
végtelen.
— A c_y szamot az f figgvény a pontbeli reziduumdnak nevezzik és a Resy(a) szimbdélummal
jeloljiik.
6.53. Tétel. Legyenr € RT, a € C és f: B.(a) \ {a} — C olyan holomorf fiiggvény, melynek m-ed
rendd (m € N ) plusa van az a pontban. Ekkor

Ress (@) = oty i (0 (e - r(a)))

(m—1)! z25a
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6.13. Reziduum-tétel, argumentum-elv és Rouché tétele

6.54. Definicio. Az f : C — C holomorf fliggvény meromorf, ha létezik olyan U C C egyszeresen
Osszefliggd nyilt halmaz és olyan A C U diszkrét zart halmaz, hogy Dom f = Q\ A és az f fiiggvénynek
a D halmaz minden pontjaban poélusa van.

6.55. Tétel. (Reziduum-tétel.) Legyen U C C egyszeresen osszefiiggd nyilt halmaz, A C U wvéges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf fiigguény, hogy az A halmaz minden pontjdban pdlusa van az
f figgvénynek. Ha v € Ty olyan gorbe, melyre Rany C U \ A teljestil, akkor

/f = 27TiZInd7(a) Res¢(a) .

a€A

6.56. Tétel. (Argumentum-elv.) Legyen U C C egyszeresen dsszefiiggd nyilt halmaz, A C U véges
halmaz, f: U\ A — C olyan holomorf fiigguény, hogy az A halmaz minden pontjdban pdlusa van az
f figguénynek. Ha vy € Ty olyan gorbe, melyre Rany C U \ A teljesiil, akkor

1 /
/YJ; = Z Ind, (a)my(a) — Z Ind, (a)r¢(a) .

27
! aENy a€Py

6.57. Tétel. (Rouché-tétel.) Legyen U C C egyszeresen dsszefliggd nyilt halmaz, f,g : U — C nem
azonosan nulla holomorf figguény és v € I'g gorbe a Ran~y C U tulajdonsdggal. Ha minden z € Ran~y
esetén |g(z)| < |f(2)| teljesiil, akkor

Z Ind,(a)my(a) = Z Ind,(a)myyq(a) .

a€Ny a€Nyyg
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