Vektor- és matrixalgebra, 8. hét
Linearis transzformacidok matrixa és elemi matrixmiiveletek

I. Trjuk fel az R3 standard bazisaban az alabbi linearis transzformaciok matrixat.
1. Az origon atmend, v € R? irdanyvektorii egyenesre valé ortogonalis vetités és tiikrozés. (A
v = (1,—1,2) esetben szamoljuk ki a konkrét matrixot.)

2. Az origon atmend, n € R? normélvektort sikra valo ortogondlis vetités és tiikrozés. (Az
n = (1,—1,2) esetben szdmoljuk ki a konkrét matrixot.)

3. Hatarozzuk meg a (z,y) sikbeli ¢ € R szoggel valo forgatas matrixat.
4. Hatarozzuk meg az (1,0,1) tengely koriili ¢ € R szoggel valo forgatas matrixat.

II. Matrixhatvanyok.
1. Szamitsuk ki az alabbi matrixok k-adik (k € N) hatvanyat.

a 0 1 1 1 1 cosr sinz
0 b 0 1 1 1 —sinx coszT
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o = O
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III. Determinansszamitas.

o Ak
2. Egy A métrix esetén legyen e := Z R Szamitsuk ki az e matrixot, ha az A matrix a
kovetkezs alaki, valamilyen ¢ € R valdsra.
t 0 0 t
0 2¢ 0 0
1. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok determinénsat, ahol a,b,c € R, n € N\ {0} és
(i)i=1,..n € R™

12 22 32 42
3 1 1
a b 22 32 42 g2
1. (C d) 2. [2 0 4 3. |32 p o2 g
125 42 52 62 72
1 1 1 1 0 1000 1 2 3 4
00 2 0 O
1 2 3 4 2 3 4 1
4. 5 0 0 0 0 3 6
1 3 5 7 000 4 0 3 4 1 2
1 4 7 10 5 00 0 0 4 3 2 1
110 In4 Ind0 “ b 5 d
7. [ m5 4 m20 8. ¢ ¢
—c d a —b
In2 Inl In2
—d —c b a

2. Adott a,b € C paraméterek esetén legyen A;; = b+ (a—b)d;; egy n x n-es matrix. Szamoljuk
ki det A értékét.

12 1 3
I 02 3 4 e . 1 80
3. Tekintsiik az A = 0 0 —1 1 [|matrixot. Hatéarozzuk meg det(A~1), det(A%Y), det(3A4),
00 0 5

det(A + 1) és det(AT) értékét.
4*. Adott a,b, ¢ € C paraméterek esetén legyen A;; = bd;; +cd; j—1+ad; j41 €gy n X n-es matrix.
Széamoljuk ki det A értékét.
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IV*. Tekintsiink egy egydimenzios harmonikus rezgémozgast adott D € RT (direkcios allando)
és m € RT (tomeg) paraméterekkel. A koordinitarendszer kezdSpontja legyen a rugd nyugalmi
hosszanal. Adott ¢t € R iddpillanatban a test helye legyen z(t) sebessége pedig v(t). Ezekbdl
képezziik a z(t) = (z(t),v(t)) € R? vektort. Mutassuk meg, hogy minden ¢ € R idépillanathoz
létezik olyan A(t) lineéris transzforméacio, melyre z(t) = A(t)z(0) teljesiil.

V*. Tekintsiik az alabbi egydimenziés tokéletesen rugalmas iitkozéssel kapcsolatos problémat. Egy
M € RT tomegt kiskocsi vg € RT sebességgel kozelit a merev fal felé. A kiskocsi és a fal kozott egy
m € ]0, M| tomegd test van, mely ug € |—vg, 00| sebességgel kizelit a kiskocsi felé. A feladatban
minden iitkozést tekintsiink teljesen rugalmasnak. A kiskocsi és a test m-edik {itkdzése utéan a
kiskocsi sebessége a fal felé legyen v, illetve a test sebessége a fal felé felé u,,.
1. Minden n € N esetén vezessiik be a kovetkez6 mennyiségeket: «,, = VMuv,, B, = Vmuy, és
wy, = (ap, Bn). Mutassuk meg, hogy az iitkozés ekkor a w,; = Bw, alakba irhato, ahol
B_ 1 (Mm 2\/mM>
C MA4m\2vVmM  M-—m )

: _ M—m __[cosp —sing
2. Igazoljuk, hogy ha ¢ = arccos (M)’ akkor B = <sin<p cos >

1
3. Mutassuk meg, hogy az iitk6zések szama N = L (77 — arctg(z) — arctg (:z:uo) >J +1, ahol
@ vo

T = %, ahol |-] az egészrész fliggvény.

4. Figyeljiik meg, hogy az ug = 0 esetben az iitkbzések szama nem fiigg a kiskocsi vy sebességétdl!
Probaljuk dimenzidanalizissel megmagyarazni ezt a jelenséget.
Mélyebb ismeretekkel az is megmutathato, hogy az ug = 0 esetben az iitkozések szama (kis
x értékek esetén)

T2z 2 6 45

Ha a fallal vett titk6zések szamoljuk, akkor kis = értékek esetén az Gsszes litkozések szama

1 2
N = {W++7Tx—ﬁx3+(9(:c5)J.

N T
X

Specialis x értékek mellett az Osszes litk6zések szama numerikus szamitasok szerint az alabbi.

€T N*
100 |3
10~ | 31
1072 | 314
1073 | 3141
10~4 | 31415
1075 | 314159
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