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A Sage egy szamitogépes algebrai rendszer, ami azt jelenti, hogy numerikus
és szimbolikus szamitdsokat is tud végezni. A Python programozési nyelvre
épiil, ezért programozhaté.

Tovabbi informacié Sage-rol:

e Paul Zimmermann & al., Computational Mathematics with SageMath
https://www.sagemath.org/sagebook/english.html

o Sage dokumentdcié: https://doc.sagemath.org/

o Egyebek: http://www.gregory-bard.com/Sage.html
Hogyan lehet kiprébalni?

e https://sagecell.sagemath.org/

e https://cocalc.com/ (itt regisztralni kell, cserébe el lehet menteni amin
dolgozunk — mint Overleaf-ben)

¢ (még nem miikddik) be lehet jelentezni leibniz-re, nyitni egy termindlt, és
abban

leibniz:~$ ssh tarski
...0Qtarski’s password: XXXXX
tarski:~$ sage

ahol XXXXX a password-iink. (leibniz-en is el lehet inditani sage-et, de ott
egy (tul) régi verzié miikodik)
1. Izelito a lehet6ségekbol

sage: 1+1
2

sage: factor(123456)
276 * 3 * 643


https://www.sagemath.org/sagebook/english.html
https://doc.sagemath.org/
http://www.gregory-bard.com/Sage.html
https://sagecell.sagemath.org/
https://cocalc.com/

sage: factorial(42)
1405006117752879898543142606244511569936384000000000

sage: factor(x~2-1)

x+ D*(x - 1)

Ez egy tipikus szimbolikus szamitas volt.
sage: solve(x~2-1==0,%)

[x == -1, x == 1]

sage: m = matrix([[1,1,1],[1,2,3],[3,2,1]1])
sage: m

[11 1]
[1 2 3]
[3 2 1]

sage: m+m

[2 2 2]
[2 4 6]
(6 4 2]

sage: m~2

[ 55 5]
[12 11 10]
[ 89 10]

sage: diff(sin(x),x)
cos(x)

sage: integral(sin(x),x)
-cos(x)

Mi a programozhatdésag, és miért hasznos?

Egy egyszerii példa. Fermat a 17. szdzadban azt sejtette, hogy minden F, =
22" 4+ 1 alakd szdm (ahol n € N) primszam. Ha lett volna Sage, kénnyen
talalhatott volna ellenpéldat:

sage: for n in range(1,60):
if not(is_prime(27(2°n)+1)):
print (f"n={n} ellenpélda: 2~ (27{n})+1 = {factor(2°(27°n)+1)}")
break
n=5 ellenpélda: 27(275)+1 = 641 * 6700417

Tehat Fy Osszetett szam. (Val6jaban még mindig nem ismert, hogy létezik-e
egyédltaldn olyan n > 5, amelyre F,, prim.)

Masik példa:

sage: [[Subsets(n, m).cardinality() for m in range(n+1)] for n in range(10)]



(i1,

(1, 11,

(1, 2, 11,

[1, 3, 3, 11,

[1, 4, 6, 4, 1],

[1, 5, 10, 10, 5, 1],

[1, 6, 15, 20, 15, 6, 1],

[1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1],

[1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1],

[1, 9, 36, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 1]1]

Ez a Pascal-hdromszog elsé tiz sora: Subsets(n,m) az {1,2,...,n} halmaz 6sszes
m méreti részhalmazat adja vissza. Irhattuk volna ezt is:
sage: [[binomial(n,m) for m in range(O,n+1)] for n in range(10)]

2. Alapok

= hozzédrendelésre (nem 6sszehasonlitdsra) szolgdl:
sage: 3 = 3
ValueError

sage: a = 3
sage: a
3

sage: type(a)

<type ’sage.rings.integer.Integer’>
Ez nem a, hanem a értékének tipusa:
sage: a = "Hello world!"

sage: type(a)

<type ’str’>

Térjiink vissza

sage: a = 3

-hoz.

Osszehasonlitasra a == (és <=, >=, <, >, =) predikdtumokat hasznaljuk:
sage: a ==

True

sage: a > 3

False

Néhany matematikai mivelet:
sage: 2716

65536



sage: 2**16
65536

sage: 13/4
13/4

sage: 13//4 #integer quotient

3

sage: 13%4 # (13 modulo 4)

1

(A kovetkezd harom csak a parancssori verziéban miikodik.)

sage: _ #az utolsé eredmény

1

sage:
3

sage:
1

___ #az utolsd eldtti eldtti eredmény

__ #az utols6 eldtti eredmény

Egyszerre tobb eredményt is megkaphatunk:
sage: a == 3, a > 3

(True, False)

sage: type( )

<type ’tuple’>

Es egyszerre tobb, egymas utan végrehajtandoé utasitast is kiadhatunk:

sage: a = 3; a
3

| Operator Leiras
or logikai vagy
and logikai és
not logikai nem (tagadés)
in, not in (nem) eleme
is, is not identitasteszt
> <=, > >= == I= | 6sszehasonlitas
+, - Osszeadas, kivonas
* /. h szorzas, osztés, maradék
*xx 7 hatvanyozas

)

Itt minél késébb jon egy operdtor, annal magasabb a prioritasa.

példaul
sage: 273%4 ==
True

(273)*4

Tehat



de
sage: 273%4 == 27(3%4)
False

sage: sqrt(2) #a Sage pontos
sqrt(2)

sage: sqrt(2.0) #de csak akkor, ha médjdban &ll
1.41421356237310

sage: n(sqrt(2)) #és még olyankor is pontatlanna tehetjik
1.41421356237310

Az n() figgvény numerikus kozelitést ad vissza.

sage: sqrt(2)~2 #a Sage pontos

2

Mindjart visszatériink a kozelitésekre, de el6bb megjegyezziik, hogy az eddig
hasznalt fiiggvényeknek van metodus megfelel6jiik is, igy irhatunk ilyeneket is:
sage: 2.sqrt(), 2.sqrt().n(), sqrt(2).n0)

(sqrt(2), 1.41421356237310, 1.41421356237310)

Még néhany példa a numerikus kozelitésre (és metddusokra):
sage: pi #egzakt
pi

sage: n(pi) #numerikus koézelités
3.14159265358979

sage: n(pi,digits=50) #...50 jegy pontossaggal
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751
Ezt irhattuk volna igy is: pi.n(digits=50).

sage: sin(pi/3) #egzakt

1/2%sqrt (3)

sage: n(sin(pi/3)) #koézelités
0.866025403784439

sage: sin(n(pi/3)) #kozelités
0.866025403784439

Altaldnos segitségért irjuk be a ? parancsot. Ha segitséget szeretnénk kapni
egy Sage fliggvényhez, irjuk be a nevét, egy kérddjellel kiegészitve, pl. sin? vagy
diff?. A metédusokkal sajnos kicsit bonyolultabb a helyzet.



Amikor a Sage parancssori verziéjaba beirunk valamit, mint példaul
sin?, elofordulhat, hogy a program elindit egy lapozd programot,
ami megjeleniti a kért segitséget. Irjon be egy szokdzt a kdvetkezd
oldalra gorgetéshez, irja be a h parancsot, hogy segitséget kapjon a
lapozéprogrammal kapcsolatban, és irja be a q parancsot a kilépéshez,
vagyis a sage: prompthoz valé visszatéréshez. Az up/down és a PgUp/PgDn
billentytik valészintileg miikédni fognak.

A parancssori verzibban hasznalhatjuk a TAB-kiegészitést!

2.1. Alapveto6 algebra és kalkulus

Amikor szimbolikus szdmitdsokat végziink, szimbolikus valtozékra van szitkségiink,
szemben a szokasos valtozokkal. Az egyik kiilonbség az, hogy a kozonséges
véltozokat a Sage mindig kiértékeli, mig a szimbolikus valtozokat nem. Es
ez utébbi az, amit 4ltaldban a matematikdban akarunk, mert amikor a2 + 1-t
irunk, akkor a polinomot akarjuk, nem azt a szdmot, amelyet az x-et kiértékelve
kapunk. Hasonléképpen, a sin’ z (diff (sin(x),x)) esetében nem érdekel, hogy
mi az x értéke, a sinz fligguényt akarjuk derivalni.!
A x alapértelmezés szerint szimbolikus valtozé:
sage: type(x)
<type ’sage.symbolic.expression.Expression’>
szemben minden maéssal, pl.:
sage: type(y)
NameError: mname ’y’ is not defined
De y-t is szimbolikus valtozéva alakithatjuk, igy:
sage: var(’y’)
y
és ezutan mar
sage: type(y)
<type ’sage.symbolic.expression.Expression’>
Val6jaban ezt tobb valtozéra is megtehetjiik egyszerre, igy:
sage: var(’m xx yy zz’)
(m, xx, yy, zz)

Matematikai (,,hivhaté szimbolikus”) fiiggvények definiidlasa

sage: f(y) = y™3 ; £
y |I->y73

1Valéjaban az tgynevezett ,szimbolikus valtozok” megtaldlhatok a kozonséges
programozasi nyelvekben, példdul a Pythonban is. Egy fiiggvény definidldsakor a valtozéi
szintén nem értékel6dnek ki, csak ,helyfenntarték”.



sage: £(3)

27

f fenti definiciéjanak mellékhatdsa, hogy y szimbolikus valtozéva alakul. Igy

sage: £ (2*y)

8%y~3

is miikodik, akarcsak

sage: £(2*xx~2)

8%x”6

de £ (2*z) nem, hacsak z nem alakult mar korabban szimbolikus valtozova.
Néhany mas dolog a fiiggvényekkel kapcsolatban:

sage: diff(f)

y |=> 3%y~2

sage: diff (f,2) #derivald kétszer

y |=> 6x*y

Dediff(f,y) ésdiff(f,y,2), vagy méginkabb diff (£ (y),y) ésdiff (£(y),y,2)
taldn vildgosabb?. Es mindenképpen meg kell nevezni a valtozét tobbvaltozos
fiiggvénynél® , mint ebben a példdban:

sage: g(x,y) = y*exp(x*y)

sage: diff(g,y)

(x, y) |=> x*xy*e” (x*xy) + e~ (xxy)

vagy

sage: g.diff (y)

(x, y) |=> x*y*eA(x*y) + eA(x*y)

vagy akar

sage: g(x,y) .diff (y)

xky*e” (x*y) + e~ (xky)

Sage-el kereshetiink primitiv fliggvényt:
sage: integral(f(y),y)
1/4%y~4
vagy integralhatunk:
sage: integral(f(y), y, 1, 4)
255/4
azaz f14 f(y)dy = 22, de hatédrértéket is szdmolhatunk:
sage: g(y) = (1 + pi/y)”y
sage: 1limit(g(y), y=infinity)
e’pi
vagy
sage: g(y) .limit(y=infinity)
e’pi

2Mésrészt viszont diff (£) és diff (f,y) maguk is (,,hivhaté, szimbolikus”) fiiggvények, mig
diff(£(y),y) csak kifejezés. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy diff (f,y) (42)-t frhatunk,
diff (£(y),y) (42)-t viszont nem, helyette diff(£(y),y).subs(y=42)-t kell — a .subs()
metddusrél révidesen lesz szé.

3kivéve, ha a Jacobi-matrixat akarjuk megkapni



Es a Sage félre is vezethet benniinket:

sage: limit(1/y, y = 0)

Infinity

noha tudja, hogy a baloldali hatarérték nem oco:
sage: 1limit(1/y, y = 0, dir = ’-?)
-Infinity

Mellesleg infinity irhaté oo-ként is.

Ha csak egy dolgot akarunk csinalni egy fiiggvénnyel, akkor nem sziikséges
definidlni. Példaul ahelyett, hogy definialnank f (y) = y~3-0t és aztan integralnank
(mint fent), mondhatjuk egyszertien, hogy
sage: integral(y~3,y,1,4)

255/4

Es még ha tobb dolgot is akarunk vele tenni, a parancssori kliensben kénnyen
el6hivhatjuk a korabbi parancsokat, nemcsak a kurzor-billentytikkel, de inkrementélis
visszafelé kereséssel is, amit a Ctrl-r billentyiikombinacié indit, akarcsak a
parancssorban. Ezért nem életsziikséglet, hogy minden fiiggvényt definidljunk,
amivel hosszasan dolgozni akarunk. Masrészt viszont gy tiinik, hogy a TAB-
kiegészités jobban miikodik a definiadlt neveken. Példaul a TAB hatasara f.in
beirdsa utan ezek a lehetéségek jelennek meg:

f.integral f.inverz_laplace
f.integrate f.inverse_mod

y~3.1in beirdsa utdn meg semmi. Prébaljuk ki! Hasonlé a helyzet metédusok
help-jével.

A Kkifejezésekkel valé foglalkozas kézben néha egy valtozot (vagy akér mas,
bonyolultabb részkifejezést) szeretnénk valamilyen kifejezéssel helyettesiteni. Ezt
a subs () metddussal tehetjiik meg. Néhany példa:
sage: ((x+cos(y)) ~3+xxy).subs(y=z+1)

(x + cos(z + 1))73 + xx(z + 1)

Ez tipikus. Ne felejtsiik el a zardjeleket a helyettesiteni kivant kifejezés korul:
sage: (x+cos(y)) ~3+x*y.subs(y=z+1)

(x + cos(y))™3 + xx(z + 1)

Itt az els6 y békén maradt, mert a Sage nem tudta, hogy része annak a kifejezésnek,
amelyen subs ()-nak hatnia kellene.

Kevésbé jellemz6, amikor egy bonyolultabb részkifejezés helyére akarunk
helyettesiteni. Ebben az esetben ==-t kell hasznalni = helyett:
sage: ((x+cos(y)) ~3+x*y) .subs(x*xy==2z+1)

(x + cos(y))"3+2z + 1

vagy egy szétdrban (ez egy Python adatstruktira) is megadhatjuk, hogy mit
akarunk mi helyébe helyettesiteni:

sage: ((x+cos(y)) ~3+x*y) .subs({x*y: z+1})

(x + cos(y))™3+z +1

Két masik gyakran hasznédlt metddus kifejezések manipuldlasira az expand ()
és a collect():



sage: ((x+cos(y)) ~3+xxy) .expand()
x73 + 3*x72xcos(y) + 3*x*cos(y)~2 + cos(y)~3 + xxy

sage: ((x+cos(y)) ~3+xxy) .expand() .collect(x)

x73 + 3*x"2xcos(y) + cos(y)” 3 + (3*cos(y)~2 + y)*x

A collect() metédus hiviasdnak eredménye az argumentumaként megadott
valtozd polinomja.

Egyenletek megoldasa

A solve() fiiggvényt mar lattuk miikodés kozben.

sage: solve(x~2-1==0,%)

[x == -1, x == 1]

Ez is miikodik:

sage: solve(x~2-1,x%)

[x == -1, x == 1]

mert ha csak egy kifejezést adunk meg egyenlet helyett, akkor azt feltételezi,
hogy annak keressiik a gyokeit. A solve() a megoldasok listdjat* adja vissza:

sage: type(_)

<class ’sage.structure.sequence.Sequence_generic’>

Ez egy specidlis lista, de azért lista:

sage: isinstance(solve(x~2-1,x), list)

True

Ezért az egyes megoldasokat elérhetjiik, ha az eredményt [i]-vel indexeljiik;
igy példaul

sage: sols = solve(x~2-1,x) utan irhatjuk, hogy

sage: sols[1]

x ==

Vegyiik figyelembe, hogy az indexelés 0-val kezdSdik. Es ha az értékre van
szitkségiink (mint dltaldban), példdul azért, hogy ellendrizziik, valéban megoldds-
e (ldsd fent a subs() metédust!), akkor ennek az egyenletnek a jobb oldaldt
vessziik:

sage: sols[1].rhs()

1

A solve () mindig megprébdl pontos megolddsokat taldlni (legaldbbis magdnyos
egyenletek esetén). Ha nem taldl, akkor visszaadja az eredeti egyenletet, néha
enyhén alcazott alakban:
sage: solve(x~7-3*x"2+1,x)

[0 == x77 - 3*x"2 + 1]

Ha ez torténik, hasznalhatjuk a find_root parancsot® valds gyokok keresésére:
sage: find_root (x~7-3*x"2+1,-100,100)

-0,5715684166370613

4A lista objektumok gyfijteménye (egy Python adatstruktdra); az egyes objektumok
természetes szamokkal valé indexeléssel érhetdk el.
Svagy a solve() fiiggvény to_poly_solve keyword argumentumét, ld. nemsokara)!



ami egy megoldds numerikus kozelitését adja vissza. Az utolsé két argumentum
hatarozza meg azt az intervallumot, amelyen a gyokot keresi. Tehat egy, az
el6z0t6l kiillonb6z6 gyok megtalalasahoz probalkozhatunk ezzel:
sage: find_root (x~7-3*x"2+1,0,100)
1,1792979467976112
A solve() segitségével egyenl6tlenségeket is meg lehet oldani:
sage: solve(x~2>8,x)
[[x < -2%sqrt(2)], [x > 2*sqrt(2)]]
Szerepelhetnek a megoldandé egyenletben paraméterek is (amik persze val6jaban
pont ugyanolyan véltozdk, mint x):
sage: var(’x a b ¢’)
sage: solve(a*x~2 + b*x + c,x)
[x == -1/2%(b + sqrt(b™2 - 4xaxc))/a, x == -1/2%x(b - sqrt(b”™2 - 4xaxc))/a]
Ezért aztan ugyanezt az egyenletet meg tudjuk oldani a tobbi valtozora is, bar
ebben az esetben ez nem tul hasznos:
sage: solve(a*x~2 + bxx + c==0,b)
[b == -(a*x™2 + c)/x]
Tobb egyenlet (egyenletrendszer) és egyenlétlenség egyidejli megoldésa is lehetséges:
sage: solve([x+y==6, x*y==4], x, y)
[Lx == -sqrt(5) + 3, y == -4/(sqrt(5 ) - )], [x == sqrt(6) + 3, y
== 4/(sqrt(5) + 3)1]
Az elsé argumentum ebben az esetben a megoldani kivant egyenletek (és egyenl6tlenségek)
listdja, a maradék argumentumok pedig az ,ismeretlenek”.

Példa arra, amikor egyenlGtlenség is szerepel a listaban:
sage: solve([x"2 -1==0, x<0],x)
[[x == -1]1]

solve () néha nem ad vissza minden megoldast:
sage: solve(sin(x),x)
[x == 0]
Ilyenkor erdltethetjiik egy kicsit:
sage: solve(sin(x),x, to_poly_solve=’force’)
[x == pi*z35]
z35 egy frissen generalt szimbolum, és tetszéleges egész szamot jelent. Masik
példa:
sage: solve(abs(x)==1,%)

[abs(x) == 1]

de

sage: solve(abs(x)==1,x,to_poly_solve=’force’)
[x == -1, x == 1]

Tovabbi lehetoségekért nézziik meg, hogy mit ir a help vagy a dokumentacié a
solve ()-rol.
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Feltevések

sage: solve(x~2==1,x)
[x == -1, x == 1]

sage: assume(x>0); solve(x~2==1,x)
[x == 1]

sage: assumptions()
[x > 0]

sage: forget(x>0); solve(x~2==1,x)
[x == -1, x == 1]

Tovabbi ilyenek:

sage: assume(y,’integer’) vagy akar
sage: assume(y,’odd’)

Linearis algebra

Azt mar lattuk, hogyan lehet egyenlet(rendszer)eket megoldani, és természetesen

ezek az egyenletek lehetnek linedrisak.

sage: solve([2xx + 4*y == 14,3%x + 2%y == 13],x,y)

[[x == 3, y == 2]]

Ennek egy megoldasa volt, de itt egy masik, aminek végtelen sok:

sage: solve([4*x — 2%y + 3%z == 1, 8%x - 4xy + 6%z == 2, 12%x - 6%y

+ 9%z == 3 ],x,y,2)

[[x == -3/4*r3 + 1/2*r4d + 1/4, y == r4, z == r3]]

Itt r3 és r4 frissen generalt szimbélumok, amik tetszoleges valés szamot jelentenek.
Ha nincs megoldas, akkor solve () az iires listat adja vissza:

sage: solve([x + y == 0, x + y == 1],x,y)

(]

Lineéris egyenletrendszereket matrix alakban is meg tudunk oldani. Nézziik
az el6bbiek koziil azt, aminek végtelen sok megoldasa volt. Matrixot legegyszeriibben
ugy lehet megadni, hogy a matrix() fiiggvényt a sorok listdjaval hivjuk meg,
ahol minden sor a koordinatainak listaja:
sage: A = matrix([[4,-2,3],[8,-4,6]1,[12,-6,9]1]1) ; A

[ 4 -2 3]
[ 8 -4 6]
[12 -6 9]

De biztonsidgosabb ezt igy irni:

sage: A = matrix(QQ,[[4,-2,3],[8,-4,6],[12,-6,9]1]) mert igy tudatjuk
Sage-el, hogy nem csak Z-ben (ahonnan az egyiitthaték jonnek), hanem Q-
ban is végezhet szamitasokat. (QQ helyett RR-et irhatndnk, de az a pontossig
rovisara menne.)

sage: v = vector([1,2,3]).column() ; v

11



(1]
[2]
(3]

sage: A.solve_right(v) (vagy A \ v)

[1/4]
(o]
(o]

Ez egy partikularis megoldés, és valéban az, mert
sage: Ax(A \ v)

[1]
(2]
(3]

Ha minden megoldast akarunk, ehhez hozz4 kell adnunk A magtere egy bazisanak
dsszes linedris kombindci6jat®. Egy bazist megkapunk igy:
sage: k = A.right_kernel() ; k

Vector space of degree 3 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

[1 0 -4/3]

[0 1 2/3]

Ez métrixnak tiinik, de nem az. (Ez kideriil type (k)-val.) Igy kaphatunk bel8le
matrixot:
sage: m=k.matrix() ; m, type(m)

[1 0 -4/3]
[0 1 2/3]
<type ’sage.matrix.matrix_rational_dense.Matrix_rational_dense’>

ami azért j6, mert igy hozza tudunk férni a soraihoz:

sage: m[0] , m[1]

(1, o0, -4/3), (0, 1, 2/3))

amiknek linearis kombinécidit kell a fenti partikularis megolddshoz adni, hogy
az Osszes megoldast megkapjuk.

Néhany tovabbi dolog matrixokkal kapcsolatban: A tovabbra is a fent
hasznalt matrix:

sage: A

[ 4 -2 3]
[ 8 -4 6]
[12 -6 9]

SHa Axg = b, akkor az Ax = b egyenlet Osszes megolddsainak halmaza xo + Ker A(=
{zo+2:Az=0}).
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Egy matrix adott soranak vagy oszlopanak lekérdezése:
sage: A.row(1)

(8, -4, 6)

vagy

sage: A[1]

(8, -4, 6)

és

sage: A.column(1)
(-2, -4, -6)

A matrixot kiegészithetjiik extra oszlopokkal
sage: A.augment (v)

[4-2 3 1]
[8-4 6 2]
[12 -6 9 3]

és redukalt 1épcsds alakra hozhatjuk:
sage: A.augment (v).echelon_form()

[1 -1/2 3/4 1/4]
(o 0 0 0]
[0 0 0 0]

Ebbol mar latszik, hogy

sage: A.rank()

1

Ha B invertalhaté méatrix, mint pl. ez:

sage: B = matrix(QQ, [[2,4,0],[0,-1,1],[1,1,8]]1); rank(B)
3

akkor invertalhatjuk egyszeriien igy:

sage: B, B7(-1), B~ (-1)*B

(
[2 4 0] [9/14 16/7 -2/71 [1 0 0]
[0 -1 11 [-1/14 -8/7 1/71 [0 1 0]
[+ 1 81, [-1/14 -1/7 1/71, [0 O 1]
)

A.eigenvalues(), A.eigenvectors_right () és A.charpoly() az A matrix
sajatértékeit, sajatvektorait és karakterisztikus polinomjat adja vissza.”
sage: A.charpoly()
x73 - 9%x72

sage: A.eigenvalues()
(9, 0, 0]

"Emlékeztets: A sajatértékei a det (A — M) = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei
(det (A — AI) neve: A karakterisztikus polinomja.) A X sajatértékhez tartozé sajitaltér: az
A — Al métrixd homogén egyenletrendszer megolddsai, azaz Ker(A — \I).

13



sage: A.eigenvectors_right()

[(9,
[
1, 2, 3)
1,
1),
(0,
[
(1, 0, -4/3),
(0, 1, 2/3)
1,
2)1
Es valéban:
sage: Axxxvector([1,2,3]), Ax(x*vector([1, 0, -4/3]) + y*vector([O,
1, 2/31))

((9%x, 18%x, 27*x), (0, 0, 0))

De még ha hidnyoznanak is Sage-bdl ezek a fiiggvények, akkor sem lennénk
teljesen elveszve:
sage: I3 = identity_matrix(QQ,3) ; I3

[1 0 0]
[0 1 0]
[0 0 1]

sage: x * I3

[x 0 0]
[0 x 0]
[0 0 x]

Ugyhogy megkaphatjuk A karakterisztikus polinomjat igy:

sage: det(A - x*I3)

—((x + D*(x - 9) + 36)*x(x - 4) + 20%*x

ami némi egyszertisités utan talan mar ismerds néhdny sorral feljebbrél:
sage: _.simplify_full()

-x"3 + 9%x72

A sajatértékeit igy kapjuk meg:

sage: solve(det(A - x*I3),x)

[x == 0, x == 9]

Ebben az esetben a gyokok multiplicitdsa is érdekelhet benniinket:
sage: solve(det(A - x*I3),x,multiplicities=True)

(x == 0, x ==9], [2, 1])

ami azt jelenti, hogy a 0 kettds gyok. Es most mar megkaphatjuk a kiilonboz6
sajatértékekhez tartozo sajatalterek egy bazisat:

sage: (A - x*I3).subs(x=9).right_kernel()
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Vector space of degree 3 and dimension 1 over Symbolic Ring
Basis matrix:
[1 2 3]

sage: (A - x*I3).subs(x=0).right_kernel()

Vector space of degree 3 and dimension 2 over Symbolic Ring
Basis matrix:

[1 0 -4/3]

[0 1 2/3]

Néhany tovabbi dolog vektorokkal kapcsolatban:
sage: v = vector([1,2,3]) ; w = vector([3,2,11); v, w
1, 2, 3), (@3, 2, 1))

Vektor hossza:

sage: v.norm()

sqrt (14)

Skaldris szorzat:

sage: v.dot_product (w)

10

Vektoridlis szorzat:

sage: v.cross_product (w)

(-4, 8, -4)

sage: v.cross_product (w) .dot_product(v),v.cross_product (w) .dot_product (w)
(0,0)

Szamelmélet

Mar lattuk, hogy a szdmok (és a polinomok) faktorizélhatdk a factor () segitségével:
sage: factor(123456)

276 * 3 x 643

divisors() egy szam osztéinak listajat adja vissza:

sage: divisors(12)

[1, 2, 3, 4, 6, 12]

Ha csak egy szam egy masik szammal valé osztasanak maradéka érdekel, a
Python % miivelete is megfelel:
sage: 13%11
2
De a Sage-nek van sajat mod() fiiggvénye is, ami a megfelel6 maradékosztaly
egy reprezentansat adja vissza:
sage: a = mod(13,11) ; a
2
Itt deriil ki a kiilonbség:
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sage: a.parent ()

Ring of integers modulo 11
és

sage: a”4

5

ami rendben is van, mert 24 (mod 11) = 5. Tehat példaul 5-! mod 26-ot
kiszamolhatjuk igy:

sage: m = mod(5,26)"(-1); m
21

Es val6ban,

sage: m*mod (5,26)

1

gcd () a két argumentuménak, vagy az egyetlen argumentumaként megadott
lista elemeinek legnagyobb k6zos osztojat szamitja ki:
sage: gcd(123,240)
3

sage: gcd([123,240,500])
1
lem() (legkisebb kozos tobbszords) hasonléan miikodik.
Az Euler féle ¢ fiiggvényt (egy természetes szam alatti, hozza relativ primek
szdma) az euler_phi() segitségével szamithatjuk ki:
sage: euler_phi(8)
4
a 8-nal kisebb paratlan szamok szdma.
solve_mod () egy egyenlet vagy egyenletek egy listdjanak 6sszes megoldasit
modulo valamilyen egész adja vissza (a modulus a mésodik argumentuma). Az
egyenletekben csak egy- vagy tobbvaltozds polinomok szerepelhetnek. Példaul
a 12z = 15 (mod 21) linedris kongruencia megolddséhoz a kovetkezdt {rjuk:
sage: solve_mod(12xx==15,21)
[(3,), (10,), (17,)]
Vagy: a fenti 571 mod 26-ot igy is kiszamithattuk volna:
sage: solve_mod(5*x == 1, 26)
[(21,0]
Példa nemlinedris kongruencia megolddsara: 12z° = 15 (mod 21)
sage: solve_mod(12*x~5==15,21)
[(12,), (19,), (5,)]
és valéban, példaul
sage: mod(12%575,21)
15

A kiil6nb6z6 modulusi lineéris kongruencidk szimultdn megoldasara hasznalhatjuk
a crt () fiiggvényt (crt a ,,Chinese Remainder Theorem” réviditése). Péld4ul

x=3 (mod ) z=4 (mod9) x=5 (mod 25)
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megoldasahoz ezt irjuk

sage: crt([3,4,5],[8,9,25])

355

és ez az eredmény azt jelenti, hogy az Osszes megoldds halmaza {n : n = 355
(mod 8-9-25)}.

Polinomok

Ha azt akarjuk, hogy x ne egyszeriien egy matematikai valtozo legyen, hanem
egy hatarozatlan egy polinomgytriiben, akkor
sage: x = polygen(QQ, ’x’) vagy
sage: x = polygen(CC, ’x’) vagy
sage: x = polygen(Integers(8), ’x’) vagy
sage: x = polygen(GF(5), ’x’) stb. kell irnunk, attél fiiggden, hogy melyik
gytrtt (Q[z], Clz],Zs[z] vagy Zs|x]) szeretnénk, ahelyett, hogy egyszerfien var (’x)-
et (ami interakt{v haszndlatban egyenértékii x = var(’x’)-el) irndnk.
Ezt a kovetkezdképpen ellenGrizhetjiik:
sage: y = var(’y’); q = (2xy+1)*(y+2)*(y~4-1); y.parent(),q.parent(),q
(Symbolic Ring, Symbolic Ring, (y™4 - D *(2xy + Dx(y + 2)))
de
sage: y = polygen(QQ,’y’); q = (2xy+1)*(y+2)*(y~4-1); y.parent(),q.parent(),q
(Univariate Polynomial Ring in y over Rational Field, Univariate Polynomial
Ring in y over Rational Field, 2*%y~6 + b5%y~5 + 2xy~4 - 2%y~2 - bxy
-2
vagy
sage: y = polygen(GF(5),’y’); q = (2*y+1)*(y+2)*(y~4-1); y.parent(),q.parent(),q
(Univariate Polynomial Ring in y over Finite Field of 5 size, Univariate
Polynomial Ring in y over Finite Field of size 5, 2xy~6 + 2%y 4 + 3%y 2
+ 3)

Példa. Héany kiilonboz6 gyoke van y*—2-nek mint Q, C, R és Zg feletti polinomnak?
sage: rings = [QQ, RR, CC, Integers(8)]

sage: for r in rings:

- y = polygen(r,’y’)

R q=y4-2

el print(r, len(q.roots(multiplicities=False)))
(Rational Field, 0)

(Real Field with 53 bits of precision, 2)

(Complex Field with 53 bits of precision, 4)

(Ring of integers modulo 8, 0)

Azért kiilonbozé gyokok, mert a .roots(multiplicities=False) metodus
a kiilonbozé gyokok listajat adja vissza. A multiplicities=False un. keyword
argumentum nélkiil (vagy a .roots(multiplicities=True) hivdssal) azon (r,
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n) parok listdjat adja vissza, ahol r a gyok, n pedig a multiplicitasa, igy a lista
hossza ekkor is a kiilénbozé gyokok szama.® Példaul,

sage: x = polygen(QQ,’x’); p = (x-1)72 * (x+3); p, p.roots()

(x"3 + x™2 - 5xx + 3, [(-3, 1), (1, 2)1)

Természetesen Osszeadhatunk, szorozhatunk stb. polinomokat. Példaul,
sage: y = polygen(Integers(3),’y’); p = 2*xy+l; p+p, p*p, p 2, p/p
(y+2, y2+y+1, y2+y+1,1)

Maradékos osztas:

sage: x = polygen(QQ,’x’); p = x"3+1; q = 2*x-1; p//q, phq

(1/2%x72 + 1/4*%x + 1/8, 9/8)

ami azt jelenti, hogy 2® +1= (22 — 1) (322 + 1z + §) + 3.

Legnagyobb kozos osztd:

sage: x = polygen(QQ,’x’); p = x"4-4*x"3-x"2+16%x-12; q = x"2-2%x-3;
p.gecd(q)

x -3

Faktorizacio:

sage: x = polygen(GF(2),’x’); p = x"5+3*x-1 ; p.factor()
x"2 +x+1) *x (x73+x72+1)

de

sage: x = polygen(ZZ,’x’); p = x"5+3*x-1 ; p.factor()
x"5+3*x-1

és ennek igy is kell lennie, mert

sage: p.is_irreducible()

True

Példa. Melyek a 2z* — 523 — 822 + 172 — 6 polinom raciondlis gyokei?

sage: x = polygen(QQ,’x’); p = 2*%x"4 - 5xx"3 - 8*%x"2 + 17*x - 6; p.factor()
(2) * (x -3) * (x-1) x (x-1/2) * (x+2)

vagy

sage: p.roots()

(s, 1, a, 1, @2, 1, -2, 1)]

(a parok méasodik tagjai a multiplicitasok).

8 Azért hasznaltunk itt multiplicities=True-t, mert Sage nem tudja kiszdmitani a Zp
feletti polinomok gyotkeinek multiplicitasait ha n 6sszetett. Ez nem az & hib&ja.
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Fiiggvényabrazolas

A plot (f(x), (x,a,b)) parancs az [a,b] intervallumra megszoritott f fliggvény
grafikonjit rajzolja meg. A grafikon kinézetét keyword argumentumokkal lehet
befolydsolni. (Ha ezeket nem adjuk meg, plot () az alapértelmezett értékiikkel
dolgozik.) Az aspect_ratio példdul az egységnégyzet magassig/szélesség ardnyat

1.0 4

0.5

_10 -

1. abra. plot (sin(2*x), (x,-5,5))
irja le. Tehat ahhoz, hogy a fiiggbleges egység kétszer akkora legyen, mint
a vizszintes, aspect_ratio=2-t kell megadni. Az 1. abrdn az alapértelmezett

aspect_ratio=’automatic’ hatdsa lathatd, a 2. abran pedig aspect_ratio=1-
é.

T\

2. abra. plot(sin(2*x), (x,-5,5), aspect_ratio=1)
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Igy lehet megnézni az aspect_ratio hatédsat:
sage: 1 = [plot(sin(2*x),(x,-5,5),aspect_ratio=2, color=’red’), plot(sin(2*x),(x,-5,5),
aspect_ratio=1)]
sage: an = animate(l); an.show(iterations=3, delay=100)

Az automatikus aspect_ratio jél tud jonni, pl. ebben:

140 -
120 1
100 T
80
60 -
40 |

20 A

3. abra. plot (exp(x), (x,-5,5))

Ha csak néhany ,kilégd” fliggvényérték a probléma, hasznosak lehetnek az
ymin és ymax keyword argumentumok. Példdul mennyivel informativabb 1/z 4.
abran lathaté grafikonja, mint amit az 5. mutat.

Be lehet satirozni pl. az x-tengely és a grafikon kozti részt (1d. 6. abral)
a £ill keyword argumentumot haszndlva. De az a-tengely (vagyis az y = 0
egyenes) helyett vdlaszthatunk méas vizszintes egyenest: £i11=42 hatdsira az
y = 42 egyenes és a grafikon kozti rész lesz besatirozva, 1d. a 7. abrat!

Oda lehet irni, hogy melyik fliggvényt abrazolja a kép legend_label segitségével
(1d. a 8. abrat!). Ennek értéke egy IATEX parancs, de ha abban ’\” is van, akkor
’parancs’ helyett r’parancs’-ot kell irni (erre azért van sziikség, mert Python
egyébként azt hinné, hogy mondjuk \sin-ban \-el az s-et akarjuk escape-elni).
Ez kiilonosen hasznos, ha egy dbraba (mint a 9.-be) két grafikont tesziink.
Ebben két tovabbi érdekesség van. Az egyik a szin megaddsa (color=’red’).
A masik egy hasznos Python-specialitas: mivel a ’ karakterre sziikség volt a
ETEXstringen belil (a derivalds jelzésére), a Python string-et dupla idéz6jelek
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4. abra. plot(1/x,(x,-5,5), ymax=5, ymin=-5)

5000

4000 A

3000 A

2000

1000 +

5. abra. plot(1/x, (x,-5,5))
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NN V\ /\

6. abra. plot(sin(2*x),(x,-5,5), fill=’axis’,aspect_ratio=1)

S

7. abra. plot(sin(2*x), (x,-5,5), £ill=0.5,aspect_ratio=1)

—xz+sin(l/z)

-0.2 1

8. &bra. plot (x*sin(1/x),(x,-1,1), legend_label=r’$x\sin(1/x)$’)
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= sin{2z)

— sin{2z)

9. &bra. f(x) = sin(2*x); P1 = plot(f(x),(x,-5,5), aspect_ratio=1,
legend_label=r’$\sin(2x)$’); P2 = plot(diff(f(x),x), (x,-5,5),
aspect_ratio=1, color=’red’, legend_label=r"$\sin(2x)’$"); P1 +
P2

(") kozé kellett frjuk: "$\sin(2x)’$".

Polarkoordinatarendszerben is dbrazolhatunk fliggvényt, a polar=True és
aspect_ratio=1 keyword argumentumok megadéséval. Igy késziilt a 10. abra.
(Ez egyébként az egyik tikzlab-beli feladat.) De késziilhetett volna a polar_plot ()
parancs segitségével is, igy:
sage: polar_plot(exp(x/8),(x,0, 4*pi))

Paraméteres gorbék

Azaz amelyek (ha sikgorbék, akkor) két koordinata-fiiggvénnyel vannak megadva.
Ilyenekkel TikZ-ben is talalkoztunk amikor fiiggvényt abrazoltunk, csak ott
esetleg els6é koordinata-fiiggvénynek az identitasfiiggvényt valasztottuk, ahogy
a 11. a&bran. De nem muszaj ily médon ,szimuldlnunk” plot ()-ot, 1d. a 12., 13.
és 14. abrat!

Egy zart gorbe belsejét be is satirozhatjuk, de itt a £i1l értéke csak True
(vagy False, ami az alapértelmezés) lehet. Ld. a 15. 4brét!
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10. dbra. plot (exp(x/8),(x,0, 4*pi), polar=True, aspect_ratio=1)

1.0
0.5 %

-1.0

11. dbra. parametric_plot((x,sin(x)), (x,-2*pi,2*pi) ,aspect_ratio=1)
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T
0.5 0

12. dbra. parametric_plot ((cos(x),sin(x)), (x,0,2*pi) ,,aspect_ratio=1)

13. abra. parametric_plot ((2*cos(x),sin(x)), (x,0,2*pi) ,aspect_ratio=1)
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5.08.00

14. abra. parametric_plot ((5*cos(x),5*sin(x),x), (x,-4*pi,4*pi) ,plot_points=150,
color="red")
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1.0 A

—1.0 1

15. &bra. parametric_plot((sin(x),sin(2*x)),(x, 0, 2*pi),fill=True)

3. Fiiggelék

Négyzetes matrix sajatértéke és sajatvektora

Definicié. )\ sajatértéke az A négyzetes méatrixnak”, ha 3z # 0 amire Az = A\x;
ilyenkor x sajitvektora A-nak A sajatértékkel. (A lehet 0, x nem! Ha 0 lehetne
sajatvektor, akkor mindig az volna, 0 sajatértékkel.) A X sajitértékhez tartozd
sajataltér: 0 és sajatvektorok A sajatértékkel.

Példa. A identitds-matrixnak 1 az egyetlen sajatértéke, és az egész tér az ehhez
tartozo sajataltér. A O-métrixnak 0 az egyetlen sajatértéke, és az egész tér az
ehhez tartozé sajataltér. A sikon az origé koriili 7/2 szogli forgatds métrixdnak
nincs sajatértéke.

Hogy lehet ezeket kiszamolni?

A sajatértéke A-nak <= (Jz #0)Az = \x
— Bz #0)(A-AN)z=0 < det(A—AI[)=0.

9Valéjaban az altala kédolt linesris transzforméacidknak, de Sage-ben azokkal nem tudunk
szamolni
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Ezért A sajétértékei a det (A — AI) = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei. det (A — A1)
neve: A karakterisztikus polinomja. A )\ sajatértékhez tartozd sajataltér: az
A — AT métrixd homogén egyenletrendszer megoldésai, azaz Ker(A — \I).
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