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1 Bevezetés

Godel és Einstein 1947-es taldlkozésakor sziiletett az Einstein-egyenletnek
egy nagyszerii megoldasa, melyet Godel univerzumnak neveziink. Ebben kii-
lonféle, érdekes, esetleg paradoxnak tino jelenségek figyelhetok meg. Azonban
ezek tobbségére a mai napig nem ismeretes feloldas.

A Godel univerzumot egy négydimenzids téridon értelmezett specialis
szemi-Riemann metrika hatdrozza meg. A dolgozat ennek az univerzumnak
egy specidlis alakjaval foglalkozik. Az univerzumon belil els6sorban a
geodetikusokat targyalja, mivel fizikailag nagy jelentoséggel birnak. Ismeretes,
hogy a geodetikusok a téridében az egyenes vonali, egyenletes mozgasnak
felelnek meg, viselkedésiik a Godel univerzumban mégis rendkiviil kiilonos,
figyelemre mélté.

A masodik fejezetben a témahoz kapcsoldodd definicidkat, illetve ismert
tételeket ismertetek. A harmadik fejezetben egy érdekes jelenségre, normalt,
idoszert, térkoordinataiban zart gorbére mutatok egy példat, mely a Godel
univerzum egyik fontos jelensége. A tovdabbiakban az univerzum geodetikusait
vizsgalom, a negyedik fejezet sordn egy lehetséges megoldasra mutatok példat,
illetve numerikus eszkozokkel egy olyan geodetikusra, amelyen lehetséges
az id6ben torténé visszautazds, térkoordinataiban azonban zart. Eddig
ilyen gorbe még nem volt ismeretes. A fejezet soran felirom az univerzum
megmaradd mennyiségeit, ami eddig szintén nem volt ismert. A dolgozatban
levezetem, s numerikusan is igazolom helyességiiket. Ezentul mutatok még

néhany érdekes kovetkezményt ezzel kapcsolatban.



2 Differencialgeometriai alapok

Eloszor a Godel téridot és a rajta értelmezett Riemann metrikat definialjuk.

2.1 Definicié. Godel téridének nevezzik az M = RxRT x[0, 27[xR sokasdgot,
ahol az elsé komponens az idének, a tobbi pedig az R3 hengerkoordindtds
felirdsanak felel meg. A sokasdag minden (t,r,p,z) € M pontjaban tekintsik a

kovetkezo mdtrizot.

-8 0 —8+v2sh’r 0

0 8 0 0
G(t,r,0,2) =
—8+/2sh’r 0 8sh’r—8shir 0

0 0 0 8

A G: M — Lin(R* R*) leképezést, illetve az dltala meghatdrozott
M — Lin(R* xRY,R)  p~ ((a,b) — {(a,G(p)b))

fliggvényt nevezzik Godel-metrikdnak. Az (a, G(p)b) mennyiség az a és b

vektor p pontbeli skalaris szorzata.

A definiciéval kapcsolatban fontos megjegyezni, hogy a sokasdgban szereplo
[0, 27[ halmaz helyett differencidlgeometriai szempontbdl természetesebb lenne
a |0,27[ nyilt intervallumot tekinteni és a sokasdgot két térképpel lefedni,
azonban a sokasagon értelmezett metrikdban nem szerepel a ¢ polarkoordinata,
igy a szamolasok és a formuldk egyszerisitése végett a polarkoordinata
értelmezési tartomanyanak a [0, 27[ halmazt tekintjiik. A definiciéban szerepld
metrika és skaldris szorzat nem a szokasos értelemben vett metrika és skalaris
szorzat, hiszen egy vektor onmagaval vett skalaris szorzata lehet negativ is,

hanem a szemi-Riemann sokasagok elméletében elterjedt elnevezések.
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Egy részecske vagy test téridoben torténé mozgasat egy gorbével irhatjuk
le. El6szor megfogalmazzuk matematikailag azt a kijelentést, hogy a ,,részecske
minden pillanatban a fénysebességnél lasabban halad és az id6ében elorefelé

mozog” .

2.2 Definicié. Egy v : R — M gorbét idészeriinek nevezzik, ha minden

u € Domw pontban
(0(u), G(v(u))d(u)) <0

teljesiil. Hasonldan, fényszertiinek nevezzik, ha (v(u), G(v(u))v(u)) = 0, illetve

térszertinek, ha (v(u), G(v(u))v(u)) > 0 teljesil minden u € Domw pontban.

A fénysebességnél lasabban haladé részecskék mozgasat idoszerti gorbék
irjdk le. Ahhoz, hogy az id6ben elorefelé haladé mozgast leirhassuk sziikség

van az idokup fogalmara.

2.3 Definicié. Az M sokasdg egy p pontjaban idoszeri vektoroknak nevezzik
az

I, ={veR"| (v,G(p)u) <0}

halmaz elemeit.

Minden p € M esetén az I, halmazon értelmezziik a ~ reldcidt, ugy, hogy
az v,u € I, vektorokra v ~ u pontosan akkor teljesiil, ha (u, G(p)v) < 0.
Ismert, hogy a ~ relacié ekvivalenciarelacio, melynek pontosan két ekvivalencia

osztalya van [7].

2.4 Definicié. Az M sokasdg egy p pontjiban az I, halmazon a ~ reldcio dltal

meghatdrozott két ekvivalencia osztdlyt nevezzik a p pontbeli idékupnak.



Most mar a sokasiag minden pontjaban ismertek az idOszerii vektorok,
azonban az ,,id6 irdnyarol” semmit sem mond a metrika. Ezért a modellbe

kiilon kell beilleszteni az idéorientaciét, ha ez egyaltalan lehetséges.

2.5 Definicié. Az M sokasdg minden p pontjiban jelolje C, az I, egyik
iddékupgat. A

> M — R* D Up
leképezést sima idokup mezének nevezziik, ha a leképezés sima és minden
p € M pontban u, € C, teljesil. Az M idGorientacidjan sima idokip mezdt

értunk.

Az M sokasagon létezik id6orientécié [7] VIL. fejezet 3.4. allitdsa alapjan.
Tehat alapvetoen kétféle idoorientacio létezhet a sokasagon. Minden egyes
példaban azzal a feltételezéssel éliink, hogy azt az idoorientaciot tekintjiik,
melyre a vizsgalt, vagy mozgés leirdsa esetén a kezdeti p € M pontban az
Up € C,, vektor elsé komponense pozitiv (vagy pozitivva tehetd az idéorientacié
megvaltoztatdsa nélkiil). A tovabbiakban feltessziik még, hogy egy v : R — M
idoszertt gorbe alatt olyan idGszerti gorbét értiink melyre minden v € Domwv
pontban v(u) € Cy) teljesiil, tehdt csak idében elérefelé haladé gorbéket
vizsgalunk.

Tekintsiink egy v : R — M idoszerti gorbét, mely valamely test mozgasat
irja le. Ekkor v jelenti a test energia-impulzus négyesvektorat. A szabadon
mozgo test palyaja egy geodetikus gorbe [3, 4]. Ismert, hogy ha v geodetikus,
akkor a (V(u),G(v(u))v(u)) kifejezés nem fiigg az u véltozétdl [5, 7, 6],
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nevezetesen ez éppen —m?, ahol m a test tomegét jellemzi [3, 4]. Fizikdban

altalaban a gorbék sajatido szerinti paraméterezését hasznéljak, ami azt jelenti,



hogy minden v € Domy pontban (v(u), G(v(u))v(u)) = —1 teljesiil [4]. Az
igy paraméterezett gorbéket nevezziik a tovabbiakban normalt gorbéknek.
dv

Tekintsiik a v : R — M gorbét, ahol v(u) = [t(u),r(u), p(u), z(uw)]. A Ta
u

mennyiség énmagaval vett skaldris szorzata (a v(u) pontban) ekkor

_g (3%(“))2 16 S—Zm) j—i(u) V2 sh(r(u)) + 8 (j—Z(u))Q +

+8 (j—i(u))Q sh(r(u))? — 8 (j—i(u))Q sh(r(u))* +8 (3—2(@)2.

A tovabbiakban, ha csak masként nem kotjik ki, a térben csak az xy sikban

torténd mozgast vizsgéaljuk, vagyis a z(u) = 0 esetet tekintjiik.

3 Ido6utazas lehetosége id6szerti, normalt gor-
bén

A Godel univerzumban barmely [tq, 71, @1, 21] és [t2, 12, 2, 20] € M pontok
kozott létezik idoszerti gorbe. Ennek szemléletes, am matematikailag nem
teljesen egzakt bizonyitdsa megtaldlhaté a [2, 1] miivekben.

Ebben a fejezetben konstruktiv . modon megmutatom, hogy a Godel
univerzumban lehetséges a hétkoznapi értelemben vett idéutazés, vagyis
egy tér-id6 pontbdl elindulva egy megadott palyan a térben ugyan oda
érkezilink vissza, azonban idében induldsunkat megléz6 idépontban érkeziink
meg. A kovetkezokben olyan normdlt, iddszeri gorbére mutatok példat, mely
térkoordindtaiban zart.

Tekintsiik a v(u) = [t(u), r(u), p(u),0] gorbét, ahol r(u), p(u) tetszdleges,

folytonosan differencialhato fliggvények. Tegyiik fel még, hogy a v fliggvény



a [0,¢] (¢ € RT) intervallumon értelmezett. Ezekhez keresiink olyan t(u)

folytonosan differencialhaté fiiggvényt, amelyre a

dt
T Whi=o >0 (1)
illetve a
(V(u), G(v(u))¥(u)) =
__ (j—i(u)) 165 () T ) VBsh(r(u))? + 8 (3—2( )) @

feltétel teljesiil minden u € )0, ¢[ esetén.

Az (1) feltételnek a 2. fejezetben méar taglalt fizikai jelentGsége van, ez
garantalja, hogy id6szerti legyen a gorbénk. Jelenlegi ismereteink szerint csak
olyan eszkozt lennénk képesek létrehozni, amely az adott részecskét idében
elore lenne képes elmozditani, igy olyan gorbéket keresiink, amelyekre ez
teljestil.

Tegyiik fel még tovabbd, hogy r(0) = r(c) illetve p(0) = ¢(c) mod 2.
Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik még, hogy ¢(0) = 0. Ezek a
feltételek garantdljék, hogy a gorbe térkoordinataiban zart legyen. Idoutazasrél
akkor beszéliink, ha t(c) < ¢(0) teljesiil.

dt
Ekkor az (2) egyenletet megoldva d—(u)—ra, kapjuk a
u

—4sh(7“(u))2(31—80(u) - \/1 + 2sh(2r(u))? (j—i(u)) +38 <§—Z(u))




dt du
du

22

eredményeket. Az (1) feltétel teljesiilését kell ellenérizni. Hérom kiilénbozo

esetet vizsgalunk meg.

1A %%

3 (0) = 0 esetben trividlisan a (4) megoldast kell valasztanunk.
u

d
2. A dw(O) > 0 esetén konnyen lathat6, hogy az (1) feltétel teljesiiléséhez
u
(3)-at nem vélaszthatjunk, mivel az ekkor negativ. A (4) megoldasbdl

elemi atalakitasokkal kapjuk az

1+8(j£m02+8%&mﬁ%1—%&m»ﬂ(%%@02>0

feltételt, amely 7(0) < In(1 + +/2) esetén biztosan teljesiil.

d
Az egyenlétlenséget r(0)-ra megoldva kapjuk, hogy barmely é(O) eR

esetén r(0)-4t az

0, arsh

+v‘¢ 142 Ef +8(§%®02
dso

44.(0)

intervallumbdl valasztva teljestl a kritérium.

d
3. A d¢(0) < 0 feltétellel (4) vélasztasa esetén nyilvanvaléan teljesiil (1).
u

A (3) megoldas valasztéasakor pedig elemi atalakitasokkal a

dr ’ 2 2y [(dy ’
1+38 (du(o)) + 8sh(r(0))*(1 — sh(r(0))*) (E(O)) <0
kritériumot kapjuk, amely nem teljesiil, ha 7(0) < In(1 4 v/2).
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Az el6z6ekbol kovetkezik, hogy nem minden kezdeti térkoordinatdhoz,
r(0), j—i(()), S—Z(O) értékekhez, tudunk olyan t(u) fiiggvényt taldlni, amelyre
teljesiil (1), ezért ezek megvalasztasakor koriiltekintének kell lenniink.

A kovetkezokben egy ilyen, normalt, idészeri, térkoordinataiban zart
gorbére hozok példat, amelyen létezik idéutazas. Kézenfekvé modon és
szamolas egyszeriisitése végett vegyiik a sugart allandénak.

Tekintsiink a tovabbiakban egy olyan gorbét, melynek a sugar komponense

r € R 4llandé és a polarszog komponensét a ¢(u) = u? fiiggvény irja le, ahol

u € [0, V 27r[. Ekkor a (4) megoldast u szerint kiintegralva, ¢(0) = 0 feltétellel

kapjuk a
16sh(2r)2u2 + 2
t(u) = —uv/2sh(r)? + uy/16s (ST) v +
(5)
N In(4sh(2r)u + /16sh(2r)2u + 2) L= In(2)
16sh(2r) 32sh(2r)
fliggvényt. Vizsgaljuk meg, hogy r milyen megvalasztasa esetén lesz

t(0) > t(v/2m). Vegyiik észre, hogy

21In(4sh(2r)v/2m + 1/16sh(2r)227 +2) —In(2) _ In(16sh(2r)?27 + 2) + In(2)
32sh(27) = 32sh(2r)

a logaritmus fiiggvény szigori monotonitdsa miatt. A t(v/27) < 0 feltétel

teljesiil, ha a kovetkezo egyenlotlenség teljestil

V2mch(r) | 32x 2 In(16sh(2r)227 + 2) In(2)
8 sh(r) \/Sh(Zr) + Sh(27”)2+ Sh(2r)sh(r)? +Sh(27‘)sh(7’)2 < 647‘(\/5,

Az egyenlGtlenség bal oldaldnak minden tagja tart 0-hoz, ha az r tart a

végtelenbe.

647/2

Vizsgaljuk meg, mikor lesz a bal oldal minden tagja kisebb, mint 5

Elsoként vizsgdljuk az elsé tagot. Mindkét oldalt négyzetre emelve, kozos
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nevezore hozva, s exponencialisan kifejtve kapjuk, hogy

16 + 82" + 8e?" 4+ 1287 + 64e™ "1 + 128¢ 2" + 128e?" 1 + 64e*" 1 _ 6471
4 + 6767“ _ 26747“ _ 672r _ 62r _ 2647“ + 66r 9 :

Ekkor azonban a kifejezés bal oldalanak nevezéje pozitiv, mivel eredeti
alakja sh(r)?sh(2r)? volt, és a szdmlaldja feliilrl becsiilhetd a (32 + 512m)e?"
kifejezéssel. A nevezével beszorozva, mindkét oldalhoz hozzaadjuk a

64
(26—4r + 6—2r +62r + 264r) . _7T

64 ,
kifejezést és ezt is felilrél tudjuk becsiilni 6 - Tﬂ cefrrel. Igy az

egyenlotlenségiink a kovetkezoképpen alakul.

128 64
(32 45127 + Tﬁ) el < Tﬂ (44 e 4 )

Tovéabbi becsléssel kapjuk, hogy

12
32+ 5127 + ﬁ
3 < 627"
64 )
9

Ez pedig akkor teljesiil, ha r nagyobb, mint a bal oldalon &all6 kifejezés
logaritmusanak fele, ami hozzavetélegesen 2.18745.

A masodik tag esetén szintén exponencialisan kifejtve kapjuk, hogy

8In(8me! + 8re™* — 167 + 2) - 6471/2
edr + Qe—2r _ Qp2r _ o—4r 3 :

Ekkor, a bal oldal nevezdje nagyobb, mint €, har > In(3)/2 ~ 0.5493, ugyanis
ekkor 3e?" < et < ¥ 4 e és —e 7 > —e 2. A szdmlald pedig konnyen
feliilr6l becsiilhet6 8(In(16m) + 4r)-rel. Ebbol egyszertien kovetkezik, hogy az
egyenlGtlenség teljestil, ha

In(167) +4r _ 872
e2r — 3 !

10



Konnyen ellenérizheto, hogy ez teljesiil, ha » > 0.77898.

A harmadik tag esetében hasonlo atalakitasokkal kapjuk, hogy az akkor lesz

647/2
3

kisebb, mint , ha r > 0.152868. Azaz, ha r-t 2.18745-nél nagyobbnak
véalasztjuk, teljesiil, hogy t(v/27) < 0. Ennél tobb is igaz, ugyanis Maple
program segitségével megallapithaté, hogy t(v/27) < 0 feltétel 0.9 és 2.18745
kozott is teljesiil.

Az elobbiekben vizsgalt gorbe a tér-idé palydja r = 1 esetén a

kovetkezoképpen alakul.

1. Kép: Idoutazds normdlt, idoszeri koron

4 A Godel univerzum geodetikusai

Tekintsiik a v : R — M gorbét, ahol v(u) = [t(u),r(u),p(u), z(uw)]. A

Godel-univerzumban a v gorbe pontosan akkor geodetikus, ha eleget tesz a
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kovetkez6 masodrendii, nemlinedris differencidlegyenlet-rendszernek.

(Sar)) shiryen(r(u) = 2vE S (0 + 23050

ch(r(u))sh(r(u))

d*r dt, de
5 (W) + 2v/2sh(r(w))eh(r(w)) () 7 (u) -

32 ) shirentrn + 2§20 ) shirtw) ebtrt =0 (@

&'t dt  dr

+2\/§sh<r(u))ch(r(u>)2j_( fii( -

+2v/2sh(r(u ))32( )d—:j(u) —0 -
d?z
= )

Lathatd, hogy a z koordinata z(u) = au + b alakd, ahol a,b € R, azonban
a tobbi egyenlet megolddsa messze nem trividlis.

Differencialegyenletek elméletébdl ismert, hogy a fenti differencidlegyenlet-
rendszernek minden kezdeti feltétel esetén létezik egyértelmit megoldasa
[5, 7, 6].

Az egyenletek alakjabdl leolvashato egy egyszeri, am szép allitas.

4.1 Tétel. Legyenek t,p és r kétszer folytonosan differencidlhato figguények

megolddsai a (6), (7), (8) differencidlegyenleteknek a t(0) = 0, ¢(0) = 0,

%(0) = to, %(0) = o, %(0) = 0 kezdeti feltételek mellett, ahol

ro,to, po € R. Ekkor r pdros, t és @ pdratlan figguény.

r(0) = ro,

Bizonyitds. Leolvashatd, hogy ha t(u), p(u),r(u) megoldasa a differencidle-
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gyenlet-rendszernek, akkor —t(u), —p(u),r(u) is megoldasa, hiszen (6), (7) és

(8) egyenletekbe behelyettesitve visszakapjuk az eredeti egyenleteket.
Ugyanakkor t(—u), p(—u), r(—u) is megoldésai az egyenleteknek. Hiszen, a

(6) egyenletet nézve, annak minden u-ra kell teljesiilnie, ezért specidlisan —u-ra

is, azaz

(—u)sh(r(=)eh(r(=)) ~ 22T (—) s ()

2 — —u)=20
d
is fennall. Konnyen lathatd, hogy minden g € C? fiiggvényre d(—g)(—u) =
—u

dg dzg ng

du( u) és d(—u)z(_u) = w(—u) Vagyis teljesiil a geodetikusra
vonatkozo differencidlegyenlet
d? dt d
T (—ujsh(r(—w)eh(r(—w)) — 22 (—u) - (—u)+
dr dep
2— — e g
2 (u) - (-u)

Hasonléan ellendrizheto ez a tobbi egyenletre is.

Mivel —t(0) = 0 = t(—=0) = t(0), —p(0) = 0 = p(=0) = ¢(0), r(=0) =
dt dt dep dop dr

g —_— — = — = t —_— | — = — p— -\ — =

r r
@(0) =0 = —@(O), gy az unicitds miatt t(—u) = —t(u), o(—u) =
—p(u), r(—u) = r(u). Ezzel az allitdst belattuk. O

Erdekes kérdés, hogy mit tudunk mondani akkor, ha %( ) # 0. Fontos
latni, ha t(u),r(u), p(u) megolddsai a differencidlegyenlet-rendszernek, akkor
t(u+c)+dy, r(u+tc), p(utc)+dy is megoldasai, ahol ¢, dy, dy € R. Ezt, az el6z8
bizonyitas modszerével hasonldan belathato. Ekkor, ha létezik olyan ¢ € R,

d
amelyre d_r(c) =0, akkor az t(u+c)—t(c), r(u+c), p(u+c) —¢(c) fiiggvények
u

13



szintén paros, illetve paratlan fliggvények lesznek, valamint megoldasai a (6),
(7), (8) differencidlegyenlet-rendszernek. Ilyen ¢ azonban nem mindig létezik.
Példaul valasszuk meg a t(u) és ¢(u) figgvényeket konstansnak. Ekkor a

(6) és (8) egyenletekre azonosan nullat kapunk, mig a (7) egyenletre

E(u) =0

d u?

adodik. Vagyis r(u) = riu + ro alaki. Igy t(0) = t1, 7(0) = ro, ©(0) = ¢,

dt d d
—(0) =0, S o > 06 —SD(O) = 0 kezdeti feltételek mellett nincs olyan
du du du

¢ € R, amelyre d—r(c) = 0. A t1, ¢ lehet nulla is.
u

4.1 Geodetikusok differencidlegyenletének egy megoldasa

A fejezetben megmutatom, hogy létezik térkoordindtdiban korpdlyds geode-
tikus, mely idokoordindtdajaban linedris.

Tekintsiik a tovabbiakban egy olyan gorbét, melynek a sugar komponense
r € Rt éllandé. Ekkor a geodetikusra vonatkozé differencidlegyenletek a

kovetkezokre redukalodnak.

m(u) =0 (10)
2\/§sh(r)ch(r)§—i(u)j—i(u) -3 (j—i(u)) sh(r)ch(r) +

+2 (j—z(u)) sh(r)ch(r)® = 0 (11)
d*t
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A (10) és (12) egyenletekbdl kovetkezik, hogy t(u) = tyu + to és

o(u) = o1 u+ . Igy (11) eldall
2V2t o1 — ] + 27 sh(r)* =0
alakban. A skaldris szorzat pedig
—81t2 — 16, @1 V2sh(r)? + 8 2 sh(r)? — 8 o2 sh(r)*.

Ha ¢, = 0, akkor r tetszoleges és a gorbe fényszerii, ha ¢; = 0, kiilonben
idoszert. Tegyiik fel, hogy 1, p; adott és 1 # 0. Pontosan akkor 1étezik valds

r, t1 > 0 esetén, ha p; > 2V/2t; vagy @1 < 0, illetve t; < 0 esetén 1 < 2v/2t

o1 — 22t
r = arsh - - - -
21

Ezt a skalaris szorzatba helyettesitve kapjuk a

vagy ¢ > 0. Ekkor

812 — 821t oy + 2

kifejezést. Szorzatta alakitva pedig kovetkezo alakban all elo

8 <t1 — \/§2+ 1@1) <t1 — \/52_ 1@1) :

Ebbdl lathatd, hogy a skaldris szorzat akkor nulla, ha ¢; =

V2-1

t, = 5 1 Idoszerii a geodetikus, azaz a skalaris szorzat negativ,

t; > 0 esetén

V2+1

1, vagy

ty, illetve t; < 0 feltétellel

2
t1 < < —
1 (101 \/5_1

t; esetben. Minden mas esetben pozitiv. Figyelembe

2
+v2
2 2
V2-1 V2+1

kell még venniink, hogy a gorbe osztalyozasa fligg a valds r miatti 0sszefliggéstol

1 <1 <

is t1 és pp kozott. Azaz a geodetikus idOszert, t; > 0 esetén, ha

15



2 illetve, , < 0 esetén, ha —°
illetve, esetén, ha
V-1 ! V2 -1

9 _
V2 1. Illetve térszerti pozitiv t; esetén, ha

2
t; vagy p1 < 0, illetve t; < 0 esetben p; < ———1; vagy @1 >0

V2 -1

t1 < 1 < 2\/§t1

2\/§t1 < 1 <

Fényszerti, ha t| =

2
>
¥1 V21
fennéllasakor.

A kovetkezé abran a (1, p1) pontparokhoz tartozé geodetikusok, az elébbi

szamitasoknak megfelel6 osztalyozasa lathato.

- Térszeri geodetilus -Nem kétt alkotd pontpér
[ 1dGszerii geadetikus

—— Fényszeri geodetikus

2. Kép: A geodetikus gorbe osztdlyozdsa (t1,p1) pontpdr fligguényében

16



4.2 Példa geodetikuson torténo idéutazasra

A fejezet sordn megmutatom, hogy lehetséges a geodetikuson torténd
idoutazds, amely jo kozelitéssel térben zdrtnak mondhato. Ilyen geodetikus
gorbe eddig nem volt ismert.

A (6), (7), (8) differencidlegyenlet-rendszert, bonyolultsdga miatt, csak ko-
zelitéleg tudjuk megoldani. A Maple programnak koszonhetéen a megoldés
hibajat, mind a relativ, mind az abszolit hibajat, elég nagy pontossaggal be
tudjuk hatarolni.

A geodetikuson torténé mozgas a Godel-téridében az egyenes vonald,
egyenletes mozgasnak felel meg fizikailag. A kovetkezo geodetikus gorbe kezdeti
feltételei legyenek: t(0) = 0, ¢(0) = 0, r(0) = 1.5, 3—5(0) =—0.2, %(0) =0,
valamint a 2. fejezetben, a normalt gorbékkel kapcsolatban elmondottak
alapjan a 3—5(0) értéket valasszuk meg 0.220015-nek. Ekkor a skaldris
szorzat értéke hozzavetolegesen —1.000007719. Ismeretes, hogy geodetikuson
a skalaris szorzat allandd, azaz a geodetikus iddszerd, és jo kozelitéssel
normaltnak mondhaté. A Maple programcsomag dsolve programjanak bup
modszerével beallithatd, numerikus megoldés esetén, az abszolit hiba, melyet

valasszunk 10~'-nek a [0,3] intervallumon. Ekkor a geodetikus gorbe az

17



up = 2.8059105774 helyen a kovetkezo értékeket veszi fel.
t(up) = —1.46203489895569794
r(up) = 1.50000000000003176

©(ug) = 0.982678359395364366 - 10!
dt

d—(uo) = 0.220015000000080868

u

d

d—r(u()) = 0.486471986368156246 - 101
Uu

de

d—(uo) = —0.199999999999965122
u

fgy a gorbét jo kozelitéssel térkoordindtaiban zartnak tekinthetjik, amelynek

palyajat az alabbi dbra szemlélteti.

0.2 _

N

~02 —

3. Kép: A geodetikus gorbe térkoordindtdi

A hozza tartozo idofiiggvényt pedig az aldbbi dbra mutatja.
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o f ~ i
-0.5 \

4. Kép: A geodetikus gorbe idokoordindtdja

A geodetikuson torténo idéutazas igen jelentos kérdés, ugyanis szamos mas,
még megoldatlan probléméat vet fel. Az egyik ilyen példaul a ,,billiardgolyé
paradoxon”. Tekintsiink két pontszerii testet, a-t és b-t. Legyen b palyaja
olyan, hogy az a-val torténé tlitkozése utan azt egy olyan geodetikus pélyara
taszitja, mely térkoordinataiban zart, s visszautazik az idoben, kilokve sajat
magat arrol a helyrdl, ahol b eredetileg eltaldlta. Ekkor, mivel mar azon a
helyen, ahol b-vel iitkozott, nincs semmi, b-nek haladnia kellene tovabb eredeti
palyajan, ami igy latszolagos ellentmondéshoz vezet, feloldasa azonban eddig
még nem ismeretes.

Az elobbiekben elmondottak alapjan ¢ sokkal inkabb egy negyedik
térkoordinata tulajdonsagait Olti magara, az idorol eddig benntink kialakult

fogalmakkal szemben.

19



4.3 Geodetikusok szarmaztatasa megmaradé mennyisé-

gekbdl

A fizikdban kozponti szerepet jatszanak a megmaradé mennyiségek.
Néhéany mennyiségrol tapasztalatok, kisérletek uitjan deriilt ki, hogy megmarad,
ilyen példaul a tomeg és tobbféle toltés. Azonban matematikai eszkozokkel is
lehet megmaradé mennyiségekre hivatkozni bizonyos szimmetridkbdl [6]. Az
altalanos relativitaselmélet keretein beliil is ismertek megmarad6 mennyiségek,
mint példdul az impulzus és a perdiilet [4]. Ezek kiszamitdsa azonban nehézkes,
ugyanis az anyag és a térido egyiittes impulzuséval illetve perdiiletével kell
szamolni.

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy szabadon (geodetikuson) mozgd test
esetén léteznek olyan megmarado mennyiségek, melyeket a test mozgdsanak
kezdeti feltételei egyértelmien meghatdroznak. Valamint megmutatom, hogy
a geodetikusok szdrmaztathatok ezekbol a megmarado mennyiségekbol, illetve

forditva, a megmarado mennyiségek szarmaztathatok a geodetikusokbol.

4.2 Tétel. Legyen H(g1, g2, t,7,¢) a kovetkezd matriz

gich(r)? (91 + 892 + gich(2r))sh(r)?
g2 + T 0 4\/5
cos()(ch(2r) — 2)sh(2r)
2
sin(p)(ch(2r) — 2)sh(2r)
2

—v2cos(p)sh(2r) sin(p) —

V2sin(p)sh(2r)  cos(y)

Ekkor minden ga, g1 valds szamhoz és minden t(u),r(u), p(u) megolddsihoz a

(6), (7), (8) differencidlegyenlet-rendszernek léteznek olyan ¢y, cy valds szdmok
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és f(g1, g2) valds konstans, amelyre teljesil a

T\ [ fons
Hign g, rw) o) - | Ly [ =]

dey

%(u) C2

dsszefiiggés. A tovdabbiakban H (g1, go, t(u),r(u), (u)) mdtrizot impulzusmatrix-
nak nevezzik.

dt d d
Bizonyitds. Jeloljik a (@(u), é(u}, ﬁ

szimbélummal.  Tekintsiik a (6), (7), (8) differencidlegyenletrendszer bal

(u)) vektort a tovabbiakban a v(u)

oldalat, mint egy vektort, az X = [(8),(7),(6)] sorrendben. Ezt szorozzuk
be egy D(t(u),r(u),p(u)) 3 x 3-as invertdlhaté métrixszal, melynek elemei
akarhanyszor differencialhato fliggvények. Tegyiik fel, hogy az igy kapott

vektor eldall
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teljesiil. Ha a D matrix oszlopvektorait dy, dy és d3 jeldli a fenti egyenlet az

d?t d*r d¥e  Ody (dt\?  Ody (dr\® Ods (dy\?
Sy Ty *de—+E(a) +E(@) +%(a) *

0(11 8d2 dtdr 8(11 adg dt d(p 8d2 8d3 dgp dr
or 0t ) dudu Jdp Ot Jdudu dp — Or dudu
d*t d*r d?

= d—d +dy—— du + dsm + <25h(r)ch(r)3 _ 3sh(r)ch(r))d2 (ji) +

ch(r)=— sh(r)ch(r)=— ) dudu Zdudu

+ ((zx/ﬁsh(r)ch(r) _ 93 %) i+ W@) j_z dd_z

alakban frhato fel. Elemi atalakatasok utan, a megfelel6 egyiitthatok egyenlévé

+< ), 22 dg) QAT ash(r)en(r)dy S92

tételével a kovetkezd parcidlis differencialegyenletrendszert kapjuk a (d;)i=1,2,3

vektorokra.
ods

5 =0 (13)

ddy  Ody 2v/2
E = —E — m@ﬁ- 4@'0}1(7") (14)

od od
ay . a3 + QSh(QT)d

CE TN B )
% —0 (16)
‘2_% — _% + m@ +2v/2ch(r)sh(r)dy — 2v2dsth(r) (17)
(Z_% - %@(Ch(zr) — 2)sh(2r) (18)

Vegyiik észre, hogy di,ds,ds vektorok minden elemére ugyanaz az egyenlet-

rendszer érvényes, igy a tovabbiakban csak a vektorok els6 komponenseivel
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foglalkoznuk, melyeket roviden csak di,ds és ds szimbdélumokkal jeloliink.
(Vagyis miden ¢ € {1,2,3} esetén d; jeldli a d; vektor elsé komponensét.)

A (13) és (16) egyenletekbél latszik, hogy dy = dy(r, ) illetve dy = da(t, ¥)
alaki. Igy (15) egyenlet mindkét oldalét ¢, és ¢ szerint derivélva, a (18)

egyenlet felhasznaldsaval kapjuk, hogy

Ch(2’f’) -2 82d2 _ \/§ 82d2
2 12 Dty

A fenti képlet mindkét oldalét r szerint derivalva a (16) egyenlet felhasznédldséval

a kovetkez6 alakot kapjuk a ds fliggvényre.

da(t, ) = bi(p)t + ba(p) (19)

A (18) egyenletbdl kovetkezéen ds a kovetkezo alakii.

lt.r.0) = & (t [nias+ [ bz(w)dso) (ch(2r) — 2)sh(2r) + (1)

Ezt behelyettesitve a (14) egyenletbe, majd azt t szerint derivélva kapjuk, hogy

22  Oe(r,t)
~ ch(r)sh(r) ot

0 = —2v/2(ch(2r) — 2) /bl(go) de

Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan A € R szam, hogy

B ) 1 de(r, t)
/51(90> dp=2, és (ch(2r) — 2)ch(r)sh(r) Ot

teljestil. Ebbdl kovetkezik, hogy bi(p) = 0, azaz dy = ba(p) . A dy,ds,ds

=)

fliggvények igy az alabbi alakban allnak el6.

b= ([r)de) @) -men o) @
dy = ba () (21)
&y = Vash(2r) [ bale)do+ 10 (22)
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A (17) egyenletbe a fenti, (20), (21), (22) egyenleteket behelyettesitve kapjuk

az

C(ll—b;(gp) - —% ( / bz(@)dgo) (2(Ch(27’) — 2)ch(2r) + 2sh(2r)2) - %( )+

+ (% ( [ i) dcp) (ch(2r) — 2)sh(2r) + g(r)) "

IENG (ﬁsh(m / ba(ip) d o + f@)) ch(r)sh(r)—

—2/(2) (\/_sh (2r) / 2 (¢ )dcp—l—f(r)) 2}}122

Az egyenlet rendezése utan kapjuk az

db2(90)
de

_dg(r) QQ(T) ryco(r)sn(r) — r r
Ot gy 2V ()eh(r)sh(r) = 2v2h(r) £(r)

+ /62(@) dgo(ch(Qr)2 —sh(2r)? — 4ch(2r) + 4sh(2r)th(r) + 4) =

osszefiiggést. Elemi szdmitdsokkal beldthatd, hogy a bal oldalon a [ ba(¢)d ¢
egyiitthatéja 1. Ebbol kovetkezik, hogy

d[:fff) +/b2(90)d90: Q

fennall, ahol « valés konstans. Igy

ba(p) = ky cos(p) + ko sin(yp) (23)

teljesiil, ahol kqi,ke € R.  Ennek megfeleléen di,ds,ds fiiggvények a

kovetkezoképpen alakulnak.
dy = \/§(k1 sin(p) — ko cos(gp))sh(%) + f*(r) (24)

dy = ky cos(p) + ko sin(p) (25)

1

ds = 5 <k1 sin(p) — ko cos(go)) <ch(2r) — 2) sh(2r) + g*(r) (26)
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Az igy kapott fiiggvényeket helyettesitsiik be az eredeti

< (D{t(u) r(u), p(u) - ()
formulaba.  Vegyiik észre, ha feltevésiink igaz, akkor ezt a kifejezést
megszorozva a D~! matrixszal, akkor annak pontosan a (6), (7), (8)

differencialegyenletek bal oldalat kell, hogy adja megfelel6 sorrendben, ezért

f5(r) és g*(r) fiiggvényekre a kovetkezé differenidlegyenletrendszert kapjuk.

—4+/2cth(2r)g* (r) + (ch(2r) — 2)dd]:a* " _ 4th(r) 27)
224+ (1) — (ch(2r) — 2)f*(r) - r (
(14 20(2r) = chdn) (1) + ﬂsh(Qr)ii* CH

= (28)
sh(2r)(2/(2)g*(r) — (ch(2r) — 2) f*(r)) sh(2r)
Ebbdl elemi atalakitasokkal kapjuk az

4 = —4v/2¢7(r)
dr sh(2r)

dg” (r) = 4(g"(r) + V2f*(r)sh(r)*)
dr sh(2r)

+ 4f*(r)th(r)

Osszefiiggéseket. Az els6 egyenletbdl kifejezve g*(r) fiiggvényt és behelyettesitve

a masodik egyenletebe, elemi atalakitasok soran kapjuk az

* 2 rx
2Ch(27“)dd]; (r) = sh(2r)ddf2 (r)
egyenletet, amelynek a megoldasa
* 1 2
f7(r) = g2 + sg1ch(r)”. (29)

2

Itt g1, g2 € R. Ennek megfeleléen

(91 + 892 + gich(2r))sh(r)?
44/2 '
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Ennek megfeleléen a D matrix oszlopvektorai a kovetkezok lesznek

dy = \/E(ﬁ sin(yp) — kg cos(p))sh(2r) + 1(g2 + %glch(T)Z) (31)

S~

= k1 cos(p) + kasin(yp) (32)

ds =

(k1 sin(p) — kg cos(p))(ch(2r) — 2)sh(2r) + (33)

DN —

41 (g1 + 8g2 + gich(2r))sh(r)?

ES 4\/5 ’

ahol 1 az a vektor, amelynek minden eleme 1 és ki, ko, 1 vektorok linedrisan

fliggetlenek, mivel feltettiik, hogy D invertalhaté. Ennek megfeleléen a D
matrixot beszorozva balrél annak a matrixnak az inverzével, melynek oszlopai

[l, ks, ﬁ] kapjuk a H(g1,92,t,7,¢) matrixot, ezzel a tételt belattuk. ]

A kovetkezokben numerikus vizsgalat ala vetem a fenti tétel allitasat.
Megmutatom, hogy a differencidlegyenlet-rendszer numerikus megoldasanak
hibahataran beliill marad a kifejezés két oldalanak -eltérése. A fenti
osszefiiggésben elegend6 a ¢, go konstansokat két linearisan fiiggetlen vektor
elemeiként megvélasztani, hiszen azokbdél mar barmely mas konstansok is

eloallithatok; mivel konnyen ellendrizhetd, hogy

f(g1,92) + f(hi,ha) = f(g1 + h1, g2 + ho)
teljesiil minden ¢y, g2, b1, ho € R paraméterre. fgy specialisan tekintsiik a

1
H(0,1,t,r,0) és H (1, —Z,t,r, gp) matrixokat.
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A tételben el6fordulé egyenlet kifejtve a kovetkezoképpen alakul.

dt(u) dou) _
A ) (34)

ch(2r(u)) dt(u)  sh(r(u))*de(u) 1
I du 22 du _f(l’_i) (35)

dt dr

" Cos(gp(u))Sh(27’(u))E(u) + sin(@(U))@

cos(i(u)(h(Zr(u)) = Dh@r) dg o (5

2
dt dr
() + cos(p(u) T

_I_sin((p(u))(ch(%(u ) — 2)sh(2r(u)) dy
2 du

+ V2sh(r(u))?

(u) =

V2sin(ip(u))sh(2r(u) (w) +

(u) = ¢ (37)

A Maple programcsomag dsolve programjanak dverk78 modszerével beallit-
haté az abszolit és relativ hiba. Tekintsiik az abszolut és a relativ hibat
most 1078 nagysaginak. A kovetkezd tdblazatban a fenti egyenletek numerikus
megoldasanak maximadlis eltérését adjuk meg a [0, 2] intervallumon a kezdeti

értékekben felvettektdl.

27



r(0) r@©) | t© | j'0) | (34 hiba| (35)hiba | (36)hiba | (37) hiba
133 | 078 | 081 | 056 | 0510° | 0510° 04107 | 0.5410%
114 | -021 | 026 | -1.37 | 0.710° | 0.610° | 025107 | 0.4210°
05 | -097 | 067 | 014 | 02510% | 0.12910% | 0.726 10%| 0.310"
068 | -1.05 | 097 | -034 | 0210° | 01310° | 064107 | 0410°
0.1 143 | 129 | -037 | 0410° | 01910° | 0.3810° | 0.810°
084 | -056 | 1.36 | 1.11 | 0210° | 0.210% 0.810° | 0.2810%
0.62 | 0.96 0.3 -0.69 | 0.710° | 0.41710° [0.261310° | 0.6 107
126 | 013 | 075 | 037 | 0310° | 0.310° 02107 | 0.210°
029 | 032 | 126 | 067 | 0110% | 0110% | 0.1510% | 0.610°
011 | -052 | 123 | -003 | 0.110° | 0.110° 0.110° | 0.1110%
128 | -031 | 067 | -058 | 0410° | 02610° | 0.1610" | 0.610°
014 | -082 | 14 | -052 | 0110% | 0210% | 0.1710% | 0.1910°
035 | 092 | 002 | 043 | 04210° [0.217710° | 0532107 0.110"
124 | 079 | 069 | 125 | 0810° | 0.810° 05107 | 0.810°
015 | -127 | 149 | 014 | 0110° | 0110° | 0.1510° | 0.310°
0.3 045 | 035 | 097 | 0910° | 0610° | 0.10510%| 0.28 10°®
041 | 069 | 149 | -008 | 0.110° | 0.110° 0.410° | 0.1910°
0.7 -02 | 141 | 148 | 0110° | 0.210° 0.610° | 0410°
0.2 017 | 114 | -106 | 0.110° | 0.110° | 0.1210° | 04107
036 | -084 | 1.31 | -1.08 | 0210° | 0.110° 0.310° | 0.1810%

1. Tablazat: A megmarado mennyiségek numerikus hibdja

A tablézatbdl leolvashat6, hogy a maximalis hiba a [0, 2] intervallumon
a hetedik sorban felirt (36) egyenlet hibdjanak kivételével minden érték a
hataron beliil marad, és az eltérés ott is csak egy tizedesjeggyel tobb. fgy ennek

megfeleléen a numerikus vizsgélat sorén is igazoldst nyert a tétel allitasa.

4.4 Néhany egyszeru kovetkezmény

A fenti (34), (35) egyenleteket d(z;_(u)’ dg_(u) fiiggvényekre megoldva, mint
u u

linedris egyenletrendszert kapjuk, hogy ezen fliggvények csak r(u)-tdl illetve a

kezdeti feltételekdl fiiggenek és a kovetkezoképpen alakulnak

dt(u) _ 4f (1, —5)

v~ e £(0,1)th(r(u)) (38)

(39)



. dt 1
Igy # < 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha 4 f (1, _Z) < f(0,1)sh(r(u))?.
u
R i dt(u) .
Ennek egy egyszerti kovetkezménye, hogy “du < 0 minden wu-ra, ha
u

1 dt

u

> 0 minden u-ra, ha

f (1, —%) > 0és £(0,1) < 0.

Masik érdekes megallapitas, hogy

q fiiggvény korlatos minden kezdeti
u

érték megvalasztasa esetén. Tekintstik ugyanis a H matrix inverzét, aminek az
elemei az aldbbiak.

B 8 — 4ch(2r(u))
" g+ (g1 + 4ga)ch(2r(u))

(H ) = = cos(p(u))(g1 + 892 + gich(2r(u)))th(r(u))
V2(g1 + (g1 + 4g2)ch(2r(u)))
(H )5 = sin(p(u))(g1 + 8ga + gich(2r(u)))th(r(u))
V2(g1 + (g1 + 4g2)ch(2r(u)))
(H')a1 =0

B 8v/2
g1+ (91 + 4g2)ch(2r(u))

(H )3 = 2 cos(p(u))(g1 + 892 + gich(2r(u)))
(91 + (g1 + 4g2)ch(2r(u)))sh(2r(u))
—2sin(p(u))(g1 + 892 + gich(2r(u)))
(91 + (g1 + 4g2)ch(2r (u)))sh(2r(u))

(H™')a

(H™")s3 =

Ebbdl kovetkezik, hogy

dr(u)

du

= ¢y sin(p(u)) + ¢ cos(p(u)) (40)
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dru)

u

Azaz, korldtos és < |e1| + |e2| minden u-ra.

dr(u)
du
A p(u) és r(u) figgvények kozott is felirhatunk egy Osszefiiggést, ugyanis

(39) és (40) egyenletek miatt

E _ 1 sin(p) + ¢ cos(ip)
dy £0,1)ch(2r) —4f (1,-1)
2v2- Sh(2r)?

Azaz

V2(4f (1, =) eh(2r(u)) - £(0,1))
sh(2r(u))

cosin(p(u)) — ¢ cos(p(u)) = +m

minden u-ra a geodetikuson valamely m valds konstanssal.
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5 Konkluzio

Példat mutattam olyan normalt, idoszerii gorbére, mely térkoordinataiban
zart, illetve azon id6utazas torténik. A geodetikusok vizsgalata sordn a gorbét
alkoté fiiggvények paritasara vonatkozéan mondtam ki tételt, bizonyos kezdeti
feltételek fennallasa esetén illetve megmutattam, hogy mas kezdeti feltételek
esetén nem tudunk ennél tébbet allitani. A geodetikusok differencidlegyenlet-
rendszerének felirtam egy megolddsat, amelyen a részecske az univerzum
kozéppontja koriil korpalyan kering. Illetve olyan geodetikusra mutattam
példat numerikus eszkozokkel, amely jo kozelitéssel zartnak mondthaté
térkoordinataiban, és idoutazast hajt végre a rajta halado részecske. Ehhez
hasonl6 gorbe eddig nem volt ismeretes.

Tovabba a dolgozatban targyaltam a Godel univerzum megmaradé meny-
nyiségeit, amelyek szarmaztathatdak a geodetikusok differencidlegyenlet-rend-
szerébol, és forditva. Ismert altalanos képlet a megmaradé mennyiségek kisza-
mitasara, ennek haszndlata azonban nehézkes. Levezettem ezen mennyiségek
egyenletét analitikus eszkozokkel, illetve numerikusan is alatamasztottam. Ezek
explicit képlete eddig szintén nem volt ismert. Sok egyéb kovetkezménnyel is
szolgalhatnak, amelyeket a dolgozatban nem taglaltam. A Godel univerzum
egyik csodaja pontosan a benne rejlo, a mi vildgunkban paradoxnak tiiné je-
lenségek sokasaga, amelyek megértéséhez esetleg kozelebb vihet ez a dolgozat.
A geodetikusokra illetve az idéutazéasra kapott eredmények Gsszhangban van-

nak a [2]-ben és [1]-ban leirtakkal.
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