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1. Bevezetés

A dolgozat célja hatékony kozelitési modszerek bemutatasa specidlis onaffin
halmazok Hausdorff-dimenzidjéra. Onhasonlé halmazok esetén Hutchinson
bizonyos szeparacios feltételek mellett a Hausdorff-dimenziéra zart formulat
adott [9]. Onaffin esetben azonban altaldnossigban zart formula nem ismert.
Mivel a Hausdorff-dimenzié nehezen szamolhato, ezért a general¢ iteralt fiigg-
vényrendszer szingularitdsi dimenzidjat kozelitjik, ami megfelel6 feltételek
esetén megegyezik a Hausdorff-dimenzioval. Erdsebb szeparacids feltételek
mellett Barany, Hochman és Rapaport tétele alkalmazhaté [1], Falconer és
Solomyak eredménye pedig Lebesgue-tipikus esetekben, azaz majdnem min-
den eltoldsparaméter esetén, amikor a kontrakcié erésebb, mint 1/2 [14].
A gyakorlatban gyakran doboz-dimenzidval kozelitik egy halmaz Hausdorff-
dimenziéjat a konnyl kiszamithatésaga miatt, viszont ez nem rendelkezik
sok elvart matematikai tulajdonsaggal, ezért ebben a dolgozatban nem fog-
lalkozunk részletesen a doboz-dimenziéval.

A dolgozatban el6szor bevezetjik a sziikséges alapfogalmakat, majd meg-
vizsgaljuk Pollicott és Vytnova [12] szuperexponencidlis kozelitési mddszerét
sikbeli halmazokra, amit Morris [11] &ltalanositott tobb dimenziéra. Ez a
modszer bar aszimptotikusan hatékony, az elsé néhany 1épés utan nem bizto-
san ad még jo kozelitést, ezért egy masik mddszert is ismertetiink, ami ugyan
aszimptotikusan gyengébb, viszont a gyorsan kiszamithaté tartoméanyban
kozelebb van a pontos értékhez. Ez McMullen [10] mddszerén alapul, ami
mas rendszerekre hasznélhatd, de mi belatjuk a dolgozatban, hogy onaffin
esetben is alkalmazhaté. Az 5-ik fejezetben megvizsgalunk néhany példat,

szemléltetve a modszerek hatékonysagat.



1.1. Alapfogalmak

Eloszor is definidljuk a tavolsag fogalmat altalanosan, kiterjesztve az intuitiv

meghatarozast.

1. Definicié. Legyen X bdarmilyen, nem tres halmaz. Ekkor azt a d leképezést,
amely két X -beli elemhez rendel eqy nemnegativ valos szamot, metrikdnak ne-

vezziik X -en, ha teljesulnek a kovetkezok:

e d(x,y) =d(y,x), (szimmetria)

o d(x,y) =0 <= x =y, (egyenldségi tulajdonsdig)

e Va,y,z € X td(x,y) +d(y,2) > d(z, z). (hdromszig-egyenldtienség)
FEkkor az (X, d) pdrost metrikus térnek nevezzik.

A dolgozat folyaman halmazok méretét szeretnénk meghatarozni, és ezen
tavolsagfogalom segitségével egy primitiv mérethez juthatunk, a halmaz két

legtavolabbi pontjanak tavolsagat figyelembe véve.

2. Definicid. Legyen U C X nemaures halmaz és d eqy metrika. Ekkor U
dtmérdje a kovetkezd: diam(U) := sup{d(z,y) : x,y € U}.

3. Definicid. Legyen (X, dy) és (Y, ds) két metrikus tér. Azt mondjuk, hogy
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az f : X =Y fugguény a kitevdji Holder-folytonos, ha

Gee Ry o,y € Xt do(f(@), f(y) < ed(w, )" (1)

Specidlisan, ha o = 1, akkor az f fiigguényt Lipschitz-figgvénynek nevezziik.

4. Definicié. Egy S : X — Y leképezést kontrakcionak nevezink, ha S
Lipschitz-fiugguény és a c¢ Lipschitz-konstansra fenndll 0 < ¢ < 1. Ekkor c-t

a leképezés kontrakcios rdatdjanak nevezzik.
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5. Definicié. FEgy S : X — Y leképezést hasonlosignak neveziink, ha S
Lipschitz-figguény és a (1) egyenldtlenségben egyenléség dll fenn minden

x,y € X esetén.

1. Megjegyzés. Egy hasonlésdg R-n dltaldnosan a kévetkez6 alakban irhaté
fel: S(x) = 0O -z +t, ahol o egy skdldzds, O egy ortonormdlt mdtriz, t pedig
egy vektor.

6. Definicié. Két halmaz Hausdorff-tdvolsdga legyen

dy(Ky, K) == inf{0 : K1 C [Ky]s és Ky C [Ki]s},
ahol [K;)s a K; 6-sugari, nyilt kérnyezetét jeloli.

[K]s = {x € X : 3k € K amire fenndll d(x, k) < §}.

1. Allit4s. Az Hausdorff-tavolsdgra igaz a kévetkezo két dllitds:

1. dg(AUB; CUD) < max{dg(A; C);dy(B; D)} barmilyen A, B,C,D C R4

halmazokra.

2. dg(S(E);S(F)) < r-dg(E; F) minden S kontrakcié és E,F C R¢

esetén, ahol r a kontrakcios rdta.

Bizonyitds. 1. Legyen ¢ olyan, amire max{dy(A; C);dy(B; D)} < § teljesiil.
Ekkor a Hausdorff-tavolsag definicidja alapjan [A]s O C és [C]s 2 A, vala-
mint [B]s D D és [D]; 2 B. Igy [A]s U[B]s 2 CUD és [C]s U[D]s 2 AUB.
Legyen = € [A]s U [B]s tetszOleges. Ekkor x € [A]s vagy = € [B]s ezért
vagy létezik olyan y; € A, amire ||z — y1|| < 0, vagy 1étezik olyan y, € B,

amire ||z — yo|| < 6. Tehét van olyan y € AU B, amire ||z — y|| < ¢, igy



[A]s U [B]s € [AU Bls. Azaz
CUD C[A]sU[B]s C [AU Bls.
Hasonléan AU B C [C'U D]; is teljesiil, azaz
dg(AUB;CUD) <.

Ebbdl kovetkezik, hogy dy (AU B; C U D) < max{dy(A;C);du(B;D)}.

Ezt indirekt be tudjuk latni, hiszen ha a kovetkezo allna fenn
max{dy(A;C);dg(B; D)} < dy(AU B;CUD),
akkor tudnank olyan d-t taldlni, amire
max{dy(A;C);dy(B; D)} <6 < dy(AUB;CUD)
teljestil. Azonban az elobb belattuk, hogy barmilyen §-ra, amire
max{dy(A;C);dg(B; D)} < ¢

teljesiil, fenn &ll

dy(AUB;CUD) <6

is. Igy 3 < dg (AU B;C U D) < § ami ellentmondés, tehat
dg(AU B;CUD) <max{dy(A;C);dy(B; D)}

igaz volt.

2. Legyen § olyan, amire dy(F; F') < § teljesiil. Ekkor a Hausdorff-tavolsdg



definicidja alapjdn [E]s 2 F és [F|s 2 E. Legyen x € S([E]s) tetszdleges
pont. Ekkor a definicik miatt 1étezik olyan y € [El]s, hogy x = S(y),

valamint z € E, amire ||y — z|| < J. Tehét
|z =S =1[S(y) =S <7 -[ly =2l <r-0.

Ekkor z € [S(E)],s minden = € S([E]s) pontra, igy S([E]s) C [S(E)]s-
Tovabba tudjuk, hogy S(F) C S([Es), igy S(F) C S([E]5) C [S(E)],.s, azaz
dp(S(E); S(F)) <r-du(E; F). O

1.2. Onhasonlé- és dnaffin iteralt fuggvényrendszerek

7. Definicié. Onhasonld iterdlt figguényrendszernek (réviden énhasonlé IFR-

nek) nevezzik kontraktiv hasonlésagok egy véges S = {Si, ..., Sm} halmazdt.

Ez azt jelenti, hogy a leképezések minden irdanyba ugyanannyira hizzak ossze
a halmazokat. Ennél altalanosabb, ha ezt a megkotést elengedjiik, igy jutunk

a kovetkezohoz:

8. Definicié. Onaffin IFR-nek nevezziik leképezések egqy véges S halmazdt,
ha S = {Si(x) = Ajz + t;}™,, ahol z,t; € R? valds vektorok, az A;-k pedig
minden 1 esetén olyan d X d-es, valos elemd, invertalhato mdtrixok, amikre

A < 1 teljesiil.

9. Definicié. Egy A nemdires, kompakt halmazt, az S (énhasonlé vagy onaf-

fin) IFR attraktordnak nevezzik, ha teljesil rd A = J;_, Si(A).
2. Allitas. Az attraktor létezik és eqyértelmi.

Bizonyitds. Jelolje Br(O) az R sugari, O kézépponti zéart gémbét. Legyen



B := Bg(0), ahol R = max; { L] } Ekkor

I—T'i

éppen S IFR attraktora.
Itt egy kitérét kell tenniink, hogy belassuk, valéban létezik az attraktor.
Ehhez el6szor vizsgaljuk meg egy tetszdleges x pont S; szerinti képének

tavolsagat az origotol:
|1Si (@) < [ISi(z) = Si(0)[] + [[S:(0)[| < rillx — O[] + [[S: (0)]]-

A héaromszog egyenl6tlenség miatt feltilrél becsiilhetjik az elsé normat, majd
S; kontrakcié volta miatt az elsé tagot r;||x — 0||-val. Az elsé tagot tovabb
becsiilhetjiik, hiszen x € Bg(0), igy ||z —0|| < R, mig a masodik tag definici6
szerint éppen t;. Tehat ekkor:

1Si(@)|| < riR +ti.

Mivel r; < 1ést; fix, igy R definicidéja miatt r; R+t; < R. Tehat ||S;(x)|| < R,
azaz korlatos és .S; folytonossdga miatt zart is, igy kompakt. Kompakt halma-
zok véges unidja szintén kompakt. Nyilvanvaléan U, _,, Si(B) € Uy, Si(B),
ha n > m, és ekkor az egész metszet egyméasba dgyazott kompakt halmazok
egy csokkeno sorozata. Ekkor alkalmazhaté a Cantor-tétel, ami szerint ez a
metszet nemiires, azaz az attraktor valoban létezik.

Legyen E olyan, hogy kielégiti az E = (J_, S;(E) egyenletet. Legyen C a

B-ben levé nemiires, kompakt halmazok halmaza. Definidljuk a & : C — C



leképezést a kovetkezoképpen:

Ekkor @ kontrakcié a C téren, amihez az 1. allitast kell felhasznalnunk.
Vegyiink két altalanos pontot C-bdl, és vizsgaljuk meg a képeik tavolsagat:
N N
du(®(A); ®(B)) = du | |JSi(A):(JS:(B) | <
i=1 i=1

< mZaXdH(SZ-(A); Si(B)) < (miaxri) -dy(A; B).

Az els6 egyenlOtlenség az 1. Osszefliggés miatt teljestil, hiszen

dy [ |JS:iA);JSi(B) | =du UISi(A)USN(A); UlSi(B)USN(B) <
<max [y | U 840 U $0B) | 2 (Sw(4): $x(B))

Az els6 tagban szereplé uniét igy lebontva, azt kapjuk, hogy

dy USi(A);USi(B) < maxdp (Si(A); Si(B)).

=1

Ekkor felhasznélva a 2. tulajdonsagot:

max dg(S;(A); Si(B)) < maxr; - dy(A; B).

Tehét dy (P(A); ®(B)) < max; r; - dg(A; B), azaz ® valéban kontrakeié. Mi-

vel F és A is fixpontja a ® leképezésnek, viszont a Banach-fixpont tétel miatt



pontosan egy fixpont van, ezért £ = A és igy az attraktor egyértelmi. [

1.3. A Hausdorff-dimenzid

Ebben a szakaszban bevezetjitk F. Hausdorff [7] dltal definidlt dimenzié fo-
galmat. Ez természetes kiterjesztése az altaldanos dimenzi6 fogalménak, az-
az R%ben pozitiv d-dimenzids Lebesgue-mértékii halmazokra a Hausdorff-

dimenzi6 éppen d, valamint rendelkezik a természetesen elvart tulajdonsagokkal.

10. Definicié. Eqgy E halmazra definidljuk a kévetkezd figguényt:

HY(E) =inf ¢ > Al : {A;}2, E-nek 6-fedése
i=1
Egy {A;}32, halmazrendszert az E halmaz 0-fedésének nevezziik, ha {A;}52,
fedése E-nek, azaz |J;2, A; 2 E és minden A; halmaz dtmérdje legfeljebb ¢.
Ezen figguény segitségével tudjuk definidlni eqy E halmaz d-dimenzios Hausdorff-
meértékét. Legyen ez:

HYE) = lim HYE).

6—0
11. Definicié. A mérték segitségével definidlhaté a halmaz Hausdorff-dimenzidja:

dimy (E) := inf{d : HY(E) = 0} = sup{d : H4(E) = oo}.
3. Allitas. A Hausdorff-dimenzio tulajdonsdgai:

e Haoa X CY, akkor dimy(X) < dimg(Y).

e Ha X, Xs,... halmazok eqy megszamldlhato sorozata, akkor

dimpy UXi = sup {dimg(X;)}.

i1 1<i<oo

e Ha X megszamldalhato halmaz, akkor dimg(X) = 0.

9



e Ha X C RY, akkor dimy(X) <d.

12. Definicié. Legyen E egy korldtos, nemires halmaz, és legyen Ns(E) az

E 0 dtmérdji halmazokkal valo lefedéséhez sziikséges minimdlis mennyiség.

Ekkor

log Ns(E
dimp(F) = hrrgglf —O§ 10;(5 )7
log Ns(E)

dimp(E) = liglﬁs;}p “logd

az E halmaz also és felsé dobozdimenzidja. Ha a két hatdrérték megegyezik,

akkor a kozos értéket az E halmaz dobozdimenziojainak nevezzik.

1.4. Linearis algebrai eszk6zok

13. Definicio. Eqgy A négyzetes mdtriz sajatértékének nevezzik a A szdmot,
ha létezik olyan x nem nulla vektor, amire fenndll Ax = A\x. Fkkor x-et az
A matrix, \ sajatértékéhez tartozo, sajatvektordnak nevezzik.

Egy A mdtrixz szinguldris értékének nevezzik a o szamot, ha léteznek olyan

u,v vektorok, amire fenndll

Au=av

A*v = au,

ahol A* jeloli az A mdtrix konjugadlt transzpondltjat.
Egy A d x d-es mdtriznak, multiplicitassal szdmolva, d szinguldris értéke
van, ezeket rendezziik csokkend (nem névekvd) sorrendbe és jeléljik a kévet-

kezoképpen:
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Jelolés. Mostantol konkrét szamokat dontott kisbetik jelolnek, mig vektoro-
kat vastagon szedettek, azaz a kovetkezd definicicban i € {1,...,m}, mig
ie{l,...,m}", azaz n-hosszi vektor. A vektorok hosszdt jeldlje |i|.

Jeloljik a matrizok eqy adott szorzatat az also indexben a tényezok forditott
sorrendben vald felsoroldasaval, példdul Assg = AgAsAs. Altaldnosan

A=A, A

A
Legyenek {A1,As,...,A,,} 2 X 2-es, szigorian pozitiv elemii kontraktiv
matrixok.
e ai b U
Ekkor altaldnosan A, := , ahol a;, b;, ¢;, d; pozitiv valés szamok.
¢ d;

Definidljuk minden matrixhoz a kovetkezo egyvaltozos fiiggvényt:

a;t +b;(1 —t)
(a; + )t + (b + d;)(1 —t)

A;:[0,1] = [0,1], A;(t) =

14. Definicié. Jelslie DA; az A; fiigguény derivdltjdt, azaz

DA(t) ==
[(a; + ci)t + (bZ )(1 - t)]
[(ai + Ci)t + (bz +d )(1 - t)]
. aidi - biCi
A konnyebb olvashatdsag kedvéért jeloljiik x(¢)-vel a kovetkezd vektort:
1—-1

2. Megjegyzés. A derivalt kifejezheto tomorebb alakban is:

PA® = A

11



Itt a norma a vektor 1-normajat jeloli, azaz a koordindatdk abszolut értékeinek

osszegét, de az abszolutérték elhagyhato a pozitivitas miatt.
4. Allitas. 4; a [0,1] intervallumot a [0,1] intervallumon beliilre képezi.

Bizonyitds. Elészor is vizsgaljuk meg a két végpont képét, legyen p; a 0 A;

altali képe és legyen g; az 1 képe. Ekkor p, = %, amire b; és d; pozitivitasa

miatt
0 b; b; + d; .
0= < < = 1 teljestl.
bi+di ~ bit+d; ~ bi+di )
Hasonléan g; = a,‘fﬁc_, és erre
0 i i T Ci -
0= <44 Rk 1 teljestil.

a; + ¢; B CLZ'—FCi - ai+ci

A leképezés raciondlis tortfliggvény, ezért csak ott lehet szakadasa, ahol a
nevez$ 0, most pedig megmutatjuk, hogy [0, 1] intervallumbeli t-k esetén ez
nem all fenn.

A szakadashoz az kell, hogy (a; + ¢;)t + (b; + d;)(1 — t) = 0. Vizsgaljuk meg
azt az esetet, amikor b; + d; — a; — ¢; = 0. Ezt visszahelyettesitve az el6z6
egyenletbe, azt kapjuk, hogy ez 0 = b; 4+ d; esetén van. Ez pedig nem lehet,
hiszen b; és d; is pozitivak voltak. Tehat ekkor ¢-tdl fiiggetlentil nem 0 az
eredeti nevezo.

Most tegytik fel, hogy b; + d; — a; — ¢; # 0, igy kifejezhetjiik t-t a kovetkezo

modon:
- bi+di—ai—ci'

Ekkor a nevez6 lehet pozitiv vagy negativ:

e A nevez6 pozitiv. Ekkor, mivel a; és ¢; kiillon-kiilon is pozitivak voltak,
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igy b; + d; — a; — ¢; < b; + d;, azaz a kovetkezo becslés teljestil:

bitdi bitdi
b¢+di—ai—cz- _bZ—FdZ_

e A nevezd negativ. Ekkor, mivel a szamlalo pozitiv, a hanyadosnak is

negativnak kell lennie.

Tehat a fliggvénynek a [0,1] intervallumon beliil nincs szakaddsa, azaz itt
folytonos. A leképezés derivéaltja mindenhol nemnegativ, igy a fliggvény mo-
noton. Mivel a két végpontot az intervallumon beliilre képzi az A;, ezért
ezekbOl mar kovetkezik, hogy az egész [0, 1] intervallumot a [0, 1] intervallu-

mon beliilre képzi. O
15. Definicié. Legyen t; az A; leképezés fizpontja, azaz Ai(t;) = t;.

3. Megjegyzés. A fixpont eqyértelmd, ha az A; leképezés derivdltja szi-

goruan kisebb 1-nél.

5. Allitas. Minden t € [0,1] esetén % = x(A;(t)) fenndll.

Bizonyitdas. Egyszertien fejtsiik ki a szorzatokat:
e A baloldal:

Git—i-bi(l —t) 1
cit +dy(1—t) ] it +bi(l—t)+ecit+di(1—1)

e A jobboldal:

ait-i-bi(l—t) al‘t-‘rbi(l—t)
(@i+e;)t+(bi+di)(1-t) — (ai+ci)t+(bi+d;) (1-t) _
1 . ait-i-bi(l—t) (ai-i-ci)t—ﬁ-(bi-i-di)(l—t)—ait—bi(l—t)
(ai-i-ci)t-‘r(bi-i-di)(l—t) (ai—Q—ci)t—i—(bi—&-di)(l—t)
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ait-i-bi(l—t)
(@iten)t+(bird)(1-0) | _ 1 ait + bi(1 —t)
cit+d;(1-t) a; +¢;)t + bz + dz 1—1 ' 1
(ai+c;)t+(bi+d; ) (1—t) ( ) ( )( ) Clt + d’l(l t)

1. Kovetkezmény. Tehdt az x(t;) vektor sajatvektora az A; mdtriznak,

ugyanis u:iggu = x(A;(t;)) = x(t;), t; definicidja miatt. Ekkor

Ax(t;) = [|Ax(t:)][x(t:).

Tehat ekkor A\ (A;) = ||Aix(t:)||, €s igy a 2. megjegyzés alapjdn

— o det(A;)  det(Ay)
DA = TAxmIE =~ N

1. Lemma. Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

max || DA ()] = .

Tegyuik fel, hogy T < 1, ekkor létezik olyan ¢ > 0 valos szam, amely kielégiti a

n

kévetkezd egyenlétlenséget barmelyn € N, i€ {1,...,m}

t1,t2 € [0, 1] esetén:

[[Ai(t)] < pelti—tal

1Al

Bizonyitds. A Lagrange-kozépérték tétel szerint: Ha A folytonos leképezés

a [ta, 1] zart, és differencidlhatd a |to, t1[ nyilt intervallumon, akkor létezik
Ai(t) = Ai(t2) ‘

olyan & pont a [to, 1] intervallumban, amire DA;(§) = =

Altalanosan a kovetkezd igaz:

[Ai(t) — Ai(t2)] < (DAI(E))[t — to] < Tlts — tal-

14

, valamint barmely
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Vizsgaljuk meg az allitasbeli hanyados logaritmusat:

ln|_.— =In||Ai(t)]] — In|[Ai(t2)]| =

n

(111 1 Aix (A A, A @) = In (| Ay x (A, A, - -Zil(t2))||> -
k=1
A, -

Erre a kiilénbségre felhasznalva a kozépérték tételt, A; A (1)t és

ik—1
A A

k-1 k-2 " *

. Ai, (to)-t r6viditve rendre ] és th-vel, a kovetkez6t kapjuk:

[Aix(t)l] _ 0 | C o AlAx©l
In o = g (n Awx(©l) - 1 = ] = Sr=c - 16 — 6.

Ekkor visszahelyettesitve t|-t és t-t:

LECTI. -
Z 8|t’A |Aik71Aik,2 .. Au(tl) A'kflAik—Q Ce Ail (t2)’

Az abszolutértékbeli kiillonbséget a korabbi kozépérték tétel miatt feliilrol
becsiilhetjiik T¢-val, a szamlalébeli derivalt és a nevezd is konstans, igy ki-

2| 4ix .. , N . " ..
emelve maxg % |ty —ta|-t, az bsszegzés feliilrél becsiilhetd T geometriai

soraval. Ezen geometriai sor osszege 1=, ahol a; a sor elsd eleme. Tehat
||A x(
Ai(t A;x tT |11 — 12
MEICVIESHNE | SO e T80 it
1At i [|Ax(E)]] & -1

egy megfelel$ ¢ konstansra.
fgy mindkét oldalt e, mint alapra emelve, éppen a keresett egyenltlenséget

kapjuk. O]

2. Lemma. Legyen ¢ olyan, hogy |J; Ai([0,1]) C [e,1 —¢]. Ekkor létezik egy

olyan ¢ > 0 wvalés szdm, hogy minden t € [e,1 —¢] valds paraméter és minden
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i€{1,...,m}" véges szo esetén teljesiil a kivetkezd egyenldtlenség:
[Ax ()] = cl|Ad|

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy nem létezik ilyen c. Ekkor 1étezik olyan

(t,) valds elemii sorozat és (i,) szésorozat, amire
1
1A x(E )l < — A, |

teljesiil, valamint ¢, € [e,1 — ] fenndll minden n € N-re. Vizsgéljuk ek-
kor az ”iﬁ 1-normaju matrixok sorozatat. Mivel az 1-norméju matrixok
kompakt halmazt alkotnak, igy minden benne futé sorozatnak van kon-
vergens részsorozata, és a hatarérték is eleme a halmaznak, tehat 1étezik
olyan B 1-norm&ji matrix, amire lim,,_, H:—n:\l = B teljesiil valamilyen (i, )
részsorozatra. A valds szamokra hasonléan, nlimnzﬁoo t, legyen egy konver-
gens részsorozat, a hatdrértékét jelolje t*. Ekkor ||Bx(t*)|| = 0, ami azonban
nem lehet, hiszen B nemnegativ elemii, mig (t*) pozitiv elem@i. Ez ellent-

mondas, igy 1étezik a lemméban megadott tulajdonsagi ¢ konstans. O

1.5. Szingularisérték- és nyomas fliggvény

Ebben a részben ismertetjiik a szingularisérték-fiiggvényt, majd ennek segitségével
definialjuk a nyomaés fiiggvényt, ami a Hausdorff-dimenzié definiciéjaban sze-
repl6 természetes fedés novekedésének sebességére ad jé kozelitést. Ezeket

K. J. Falconer vezette be az 1988-as cikkében. [3]

16. Definicié. Legyen 0 < t < d wvalds szdm és legyen ¢! : R4 — R q
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kovetkezd, d x d-es mdtrizokon értelmezett, fligguény:

©'(A) == min oq(A)... g 1(A)-ap(A)FY = (A). .. ayy (A)-apg (A)-L4,

1<k<d

ahol a;(A) jeloli az A mdtrix i-edik legnagyobb szinguldris értékét. Ezt a o'

leképezést nevezziik szinguldrisérték-figgvénynek.

4. Megjegyzés. A fenti definicio csak t < d-re van értelmezve. Mivel
det(A) = a1(A)...aq-1(A) - aq(A), gy természetes a definicid kovetkezd

kiterjesztése:

) i ai(A)...ap(A) - ap(A)-H ha t<d
| det(A)| ha t>d.

17. Definicié. Legyen P(t) := lim,,_, %log Zm:n O (A;) a nyomds fiigguény.

5. Megjegyzés. A definiciobeli hatdrérték létezik, hiszen a szinguldrisérték-

fugguény szubmultiplikativitdsa miatt fenndll a kévetkezd egyenldtlenség

D0 PHA) =D D A A) <D D OHA) - (4.

[k|=p+q lil=p lil=q lil=p lil=q

A {log > fil=n 90t(Ai)}n,1 sorozat szubadditiv a logaritmus tulajdonsdgaibol

kovetkezden, igy a Fekete-lemma szerint létezik hatdrértéke a sorozatnak.

Tehdt a nyomds figguény definicidja értelmes.

6. Allitas. A nyomds fligguény szigorian monoton csokkend €s bi-Lipschitzes,
azaz létezik olyan Cy és Cy megativ konstans, hogy barmely s < t szamokra

fenndll a kovetkezd egyenlétlenség:

Ci(t —s) < P(t) — P(s) < Co(t — s)
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Bizonyitdas. Vegyiik észre, hogy a kovetkezo atalakitds megteheté minden

t > s esetén:

). (A) - ap (AW =
) ap(A) - apg (AT g (A arg (A) g (A) T =
=" (A) - arg (A7 apg (A) o (4) 7 =
)

Q) (A) LsJ=st+1 Q) (A)t_ 4],

Mivel ax(A) < ai(A) és ax(A) > aq4(A) minden k esetén, igy az eléz6
egyenletben minden tényezot, az p®(A) kivételével, egyesével lehet alulrél
vagy feliilrél becsiilni rendre ay(A)-val vagy aq(A)-val. Ekkor a kovetkezd

egyenlotlenséget kapjuk:

P*(A) - ag(A)™ < o'(A) < 9" (A) - (4).

Leosztva ¢®(A)-vel:

és

Igy ha |i| = n, akkor

ar(4i) = max [[Av]] = max|[4;, ... Ayv|l < - max - [[Agvi][ A val| < 57
@ na

lvl= vl [vi|=L,...|va|=1
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a maxinorma szubmultiplikativitasa miatt és

aa(A) = min || Av]] = min [ Ay, Agvl] = minc (LA vl [ A vall 2 B
= = Ly n|—

a mininorma szupermultiplikativitasa miatt.

Az allitasban szereplo kiilonbséget kifejtve:

ot (A
P(t)_P(S):JLHSO% log 3 ¢ (4) — log " (49 | = lim — <1 Zji=n ¥ (4) )>
i-

2 e\ 8 s, e (A)

Bévitsiik a szamlaléban minden tagot a megfelel$ ¢*(i)-vel:

©* (4)
R e e B
T log Zuw -wS(Ai)

nvoo Eunw( )

Ekkor a E A)) hanyadost tudjuk becsiilni az el6zok alapjan feliilrdl és alulrél

n(t—s)

rendre 61 *)_nel és B, “-nel.

Tehat

im 1 ZH 2B 9% (A) _P(s im 1 o Z|;|:n(5?)t_s'90s(f4i)
Loon<l SINEIEN )<P(t) P()Sy}ﬂ)ﬂ(lg > (A )

Mivel (B7)15 és (7)1 * fliiggetlen i-tél, igy kiemelhetd az Osszegzésbél. A
d 1
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maradék hanyados pedig éppen 1.

lim = (log(55)) < P()~P(s) < lim — (log(5})"~")
g&% (n(t — s)log(B4)) < P(t)—P(s) < 1}1&10% (n(t — s)log(51))
lim ((t — s)log(B4)) < P(t)—P(s) < lim ((t — 5)log(f:))

Ekkor mér lim,,_, (log(ﬁd)) és lim,,_s o0 (log(ﬁl)) is fiiggetlen n-tol, ezért a
hatérérték elhagyhatd. Jelolje log(B4) és log(f1) konstansokat Cy és Cs, és
igy az allitast belattuk. O

1.6. Szingularitasi- és hasonlésagi dimenzio

A kovetkezé definiciét K.J. Falconer [3] vezette be:

18. Definicié. Legyen F = {A;z + t;}1, egy onaffin IFR. Nevezzik F

halmazrendszer szingularitast dimenzidjanak a kovetkezdt:

dimg(F) :=inf < t > 0 : Z Z ©'(A}) < 00
n=0 [i|=n

3. Lemma. Egy F halmazrendszer szingularitdsi dimenzidja a nyomds fugguény
zérushelye, azaz P(dimg(F)) = 0.

Bizonyitds. A fenti 6. allitasban belattuk, hogy a nyomaés szigorian monoton
csokkend, tovabba, hogy P(0) = logm > 0 és P(t) — —oo, ha t — oc.
Ezeket felhasznalva alkalmazhaté a Bolzano folytonosséagi tétel, igy lesz gyoke

a nyomas fliggvénynek, és a monotonitas miatt ez a zérushely egyértelmii is.

Legyen ez a pont t5. A gyokteszt alapjan tudjuk, hogy ha

1 t .
lim n/_lz_:so (A) <1,
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akkor a ) > > lij=n ©'(A;) sor konvergens, ha pedig

1 t .
lim n/;w (Ai) > 1,

Legyen § > dimg(FE) tetsz6leges. Ekkor >~ > li=n ©?(A;) < oo konvergens

dimg(£) definiciéja miatt. Tehdt lim, o0 /> 5, ¥°(4i) < 1, a gyokteszt

miatt. Mivel

akkor divergens.

1
e —exp | lim —log g oA | =
n—oo N

lil=n

=exp | log lim n/E V(A | =
n— o0
lil=n
— 1 5( A
= ,n/|Z|_ (),

igy eP®) < 1. Tehéat P(§) < 0. Mivel ty-ban a nyomés 0, igy a nyom4s szigori

monoton cstkkenése miatt igy d > 5. Mivel ez tetszéleges 0 > dimg(F)-ra
igaz, igy dimg(E) > to.

Hasonldan, tetsz6leges 6* < dimg(£) esetén > 377> 7, ©*" (A;) = oo diver-
gens. Tehdt a mésik irdnyt gyokteszt miatt lim,,_, .o 1"/2“‘:” e (4) > 1
teljesiil, és igy P(6*) > 0, amibdl pedig 0* < o kovetkezik. Mivel ez az
egyenlétlenség tetszéleges 0* < dimg(E) esetén fenndll, ezért dimg(FE) < 1.
Tehat dimg(F) > tg és dimg(FE) < tg, amibdl az kovetkezik, hogy dimg(F) = o,

és éppen ezt akartuk bizonyitani. O

19. Definicié. Az E onhasonlé halmaz hasonlésdgi dimenzidja az az s szdm,

amire teljesil Y ;" 18 = 1.
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6. Megjegyzés. Onhasonld esetben egy halmaz szingularitdsi dimenzidja
éppen megeqgyezik a hasonlosdgi dimenziojaval, hiszen ekkor a leképezések
mdtrizainak minden szinguldris értéke megegyezik, és igy ©'(A) = ai(A)*.
Mivel A; leképezés skdldzdsar;, igy ' (A;) = ri. Mivel hasonldsdgi leképezések
felirhatoak a kovetkezd alakban: A; = r;O;, ahol O; ortonormdlt mdtriz, igy

Ai:ril--‘ri 0,10

n In>?

aholi aziy ..., sorozat. Ekkor a nyomds fligguény a kovetkezoképpen datalakithato:

n

) = fim g 3 () = lim 108 3 = Jim o >

=1

Ez mdr fiiggetlen n-tol, igy

m

P(s) =log Z ri.

i=1

A szingularitdsi dimenzio az az s érték, ahol a nyomds 0 értéket vesz fel, ez

pedig pontosan akkor teljesil, ha > " = 1. Ez pedig éppen a hasonlosdgi

zl'L

dimenzio definicioja.

2. Osszefiiggések a definidlt dimenzidk k6zott

Ebben a fejezetben megismerkediink olyan feltételekkel, amelyek teljestilése
esetén a korabban definidlt dimenziéfogalmak megegyeznek egymaéssal, va-
lamint megvizsgaljuk milyen egyenlétlenségek igazak altaldban a kiilonbozo

dimenzidk kozott.

1. Tétel (Falconer-tétel). [4] Legyen S dnhasonld IFR, attraktora A. Ekkor
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létezik a dimp(A) doboz dimenzié és dimp(A) = dimpy(A).

20. Definicié. F teljesiti a nyilt halmaz feltételt (OSC), ha létezik olyan

korldtos, nyilt V- C R® halmaz, amelyre
o S;(V) CV fenndll minden i esetén, és

Azt mondjuk, hogy F teljesiti az erds nyilt halmaz feltételt (SOSC), ha létezik
olyan V C RY, amire fenndllnak a kordbbi feltételek, valamint V N A = ().

2. Tétel (Hutchinson-tétel). [9] Legyen S olyan énhasonlé IFR, ami teljesiti
az OSC-t. Legyen s az S hasonldsdgi dimenzidja. Ekkor 0 < H*(A) < oo
teljesiil a A attraktorra. Tovdbbd dimp(A) = dimy(A) = s.

Onaffin esetben az szingularitési dimenzi6 és a Hausdorff-dimenzié nem feltétleniil
egyezik meg, ehhez extra feltételek sziikségesek. Altalénosségban csak a

kovetkezot mondhatjuk:

7. Allitas (Falconer-tétel). [4] Legyen S = {A;x+t;}™, onaffin IFR R-ben,

attraktora pedig legyen A. Ekkor
dimp(A) < min{d, dimg(S)}.

3. Tétel (Solomyak-tétel). [14] Legyen m > 2 és S = {Ai,..., Ay} olyan

d x d-es nemszinguldris matrizok halmaza, amikre teljesil a kévetkezo feltétel:

1
Aill < =
14 < 5
mindegyik i € {1,...,m}-re. Legyen
T =(ts, -, tm)
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d-dimenzios vektorok eqy halmaza, valamint legyen
FT = {Alx + ti}?ll

onaffin IFR R? felett és A7 az attraktora.

Ekkor L™ -majdnem minden T esetén teljesiil a kovetkezd egyenlet:

21. Definicié. Legyen A = {A;, ..., A,,} nemszinguldris d x d-es matrizok
eqy véges halmaza. Azt mondjuk, hogy A irreducibilis, ha nincs olyan nem-
trividlis altere R%-nek, amit minden A-ban lévé mdtriz fixen hagy.

Azt mondjuk, hogy A erdsen irreducibilis, ha nincs olyan Vi, ..., Vi nemtri-
vidlis alterek véges halmaza R%-nek, amit minden A-ban lévé mdtriz fiven

hagy, azaz amire
k

k
AclUv | =Uv
1 j=1

j=

teljesil minden i € {1,...,m} esetén.

22. Definicié (Hueter-Lalley-feltétel).

Legyen {A;}F_, 2x 2, valds elemd, invertdlhaté mdtrizok egy k-elem halma-
za, legyen {b;}*_, R2-beli vektorok halmaza, tovdbbd definidljuk az S;, R*-bél
R2-be mend leképezéseket a kordbbiakhoz hasonldéan, azaz Si(z) = Az + by
minden i € {1,...,k} esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy az {A;}F_, mdtrizok
teljesitik a Hueter—Lalley-feltételt, ha a kovetkezok igazak:

1. |4l < 1 minden i = {1,...,k} esetén.

2. a1(A;)? < ag(A;) minden i = {1,... k} esetén. (a1(A;) jeloli a leg-

nagyobb, mig as(A;) a mdsodik legnagyobb szinguldris értékét az A;
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matriznak. )

3. AT'Q., ... , A1 Qg pdronként diszjunktak, ahol Qo a mdsodik kvadrdns,
azaz Q2 = {(z,y) : y <0,y > 0}.

4. Létezik egy olyan V' korldtos, nyilt halmaz, amelyre az S;(V') halmazok

diszjunktak, ha i = {1,...,k}. (Si(V) a V halmaz S; dltali képének
lezdrtja. )

4. Tétel (Hueter-Lalley-tétel). [8]/ Ha a Hueter—Lalley-feltétel teljesiil, akkor

A Hueter—Lalley-feltétel 2-ik és 3-ik pontja er6s megkotéseket ad a métrixokra,
a 4-ik pontja pedig a leképezések képei kozotti barmilyen atfedést tiltja. A

kovetkezd tétel ezeken a feltételeken enyhit.

5. Tétel (Barany-Hochman-Rapaport-tétel). [1] Legyen

FT = {fi(a) = A+t

olyan kétdimenzids onaffin IFR, ami teljesiti az SOSC-t és a matrizok A = {A4, ...

halmaza erdsen irreducibilis. Ekkor
dimp(A) = dimp(A) = dimg(F7),

ahol A az FT attraktora.
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3. Pollicott—Vytnova-, és Morris-mdodszer

Ebben a fejezetben operatorelméletbeli tételek segitségével kozelitjiik halma-
zok Hausdorff-dimenziéjat. A tovabbiakban feltessziik, hogy minden méatrix
pozitiv elemii. M. Pollicott és P. Vytnova a [12] cikkiikben bevezette a kovet-

kez6 operatort:

23. Definicié. Legyen t € C komplex paraméter és F = {Ax + t;}1,
onaffin IFR adott, ekkor definidljuk az L, : B — B transzfer operdtor a

kovetkezoképpen:

Ll = S i(2) w(Az) ha 0 < dimg(F) <1
S i(2) Y det(A) [ w(Aiz) ka1 < dimg(F) < 2,

B det(A,)
vl =\ D)

A. Grothendieck 1955-0s cikkében bevezette a kovetkezd definiciot és latta

ahol

be a 8. tételt, lasd [5]. O egy operdtorosztalyt vizsgalt, 4m az elébb definialt

transzfer operator is ezen osztélybeli:

24. Definicié. Azt mondjuk, hogy a L : B — B linedris operdtor nukledris

a B Banach-téren, ha a kévetkezok teljestlnek:
e [éteznek olyan v, vektorok B-ben, amikre ||v,|| =1,
o léteznek olyan [, : B — R linedris leképezések, amikre ||l,|| = 1,

o [étezik eqy abszolut osszegezhetd N, komplex sorozat, amire

L(v) = Z AnUnln (V)
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teljesul minden B-beli v vektorra.

I. D. Morris [11] cikkében a kovetkezé definiciét alkalmazta. Késdbb belatjuk,
hogy minden nyom-osztalyt operator nuklearis, igy Grothendieck altal belatott

tétel igaz lesz az ilyen operatorokra.

25. Definicié. FEgy L : H — H végtelen dimenzios Hilbert-téren hato operdtort
nyom-osztalyinak (angolul trace-class-nak) neveziink, ha az {s,}°2, sorozat

osszegezhetd, ahol
sp(L) = 1inf{||L — F|| : rank(F) < n}.

6. Tétel. [11] Legyen Q C C* egy nemiires, nyilt halmaz, és legyen Qo C
Q nemares, nyilt részhalmaza. Legyenek ¢q,..., ¢, @ 0 — Qg holomorf
leképezések, és Py, ..., U0y 1 8 — Qo holomorf és korldtos leképezések. Ekkor
a kovetkezéképpen definidlt £ : A%(Q2) — A%(Q) operdtor

m

Lf(z) = 1;(2)f(8;(2))

J=1

korldtos, linedris operdtor A%(Q)-n és léteznek olyan C,vy > 0 csak Q, Qg-tdl

fiiggd konstansok, amikre

sn(£) < C | D suple;(2)] | exp(—nt)
j=1

_, 2€Q

teljesil minden n > 1 esetén. Ekkor L nyom-osztdlyd operdtor.

7. Tétel (Lidskii-tétel). [13] Legyen L eqy H komplez, szepardbilis Hilbert-
téren hatd, nyom-osztdlyi operdtor és legyen (M\,)M., az L operdtor nem-
nulla sajatértékeinek sorozata ismétlésekkel, azaz minden sajatérték az algeb-

rai multiplicitdsaszor szerepeljen. M € NU{0,00}. Ekkor H minden (e,)52,
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ortonormalt bazisa esetén

oo M
Z(ﬁen, €n) = Z An-
n=1 n=1

Mindkét sorozat abszolut konvergens, és a kozos értéket az L operdtor nyomdnak

nevezziik. Jelolés: Tr(L).

8. Tétel (Grothendieck-tétel). Minden pozitiv t szdimra az L, : B — B
operdtor nukledris és az operdtor n-edik hatvanyanak nyoma a kovetkezd

osszeqgel irhato le:

U, (i)t .
> fin Toptes ha 0 < dimg(F) < 1

Tr(Ly) =

Vi U ke 1<dimg(F) <2,

minden 1-nél nem kisebb n természetes szdmra, ahol
n—2
U (i) == [ [, (Airyr - Ay (8)) - i (1),
j=1

2. Kovetkezmény. fgy a 23. definicioban meghatdrozott transzfer operdtor

nyom-osztdalyd, ezért teljesiti a 7. és a 8. tételt.

7. Megjegyzés. Ha 0 <t < 1, akkor a nyomds figgvény éppen A\ (A;). A

2. megjeqyzés szerint

DA (1) = iiﬁf);
igy
T,(1) = M (AS).
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Ugyanis

oan [(detan” det(Ay,) - det(Ay) ... det(A,_,) v
(M) = DAt))  \DA,(A,.. A, ) DA(A,.. . A t)...DA,_. ()]

=i, (Aiy - A (6) - (A A () -, () = Wa(i).

Ha pedig 1 <t < 2, akkor

mig a szinguldrisérték-figguény
P! (A) = ai(A) - az(A)) T,
ami pedig uniform konstans erejéig 6sszehasonlithato a kovetkezovel
(A - Ao (AN

Azaz létezik olyan C' konstans, amire Z i (A;) < oq(Aj) < CAi(A;) teljestil
minden i € {1,...,m}" vektor esetén. Ldsd 2. lemma. Ekkor vegyik a

kovetkezo dtalakitdst:

12\ 2t
A(A) A2 (AT = (M(A) - )\Q(Ai)>til'>\1<Ai)2_t = det(A;)" - (((li)ez(é';) ) .

Tehat ilyenkor

1/2\ 271
P (A) < det(A)""- ((de_(AQ) ) = det(A;)" - (\Pn<i))2_t.

DA;(t)
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26. Definicid. Legyen L nyom-osztdlyi operdtor, (A\,)52, az L sajdtértékei
az algebrai multiplicitasuknak megfeleld mennyiségben. Ekkor det(I — zL)-t

definidljuk a kovetkezd szorzatként:

o

det(I —2£) == [ J(1 = 2An).

n=1

8. Megjegyzés. Grothendieck [6] beldtta, hogy létezik olyan 0 < 6 < 1

paraméter, amire

det(I — 2L,) = 1+ Y ax(t)2",

k=1

ahol |ax(t)| = O(6F), egészen pontosan a kivetkezd:

Tr(Ly) n—1 0 0 0
Tr(L?)  Tr(L) n—2 0 0
—1)k Tr(L} Tr(L? Tr(L, 0 0
oty = O o | THED A T
Tr Ly~ Tr(Lr?) Tr(Lr2) ... Tr(Ly) 1
Tr(Ly)  Tr(LP) Tr(Ly?) ... Tr(L?) Tr(L)

z =1 esetén ezen sorozat gyoke éppen a szingularitasi dimenziot adja. Ha az
0sszegzés azonban nem co-ig meqy, akkor jo kozelitést kapunk a szingularitds:

dimenziora, errdl szol a kovetkezd tétel.

9. Tétel (Pollicott—Vytnova-tétel). [12/ Ha a Hueter—Lalley-feltétel teljesiil,
és dy jeloli az 1 + Z,ivzl ap(d) = 0 egyenlet megolddsdt, akkor létezik egy
olyan 0 < 0 < 1 valds szdm, amire |dimg(A) —dy| = O(ON”) teljesiil minden
N > 1 esetén.

[. Morris kiterjesztette a Pollicott és Vytnova eredményeit magasabb dimen-

ziokra, most ezeket az eredményeket ismertetjik és a hozzdjuk sziikséges
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feltételeket.

27. Definicié. Legyen A walos értéki, d x d méretd mdtrixok halmaza. Azt

mondjuk, hogy a (K1,...,Kn) az A multikipja, ha a kévetkezdk teljestlnek:

1. Minden j € {1,...,m} esetén K; konvex, zdrt részhalmaza R%-nek,
nemires belsével igy, hogy \KC; C KC; fenndll minden nemnegativ, valds

A-1a.

2. Létezik egy olyan w € R? egységuektor, amire (u,w) > 0 teljesiil minden

ue UL, K; esetén.

3. Minden A mdtrizhoz, amire A € A és minden j egészhez, amire j €

{1,...,m}, létezik egy olyan I, amire A(IC;\{0}) C (Int IC;) U(— Int k)
4. Bdrmely j,k € {1,...,m}-re teljesil IC; N K\, = {0}, ha j # k.

Ha A-nak létezik multikipja, akkor azt mondjuk, hogy A multipozitiv. Akkor
mondjuk, hogy (Ai,...,An) valds értékd, d x d méretli matrizok halmaza

k-szorosan multipozitiv, ha a {A%, ... A*} halmaz multipozitiv.

10. Tétel (Morris-tétel). [11] Legyenek 2 > d, N és 0 < k < d természetes
szamok, (Aq,...,Ay) d X d-es, valds értékii mdtrizok. Tegyiik fel, hogy
(A1,...,AN) k-szorosan és k + 1-szeresen is multipozitiv. Minden n > 1

természetes szamra €s s valos szamra definidljuk a kovetkezd fliggvényt:

Ak (1)1 A(k+1) (k1)1 A\ E1—s A1)\ 5"
Z /\1 (AI ) )‘1 (AI ) 0 <A| ) 0 (AI >
li|=n p’AiAk <)\1 (Al/\k'>> p;“(kﬂ) ()\1 (Ai/\(k+1)>)

ahol o(B) jeloli a B mdtrixz spektrdlsugardt, B"* a B mdtriz sajdt magdval

vett k-adik kiilsé szorzatdt, pg(xo) pedig a karakterisztikus polinom elsé de-
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rivaltjanak, azaz

pB(x) = det(2I — B)

fliggvény derivdaltjanak, az xo pontban felvett értékét. Ekkor t,(s) éppen
Tr(LY). Ezen kivil definialjunk egy mdsik figguényt, a,(s)-et. Ezn = 0
esetén a vegyen fel 1-et minden s értékre, és minden n < 1 természetes

szamra pedig legyen a kovetkezo:

ti(s) n-—1 0 .. 0 0
to(s)  ti(s) n—2 ... 0 0
n(s) = T e | 1))l
tno1(s) tno(s) tns(s) ... ti(s) 1
to(s)  tno1(s) th_a(s) ... ta(s) ti(s)

Minden s € [k, k + 1] esetén jelolje r,(s) a pns(x) = Y 1y an(s)z" polinom
legkisebb pozitiv valos gyokét. Ekkor létezik olyan ng természetes szam, amire
ro(s) jol definidlt minden s € [k, k + 1] esetén, tovabbd minden n > ng-ra

fenndll a kovetkezd egyenldtlenség:

) 1 «
eP(Al,...,AN,s) . S Kem ’

d+1y\
ahol K,~ > 0 megfeleld, s-tél fiiggetlen konstansok és o = E%E;z > 1.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy létezik eqy olyan |||.||| norma R%-n, hogy

max |[|As[|[ <1,
1<i<N

és dimg(Aq,...,Ax) € (k,k + 1). Ekkor minden elég nagy n esetén, az

S ﬁ fliggvény szigorian monoton csokkend és konver a [k, k+ 1] halma-
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zon, valamint létezik és egyértelmi az az s, € [k, k + 1], amire r,(s,) = 1.
Tovabbd a K' és~' pozitiv konstansokat meg lehet valasztani ugy, A1, ..., Ay-

tol fiiggden, hogy minden n esetén a kovetkezo egyenlotlenség fenndlljon:
‘dimS(Al, o AN) — sn| < K'e ",

9. Megjegyzés. A tételben definidlt t,(s) figgvény éppen Tr(LY). Két di-
menzios esetben a tétel eredménye sokkal egyszeriibb alakban is felirhato,
hiszen ha d=2, akkor AN = 1, AN = A, A" = det(A) teljesiil, igy
o(AN) =1, o(AM) = \(A) és o(A?) = | det(A)|. Tovdbbd tudjuk, hogy

Papo (A(AL%) = (det (21 - 1)) (1) = (= = 1))'(1) = 1,
pg_im (>‘1<A|/\1)) = (det (JII — Ai)), (Al(A,)) = 2 . )\1(A|) — TT(A,) = )\1(A|) — )\2<Ai>,

Papz (M (A7) =(det(2T — Af?)) (M (A])) = (z — det(A;))'(det(Ay)) = 1.

Ekkor esetszétvdlasztassal:
Ha 0 < s <1, akkor k =0 és igy t, a kovetkezo:

A\ (A/\k)( < /\(k+1 ) ’““ A/\k k+1—s 0 (A./\(k‘Fl))S_k

tn(s):i;n Vo (Al A“f) e ( <A (k+1)>) -

_Z M\ A/\O)( ) A\ (Ai/\l)(l)_ 0 (AI/\O) _SQ(AiAl)S _

Py (Al (A-AO)) P (M (A.M))

B 1- A (A) -1 /\1 8+1 \Ijn(')s
B Z L-(A\i(A)) — Z Ap( 1— DA

li]=n lil=n
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Ha pedig 1 < s < 2, akkor k =1 és a kovetkezd igaz:

A (Apky (71 M (A m)w o (AP o A.A(kﬂ))s_k

o) =Y _

fi=n pA/\k </\1 (AL*) )p A1) ()\1 <Ai/\(k+1)>)

_ )\1 (AlAl)(l)_ )\1 (AI/\2)(2)_ Q(Ai/\l)Q SQ(A{\Z)S_l B
il=n NS (Al (A-“)> Ppp (Al (Ai“))
—ZAI ol A1< D2 [ det (A o= A (AP [det(AD!
2 A~ Ma(A) 1 247N (A) -~ Ma(A)
2 S\det( )’s 1
_; 1—DAi '

4. McMullen-modszer

Ebben a fejezetben egy masik kozelitési modszert adunk a Hausdorff-dimenziéra,
amit McMullen méas kornyezetben alkalmazott mddszerén alapul. [10]

Legyen {A;}™, pozitiv elem{i matrixok egy m elemi halmaza, legyen A; a
14. definiciéban megadott fiiggvény minden i € {1,...,m} esetén, valamint

teljesiiljon max; ;|| DA;(t)]] < 1, ezt a maximumot jeldljiik T-val.

28. Definicié. Definidljuk az UY mdtrizot elemeivel, az s értékétol figgden.

Ha 0 < s <1, a mdtriz legyen a kovetkezo:
U (lAx()]1),,
ha pedig 1 < s < 2, akkor

U = (det(Ay) || Aix(t )||2_$).Je{1 ..... m}n
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8. Allitas. Legyen s, a megolddsa a kovetkezd egyenletnek:

0 (Ugf”) =1

Ekkor [10] alapjin s, — dimy(A), méghozzd exponencidlis sebességgel, azaz

létezik olyan 0 < C' < 1 konstans, amire teljesil:

n

|dimp (A) — s, < o™,

n

9. Allitas. Létezik olyan ¢ > 0 wvalds szdm, hogy minden n,m természetes

szamra teljestl a kovetkezd eqyenlotlenség:

Tr (US)> "

Ty <U£}?n)

—t"mec
e

S e’t”mc'
Bizonyitds. Csak a 0 < s < 1 esetre fogjuk belatni az allitast, 1 < s < 2

esetén hasonléan bizonyithaté.

Eloszor is vegyiink észre egy hasznos atalakitast:

1A Ax(tin)l] = [|Axx(ti)ll - [|Ax(Axtiz)]]-

Hiszen ApA;Arx(tirx) = AAgx(t;x), mivel x(;) sajatvektora A;Aj-nak,
viszont definicié szerint ApA;x(tr;) = Ax(tr:). Azaz Apx(tix) és x(tg;) is
sajatvektora AjpA;-nek, igy az egyértelmiiség miatt azonos iranyiak. x(;)
definicié szerint 1-normaju, igy a masik sajatvektort normalva egyenléséget
kapunk:

Ax(tix)

[[Axx(tie)l]

)
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Tehat ekkor:

AR (i)l
|| Arx(tin)|

=[|Ax(tin)l] - [|Ax(Ati)-

A ARx(tin)l]
|[Agx(tir)l|

A ARX(ti)] A ARx(tin) || = || Apx(tir)]] -

Bkkor Tr (UL} = 32, I[Ax(8)]I°, hiszen
()] = X A Al A )
b ‘illvmv‘im—l‘:n

igy

1| (U9)"] = 5 Al A A XN

“1|7"' 7||m‘:n

Tovabba

= 3 A ) A A x () =
[i]ye-e, lim|=n
= 3 AL A A X DI =
li1]5esslim|=n

= Z H AKX iminis) |

lit]seosim|=n \j€{l,...,m}

HAix(ti)H < €C|ti—zi(tj)

‘ .
TAxAL] = , Viszont

Az 1. lemma miatt
|t — Ai(ty)| = [Ai(ti) — Ai(t)| = (DAt — 4] < e,

hiszen t; fixpontja Aj-nek , [t; — tj| <1, valamint a derivéltrdl feltettiik, hogy
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kisebb T-nal.

rr(U) = X (A, T At )l ) <

<em S T At DI A8,

Ekkor a hanyados:

(S) " S S S
Tr (U)o A (I A () (1A, x (0]
Tr(USh)  Siiien (Wi 1A iiei))

..........

< emcr”

Az alsé becslés hasonléan bizonyithato.

4. Lemma. Adott s és n pozitiv egész szamok esetén

1 m
lim | —log (TT ((Ugﬁ) )) —logo (Ugﬁ) =0.
m—oo | m
Bizonyitds. A Perron—Frobenius-tétel alapjan fix s és n esetén

(V)

W%w,
o (Ui)

ha m-mel tartunk a pozitiv végtelenbe, ahol v és w a megfelelé jobb és
baloldali sajatvektor.

A mivel elemenként igaz ez a hatarérték, igy az Osszegiikre, azaz a nyomra
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1s:

Tr ( (US)) m)
lim =Tr

gy e

Ekkor logaritmusat véve és elosztva m-mel az egyenletet:

1 m 1 m logT r
lim [—log (Tr,» <(U£f)) )> — —log (Q (US)) ) ~ i 08 r(ow”)
m—oo | m m m—00 m

A masodik tag 0-hoz tart, az elsé pedig egyszeriisitheto. fgy a kovetkez6
hatarértéket kapjuk:

Tim. %105_3; (Tr ((Us))m» “logo (U,(j)) — 0.

Ez pedig éppen az amit bizonyitani akartunk. O
10. Allitas.
log (g (Uﬁf))) —nP(s)|| < T".
Bizonyitds. A 9. allitds miatt tudjuk, hogy
Tr (US?)
ef”r"mc S S eTnmc,
Tr <U£Z)n>

igy
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A 4. lemma alapjan tudjuk, hogy

nll_rgo %log (TT <<U£f)>m>> —log o (Ugﬁ) =0,

ami szerint barmilyen kicsi ¢ > 0 valds szam esetén van olyan N természetes

szam, hogy ha m > N, akkor a kévetkezo teljestil

log 0 (Ugf)> - %bg (T?" ((Uff)>m>) + €.

Sziikséges belatni, hogy

n—oo 1M,

lim 1 log <T7’ (Ugfl)n>> =nP(s)

teljestil. Tudjuk, hogy T'r <U${§)n> = Z“':mﬂ ||Aix(t;)]]°, valamint hogy a

kovetkezd egyenltlenségek fennallnak:

c Y lAlr< Y lAax@E< Y AP,

lijl=m-n lil=mn lijl=m-n

az alsé becslés a 2. lemma miatt teljesiil, a felsé becslés pedig a nor-
ma definiciéja miatt. Ekkor logaritmusat véve és n - m-mel leosztva az

egyenlotlenséget, azt kapjuk, hogy

P(s) <
¢ <S)_m'n

log (Tr (Uﬁ;@) < P(s).

Ekkor n-nel beszorozva és hatarértéket véve mar kovetkezik, hogy
i (s)
lim —log | T'r (Umn) =nP(s).
n—oo 1M,
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Tehat megfelel6 N esetén a haromszog egyenlétlenséget hasznalva:

g (2 (U7) ) = s

< %log (Tr ((U;S>)m)> - %log (Tr (Uéi?n

<ct"+¢

Mivel ez barmilyen € > 0 esetén fennall, igy

log <g (Uﬁﬁ)) —nP(s)

és igy az allitast belattuk. O]

< et

10. Megjegyzés. s*-ot a kovetkezd egyenlet megoldasaként definidlva jo

kozelitést kaptunk empirikusan a szingularitdsi dimenziora:

5. Példak

Ebben a fejezetben megvizsgalunk két példat az onaffin IFR-ekre és az att-
raktoraik Hausdorff-dimenziéjanak kozelitésére alkalmazzuk a korabban meg-

emlitett mddszereket.

11. Megjegyzés (A Barnsley-probléma). Az eredeti Barnsley-pdfriny a
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kovetkezd négy transzformdcio attraktora:

0.85 0.04 x 0
fl ([L’, y) = + )
—0.04 085] |y 1.6
0.2 —-0.26 x 0
fQ(xﬂ y) = + )
0.23 0.22 Y 1.6
—0.15 0.28 T 0
f3($7 y) = + )
026 024) \y 0.44
0.0 0.0 T
f4<x7y) =
0.0 0.16) |y

Az utolso transzformdcio mdtriza szinguldris, ezért ezt elhagyjuk. Emiatt a
pdfrany szdrdt nem kapjuk meg, ez lathato az abrdn is.

Az dltalunk beldatott tételek azonban csak szigorian pozitiv elemid mdtrizokra
érvényesek, igy eqy masik, hasonlo fraktalt kell vizsgdlnunk.

Az egyszeriség kedvéért az eltoldsi vektorokat vdlasszuk (0,0)-nak, ekkor a
leképezések egy-eqy mdtriznak feleltethetoek meg.

Pollicott és Vytnova a cikkikben a kovetkezo madtrizokat alkalmazzak:

11 11 Y
30 120 30 40 40 30
Al = ) A2 = ) A3 =
1 1 1 1 1 1
30 60 30 30 60 30

Legyen ezen rendszer attraktora Aq.
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Lerm

(a) A Barnsley-pafrany

(b) A Barnsley-pafrany kozelitése a mi prog-
ramunkkal, 10 1épés utan

A mi altalunk haszndlt madtrizok:

% % 0.35830115 0.33581409 0.1253041 0.00961823
Al = ) A2 = s A3 =
% % 0.00961823 0.1253041 0.33581409 0.35830115

Ennek a rendszernek az attraktordt pedig jelolje As.

2. dbra. A mi altalunk hasznélt rendszer attraktoranak kozelitése, 10 1épés utan
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Az ilyen modon kapott mindkét attraktor az eredeti Barnsley-pdfrdny egy
mutdciojanak tekintheto.

A Pollicott—Vytnova cikkben bebizonyitott allitdasok alapjdn minden olyan leképezésre,
amiben csak szigorian pozitiv elemi matrixok vannak, exponencidlisan gyor-
san kellene kozeliteni a szingularitasi dimenziot modszerikkel, de a tapaszta-
latok azt mutatjdk, hogy a tételekben szerepld konstansok nagyban befolydsolhatjdak
a kozelités hatékonysagdt az elsé néhdny lépés sordn. FEz az eset dll fenn a
mi példankban haszndlt leképezésekre is, a bizonyitott modszer rossz kozelitést

ad. Ezért kellett keresniink eqy mdasik kozelitési modszert, ami ha nem is ex-
ponencidlisan gyorsan tart az szingularitast dimenzichoz, viszont eqyszerien
szamolhato és a még szamitogéppel realisztikusan kiszamithato tartomanyon

jobban kozeliti a szingularitdsi dimenziot a Pollicott—Vytnova-mddszernél.

A McMullen-médszer altal adott kozelités az attraktorok Hausdorff-dimenzidjara,

n lépés utan:

n | dimg(A;) dimg (As)

1] 0.4107175827768427 | 1.5781890980503768
2 | 0.3772782016077863 | 1.583531633302853
3 1 0.3758875544130228 | 1.5865866477169386
4 1 0.37580390830965843 | 1.588440440847464

A Pollicott—Vytnova-mddszer altal adott kozelités n 1épés utan:

n | dimg(A;) dimp (Asg)

1| 0.4107175827768427 | 1.5781890980503768
2| 0.3752117324412299 | 1.58352213761133

3 | 0.3757991072207352 | 1.5865694830181873

Ennyi lépés volt az, aminél a program még kivarhaté idén beliil lefutott, de

mar itt is latszik a McMullen-moédszer exponencialis és a Pollicott—Vytnov-

modszer szuperexponencialis gyors kozelitési sebessége.
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