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El6sz6

A szakdolgozatban félcsoport részhalmazanak szeparatoraval foglalkozunk. A cél
a szeparatorral kapcsolatos f6bb eredmények Osszegytjtése, Osszefoglalasa. A sze-
parator fogalmat Nagy Attila vezette be The separator of a subset of a semigroup
cimi cikkében 1980-ban ([1]). Félcsoportok kutatéasdban az idealok fontos szerepet
jatszanak. Vizsgaltak S félcsoport tetszéleges A részhalmaza esetén mindazon S-
beli z elemek Id A-val jelolt halmazat, amelyekre tA C A és Az C A teljesiil. Ezt
az A részhalmaz idealizdtoranak nevezziik. Természetes gondolat a komplementer
részhalmaz idealizatorat is vizsgalni. Ha méast nem mondunk, S-ben jeldlje A az A
részhalmaz komplementerét (S'\ A). Igy jutunk el az A részhalmaz szeparatorahoz,
ami Id A és Id A metszete.

A szakdolgozat Nagy Attila témaval kapcsolatos [1, 2, 3, 4, 5] cikkeit hasznélja {6
forrasul, az ezekben publikalt eredményeket kozli. A munka 4 fejezetbdl all. Az 1. fe-
jezet alapozo jellegti. Bevezetjiik a szeparator fogalmét, bemutatjuk annak alapvets
tulajdonsagait, amelyekért tobbszor is visszanytlunk a késGbbiekben. A szeparator-
ral kapcsolatos segédfogalmakat is definialunk, amelyek szintén tobbszor el6keriilnek
még. Kitérlink az unitér részfélcsoportokkal, primidealokkal és szabad félcsopor-
tokkal valo kapcsolatokra. A 2. fejezet a szeparator monoid-kongruenciakkal valo
kapcsolatara tér ki. A szeparator segitségével koriilirjuk a kommutativ félcsoportok
monoid-kongruenciait, és sz6 esik félcsoportok kommutativ monoid-kongruenciairol.
A 3. fejezet ismerteti a szeparator fogalménak hasznalhatosagat olyan specialis
félcsoportok szerkezetének leirdsaban, mint példéul a csoport, a teljesen regularis
félesoport, a Clifford-félesoport és a teljesen 0-egyszerti félcsoport. Megjelenik a test
feletti négyzetes matrixfélcsoport, a véges halmazon vett transzforméaciok félcsoport-
ja és kés6bb a permutatitv félcsoport is. A bitranszlaciok segitségével bemutatasra
keriilnek olyan félcsoportok, amelyeken a részhalmazok szeparatora specialis feltéte-
leket teljesit. A 4. fejezet visszakanyarodik a kongruencidkhoz. ElGszor kommutativ
félcsoportok idealjai alapjan vett f6kongruenciai, majd Gauss-gytirtik multiplikativ
félcsoportjanak oszthatosaggal kapcsolatos kongruenciai jelennek meg. A munka
kitekintéssel zarul, egy az addigi eredményeket hasznaloé szamelméleti Gsszefliggés

kerill bemutatéasra.



1. fejezet

A szeparator és alaptulajdonsagai

Ebben a fejezetben Nagy Attila The separator of a subset of a semigroup cimi
cikkében kozolt eredményeket ismertetjiik ([1]). Bevezetjiik a szeparator fogalmat,
bemutatjuk annak alapvets tulajdonsagait. Ezutdn meghatarozzuk a szeparator-
tartalmazo és -kizar6 részhalmaz fogalmat. Ramutatunk a szeparator alkalmazha-
tosagara az unitér részfélcsoportok, primidealok és szabad félcsoportok részhalmazai

esetén.

1.1 Bevezetés

1.1 Definicié6. (6, 7]
Legyen S egy félcsoport és A az S egy részhalmaza. Ekkor az

[dA={zeS|AxCA & zACA}

halmazt az A idealizatoranak nevezziik. Ha A iires halmaz, akkor Id A = S.
Nyilvanvaloan Id A iires vagy S részfélcsoportja.

1.2 Definici6. Legyen S egy félcsoport és A az S egy részhalmaza. Ekkor a
SepA=IdANIdA

halmazt az A szeparatordnak nevezziik.

Masképp fogalmazva, ha A C S és x € S, akkor
reESepA & zACA, AvrCA, 2zACA, Az CA.

1.1 Megjegyzés. Barmely A részhalmazara egy S félcsoportnak Sep A iires vagy az
S egy részfélcsoportja. Nyilvanvalo, hogy Sep A = Sep A, s igy Sep® = Sep S = S.



1.2 Megjegyzés. Ha S félcsoport egységelemes (e), akkor barmely A részhalmazara
e € Sep A.

1.3 Megjegyzés. Ha I # S ideél az S félcsoportban, akkor I N Sep I = 0.

1.1 Tétel. Legyen {A; | i € I} az S félesoport részhalmazainak egy halmaza. Ekkor
Nier Sep A; € SepUierA;  és Mier Sep A; € Sep Nier A -

Bizonyitds. Legyen x € NM;cr Sep A;.
Ekkor teljesiil, hogy

z[UierAi] = UierrAi C Uier A,

valamint

r[Uier A = w[ﬂieE] C NMierrA; C Nier Ay = UierA;
Ugyanigy adodik, hogy

UierAilo C UierAi és [UjerAsle C UierA;

Tehat z € Sep U;erA;.

A mésik tartalmazas is igaz felhasznalva az imént belatottat:
Nier Sep A; = Nier Sep A; € SepUierA; = Sep NierA; = Sep NierA; -

]

1.1 Kovetkezmény. Sep ANSep Sep A C Sep(AUSep A) egy félcsoport tetszdleges

A részhalmazara.

1.2 Tétel. Ha A egy félcsoport részfélcsoportja, akkor A U Sep A is részfélcsoport

ugyanebben a félcsoportban.

Bizonyitds. Legyen A egy S félcsoport részfélesoportja. Tegytik fel, hogy Sep A # 0,
mert az ellenkezd eset nyilvanval. Mivel Sep A maga is részfélcsoport S-ben, ezért
barmely két x,y € AUSep A elemre csak az x € A és y € Sep A esetet kell vizsgélni.

Ekkor zy és yx is A eleme a szeparator definicidja alapjan. O

1.3 Tétel. Ha A egy félcsoport részhalmaza tugy, hogy Sep A # (), akkor vagy
Sep A C A vagy Sep A C A.

Bizonyitds. Legyen A egy S félcsoport részhalmaza, amelyre ANSep A # (). Legyen
x a Sep A, mig a az AN Sep A eleme. Ekkor x miatt xa € A. Tegyiik fel, hogy

xr € A. Mivel a € Sep A, ezért za € A is igaz, ami ellentmondés.
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Vagyis, ha AN Sep A # () és x € Sep A, akkor = € A.
Osszegezve: ANSepA#( = Sep A C A.

Innen a masik lehetséges kimenetel nyilvanvalo. O

1.4 Tétel. Legyen ¢ egy S félcsoportnak dnmagara képezett homomorfizmusa, va-

lamint Ry és Ry az S részfélesoportjai tgy, hogy ¢! (Ry) = R;. Ekkor
?(Sep Ry) = Sep Ry .

Bizonyitds. Legyen x a Sep R; egy eleme. Be fogjuk latni, hogy ¢(x) a Sep Ry eleme.

Legyen y € Ry. Ekkor létezik yo € S, amelyre ¢(yo) = y. Tegyiik fel, hogy
(x)y € Ry. Ekkor ¢(x)d(yo) = o(xyo) € Ry, vagyis xyo € Ry. Igy yo € Ry, mivel
x € Sep R;. Emiatt ¢(y) = y € Ry igaz lenne, ami ellentmond annak, hogy y € R,.
Kovetkezésképp ¢(x)y € Ry minden x € Sep R; és y € Ry esetén. Hasonléan adodik,
hogy yo(z) € Ro.

Most legyen z € Ry. Ekkor létezik zy € S, amelyre ¢(z9) = 2. Tegyiik fel, hogy
¢(7)z € Ry. Ekkor ¢(x)d(2) = ¢(w20) € Ry, vagyis 229 € Ry. Igy 20 € Ry, mivel
x € Sep Ry. Emiatt ¢(z) = 2z € Ry igaz lenne, ami ellentmond annak, hogy z € Rj.
Kovetkezésképp ¢(x)z € Ry minden x € Sep R, és z € Ry esetén. Hasonloan adodik,
hogy 2¢(z) € Rs.

Tehat ¢(x) € Sep R, vagyis ¢(Sep R;) C Sep Ry.

A masik irdnyt tartalmazas belatasahoz az kell, hogy ¢ ¢ Sep Ry = ¢(t) ¢ Sep Ry
igaz legyen. A definiciobol kovetkezik, hogy ¢ ¢ Sep Ry esetén létezik egy u € Ry
vagy egy v € Ry, hogy tu € Ri,ut € Ry, tv € Ry, vt € R; koziil legalabb egy igaz.
Mivel a tobbi eset hasonléan adodik vegyilik csak azt az esetet, hogy u € Ry és
tu € Ry. Ekkor ¢(u) € Ry és ¢(t)o(u) € Ry, vagyis ¢(t) ¢ Sep R,. O

1.2 Kovetkezmény. Legyen ¢ egy S félcsoportnak onmagéara képezett homomor-
fizmusa, valamint R; és Ry az S részfélesoportjai ugy, hogy ¢(R;) = Ry. Ekkor
o(Sep Ry) = Sep Ry.

1.2 Szeparator-tartalmazé és -kizard részhalmazok

1.3 Definicio. Egy félcsoport A részhalmaza szeparator-tartalmazo [-kizard|, ha
Sep A C A [SepA C A]. Ha Sep A = (), akkor A szeparétor-tartalmazo és -kizaro is.

1.4 Megjegyzés. Ha egy félcsoport A részhalmaza szeparator-tartalmazo [-kizaro|,
akkor nyilvanvaloéan A szeparator-kizaré [-tartalmazo|. Egy S félcsoport dnmaganak

szeparator-tartalmazo részhalmaza, mig az iires halmaz szeparator-kizaro.

1.5 Megjegyzés. Ha A és B szeparator-tartalmazo részfélcsoportjai egy S féleso-
portnak, és ¢ : A — B egy homomorfizmus, akkor altaldban ¢(Sep A) # Sep B.
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Azonban, ha a ¢ homomorfizmusra igaz, hogy Sep A = ¢~!(Sep B), akkor ¢
homomorfizmus ugy is, hogy: ¢ : Sep Sep A — SepSep B .

1.1 Példa. Legyen S = {0, a, b, 1} egy félcsoport, amelynek Cayley-miivelettablaja:

e 0 a b 1
0,0 0 0 O
al0 a 0 a
b0 0 b b
110 a b 1

Ebben a félcsoportban példaul:
o Sep{1} = {1} és Sep{1, 0,6} = {L,a,b};
e Sep{a} = {1} esetén Sep{a} N{a} =0 és Sep{a} U{a} # S;

e Sep{0,a,b} = {1} esetén Sep{0,a,b} N{0,a,b} =0,
de Sep{0,a,b} U{0,a,b} = S.

1.5 Tétel. Legyen A és B egy S félcsoport részhalmazai ugy, hogy Sep ANSep B # ().
Ekkor, ha A szeparator-tartalmazo [-kizard|, akkor A U B [A N B] is szeparator-

tartalmazo [-kizard| részhalmaza S-nek és a szeparator nem iires.

Bizonyitds. Az 1.3 Tétel alapjan a szeparéator-tartalmazo részhalmazra vonatkozo
megéllapitas igaz lesz, ha belatjuk, hogy (AU B) N Sep(A U B) # 0. Az 1.1 Tétel,
a Sep A C A és a Sep AN Sep B # () feltétel alapjan

(AUB)NSep(AUB) D ANSep ANSepB =SepANSepB # 10 .

Kovetkezésképp (AU B) N Sep(AU B) # 0.
A szeparator-kizaroé A részhalmazra vonatkozo megallapitéas esetén A szeparéator-
tartalmazo. Mivel a Sep A N SepB = Sep AN SepB # ( feltétel teljesiil, A-ra

alkalmazhatjuk az imént belatott allitast. Tehat A U B szeparator-tartalmazé és

a szeparatora nem {iires. Kovetkezésképp A N B = AU B szeparator-kizar6 és
Sep(AN B) = Sep(AU B) = Sep(AU B) # 0. O

1.3 Kovetkezmény. Az iménti tételbeli jelolésekkel, ha A szeparator-tartalmazo és
B szeparator-kizaro részhalmaz gy, hogy Sep ANSep B # (), akkor AUB szeparator-

tartalmazo és A N B szeparator-kizaro részhalmaz, és egyik szeparatora sem iires.

1.6 Tétel. Legyen A és B egy S félcsoport részhalmazai ugy, hogy Sep ANSep B # (.
Ekkor, ha A és B is szeparator-tartalmazo [-kizar6|, akkor A N B és [A U BJ is

szeparator-tartalmazo [-kizaro| részhalmaza S-nek és a szeparatora nem fiires.



Bizonyitds. Az 1.3 Tétel alapjan a szeparator-tartalmazdé A és B részhalmazokra
vonatkozé megallapitas igaz lesz, ha belatjuk, hogy (A N B) N Sep(A N B) # 0.
Az 1.1 Tétel, a Sep A C A, a Sep B C B és a Sep AN Sep B # () feltétel alapjan

(ANB)NSep(ANB) = (ANB)NSep(AN B) = (AN B)NSep(AU B) 2
ANBNSepANSepB=ANBNSepANSepB =SepANSepB # () .

Kovetkezésképp (AN B) N Sep(A N B) # 0.

A szeparéator-kizaré A és B részhalmazokra vonatkozo megallapitas esetén A és
B szeparator-tartalmazoak. Erre alkalmazhatjuk az imént belatott allitast, mert a
Sep ANSep B = Sep ANSep B # ) feltétel teljesiil. Igy AN B szeparator-tartalmazo

és a szeparatora nem iires. Kovetkezésképp AU B = AN B szeparator-kizaré és

Sep(AU B) = Sep(AN B) = Sep(AN B) # 0. O

1.4 Kovetkezmény. Legyen A és B egy S félcsoport részhalmazai, amelyekre igaz,
hogy Sep ANSep B # (). Ekkor, ha A szeparator-tartalmazo, akkor B\ A szeparator-

kizard részhalmaza S-nek és a szeparatora nem tires.

1.5 K6vetkezmény. Legyen A és B egy S félcsoport részhalmazai, amelyekre igaz,
hogy Sep ANSep B # (). Ekkor, ha A szeparator-tartalmazo és B szeparator-kizaro,
akkor a B részhalmaz két szeparator-kizaro részhalmaz unioja: B = (B\A)U(BNA).

1.7 Tétel. Ha egy félcsoport A részhalmazéara Sep A # (), akkor
SepSep A C Sep A .

Bizonyitds. Legyen A egy félcsoport részhalmaza. Feltessziik, hogy Sep Sep A # 0.
Most vessziik Sep Sep A egy t elemét, s belatjuk, hogy t € Sep A.

Vegyilkk az A egy tetszGleges a elemét. FEkkor minden x € Sep A esetén
xt € Sep A, s emiatt xta € A. Most vizsgaljuk ta helyét. Ha ta € A igaz, ak-
kor x € Sep A miatt xta € A igaz, és ez ellentmondas, igy ta € A az igaz. Ugyanigy
at € A.

Vegyiitk az A egy tetszbleges b elemét. Ekkor minden x € Sep A esetén
xt € Sep A, s emiatt xtb € A. Most vizsgaljuk tb helyét. Ha tb € A igaz, ak-
kor x € Sep A miatt xth € A igaz, és ez ellentmondas, igy th € A az igaz. Ugyanigy
bt € A.

A szeparator definicioja alapjan t € Sep A. Kovetkezésképp Sep Sep A C Sep A.

O

1.6 K6vetkezmény. Ha egy félcsoport A részhalmazara Sep A minimalis részfél-

csoport, akkor Sep Sep A = () vagy Sep Sep A = Sep A.



1.3 Unitér részfélcsoportok és primidealok

1.4 Definici6. Egy S félcsoport U részfélcsoportjara azt mondjuk, hogy unitér,
ha ab,a € U = b € U ¢és abyb € U = a € U. Masképpen U unitér, ha
abce U = a,bc U vagy a,be U.

1.8 Tétel. Egy S félcsoport A részfélcsoportjara a kovetkezs két feltétel ekvivalens:
1. A=Sep A
2. A unitér részfélcsoportja S-nek.

Bizonyitds. 1. = 2.: Legyen A egy S félcsoport részfélcsoportja, amelyre A = Sep A.
Haa € Aésbec A vagya € Aésb e A, akkor ab € A. Emiatt igaz, hogy
ab e A= a,be Avagy a,b e A, vagyis A unitér részfélcsoportja S-nek.

2. = 1.: Legyen A egy S félcsoport unitér részfélcsoportja. Ha a € A, akkor
aA C A és Aa C A, mert A részfélesoport S-ben. Tovabba aA C A és Aa C A,
mert A unitér S-ben. Ezek szerint a € Sep A, vagyis A C Sep A, s igy az 1.3 Tétel
szerint A = Sep A. O

1.5 Definici6. Egy S félcsoport P ideéljat primidedlnak nevezziik, ha P # S és
ab€ P=a¢€ Pvagy be P.

1.9 Tétel. Egy S félcsoport P részfélcsoportja esetén az S-ben a kovetkezs igaz:
P primidedl < P unitér részfélcsoport .

Bizonyitds. =: Az 1.3 Megjegyzés alapjan az S félcsoport minden P # S idealjara
Sep P C P. Definici6 alapjan pedig PP C P és PP C P is igaz. Tegyiik fel, hogy
P primideal S-ben. Ekkor igaz, hogy PP C P. Az utébbi harom tartalmazasbol
kovetkezik, hogy P C Sep P = Sep P. Az 1.3 Tétel alapjan P = Sep P, és ebbdl
az 1.8 Tétel miatt kovetkezik, hogy P unitér részfélcsoport S-ben.

«: Visszafelé legyen P egy részfélcsoport S-ben, amelyre P unitér részfélcsoport
ugyanitt. Ekkor az 1.8 Tétel miatt P = Sep P = Sep P. Vegyiik az S egy tetsz6leges
t elemét. Ha t € P, akkor minden p € P esetén pt € P és tp € P, mivel P = Sep P.
Ha pedig t € P, akkor minden p € P esetén pt € P éstp € P, mivel P részfélcsoport.
Kovetkezésképp P ideal S-ben, hiszen minden ¢ € S esetén tP C P és Pt C P.

Valamint P részfélcsoportsagat felhasznalva [8, 9] alapjan P primideal lesz. O

1.6 Definicid. Egy S félcsoport M # S idealjat maximaélis idedlnak nevezziik, ha
S minden A idealja esetén M CAC S = M = Avagy A= S.

1.10 Tétel. Legyen I maximalis ideal egy S félcsoportban. Ha I maximélis rész-

félcsoportja S-nek és Sep I # (), akkor I primideal.

8



Bizonyitds. Legyen I egy maximalis ideal S-ben. Az 1.2 Tétel miatt I U Sep 1
részfélesoport S-ben, és az 1.3 Megjegyzés miatt I N Sepl = (). Kovetkezésképp
I € 1 USepl. Mivel I maximélis részfélcsoport is S-ben, ezért I U Sepl = S,
amib6l T = Sep I = Sep I. Felhasznalva az 1.8 Tételt I unitér részfélcsoport S-ben,

s emiatt az 1.9 Tétel szerint I primideal. O

1.4 Szeparatorok szabad félcsoportokban

Ebben a részben tobbszor hasznaljuk a kévetkezs lemma eredményét.

1.1 Lemma. [8, 9] §9.1
Egy S szabad félcsoport T' részfélcsoportja pontosan akkor szabad részfélcsoport, ha
sTNT #PésTsNT # () esetén s € T minden s € S elemre.

1.11 Tétel. Egy szabad félcsoport esetén, annak minden szabad részfélcsoportja

szeparator-tartalmazo.

Bizonyitds. Legyen T' egy szabad részfélcsoport egy S szabad félcsoportban. Felte-
hetjiik, hogy SepT # ). Legyen s egy tetsz6leges elem Sep T-ben. Ekkor definicio
szerint sT C T és T's C T. Kovetkezésképp sT NT # 0 és Ts N'T # 0, amibél 1.1
Lemma szerint s € T kovetkezik, vagyis SepT C T ]

1.12 Tétel. Egy szabad félcsoport esetén, annak minden szabad részfélcsoportjanak

szeparatora szabad, kivéve, ha iires.

Bizonyitds. Legyen T egy szabad részfélcsoport egy S szabad félcsoportban, amelyre
SepT # (). Legyen s tetszGleges elem S-ben, amelyre s(SepT) N SepT # () és
(SepT)sNSepT # (0. Ekkor sTNT # () és TsNT # (), mert az 1.11 Tétel szerint
SepT C T. Ebbdl pedig s € T kovetkezik az 1.1 Lemma alapjan.

Belatjuk, hogy s € SepT. Mivel s € T, igy sT C T és Ts C T. A tovabbi
feltételekhez legyen ¢ tetszéleges elem T-ben. A (SepT)sNSep T # () feltevés miatt
létezik mq,me € SepT C T, amelyekre mys = msy. Definicié szerint mot € T.
Tegytik fel, hogy st € T'. Ekkor mat = (mys)t = my(st) € T, s ez ellentmond annak,
hogy mot € T. Tehat sT C T és hasonloan T's C T. Kovetkezésképp s € Sep T

Megmutattuk, hogy a s(SepT) N SepT # 0 és (SepT)s N SepT # () feltételek
teljestilése esetén s € SepT” minden s € S elemre. Emiatt az 1.1 Lemma alapjan

Sep T" szabad részfélcsoport S-ben. O



1.13 Tétel. Egy S szabad félcsoport barmely T' # () részhalmazara a kovetkezo két

feltétel ekvivalens:

1. T szabad részfélcsoport, melyre igaz, hogy minden ¢t € T és s € S esetén
tstel’" = tseTl és steT;

2. T'=SepT.

Bizonyitds. 1. = 2.: Ha az 1. feltétel teljesiil egy T # () részhalmazra, akkor az 1.11
Tétel miatt elég megmutatni, hogy 7" C SepT. Legyen T egy tetszGleges eleme t.
Ekkor tT C T és Tt C T, mivel T részfélcsoport. Most legyen s a T egy eleme. Erre
kell, hogy ts € T és st € T igazak legyenck. Ha feltessziik, hogy ts € T vagy st € T,
akkor tst € T, mert t € T. Ekkor viszont az 1. feltétel miatt ts € T és st € T
igaz, ami alapjan Ts NT # () és sSTNT # (. Az 1.1 Lemma szerint igy s € T, ami
ellentmond annak, hogy s € T. Kovetkezésképp ts € T és st € T, vagyis t € Sep T
minden t € T esetén, s igy T C SepT'.

2. = 1.: Haa 2. feltétel teljestil egy T # () részhalmazra, akkor az 1.1 Megjegyzés
miatt T részfélesoport S-ben. Legyen s tetszéleges elem S-ben, amelyre sT N7 # ()
és TsNT # (). Tegyiik fel, hogy s € T. Ekkor sT = s5(SepT) = s(SepT) C T, és igy
sTNT = (), ami ellentmondas, tehat s € T. Kovetkezésképp T szabad részfélcsoport
az 1.1 Lemma miatt. Most legyen t € T és s € S olyanok, hogy tst € T'. Mivel
T = SepT, ezért az 1.8 Tétel alapjan T unitér részfélcsoport S-ben, és igy t € T
miatt st,ts € T'. O

1.14 Tétel. Legyen S egy szabad félcsoport, melynek A egy olyan részfélcsoportja,
hogy A™ C Sep A valamilyen n pozitiv egészre. Ekkor A szabad részfélcsoport.

Bizonyitds. Legyen s € S tetsz6leges elem ugy, hogy sANA # () és AsNA # (). Ekkor
létezik egy a € A elem, amelyre sa € A. Mivel A részfélcsoport, ezért sa™ € A. Igy
s € A, mivel a” € A™ C Sep A. Az 1.1 Lemma miatt pedig A szabad részfélcsoport
S-ben. [
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2. fejezet

A szeparator kapcsolata

monoid-kongruenciakkal

Ebben a fejezetben Nagy Attila On monoid congruences of commutative semigro-
ups cimii cikkében kozolt eredményeket ismertetjiik részletesen (|2]). A szeparétor
segitségével koriilirjuk a kommutativ félcsoportok monoid-kongruenciait. Tébbek
kozott megmutatjuk, hogy kommutativ félcsoportnak akkor és csak akkor van nem-
univerzalis monoid-kongruenciaja, ha van nem iires szeparatorti nem trivialis rész-
halmaza. FEzutédn kitériink Nagy Attila On commutative monoid congruences of

semigroups cimi cikkének eredményeire is ([3]).

2.1 Kommutativ félcsoportok monoid-kongruenciai

Legyen S egy félcsoport és H ennek egy részhalmaza. Ekkor [8, 9] alapjan beveze-

tlink jeloléseket a kovetkezé relaciokhoz:
ac€sS eseten H...a={(z,y) € S xS |zaye€ H} ,

Py={(a,b)eSxS|H...a=H...b}.

Py a H részhalmaz altal generalt f6kongruencia.

Legyen {H;,i € I} egy S félcsoport nem iires részhalmazainak egy csaladja, és
legyen H = Nj;e; Sep Hier. Ekkor jelolje a {H;,i € I} csaladot a (H; H;, I) formula.
Egy (H; H;, I) csalad esetén legyen P(H; H;, I) a kovetkezs relacio S-en:

P(H;H;,I)={(a,b) € SxS|H;...a=H;...b Viel}.

Koénnyen belathato, hogy P(H; H;, I) kongruencia-relacio S-en.
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2.1 Tétel. Legyen S egy félcsoport és p ennek egy kongruenciaja. Ha {Si, k € K}
az S az iménti p szerinti kongruencia-osztalyainak egy halmaza, akkor Uyc xSy vagy

iires vagy S-beli p kongruencia-osztalyok unidja.

Bizonyitds. Legyen {Si,k € K} az S-nek p szerinti kongruencia-osztélyainak egy
halmaza, és legyen U = Uy Si. Feltehetjiik, hogy SepU # () és SepU # S. Legyen
a,b € S gy, hogy a € SepU és b ¢ Sep U. Ilyen elempar létezik a feltétel miatt, és
erre belatjuk, hogy (a,b) ¢ p. Mivel b ¢ Sep U, ezért a kovetkezs négy feltételbdl
legalabb az egyik igaz: bU € U, Ub ¢ U, bU € U,Ub € U.

Peldaul bU ¢ U esetén létezik ¢ € U, amelyre be ¢ U. Ekkor abe ¢ U,
mivel a € SepU. Mivel SepU résztélcsoport S-ben, igy aa € SepU. Ekkor
aac € U, mivel ¢ € U. Kovetkezésképp (a,b) ¢ p, mert (aac,abc) ¢ p, hiszen
U éppen S-beli p kongruencia-osztélyok uni6ja. Hasonlé tton ugyanehhez a ko-
vetkeztetéshez jutunk, ha a méasik harom feltétel valamelyike teljesiil. Belattuk,
hogy a € SepU ¢és b ¢ SepU = (a,b) ¢ p, ami alapjan Sep U éppen S-beli p

kongruencia-osztalyok unidja. O

2.2 Tétel. Legyen S egy félcsoport és H ennek egy részfélcsoportja. Ha (H; H;, I)
az S részhalmazainak egy nem iires csaladja, akkor P(H; H;, I) egy kongruencia S-en
tgy, hogy minden ¢ € [ esetén a H; részhalmazok és a H is el6all S-beli P(H; H;, I)

kongruencia-osztalyok uni6jaként.

Bizonyitds. Kénnyen megmutathato, hogy P(H; H;, I) kongruencia S-en. Vegyiink
egy tetszGleges i € I elemet, majd legyenek z,y € S olyanok, hogy x € H;, de
y ¢ H;, valamint legyen h € H. Mivel H C Sep H;, ezért hxh € H; és hyh ¢ H,.
Emiatt (z,y) ¢ P(H;H;,I), és igy H; éppen S-beli P(H;H;, I) kongruencia-
osztalyok unidja.

Most megmutatjuk, hogy H is S-beli P(H; H;, I) kongruencia-osztalyok unioja.
Ehhez legyen h € H és g € H tetszélegesck. Ekkor létezik egy j € I, amelyre
g ¢ Sep H;. Emiatt a kovetkezd négy feltételbdl legalabb az egyik igaz: gH; € Hj,
Hjg ¢ Hj, gH; ¢ Hj, Hig & H;.

Peldaul gH; ¢ H; esetén létezik b € H;, amelyre gb ¢ H;. Ekkor ugy,
mint a 2.1 Tétel bizonyitasdban, adodik, hogy hgb ¢ H;, de hhb € H,. Tehat
(9,h) ¢ P(H;H;, I). Hasonl6 uton ugyanehhez a kovetkeztetéshez jutunk, ha a

mésik harom feltétel valamelyike teljesiil. Belattuk, hogy
heH ¢ geH = (hg)¢P(H;H,I),

ami alapjan H éppen S-beli P(H; H;, I) kongruencia-osztalyok unioja. O
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2.3 Tétel. Legyen S egy kommutativ félcsoport és H ennek egy részfélcsoportja.
Ha (H; H;,I) az S részhalmazainak egy nem iires csaladja, akkor P(H; H;, 1) egy
monoid-kongruencia S-en tgy, hogy H az egységeleme az S/P(H; H;, I) faktorfél-
csoportnak.

Megforditva pedig egy kommutativ félcsoport minden monoid-kongruenciéja els-

allithato az iménti modon.

Bizonyitds. Legyen S egy kommutativ félcsoport és H ennek egy részfélcsoportja.
Tegytik fel, hogy (H; H;,I) nem iires. Ekkor a 2.2 Tétel miatt S-beli P(H; H;, I)
kongruencia-osztalyok unidjaként el6all a H. Legyen a,b € H tetsz6legesek, ame-
lyekre megmutatjuk, hogy (a,b) € P(H; H;,I). Ehhez legyen i € I és z,y € S.
Legyen xzay € H;. Ekkor yra € H; és emiatt yxr € H;, mivel S kommutativ és
a € H C Sep H;. Igy yxb € H;, amibdl zby € H;. Vagyis (a,b) € P(H; H;,I) igaz,
tehat a H egy S-beli P(H; H;, I) kongruencia-osztaly.

Most belatjuk, hogy H az S/P(H; H;, I) faktorfélcsoport egységeleme. Vegyiink
egy Sy tetsz6leges S-beli P(H; H;, I) kongruencia-osztalyt, és ennek egy u € Sy
elemét. Célunk, hogy Va € H esetén ua € Si. Ehhez legyen i € I és z,y € S.
Ekkor xuy € H; < zruay = ruya € H;, mivel S kommutativ és a € H C Sep H;.
Tehat (u,ua) € P(H; H;, I), vagyis ua € Si. Kovetkezésképp H az egységeleme az
S/P(H; H;, I) faktorfélesoportnak.

A megforditas bizonyitasdhoz legyen S egy kommutativ félcsoport és p ennek
egy monoid-kongruencidja. Jelolje H az S/p faktorfélcsoport egységelemét. Legyen
M = Nyek Sep Sk, ahol { Sk, k € K} az 6sszes S-beli p kongruencia-osztéalyt tartal-
mazo6 halmaz. Vilagos, hogy H C M. Belatjuk, hogy H = M. Tegyiik fel indirekt
modon, hogy H C M. Legyen a € H és b € M \ H tetszlegesek. Ekkor létezik
ko € K, hogy b € Si,. Mivel b € M C SepSy,, igy Sep Sy, N Sk, # 0, és az 1.3
Tétel miatt Sep Sy, C Sk,. Az el6z6ekbdl H C M C Sep S, C Sk, és igy H = S,,
mert H és Sy, is egy-egy S-beli p kongruencia-osztaly. Az ellentmondas onnan is
jon, hogy b € Si,-bol b € H kovetkezik. Vagyis H = M. Kovetkezésképp kapjuk a
P(H; Sy, K) kongruenciat.

Megmutatjuk, hogy P(H; Sk, K) = p. Elgszor kell, hogy P(H; Sk, K) C p. Eh-
hez legyen a,b € S elempéar, amelyre (a,b) € P(H; Sk, K). Természetesen adodik
m,n € K indexek, hogy a € S, és b € S,,. Mivel H az S/p faktorfélcsoport egy-
ségeleme, ezért hah € S, és hbh € S, tetsz6leges h € H esetén. Ha n # m,
akkor a jelolések alapjan (h,h) € S,,...a, de (h,h) ¢ S,,...b, mert hbh & S,,.
Tehat S,,...a # Sy ...b, s igy (a,b) ¢ P(H;Sk, K), ami ellentmondas, vagyis
n = m lesz. Igy pedig a,b € S,, = S,,, amib6l kovetkezik, hogy (a,b) € p. Tehat
P(H; Sk, K) C p. Mivel (a,b) € p esetén (zay,xby) € p barmilyen z,y € S elem-
parra, ezért Si...a = Si...b minden k € K indexre, vagyis (a,b) € P(H; Sk, K).
Kovetkezésképp p C P(H; Sk, K). Osszegezve pedig p = P(H; Sy, K). ]
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2.1 Kovetkezmény. Legyen S egy kommutativ félcsoport és H ennek egy részhal-
maza. Ekkor Py egy monoid-kongruencia S-en gy, hogy Sep H az egységeleme a
S/ Py faktorfélcsoportnak.

2.4 Tétel. Legyen S egy kommutativ félcsoport és H ennek egy részfélcsoportja. Ha
p egy monoid-kongruencia S-en ugy, hogy H az S/p faktorfélcsoport egységeleme,
akkor P(H; H;,I) C p C Py, ahol {H;,i € I} legyen S azon H; részhalmazainak
csaladja, melyre H C Sep H; (i € I).

Bizonyitds. Legyen S egy kommutativ félcsoport és ezen p egy monoid-kongruencia.
Legyen H C S az egységeleme az S/p faktorfélcsoportnak. Ekkor H nyilvan unitér
részfélcsoportja S-nek, és az 1.8 Tétel miatt H = Sep H. Ebbdl kovetkezik, hogy
H = NerSep H;, ahol {H;,i € I} az S azon részhalmazainak csalddja, amelyekre
H C Sep H;. Igy definialtuk S-en a P(H; H;, I) kongruenciat. Legyen {S;, k € K}
az Osszes S-beli p kongruencia-osztaly csaladja. A 2.3 Tétel miatt p = P(H; Sk, K).
Mivel H € (H; Sk, K) C (H; H;, I), igy megkapjuk, hogy P(H; H;, 1) C p C Py. O

2.2 Kovetkezmény. Egy S kommutativ félcsoportban a kdvetkezsk ekvivalensek:
1. 4 nem univerzalis monoid-kongruencia,
2. 30 c A C S részhalmaz, amelyre Sep A # ().

Bizonyitds. 1. = 2.: Legyen p egy nem univerzalis monoid-kongruencia az S kom-
mutativ félcsoporton, és legyen A az az S-beli p kongruencia-osztaly, amely az S/p
faktorfélesoport egységeleme. Ekkor ) C A C .S, és mivel A C Sep A, igy Sep A # .

2. < 1.: Legyen A az S kommutativ félcsoport részhalmaza, amelyre ) C A C S
6s Sep A # (. Az 1.3 Tétel miatt Sep A C A vagy Sep A C A, és igy Sep A # S.
A 2.3 Tétel alapjan Sep A az egységeleme az S/ P, faktorfélcsoportnak, és Py pedig

egy nem univerzalis monoid-kongruencia S-en. O

2.2 Félcsoportok kommutativ monoid-kongruenciai

2.1 Definicié. Egy S félcsoport A részhalmazat medialis részhalmaznak nevezziik,
ha
Ya,b,z,y € S esetén zaby € A < xbay € A .

2.5 Tétel. Legyen {A;,i € I} egy S félecsoport medialis részhalmazainak egy csa-
ladja gy, hogy A = N;erSep A; nem itires. Ekkor P(A; A;, I) egy kommutativ
monoid-kongruencia S-en tugy, hogy az S/P(A; A;, I) faktorfélcsoport egységeleme
az A lesz.

Megforditva pedig egy félcsoport minden kommutativ monoid-kongruenciéja els-

allithato az iménti modon.
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Bizonyitds. Legyen {A;,i € I} egy S félesoport mediélis részhalmazainak egy csa-
ladja tgy, hogy A = N;er Sep A; nem tires. Mivel zaby € A; < zbay € A; minden
a,b,z,y € S és i € I esetén, ezért P(A; A;, I) kommutativ kongruencia S-en. Le-
gyen a,b € S tetszéleges elempéar, amelyre 1étezik ¢ € I gy, hogy a € A; és b ¢ A;.
Ekkor minden g, h € A elempéarra gah € A; és gbh ¢ A;, vagyis (a,b) ¢ P(A; A;, I).
Emiatt A; minden i € I esetén P(A; A;, I)-osztalyok unidjaként all el6.

Most legyenek a,b € A tetszélegesek. Tegyiik fel, hogy zay € A; valamilyen
i €1 ésx,y €S elemekre. Mivel b € Sep A;, ezért xayb € A;. Felhasznalva, hogy
A; medidlis részhalmaz S-ben, xyab € A; is igaz, és igy zy € A;, mert ab € Sep A;.
Hasonloan kdvetkeznek, hogy xyba, xbya, xby € A;, hiszen ba € Sep A;, az A; még
mindig mediélis és a € Sep A;. Igy pedig (a,b) € P(A; A, I).

Most legyen tgy, hogy a € A, de b ¢ A. Ekkor létezik j € I, hogy b ¢ Sep A;,
vagyis négy eset lehetséges: bA; € A;, Ajb & Aj, bA; € A;, Ajb € A;. Vegyiik az
els§ esetet, miszerint bA; ¢ A;. Ekkor létezik ¢ € A;, hogy be ¢ Aj, és igy abe ¢ A;.
Ellenben aac € A;, vagyis (a,b) ¢ P(A;A;,I). Ugyanezt kapjuk a masik harom
esetben. Igy A egy P(A; A;, I)-osztaly.

Legyenek a € A és s € S tetsz6legesek. Ekkor minden x,y € S esetén

xsay € A; & wxsaya € A; & wxsyaa € A; & xsy € A; .

Igy (sa,s) € P(A; Ay, I). Hasonléan adodik, hogy (as,s) € P(A; A;, I). Tehat A az
egységelem az S/P(A; A;, I) faktorfélcsoportban. Kovetkezésképp P(A; A;, I) kom-
mutativ monoid-kongruencia S-en.

Megforditva legyen o egy kommutativ monoid-kongruencia S-en. Jelolje A az
S/o faktorfélesoport egységelemét, és legyen {A;, i € 1} az S-beli o-osztéalyok csalad-
ja. Viladgos, hogy A; minden 7 € I esetén medialis részhalmaz S-ben. Legyen a € A
tetszbleges. Mivel aA; C A; és A;a C A;, ezért minden ¢ € [ esetén a € N;er Sep A;,
vagyis A C N;er Sep A;.

Tegyiik fel, hogy létezik b € S, amelyre b € (N;er Sep A;) \ A. Kell léteznie
egy j € I indexnek, amelyre b € A; # A, vagyis A; N Sep A; # 0. Ekkor az 1.3
Tétel miatt Sep A; C Aj, amibél A C A; kovetkezik, ami ellentmondés, tehat
A = NjerSep A;.

Azt mar belattuk, hogy A; minden i € I esetén P(A; A;, I)-osztélyok uniojaként
all els, vagyis P(A; A;, 1) € o. Valamint mivel A; minden i € I esetén egy-egy
o-osztaly, ezért vilagos, hogy o C P(A; A;, I). Kovetkezésképp o = P(A; A, I). O

2.2 Definici6. Egy S félcsoport A részhalmazat reflexiv részhalmaznak nevezziik,
ha
Va,b e S esetén abe A = ba€A.
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2.3 Ko6vetkezmény. Egy S félcsoport barmely A medialis részhalmazéara Sep A

vagy lires vagy reflexiv unitér részfélcsoportja S-nek.

Bizonyitds. Vegyiink egy S félcsoportot és annak egy A medialis részhalmazat,
amelyben Sep A # 0. A 2.5 Tétel miatt Py kommutativ monoid-kongruenciaja
S-nek tugy, hogy Sep A az egységeleme az S/P, faktorfélcsoportnak. Ekkor
SepSep A = Sep A, igy az 1.8 Tétel miatt Sep A unitér részfélcsoport S-ben.

Felhasznalva P, kommutativitasat Sep A reflexiv is. O]

2.3 Definicio. [10]
Egy S félcsoportot permutativ félcsoportnak neveziink, ha létezik egy n > 2 egész
szam és egy o nem-identikus permutécio az {1,2,...,n} halmazon, hogy S minden

z; (1€ {1,2,--- ,n}) elemére x129 - - Ty, = To(1)To(2) * * * To(n)-
2.1 Megjegyzés. Nyilvanvaléan minden permutativ monoid kommutativ.

Most permutativ félcsoportok monoid-kongruenciait vizsgaljuk. Ehhez sziiksé-

glink van a kovetkezd lemméra.

2.1 Lemma. [11]
Legyen S egy permutativ félcsoport. Ekkor létezik egy pozitiv egész k, hogy

Vu,v e S*¥ és Va,y €S esetén uryv = uyrv .

2.6 Tétel. Legyen {A;,i € I} egy permutativ S félcsoport részhalmazainak egy
csaladja gy, hogy A = NierSep A; nem iires. Ekkor P(A;A;, ) egy monoid-
kongruencia S-en ugy, hogy az S/ P(A; A;, I) faktorfélcsoport egységeleme az A lesz.

Megforditva pedig egy permutativ félcsoport minden monoid-kongruenciéja elé-

allithato az iménti modon.

Bizonyitds. Legyen S egy permutativ félcsoport. Ekkor a 2.1 miatt 1étezik egy pozi-
tiv egész k, hogy minden u,v € S* és minden x,y € S esetén uryv = uyxv. Legyen
X egy nem iires részhalmaz S-ben, amelyre Sep X # (). Legyenek u,v,z,y € S
olyanok, hogy uxyv € X. Ekkor

() yx(vthY) = () ay(vth ) € X

amibdl uyzv € X kovetkezik. Tehat X medialis részhalmaza S-nek.

Legyen {A;,i € I} az S részhalmazainak egy csaladja tgy, hogy A = N;c; Sep A;
nem iires. A; minden ¢ € I esetén medialis részhalmaz a fentiek miatt, és igy a 2.5
Tétel miatt P(A; A;, I) (kommutativ) monoid-kongruencia S-en, és A az egységelem
az S/P(A; A;, I)-ban.

A megforditas vilagos a 2.5 Tétel alapjan. O
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2.4 Koévetkezmény. Egy S permutativ félcsoport barmely A részhalmazara Sep A

vagy lires vagy reflexiv unitér részfélcsoportja S-nek.

Bizonyitds. Legyen S egy permutativ félcsoport és A ennek egy részhalmaza, amely-
re Sep A # (). Mar belattuk, hogy A medialis részhalmaz, és igy az allitas vilagos
a 2.3 Kovetkezmény alapjan. O
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3. fejezet

Specialis tipusu félcsoportok

részhalmazainak szeparatora

Ebben a fejezetben Nagy Attila On the separator of subsets of semigroups cimt cik-
kében kozolt eredményeket ismertetjik ([4]). Vizsgaljuk félcsoport idealjanak szepa-
ratorat, ezt specialisan test feletti négyzetes matrixok és véges halmazon vett transz-
formaciok esetén kiilon is vizsgaljuk. Belatjuk, hogy specialis félcsoportok (csoport,
teljesen regularis félcsoport, Clifford-félecsoport, teljesen 0-egyszert félcsoport) rész-
halmazanak szepardtora vagy iires vagy bizonyos feltétel mellett az is ugyanolyan
tulajdonsagu speciélis félcsoport lesz. Ezutan a bitranszlaciok segitségével felirunk
két feltételt, amelyekkel konnyebben karakterizdlhatunk kiilénb6z6, a szeparatorral
kapcsolatos tulajdonsdgokat. Végiil megemlitiink permutativ félcsoportokkal kap-

csolatos eredményeket.

3.1 Félcsoport idealjanak szeparatora

3.1 Definicié. Legyen [ egy idedl az S félcsoportban. Ekkor azt a p kongruenciat,
amelyre:

(a,b) ep < a=0b vagy a,bel,

azt az S félcsoport I idedlja szerinti Rees-kongruenciajanak nevezziik. Ezt S/p
helyett S/I jeloli. S/I-re tekinthetiink tigy is, mintha az I elemeit egyetlen (nulla)

elembe vontuk volna 0ssze, mikézben az [-n kiviili elemeket valtozatlanul hagytuk.

3.1 Tétel. Egy S félcsoport egy I idedlja esetén Sep I = Sepg,;({0}), ahol a jobb

oldal az S/I Rees-faktorfélcsoport nulla elemének a szeparatora.
Bizonyitds. A definiciokbol nyilvanvalo. ]

3.2 Definicidé. Egy nullelemes S félcsoport a elemét bal [jobb] oldali nullosztonak
nevezziik, ha létezik b € S, hogy b # 0 és ab = 0 [ba = 0.

18



Egy S-beli elemet nullosztonak neveziink, ha bal vagy jobb oldali nulloszt6. (Ha
mindketts, akkor kétoldali nulloszto.)

3.2 Tétel. Egy nullelemes S félcsoport esetén Sep({0}) az S-beli nem nullosztok

halmaza.

Bizonyitds. A definiciokbol nyilvanvalo. m

Test feletti négyzetes matrixok multiplikativ félcsoportjara

Most az n x n méretd F test feletti matrixok M, (F) multiplikativ félcsoportjanak
ideéljara vett szeparatoraval foglalkozunk.

A tovabbiakban jelolje E; [E;] azt az M, (F)-beli matrixot, melynek diagonali-
saban az elsd [utolso| k elem az F egységeleme, mig a matrix tovabbi elemei az F
nulleleme.

Legyen [ az M, (F) egy idealja. Ekkor I akkor és csak akkor tartalmaz egy
egy k-adrangu maétrixot, ha tartalmazza az Ej-t is. Ez pedig akkor és csak akkor
lehetséges, ha I tartalmazza az Osszes k-adranga M, (F)-beli matrixot.

Kénnyen lathato, hogy E;E; = Eyingijy-

Az eldz6ekbsl adodik a kovetkezd lemma.

3.1 Lemma. M, (F) minden I idealja esetén létezik egy 0 < k; < n egész, hogy
I = {A € M,(F) | rang(A) < k}.

3.1 Megjegyzés. Egy S félcsoport [ idealjat valdodinak nevezziik, ha S # 1.

3.3 Tétel. Ha I valodi idedlja az M, (IF) multiplikativ félcsoportnak, akkor Sep I
megegyezik M, (F) egységcsoportjaval.

Bizonyitds. Legyen I egy valodi ideal M,,(F)-ben. A 3.1 Lemma alapjan
I ={A € M,(F) | rang(A) < kr} .

rang(AB) = rang(BA) = rang(A) tetszbleges M, (F)-beli B és A matrix esetén,
ahol B regularis. Ezért Sep I tartalmazza M, (F) egységcsoportjat. Felhasznélva,
hogy félesoportok idealjai szeparator-kizaroak, ky = n — 1 esetén Sep I lesz M, (FF)
egységcsoportja.

Ha k; < n—1, akkor legyen A az M, (F) tetsz6leges matrixa, amelyre igaz, hogy
k; < rang(A) < n—1. Jelolje i az A matrix rangjat. Ekkor léteznek olyan regularis
B ¢s C matrixok M, (IF)-ben, hogy BAC = E;. Kénnyen ellendrizhets, hogy E;Ej
vagy a nullmétrix lesz, vagy az a diagonalis métrix, ahol az atlo k+1., ..., 7. helyén az
egységelem, mindenhol mashol a nullelem &ll. Igy rang(E;Ej, ;) < &y, hiszen i < n,
tehat E;E; | € I. Vagyis BACE; |, € I, és mivel B regularis, ACE; |, € I,
valamint rang(CEj, ) = k; + 1 miatt CEj_,, ¢ I. Kovetkezésképp A ¢ Sep I, ami
alapjan Sep I az M, (F) egységcsoportja. O
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Véges halmazon vett transzforméaciék félcsoportjara

3.3 Definicié. Egy X halmaz 6nmagéiba vald egyértelmi leképezését az X hal-

s s

halmazat.

A Tx halmazon a leképezéseknél megszokott modon értelmezziik a o miive-
letet. Legyen o, € Tx és x € X tetsz6legesek. Ha a o miveletet ugy ér-
jiik, hogy (a o B)(z) = a(B(x)), akkor teljes bal transzformacio-félcsoportrol, mig

(x)(ao B) = ((z)a)B esetén teljes jobb transzformacio-félesoportrol beszéliink.

3.4 Tétel. Legyen I a Tx valodi idealja, ahol Ty egy véges X halmaz feletti transz-

formaciok halmaza. Ekkor Sep I = .5,,, ahol S,, az X feletti permutaciok csoportja.

Bizonyitds. Legyen I egy valodi ideédlja Tx-nek (| X| =n < 00). A [8, 9] 2.9 Tétele
és a 2.28-beli 3(a) Gyakorlata alapjan létezik egy 0 < k; < m egész, hogy I azon
X-en vett transzforméaciok halmaza, amelyek rangja kisebb vagy egyenls, mint k;.
Vilagos, hogy S,, C Sep I. Ha ky = n — 1, akkor pedig Sep I = S,,.

Ha k; < n — 1, akkor legyen o € Ty, amelynek 7 rangjara k; < i < n. Legyen
Xa = {j1,...,j:}. Mivel i < n, ezért vehetiink egy zo € X \ (Xa) elemet. Most
vegylink egy o* € Tx transzformaciot, amelyre teljesiil, hogy Xaa* = {j1,...,jk, }
és xa* = xo minden = ¢ Xa esetén. Mivel o rangja k; + 1, ezért o* ¢ I. Viszont

aa® rangja ky, igy aa* € I. Kovetkezésképp o ¢ Sep I, ami alapjan Sep [ = S,,. O

3.2 Csoport részhalmazanak szeparatora

3.5 Tétel. Legyen S egy félcsoport és ennek egy részcsoportja pedig G. Ha A egy
részhalmaza S-nek tgy, hogy Sep A NG # 0, akkor Sep A NG csoport.

Bizonyitds. Legyen e a G részcsoport egységeleme, mig a az A részhalmaz tet-
sz6leges eleme. Tegyiik fel, hogy ea ¢ A. FEkkor egy t € Sep A N G esetén
ta = (te)a = t(ea) ¢ A, ami ellentmondés, mert ta € A. Vagyis eA C A, és
hasonléképpen igazolhatd, hogy Ae C A, eA C A,Ae C A, amibél e € Sep A kovet-
kezik.

Legyen t € Sep A N G tetszoleges, és ennek jelolje t™1 a G-beli inverzét. Ekkor
minden a € A esetén tt'a = ea € A, amibdl t~la € A kovetkezik, mivel ¢ € Sep A.
Ugyanigy at™! € A, ésigy t 1A C A és At~ C A. Hasonloképpen igazolhatd, hogy
t7TAC Aés At~ C A. Kovetkezésképp t' € Sep A4, és igy Sep AN G csoport. [

3.6 Tétel. Egy G csoport barmely A részhalmaza esetén Sep A a G egy részcso-
portja.

20



Bizonyitds. Legyen A egy GG csoport részhalmaza. Mivel G egységeleme Sep A eleme,
ezért Sep A # (). Alkalmazva a 3.6 Tételt az A-ra és a G-re, ahol G, mint 6nmga
részcsoportja szerepel, azt kapjuk, hogy Sep A NG = Sep A részcsoport G-ben. [

3.3 Teljesen regularis félcsoport részhalmazanak

szeparatora

3.4 Definicid. Egy S félcsoport a elemét teljesen regularisnak nevezziik, ha létezik
x € S, amelyre axa = a és ax = xa.
Az S félcsoportot teljesen regularisnak nevezziik, ha minden eleme teljesen re-

gularis.

3.2 Megjegyzés. Egy félcsoport akkor és csak akkor teljesen reguléris, ha eldall

(diszjunkt) csoportok uni6jaként.
Bizonyitds. Lasd a [12] 6.16. Tételét. O

3.7 Tétel. Egy teljesen regularis S félcsoport barmely A részhalmaza esetén Sep A

vagy lires vagy teljesen regularis részfélcsoportja S-nek.

Bizonyitds. Legyen S egy teljesen regularis félcsoport. Ekkor S elsall G, (a € Y)
részcsoportok diszjunkt unidjaként az el6z6 megjegyzés alapjan. Legyen A az S
egy olyan részhalmaza, amelyre Sep A # (). Ekkor Sep A részfélcsoportja S-nek.
Vegyltink egy a € Y elemet, amelyre Sep ANG, # (). A 3.6 Tétel alapjan Sep ANG,
részcsoport G-ban. Legyen Y/ ={a €Y | Sep AN G, # 0}. Ekkor Sep A teljesen
regularis, hiszen Sep A = U,ey/(Sep AN G,). O

3.4 Clifford-félcsoport részhalmazanak szeparatora

3.5 Definicié. Egy S félcsoportot Clifford-félesoportnak neveziink, ha regularis és

idempotens elemei benne vannak a centrumban.

3.3 Megjegyzés. Egy félcsoport akkor és csak akkor Clifford-félcsoport, ha elall
csoportok félhalojaként.

Bizonyitds. Lasd a [12] 10.28. Tételét. O

3.8 Tétel. Egy S Clifford-félcsoport barmely A részhalmaza esetén Sep A vagy iires
vagy Clifford-részfélcsoportja S-nek.
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Bizonyitds. Legyen S egy Clifford-félcsoport. Ekkor S eléall G, (a € Y) csoportok
Y félhalojaként az el6z6 megjegyzés alapjan. Legyen A az S egy olyan részhalmaza,
amelyre Sep A # (). Legyen Y/ ={a € Y | SepANG, # 0}. A 3.7 Tétel alapjan
Sep A = Ugeyr (Sep AN G,,). Nyilvanvalo, hogy Y’ részfélesoportja az Y félhélonak,
és igy Sep A a Sep ANG,, (a € Y') részesoportok Y/ félhaloja. Tehat Sep A Clifford-
félcsoport. n

3.5 Teljesen 0-egyszerti félcsoport részhalmazanak

szeparatora

A [13] 1. Lemmaja alapjan, ha A egy S = M(G; 1, J; P) véges teljesen 0-egyszert
félcsoport részfélesoportja, amely nem tartalmazza S nullelemét, akkor léteznek

I' C 1 és J C Jrészhalmazok és egy G' C G részcsoport, hogy
A={(i,h,j)|iel';jeJ heG}

és pj; € G’ minden j € J' és i € I’ esetén.

A [13] 1. Lemmajanak bizonyitasaban S végessége csak annak belatasahoz kell,
hogy AN H csoport S minden H-val jelolt H-osztalyara, ahol AN H # (). Az iménti
‘H most és a tovabbiakban is a Green-féle H-relaciot jeloli. Errél bévebben példaul
[12] 4.5. alfejezete szol.

Ha A egy S teljesen 0-egyszerii félcsoport részfélcsoportja, amely nem tartal-
mazza S nullelemét, akkor minden H-val jelolt H-osztélya, amelyre AN H # (),
részesoportja S-nek. Errdl lasd még [8, 9] 2.52b Kovetkezményét.

Igy adodik a kovetkezs eredmény.

3.2 Lemma. Ha A

1. egy S = My(G; 1, J; P) teljesen 0-egyszert félcsoport részfélcsoportja, amely

nem tartalmazza S nullelemét, és

2. minden H-val jelolt H-osztalya esetén, amelyre ANH # (), ANH részcsoportja
H-nak,

akkor léteznek I' C [ és J' C J részhalmazok és egy G' C G részcsoport, hogy
A={@,h,j)|iel',jeJ he G} éspj; € G minden j € J ésiec I’ esetén.

Bizonyitds. Lasd a fenti kiegészitést és a [13| 1. Lemméjanak bizonyitasat. O

3.4 Megjegyzés. Egy S félcsoport A részhalmazat valodi részhalmaznak nevezziik,
ha A#£(és A#S.

22



3.9 Tétel. Ha A egy S = M(G; I, J; P) teljesen 0-egyszerti félcsoport valodi rész-
halmaza, akkor Sep A = 0 vagy léteznek I’ C I és J' C J részhalmazok és egy
G' C G részesoport, hogy Sep A = {(i,h,j) | i € I',j € J,h € G'} és p;; € G
minden j € J' és ¢ € I’ esetén.

Bizonyitds. Legyen S egy teljesen 0-egyszert félcsoport, és ebben A egy olyan valodi
részhalmaz, amelyre Sep A # (). Kénnyen adodik, hogy 0 ¢ Sep A. Ebbdl kovetkezik,
hogyha Sep ANH # () néhany H-val jelolt H-osztalyara S-nek, akkor H (maximalis)
részcsoport S-ben, mint [8, 9] 2.52b Kovetkezményében. A 3.6 Tétel miatt Sep ANH
csoport. Igy pedig a 3.2 Lemma miatt a tétel igaz. O

3.10 Tétel. Egy S teljesen egyszerii félcsoport A részhalmaza esetén Sep A vagy

iires vagy egy teljesen egyszert részfélcsoportja S-nek.

Bizonyitds. A 3.9 Tétel alapjan vilagos. O

3.6 Szeparatorok és bitranszlacidok

Legyen S egy félcsoport a tovabbiakban. Az S-nek egy onmagara vett egyértelmd

“, e,

3.6 Definicio. Az S egy A(-) [(+)p] transzformaciojat bal [jobb] transzlacionak ne-
vezziik, ha minden z,y € S esetén A(zy) = (A(x))y [(xy)p = =((y)p)]-

3.7 Definicio. Az S egy A bal és egy p jobb transzlaciojabol definidlhaté S-nek az
S x S-re vett egyértelmi leképezése.
Minden = € S esetén legyen (A, p)(x) = (A(z),(z)p). Az igy definialt (A, p)

leképezések S bitranszlacioi.

c stz

ha minden z,y € S esetén x(A(y)) = ((z)p)y. Ebben az esetben (A, p) lancolt

bitranszlacioja S-nek.

Az Q(S) jeloli az S 6sszes lancolt bitranszlacidinak halmazat. Ez monoid a

kovetkezG miiveletre nézve:
(A1, p1)(A2, p2) = (A1 0 A, propa)
ahol A\; o Ay és py 0 po a kovetkezdk:
Ve e S esetén (AjoXg)(z) = Ai(Aa(z)) és (z)(propa) = ((x)p1)p2 -

Az Q(S5) egységeleme (¢,¢), ahol ¢ az S-en vett identikus transzforméacio.
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Az Q(S) monoidot az S transzlaciés burkianak nevezzik.
A N\(x) = ax és az (x)p, = xa modon definialt A\, bal, mig p, jobb transzlacio,

valamint (A, p,) lancolt.

3.9 Definicié. Az Qy(S) = {(A\a,pa) | @ € S} halmazt az Q(S) bels6 részének

nevezzik.
3.5 Megjegyzés. Q(S) ideal az (S)-ben.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy Q(.5) részfélesoport az Q(.S)-ben. Kénnyen igazolha-
t6 az idealtulajdonsag, ha belatjuk, hogy minden (), p) € Q(S) és (A4, pa) € Q0(5)

esetén:

(A P)Aas Pa) = (M), Pa@) €8 (Aay pa) (A P) = (A@yps Plap) -

]

Ismert, hogy a ®q : a — (A, pa) leképezés homomorfizmusa S-nek Q(S) belss
részére. Ez a homomorfizmus pontosan akkor injektiv, ha S gyengén egyszertisithetd,
vagyis minden a,b € S esetén, ha ar = bx és ra = xb minden x € S elemre, akkor
a=b.

Egy S félcsoport A részhalmaza esetén legyen:
QSGPA<S> - {()‘7IO> S Q(S> ’ )\(A)7 (A)p g A7)‘<Z)7 (Z)p g Z} '

[gazak a kovetkezsk S minden A részhalmazéra:
e ()(S) monoid, ezért Qsep 4(S) nem fiires;
o (sepa(S) részmonoidja Q(S)-nek;

d QSQPA(S) = QSepZ(S);

QSep@(S) = QSepS(S) - Q(S)v

SepA={z €S| Dq(x) = (As,pz) € Qsepa(S)}

A kovetkezd részben olyan S félcsoportokkal foglalkozunk, amely kielégiti a ko-

vetkez6 megjegyzésekben leirt feltételek egyikét.

3.6 Megjegyzés. Mondjuk azt, hogy S félcsoport teljesiti az I-feltételt, ha az S
minden valodi A részhalmazéara Qo(S) N Qgepa(S) = 0.

Ez ekvivalens a kovetkezdvel:

Sep A =0 az S sszes A valodi részhalmazara.

24



3.7 Megjegyzés. Mondjuk azt, hogy S félcsoport teljesiti a II-feltételt, ha az S
minden A részfélesoportjara ®o(A) N Qsep a(S) # 0.

Ez ekvivalens a kovetkezovel az 1.3 Tétel alapjan:

) C SepA C A az S osszes A részfélcsoportjéra.

3.10 Definici6. Egy S félcsoportot arkhimédeszi félcsoportnak neveziink, ha:
Ya,b€ S esetén In,m € Z* hogy a” € S'bS* & b € StaS! .

Ismert, hogy minden félcsoport félhalo-felbonthatatlan félcsoportok félhaloja. Az
arkhimédeszi félcsoportok pedig félhalo-felbonthatatlanok.

3.11 Definicié. Egy S félcsoport a eleme esetén jelolje S, a kovetkezd részhalmazt:
Se=1{b€ S|, jkecZ" hogy a'ba’ = a*}

Ez a részhalmaz fontos szerepet jatszik az idempotens elemet nem tartalmazo
arkhimédeszi félcsoportok vizsgalataban. Példaul a [14] 1.42 Tételében. A kévetkezd

lemma egy egyszeri eredmény az S, részhalmazrol.
3.3 Lemma. Egy S félcsoport barmely a eleme esetén a € Sep S,,.

Bizonyitds. Legyen a € S, mig b € S, tetsz6legesek. Vilagos, hogy a € S,. Felte-
hetjiik, hogy a'ba’ = a* gy, hogy i,j > 1. Ekkor

a® = a'(ab)a? = a'(ba)a’ " .

Vagyis ab, ba € S,, tehat a € 1d S,.
Most legyen ¢ € S, tetszéleges. Ha ac € S, igaz, akkor létezik k,m,n € Z7,
amelyre

a" = a*(ac)a™ = a*'eca™ .

Vagyis ¢ € S, lenne igaz, ami ellentmondas. Tehat ac € S,, és hasonloan ca € S,
amibdl pedig a € 1d S,.
Kovetkezésképp a € Sep S,. O

Az I-feltételnek megfelels félcsoportok

3.12 Definici6. Egy S félcsoportot derékszogt kdtegnek neveziink, ha minden eleme

idempotens és axa = a minden a,x € S esetén.

3.13 Definici6. Egy nullelemes S félcsoportot nil félcsoportnak neveziink, ha min-

den a € S esetén létezik egy n pozitiv egész, hogy a™ = 0.
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3.11 Tétel. Egy tetszbleges S félcsoport esetén a kovetkezd feltételek ekvivalensek:
1. S minden valodi A részhalmazara Q4(S) N Qsep a(S) = 0
2. S minden val6di A részhalmazara Sep A = ();

3. S minden valédi A részhalmaza szeparator-kizaro;

4. S x S minden (a,b) parja esetén létezik i, j,k € Z*, hogy a’ba’ = aF;

5. S egy derékszogt koteg nil félesoporttal vald idealbévitése.

Bizonyitds. 1. < 2.: Ez a definiciok alapjan nyilvanvalo.

2. = 3.: Tegyiik fel, hogy a 2. pont teljesiil egy S félcsoportra. Indirekt tegyiik
fel, hogy A az S-nek olyan valodi részhalmaza, hogy A nem szeparator-kizar6. Ekkor
Sep A # (), ami ellentmond a 2. pontnak.

3. = 4.: Tegyiik fel, hogy a 3. pont teljesiil egy S félcsoportban. Legyen a € S
tetsz6leges elem. A 3.3 Lemma és az 1.3 Tétel alapjan S, szeparator-tartalmazo.
Ekkor a 3. pont miatt S, =S, amibdl a 4. pont a definiciobol adédoan teljesiil.

4. = 5.: Tegyiik fel, hogy a 4. pont teljesiil egy S félcsoportban. Ekkor minden
a € S esetén léteznek i, j, k pozitiv egészek, hogy

a2k — (a2>k _ (a2>ia(a2)j _ a2(i+j)+1 )

A bal oldalon a kitevje paros, mig a jobb oldalon paratlan. Ebbdl az kovetkezik,
hogy az a elem rendje véges, vagyis az S félcsoport periodikus. Emiatt S-nek van
legalabb egy idempotens eleme. Jelolje F az S 0Osszes idempotens elemeinek hal-
mazat, s ebbdl legyen e € E tetsz6leges. A 4. pont teljesiilése miatt minden b € S
elemre ebe = e, amelyb6l (eb)? = eb és (be)? = be. Vagyis ES,SE C F teljesiil, ami
azt jelenti, hogy F ideal S-ben. Mivel S periodikus, ezért az E ideal éltal megha-
tarozott S/E Rees-faktorfélcsoport nil félcsoport. A 4. pont miatt minden e, f € E
esetén efe = e, és igy E derékszogl koteg, vagyis az 5. pont teljesiil.

5. = 2.: Tegyiik fel, hogy az 5. pont teljesiil egy S félcsoportban. Ekkor az S
idempotens elemeit tartalmazé E halmaz derékszogi koteg, idealja S-nek, és minden
a € S elemre 1étezik egy n pozitiv egész, hogy a™ € E. Indirekt tegyiik fel, hogy léte-
zik valodi A részhalmaza S-nek, amelyre Sep A # (). Ekkor az 1.3 Tétel miatt A vagy
A szeparator-tartalmazo részhalmaz. Amelyik a kett6 koziil a szeparator-tartalmazo
lesz, azt jelolje B. Tehat B egy valodi részhalmaz S-ben, amelyre () # Sep B C B.
Mivel Sep B részfélcsoport S-ben, ezért minden x € Sep B esetén 1étezik egy n po-
zitiv egész, hogy 2" € Sep BN E, és igy Sep BN E # (). Felhasznalva, hogy F
derékszogi koteg, egy tetszbleges f € F esetén efe =e € Sep B C B, amibdl f € B
kovetkezik. Ennélfogva E C B.
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Végiil legyen s € S tetsz6leges. Ekkor es € E C B, amib6l s € B, mivel
e € Sep B. Ebbdl B = S ellentmondas kovetkezik, és igy S teljesiti a 2. pontot. [

3.1 Kovetkezmény. Egy derékszogl koteg barmely valodi részhalmazénak szepa-

ratora tres.
Bizonyitds. A 3.11 Tétel alapjan nyilvanvalo. O

Az iménti kévetkezmény mutatja, hogy a derékszogi koteg példa egy olyan telje-
sen regularis, teljesen egyszerid Clifford-félcsoportra, amelyben minden valodi rész-

halmaz szeparétora iires.

A TlI-feltételnek megfelel6 félcsoportok

3.12 Tétel. Egy tetszbleges S félcsoport esetén a kovetkezo feltételek ekvivalensek:
1. S minden A részfélcsoportjara @q(A) N Qsep a(S) # 0;
2. S minden A részfélesoportjara ) C Sep A C A;
3. S egy periodikus csoport;
4. S minden részfélcsoportja unitér;
5. S minden A részfélcsoportjara A = Sep A;

6. S minden A részfélcsoportjara létezik S-nek egy K részhalmaza, amelyre

A=SepK.

Bizonyitds. 1. < 2.: Ez a definiciok alapjan nyilvanvalo.

2. = 3.: Tegylik fel, hogy a 2. pont teljesiil egy S félcsoportban. Legyen R egy
jobboldali ideal S-ben. Ekkor létezik egy K részhalmaza S-nek, hogy R = Sep K.
Tehat RK C R és RK C K, vagyis K NSep K # 0. Az 1.3 Tétel miatt R C K,
amibsl K = S. Ennélfogva R = Sep K = SepS = 5, vagyis S jobbegyszerd
félcsoport. Hasonléan igazolhatd, hogy S balegyszeri is. A két tulajdonsigbol
pedig az kovetkezik, hogy S csoport. Most legyen a € S tetsz6leges. Vizsgaljuk az
a altal generalt (a) ciklikus részfélcsoportot és az A = {a?, a?,...} részfélcsoportot
S-ben. A 2. pont szerint ) C Sep A C A, és igy létezik egy n > 2 egész, hogy
a™ € Sep A. Ekkor

(a) >a™ ¢ A

! = a, vagyis a véges rendti. Kovetkezésképp S periodikus csoport,

teljestl, és igy a”*
a 3. pont igaz.
3. = 4.: Mivel egy periodikus G csoport minden részfélcsoportja részcsoport,

ennél fogva unitér is G-ben, vagyis teljesiil a 4. pont.
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4. = 5.: Az 1.8 Tétel miatt kovetkezik az 5. pont.

5. = 6.: K legyen mindig egyenld az A-val, igy nyilvanvaloan igaz lesz a 6. pont.

6. = 2.: Tegyiik fel, hogy a 6. pont teljesiil egy S félcsoportban. Legyen A
egy valodi részfélcsoportja S-nek. Tehat létezik egy K C S részhalmaz, amelyre
Sep K = A. Az 1.7 Tétel alapjan Sep Sep K C Sep K, vagyis Sep A C A, és igy a 2.
pont teljesil. O]

3.7 Permutativ félcsoportok részhalmazanak

szeparatora

Ebben a részben felhasznalunk tobb eredményt a félcsoportok kommutativ monoid-
kongruenciait taglalo fejezetbél. Ebben szerepelt mar a 2.3 Definiciéban a permu-
tativ és a a 2.2 Definiciéban a reflexiv félcsoport fogalma.

Egy S félcsoport esetén a reflexiv unitér részfélcsoportok fontos szerepet jatsza-
nak S csoport- vagy nullelemes csoport-kongruenciainak leirasaban. Példaul a [14]
1.41 Tétele szerint, ha H egy reflexiv unitér részfélcsoport egy S félcsoportban,
akkor S/ Py csoport vagy nullelemes csoport, ahol Py a mar korabban definialt
f6kongruencia. Erre az eredményre tobbszor is sziikségiink lesz a tovabbiakban.

Mar belattuk a 2.6 Tételben, hogy hogyan allithatjuk el§ egy permutativ fél-
csoport monoid-kongruenciéit. Vegylink az emlitett tételnek megfelelGen S-ben egy
{A;,i € I} részhalmazcsaladot, amelyre tehat A = N;c; Sep A; nem iires.

Mivel A nem {ires, ezért Sep A; # (), igy a 2.4 Kovetkezmény miatt Sep A; reflexiv
unitér részfélcsoport S-ben minden ¢ € [ esetén. Tehéat A is az, emiatt pedig a Py

f6kongruenciaja S-nek egy csoport- vagy egy nullelemes csoport-kongruencia.

3.13 Tétel. Egy S permutativ félcsoport esetén a kovetkezd feltételek ekvivalensek:
1. S-nek nincs nemtrivialis homomorf képe, ami csoport vagy nullelemes csoport;
2. S minden valédi részhalmazanak iires a szeparatora;
3. S minden valodi részrészfélcsoportjanak iires a szeparétora;
4. S-nek nincs nemtrivialis homomorf képe, ami monoid.

Az iménti tétel mésodik pontjaval a 3.11 Tétel szerint ekvivalens, hogy S egy

derékszogi koteg nil félesoporttal vald idealbdvitése.

Bizonyitds. 1. < 2.: Ha A egy valddi részhalmaza az S permutativ félcsoportnak,
amelyre Sep A # (), akkor a 2.4 Kovetkezmény alapjan Sep A reflexiv unitér rész-
falcsoport S-ben. Mivel az 1.3 Tétel miatt Sep A C A vagy Sep A C A, ezért
S # Sep A, mert A valodi részhalmaz.

28



Kovetkezésképp a Pgep 4 f6kongruenciaja S-nek nemtrivialis csoport- vagy null-
elemes csoport-kongruencia.

2. & 3.: Nyilvanvalo.

3. < 4.: Legyen S egy permutativ félcsoport, amelynek minden valodi részrész-
félcsoportjanak iires a szeparatora. Ha S-nek lenne nemtrividlis homomorf képe,
ami monoid, akkor a 2.6 Tétel és a 2.4 Kovetkezmény miatt létezne egy A # S
részfélcsoport, amelyre A = Sep A, ami ellentmondas.

4. < 1.: Nyilvanvalo. O

3.14 Definici6. Egy S félcsoportot Putcha-félcsoportnak neveziink, ha :
VYa,b€ S esetén b€ S'aS' = 3ImeZ', hogy b" € S'a®St .

Ismert, hogy egy permutativ félcsoport Putcha-félcsoport is, ami pedig arkhi-
médeszi félesoportok félhaloja, ezt példaul [10] is leirja. Belathato, hogy egy arkhi-
médeszi félcsoportnak nincs homomorf képe, ami nullemes csoport. A 3.13 Tétel
miatt pedig egy arkhimédeszi permutativ félcsoportnak pontosan akkor nincs nem-
trivialis homomorf képe, ami csoport, ha egy derékszogt koteg nil félesoporttal vald

idedlbdvitése, és igy van idempotens eleme.

3.2 Kovetkezmény. [15]
Egy arkhimédeszi permutativ félcsoportnak, amelynek nincs idempotens eleme, an-

nak van nemtrividlis homomorf képe, ami csoport.

Korédbban mar volt sz6 az S félcsoport egy a eleme altal generalt, a 3.11 Defini-

cibban bevezetett S, részhalmazarol.

3.4 Lemma. [15]
Ha S egy permutativ félcsoport, akkor minden a € S esetén S, egy reflexiv unitér

részfélcsoportja S-nek.

3.14 Tétel. Egy permutativ félcsoportnak, amelynek nincs idempotens eleme, an-

nak van nemtrividlis homomorf képe, ami csoport vagy nullelemes csoport.

Bizonyitds. Legyen S egy permutativ félcsoport, amelyben nincs idempotens elem.
Legyen a € S olyan, hogy a € S,2. Ekkor 1éteznek 7, j, k pozitiv egészek, amelyekre
a¥aa® = a®*, vagyis a?t)Ht1 = g% A kitevs a bal oldalon pératlan, mig a jobb
oldalon porzitiv, tehat a rendje véges, és igy S-nek van idempotens eleme. Ez egy
ellentmondés, vagyis a ¢ S,2, s ezért minden a € S elemre S,z # S.

A 3.4 Lemma alapjan S,z valodi reflexiv unitér részfélcsoport S-ben. Kovetke-

zésképp az S/S,2 faktorfélcsoport nemtrivialis csoport vagy nullelemes csoport. [
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3.15 Tétel. Ha S egy végesen generalt permutativ félcsoport, akkor S vagy véges
vagy van neki nemtrivialis homomorf képe, ami csoport vagy nullelemes csoport.
Igy minden végtelen, de végesen generalt permutativ félcsoportnak van nemtri-

vialis homomorf képe, ami csoport vagy nullelemes csoport.

Bizonyitds. Legyen S egy végesen generalt permutativ félcsoport. Tegytik fel, hogy
S, = S minden a € S elemre. Ekkor a € S,2, és igy a véges rendd minden a € S
esetén. Tehat S egy végesen generalt permutativ periodikus félecsoport. A [14] 1.1
Tétele vagy [16] alapjan S véges.

Ha létezik a € S elem, amelyre S, # S, akkor a 3.4 Lemma miatt S, valodi refle-
xiv unitér részfélesoport S-ben, és igy az S/.S, faktorfélcsoport nemtrivialis csoport

vagy nullelemes csoport. O]

3.3 Kovetkezmény. Ha egy végesen generdlt permutativ S félcsoportnak nincs
nemtriviais homomorf képe, ami csoport vagy nullelemes csoport, vagy ekvivalens

moédon Sep A = () minden valodi A részhalmazéara S-nek, akkor S véges.
Bizonyitds. A 3.15 Tétel alapjan nyilvanvalo. O

3.4 Kovetkezmény. Ha egy végesen generalt permutativ félcsoportnak nincs valodi

unitér részfélcsoportja, akkor a félcsoport véges.

Bizonyitds. A 2.4 Kovetkezményt és a 3.13 Tételt felhasznalva kapjuk, hogy egy
permutativ S félcsoportnak pontosan akkor nincs nemtrivialis homomorf képe, ami
csoport vagy nullelemes ccsoport, ha S-nek nincs valodi unitér részfélesoportja. Igy
az allitds adodik a 3.3 Kovetkezménybdl. [
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4. fejezet

Szeparator a Gauss-gytri

multiplikativ félcsoportjaban

Ebben a fejezetben Nagy Attila Separators of Ideals in Multiplicative Semigroups
of Unique Factorization Domains cimd cikkében kozolt eredményeket ismertetjiik
([5]). Foglalkozunk kommutativ félcsoport ideal altal definialt f6kongruenciaja sze-
rinti faktorfélcsoportjaval. Ehhez definidlunk egyszertsitésként egy tobbszor hasz-
nalt gytjtéfeltételt. Ezutan Gauss-gytrik multiplikativ félecsoportjan vizsgalunk
speciélis oszthatosidggal kapcsolatos kongruencidkat, és kimondunk egy Osszefiiggést
nem asszocialt osztok szamara a Gauss-gytriiben. Végiil egy speciélis szamelméleti

alkalmazassal fejezziik be a fejezetet.

4.1 Bevezetés

Legyen S egy nullelemes kommutativ félcsoport. Az S minden s eleme esetén defi-

nialjuk az A(s) annihilator részhalmazt a kovetkezSképp:
A(s)={zx e S|axs=0}.

Az annihilator ideéal S-ben.
Egy s € S elemet torzios elemnek neveziink, ha A(s) # {0}. Jelolje Sy az S

torzios elemeinek halmazat.

4.1 Lemma. Ha S egy nullelemes kommutativ félcsoport, amelyre |S| > 2, akkor
St ideal az S-ben.

Bizonyitds. Legyen S egy nullelemes kommutativ félcsoport, amelyre |S| > 2. Ekkor
0 € Sy. Ha a € Sy, akkor létezik egy b # 0 elem S S-ben, amelyre b € A(a). Igy egy
tetszbleges s € S elemre (sa)b = s(ab) = s0 = 0, amibdl 0 # b € A(sa) kovetkezik,
vagyis sa € Sr. m
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4.1 Definici6é. A tovabbiakban akkor mondjuk, hogy az S félcsoport kielégiti a
*-feltételt, ha igazak ra a kovetkezdk:

1. S nullelemes kommutativ monoid;
2. S minden nem-egység eleme torzios elem;

3. Vs,t € Sesetén A(s) = A(t) = s =t.

4.1 Megjegyzés. Az egyetlen elemet, jeloljik ezt e-vel, tartalmazo S = {e} fél-
csoport teljesiti a Je-feltételt, mivel e itt egyszerre egységelem és nullelem, és S-nek

nincs nem-egység eleme.

4.1 Példa. Legyen S = {0, 1,2} egy félcsoport a kivetkezs Cayley-mivelettablaval:

e 1 2 0
111 2 0
212 0 0
0/0 0 0

Ez a félcsoport egy nullelemes kommutativ monoid, amelyben 0 a null-, mig 1

az egységelem. Az annihilator definicioja alapjan:
e A(0) ={1,2,0},
o A1) = {0},
o A(2) ={2,0}.

Kovetkezésképp S kielégiti a d-feltételt.

A termeészetes kvazi-rendezést (reflexiv, tranzitiv, de nem feltétlen antiszimmet-
rikus) egy S monoid esetén az oszthatosag altal meghatarozott relacio adja meg:
a < b valamilyen a,b € S esetén, ha bS C aS. Ha ez a kvazi-rendezés részbenren-
dezés S-en, akkor természetes részbenrendezésrdl beszéliink, s azt mondjuk, hogy
S természetesen részbenrendezett monoid. Egy ilyen monoidban az 1-gyel jelolt
egységelem az egyetlen invertalhato elem, ami azt jelenti, hogy: Va,b € S esetén

ab=1<a=1¢ésb=1, tehat az egységcsoport egyelemt.

4.2 Lemma. Minden félcsoport, ami teljesiti a J-feltételt, az természetesen rész-

benrendezett monoid.

Bizonyitds. Legyen S egy félcsoport, ami kielégiti a J-feltételt. Tegyiik fel, hogy
a < bés b < a valamilyen a,b € S esetén. Ekkor Sa = Sb, vagyis léteznek
z,y € S elemek, hogy a = zb és b = ya. Legyen s € A(a) tetszbleges. Ekkor
bs = (ya)s = y(as) = y0 = 0, tehat s € A(b). Vagyis A(a) C A(b). Hasonloan
kovetkezik, hogy A(b) C A(a), és igy A(a) = A(b). Mivel S teljesiti a dk-feltételt,
ezért a = b, ami azt jelenti, hogy a < relacié antiszimmetrikus is. Koévetkezésképp

< részbenrendezés, az S pedig természetesen részbenrendezett monoid. O
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4.2 Kommutativ félcsoportok

4.1 Tétel. Legyen S egy kommutativ félcsoport. Ha I egy ideélja S-nek tgy, hogy
Sep I # (), akkor a kovetkezdk igazak:

1. P; kongruencia S-en;
2. I és Sep I az S-ben Pr-osztalyok;
3. S/ Py teljesiti a J-feltételt.

Megforditva pedig, ha o kongruencia egy S kommutativ félcsoporton, akkor az S/«

faktorfélcsoport kielégiti a sk-feltételt és létezik egy I idealja S-nek, hogy o = Pr.

Bizonyitds. Legyen S egy kommutativ félcsoport, amelyben I egy ideél, amelyre
Sep I # ().

Ha I = S, akkor Sep I = S és P; az univerzalis relaci6 S-en. Ebben az esetben
I és Sep I nyilvanvaloan Pr-osztéalyok, és az S/ Py faktorfélesoport egy egyelemii fél-
csoport, ami a 4.1 Megjegyzés szerint teljesiti a J-feltételt.

Most nézziik azt az esetet, amikor I # S. Ekkor az 1.3 Megjegyzés alapjan
INSepl =0. A 22 és a 2.3 Tételek alapjan P; kongruencia S-en, amelyre Sep I
az S/ Py faktorfélcsoport egységeleme, és I elGall Pr-osztalyok unidjaként. Mivel
I...a =25 x5 minden a € [ esetén, ezért az [ egy Pr-osztaly S-en, mégpedig az
S/ Py faktorfélesoport nulleleme. Kovetkezésképp S/ Py egy nullelemes kommutativ
monoid.

Tetsz6leges z € S elemre jeldlje [z]; azt az S-beli Pj-osztélyt, amely tartalmaz-
za x-et. Ha [s]; egy nem-egység elem az S/Pj;-ben, akkor s € S\ SepI. Mivel
s€ S =1d1, ezért s ¢ Id 1, hiszen s ¢ Sepi. Tehat létezik egy b € I elem, amelyre
sb € I. Ekkor [b]; egy nem-nulla elem az S/Pr-ben, hiszen b ¢ I, és [s];[b]; viszont
az S/P; nulleleme. Emiatt [b]; € A([s]7), vagyis [s]; € (S/Pr)r. Kovetkezésképp
S/ Pr minden eleme torzios elem.

Tegyiik fel, hogy [a]; # [b]; valamely a,b € S esetén. Ez azt jelenti, hogy
(a,b) ¢ Pr,amibsl I...a # I...b. Eszerint létezik egy (x,y) € S xS, amelyre vagy
(x,y)el...aés (z,y)¢1...b,vagy (z,y) €...bés (v,y) ¢ I...a lesz az igaz.

Nézzik az el6bbi esetet:

(wy)el...a & (zyy)¢l...b.

Vagyis
ray €1 és xby &1,

amibdl

axy €I és brxy &1,
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és igy az S/ Py faktorfélesoportban

[a]rzy]r =0 és [b;[zy]r #0 .

Kovetkezésképp [xy]r € A([alr) és [xy|r ¢ A([b]1), tehat A([a]r) # A([b]r). Hasonlo-
an adodik, hogy A([a];) # A([blr) az (z,y) € [...bés (x,y) ¢ I ...a esetben. Mivel
mindkét esetben A([a]r) # A([b]1), ezért az A([alr) = A([b]r) = [a]r = [b]r teljestil
minden a,b € S esetén.

Az eddigi eredmények azt mutatjak, hogy S/ Py teljesiti a de-feltételt.

Hogy belassuk a megforditast, legyen « egy olyan kongruencia az S félcsoporton,
amelyre az S/« faktorfélcsoport teljesiti a Jk-feltételt. Jelolje I azt az a-osztélyt
S-ben, amelyik a nullelem az S/a-ban; mig H azt, amelyik az egységelem ugyanitt.
Vil4gos, hogy I ideal S-ben.

Belatjuk, hogy SepI = H. Tetsz6leges € S elemre jelolje [z], azt az S-beli
a-osztalyt, amely tartalmazza z-et. Mivel H az egységeleme S/a-nak, ezért minden
r € S-re H[z|, C [z]a, vagyis H C SepI. Legyen a ¢ H tetszSleges S-beli elem.
Ekkor [a], nyilvan nem az S/a egységeleme, és igy A([aln) # {0}, mert torzios
elem a Je-feltétel miatt. Emiatt létezik b ¢ [ az S-ben, hogy |a],[blo C I, és igy
ab € I. Kovetkezésképp a ¢ 1d 1, ezért a ¢ Sep I tetszéleges a ¢ H elemre, vagyis
H =2Sepl.

Most megmutatjuk, hogy o = P;. Tegyiik fel, hogy (a,b) € a valamilyen a,b € S
esetén. Ekkor a kongruencia definiciojabol 1étezik minden x,y € S esetén egy c € S
elem, hogy way, xby € [c|,.

Mivel I egy a-osztaly S-ben, ezért xay € I < xby € I. VagyisI...a=1...b,
ami éppen azt jelenti, hogy (a,b) € Py, és igy a C Pj.

Hogy megmutassuk a P; C « tartalmazast is, legyen (a,b) € P; valamilyen
a,b € S esetén. Tegyiik fel indirekt modon, hogy (a,b) ¢ a. Ekkor [a], # [b]a, ami-
bdl A(lala) # A([b]), mivel az S/a faktorfélesoport teljesiti a %-feltételt. Vagyis
létezik egy [7], € S/a, amelyre vagy [a]a]7]a C I és [bla[z]a C I, vagy [ala]z]a C T
és [b]a[z]a C 1.

Nézzik az el6bbi esetet:
[alo[z]o CT és  [bla|z]a C I.

Ekkor
arel é br¢l,

és igy egy tetszbleges h € H = Sep I esetén

hax € I ¢és hbx ¢ I,
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amibdl
(hyx)el...a ¢ (h,x)¢I...b.

Kovetkezésképp I...a # I...b. Ugyanehhez az eredményhez jutunk a mésik eset-
ben, tehat (a,b) ¢ Pr, ami ellentmondas. Vagyis P; C « tartalmazas is teljesiil, és

igy a = Pr. [

4.2 Megjegyzés. Legyen S egy nullelemes kommutativ félcsoport, amelyben a nem-
nulla elemek részfélcsoportot alkotnak, és ezt S*-gal jeloljiik. S egy I # {0} idedljara
legyen I* = I\ {0}. Ekkor:

1. I* ideal S*-ban;
2. P; megszoritasa S*-ra megegyezik P~ kongruenciédval.

Pr az S I idedlja altal, mig P« az S* I'* idealja altal definialt f6kongruenciaja. Mivel
I egy Pr-osztaly és I* egy Pp«-osztaly a 4.1 Tétel miatt, ezért S/P; = S*/P-.

4.2 Tétel. Egy S kommutativ félcsoport M maximalis idealjara a kdvetkezsk ekvi-

valensek:
1. M primideal;
2. Sep M # ()
3. az S/ Py faktorfélesoport kételemid nullelemes monoid.

Bizonyitds. 1. = 2.: Legyen M egy primidedl S-ben. Ekkor az 1.9 Tétel szerint
M unitér részfélesoport, amire az 1.8 Tétel alapjan Sep M = M az igaz. Vagyis
felhasznélva még az 1.1 Megjegyzést Sep M = Sep M = M # ().

2. = 1.: Legyen M egy maximalis ideal S-ben, amelyre Sep M # (). Tegyiik fel,
hogy AB C M valamilyen A ¢ M, B ¢ M ideéljaira S-nek. Mivel M maximalis ide-
al S-ben, valamint M UA és M UB is idealok S-ben, ezért MUA =S és MUB = S.
Igy M C A és M C B. Mivel Sep M C M hiszen M ideal, ezért Sep M C A és
Sep M C B. Ekkor tetsz6leges x,y € Sep M elemparra zy € AB C M. Ez ellent-
mondas, mert Sep M részfélcsoport S-ben, ennélfogva xy € Sep M C M. Kovet-
kezésképp S minden A és B idealjara AB C M = A C M vagy B C M. Igy M
primideal, mert az S kommutativ félcsoport.

1. = 3.: Legyen M egy primideal S-ben. Ekkor a primideal definiciojabol vila-
gos, hogy M részfélcsoport S-ben. Felhasznalva az 1.1 Megjegyzést, az 1.8 Tételt
6s az 1.9 Tételt kapjuk, hogy Sep M = Sep M = M. Igy a 4.1 Tétel alapjan a Py,
kongruencidnak két kongruencia-osztalya van, és emiatt az S/P), faktorfélesoport

egy kételemt nullelemes monoid.
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3. = 1.: Tegyiik fel, hogy az S/ Py faktorfélcsoport egy kételemt nullelemes mo-
noid. Legyen ¢ € M olyan elem, amelyre M ...c = S x S. Az S kommutativitasabol
latszik, hogy K = {s € S | M...s = S x S} halmaz ideal S-ben. M C K, mert
c€ K,decé¢ M. Emiatt K = S, mivel M maximalis ideal S-ben. Eszerint Py,
az univerzalis relacié S-en. Ez ellentmondéas, mert ekkor S/ Py, egyelemi. Ebbdl az
kovetkezik, hogy minden ¢ € M esetén M ...c # S x S. Viszont M ...s = S x S
minden s € M esetén, tehat M egy Pyr-osztély S-en. Mivel S/Py egy kételemd
nullelemes monoid, igy M részfélcsoport lesz a faktorfélcsoport egységeleme. Ekkor
Sep M = M, tehat az 1.8 Tétel és az 1.9 Tétel miatt M primideal S-ben. O

4.3 Gauss-gytrd multiplikativ félcsoportjai

Legyen D egy egységelemes integritasi tartomény. Jelolje e ennek az egységelemét
és D, a multiplikativ félcsoportjat. Ekkor D,,..; egy kommutativ monoid, és
igy egyik idedljanak szeparatora sem iires. Béarmely a,b € D elem esetén a ~ b
jelentse, hogy az a és b asszocialt elemek. Ismert, hogy ~ ekvivalencia-relaci6 D-
n. Belathato, hogy ~ kongruencia-relacié D, i-on és D' = D,/ ~ kommutativ
monoid, melynek az egységeleme [e].. ([x]~ jeloli azt a D, -beli ~-osztéalyt, amely
tartalmazza z-et.) [e]. az egyetlen egység (invertalhato elem) és [0]. az egyetlen

nullosztdé D’-ben.

4.3 Lemma. Legyen D egy egységelemes integritastartomany. Ekkor D,,,;; barmely
I ideélja esetén ~C P;.

Bizonyitds. Legyen a,b € D olyan elempar, amelyre a ~ b. Ekkor léteznek olyan
e, € D egységek, hogy a = €b és b = ¢’a. Tegyiik fel, hogy xay € I valamilyen
x,y € D esetén. Ekkor xby = ze'ay = € xay € I.

Hasonloan tejesiil zby € [ = xay = exby € I. Koévetkezésképp [...a=1...B,
és igy (a,b) € Py, vagyis ~C Pj. O

4.4 Lemma. Legyen D egy egységelemes integritastartomany és ¢ a kanonikus

homomorfizmusa D, y-nak D' = D,/ ~-re. Ekkor D,,,;; barmely I idealja esetén

¢(Sep I) = Sep ¢(I)

Bizonyitdas. Legyen I a D, tetsz6leges idedlja. I és Sep [ a 4.1 Tétel szerint D, -
beli Pr-osztalyok. A 4.3 Lemma miatt pedig megkapjuk, hogy ¢(Sep 1) = Sep ¢(1).
O

4.2 Definicié. Egy integritastartoméanyt Gauss-gytirtinek neveziink, ha minden
nem-nulla, nem-egység eleme felirhat6 irreducibilis elemek szorzataként az egység-

szorzok és a sorrend erejéig egyértelmten.
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Jeloljon D a tovabbiakban egy Gauss-gytrtit. D barmely két a és b eleme esetén
létezik ezek legnagyobb kozos osztoja, amit Inko(a, b) jeldl. Vilagos, hogy D/ ~
faktorfélesoportban minden a,b € D esetén [lnko(a,b)]. = Inko([a]~, [b]~).

c s

Va,be D esetén (a,b) € 7, < Inko(a,m) ~ Inko(b,m) .

Mivel ~ ekvivalencia-relacié D-n, ezért 7, is az.
4.5 Lemma. Barmely D Gauss-gytriiben 75 =~.

Bizonyitds. Mivel Inko(a,0) ~ a tetsz6leges a € D esetén, ezért minden a,b € D

esetén (a,b) € 1o < a ~ b, és igy 19 =~. O

Egy D Gauss-gytirt egy m eleme estén jelolje J(m) az m &ltal generalt idealjat
D-nek. Ismert, hogy J(m) =mD. Ez az ideél fontos a 7,, relacio leirasaban D egy

nem-nulla m eleme esetén.

4.3 Tétel. Legyen m egy D Gauss-gytrdi nem-nulla eleme. Ekkor 7,, = Pjq,) és
Tm olyan kongruenciaja D,,,-nak, hogy D,/ kielégiti a Je-feltételt.

Bizonyitds. Legyen m egy D Gauss-gytird nem-nulla eleme.

El6szor vegyiik azt az esetet, amikor m ~ e, ahol e a D egységelemét jeloli. Ekkor
m egység a D-ben, amib6l J(m) = mD = D, és igy Sep J(m) = D. Emiatt Py, és
Tm is megegyezik D univerzélis relacidjaval, vagyis a tételbeli allitasok teljestilnek.

Most vegyiik azt az esetet, amikor m ~ e. Ekkor J(m) # D. Mivel D-nek
van egységeleme, ezért Sep JJ(m) # 0. A 4.1 Tétel szerint Dinui/Pym) teljesiti a
*-feltételt, valamint J(m) és Sep J(m) kiilonb6z6 Py(m)-osztalyok D,-ban: J(m)
a nulleleme, mig Sep J(m) az egységeleme a D¢/ Py(m) faktorfélcsoportnak.

Azt, hogy 7, = Pj(n), belathatjuk, ha el6szor megmutatjuk, hogy 7., € Pjm),
majd azt, hogy minden a,b € D esetén (a,b) ¢ 7, = (a,b) & Pjim).

Legyen a,b € D tetszélegesek, amelyekre jeldlje d, és d, a kdvetkezGket:

d, = Inko(a,m) és dj, = Inko(b,m) .

Ekkor léteznek az a*, b*, mq, my € D elemek, amelyekre a kovetkezdk teljestilnek:

*

a=d.,a*, m=dymg, b=db", m=dm,

Megjegyezziik, hogy Inko(a*, m,) ~ e és Inko(b*, m;) ~ e.
Tegyiik fel, hogy (a,b) € 7, vagyis d, ~ dp. Megmutatjuk, hogy (a,b) € Pj).
Mivel d, | dy és dy | d,, ezért léteznek az x,y € D elemek, hogy

db = daflf és da = dby .
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Tegyiik fel, hogy wav € J(m) valamilyen u,v € D elempéarra. Ekkor uav = mt
valamely t € D elemre, és igy ud,a*v = d,mgt.

Mivel d, # 0, ezért ua*v = mgt, amibsl m, | uva*.

Az iméntibdl Inko(a*,m,) ~ e miatt azt kapjuk, hogy m, | av. Tehat létezik

k € D, amelyre uv = m,k. Kovetkezésképp:
ubv = buv = bmyk = dpb*mok = dyxb*mok = mab*k € J(m) .

Hasonloan belathato, hogy ubv € J(m) = uav € J(m).

Tehat J(m)...a = J(m)...b, vagyis (a,b) € Pjum). Igy belattuk, hogy
Tm € Prim)-

Most nézziik azt az esetet, amikor feltesszik, hogy (a,b) ¢ 7, vagyis d, = dy,
ami azt jelenti, hogy d, 1 dy vagy dy 1 d,. Belatjuk, hogy ekkor (a,b) & Pjam).

Tegyiik fel, hogy d, 1 d, teljesiil. Ekkor my, | m, esetén m, = myw valamilyen
w € D elemre, amibdl d,myw = d,m, = m = dymy. Felhasznélva, hogy m;, # 0
és D egyszertsithets, azt kapjuk, hogy d,w = d;, ami ellentmondana annak, hogy
d, 1 dy, vagyis my, 1 my,.

Teljesiil (mg,e) € J(m)...a, mivel myae = mya = mya*d, = ma* € J(m).
Belatjuk, hogy (mg,e) ¢ J(m)...b is igaz. Tegyik fel indirekt modon, hogy
(ma,e) € J(m)...b. Ekkor msbe = m,b € J(m), és igy m,b = mw valamilyen
w € D elemre. Igy

me(b*dy) = (mpdp)w

amibdl felhasznélva, hogy d, # 0 és D egyszertisithets kapjuk, hogy

myb* = myw .

Tehat my, | mab*, és ezért my, | m, ellentmondashoz jutunk Inko(my, b*) ~ e miatt.

Kovetkezésképp (mg,e) ¢ J(m)...b, vagyis (mg,e) € J(m)...a miatt
Jm)...a# J(m)...b.

Ha azt tessziik fel, hogy d, 1 d,, akkor az iméntihez hasonl6 modon belathat-
juk, hogy (my,e) € J(m)...b, de (mp,e) ¢ J(m)...a. Igy ebben az esetben is
J(m)...a # J(m)...b teljestl, vagyis mindkét esetben igaz, hogy

(@,b) & Pyim) -

A kapott megéllapitasok, egyrészt (a,b) & 7, = (a,b) & Pj(m), masrészt 7, C Py,
egyiitt adjak, hogy

Tm — PJ(m) .
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A 4.1 Tétel miatt 7, kongruenciaja a Dy, félcsoportnak, és a D/ faktorfél-
csoport teljesiti a J-feltételt. O]

4.1 Kovetkezmény. Ha D Gauss-gytriiben az m elem nem nullelem és nem egység,
akkor Sep J(m) = {k € D | Inko(k, m) ~ e}.

Bizonyitds. A 4.3 Tétel alapjan Pj,) = 7p. A 4.1 Tétel miatt pedig Sep J(m) egy
Pj(m)-osztaly, és igy 7,,-osztaly D-ben. Mivel e € Sep J(m), ezért

Sep J(m) = {k € D | Inko(k, m) ~ Inko(e,m) ~ e} .

]

4.2 Kovetkezmény. Legyen m egy D Gauss-gytirid tetszéleges eleme. Ekkor bar-

mely a,b, s € D elemek esetén:
Inko(a, m) ~ Inko(b,m) = Inko(sa,m) ~ Inko(sb, m)

Bizonyitds. A 4.5 Lemma és a 4.3 Tétel alapjan 7, kongruenciaja D,,,;;-nak minden

m € D esetén. Emiatt az allitas nyilvanvalo. O]

A 4.3 lemma alapjan egy D egységelemes integritastartomany D,,,;; multiplikativ
félcsoportjanak barmely I idealjara ~C P;. Ekkor a P/ ~ relaciot a D' = D/ ~
faktorfélcsoporton a kévetkezdképp definidljuk:

Va,b € Dy esetén  ([a]~, [b].) € P/~ < (a,b) € P .

Ez a relacio kongruencia a D,/ ~-en, és a [17] 5.6 Tétele alapjan

(Dmult/ N)/(PI/ N) = Dmult/PI .

4.6 Lemma. Legyen D egy egységelemes integritastartomany. A D' = D,/ ~
faktorfélcsoportban D barmely nem-nulla m elemére Pj(,y/ ~= Pj(m).), ahol
J([m]~) jeloli D'-nek [m]. = ¢(m) altal generalt idealjat, és Pyy,.) a D'-n J([m].)

altal meghatarozott f6kongruencia.

Bizonyitds. A 4.3 Lemma miatt J(m) el6all D, -beli ~-osztalyok unidjaként, s

ezért
[z]~[al~[yl~ € 6(J(m)) & zay € J(m) .

Igy ([a]~, [b]~) € Pyyimy) < (a,b) € Py, vagyis ([a]~, [b]~) € Pjimy/ ~. A lemmat
igy belattuk, mert ¢(J(m)) = J([m].) és az iménti alapjan P,/ ~= Pysm)). O
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Legyen D egy Gauss-gytrd. Ekkor a D' = D,/ ~ barmely két [a]. és [b]~
eleme pontosan akkor asszocialtak, ha [a]. = [b]~.

Egy tetszoleges [m]. € D’ elem esetén jelolje Thn. @& kovetkezd relaciét minden
[a]~, [b]~ € D’ esetén:

([a]~, [b]~) € 7. & Inko(([a]~, [m].)) = Inko(([b]~, [m]..)) -

Mivel a 4.5 Lemma alapjan 7y =~, és a 4.3 Tétel valamint a 4.3 Lemma alapjan

minden nem-nulla m € D esetén ~C Pj,y = T, 18y T/ ~ 1étezik.

4.7 Lemma. Legyen D egy Gauss-gytiri. Ekkor a D' = D,/ ~ faktorfélesoport-

ban 7,/ ~= 7/, .

Bizonyitds. Tetszb6leges a,b € D, esetén

([a]~, [b]~) € T/ ~ < (a,b) € T, &
Inko(a, m) ~ Inko(b,m) < [lnko(a, m)|. = [Inko(b,m)]. <
Inko([a]~, [m]~) = Inko([b], [m]~) < ([al~,[b]~ € 7

ml~ -

]

4.3 Kovetkezmény. Legyen D egy Gauss-gytirti. Ekkor a D' = D,,,;/ ~ minden
nem-nulla [m]. elemére 7j, = Pj(n).). Emiatt pedig D'/7;, = faktorfélesoport
pedig kielégiti a J-feltételt.

Bizonyitds. A 4.3 Lemma és a 4.3 Tétel miatt teljesiil, hogy ~C P,y = 7y, amibdl
Pjyimy/ ~= 1/ ~ adodik a D'-ben. A 4.6 Lemmabol Pj(,)/ ~= Pj(m).), mig a 4.7
Lemmabol 7,/ ~= T[/m]N kovetkezik. Igy T{m}N = Pj(jm].), vagyis a 4.1 Tétel miatt
D'/7i,,.. teljesiti a J-feltételt. O

Ismert, hogy Gauss-gytiriiben az irreducibilis elemek és a primelemek megegyez-
nek. Tehat, ha a egy D Gauss-gytrd tetszéleges nem-nulla eleme, akkor a vagy
egység D-ben vagy felirhato (véges sok) primelem szorzataként a sorrend és az egy-
ségszorzok erejéig egyértelmiien.

Jelolje d(a) az a 6sszes paronként nem-asszocialt osztoinak szamat. Ez megegye-
zik [a]. paronként kiilonbo6zd osztéinak szamaval D' = D,/ ~-ben. Ha a egység

a D Gauss-gytriiben, akkor d(a) = 1.
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4.2 Példa. Legyen D a Q[z], azaz a racionalis szamok teste feletti polinomok gyt-
rtije. Ebben legyen a = f(r) = 2%+ 22% —x — 2. Ekkor f(z) = (z —1)(z+1)(z +2).
Tehat f(x) paronként nem-asszociélt egy fGegytitthatoji polinom osztéi a kovetkezs

tablazat elemei:

1 (x-1) (x+1) (x+2)
(x-1)(x+1)(x+2) | (x+1)(x+2) | (x-1)(x+2) | (x-1)(x+1)

Vagyis d(f(z)) = 8.

4.4 Tétel. Ha a egy nem-nulla elem egy D Gauss-gytirtiben, akkor a Pjy((q.) kong-

ruencia indexe a D' = Dy, / ~ félcsoportban véges, és d(a) = |D'/Py(q.)|-

Bizonyitds. Legyen a a D Gauss-gylri tetszéleges eleme, és ennek c egy tetszéleges
osztoja, igy pedig Inko([c]-,[a]~) = [Inko(c,a)]. = [c]~. Tehat, ha z és y nem-

asszocialt osztoi a-nak, akkor a D' = D,,,;;/ ~ faktorfélecsoportban

Inko([7], [a]~) = [¥]~ # [y]~ = Inko([y]~, [a]~) ,

vagyis
([z]~, [y]~) & 7). -

Legyen ¢ a D Gauss-gytri tetszdleges eleme. Ekkor
Inko(Inko(c, a), a) ~ Inko(c, a) ,
mivel Inko(c, a) osztoja a-nak, és igy
(Inko(c, a),c) € 1, ,
amibdl adodik, hogy
(Inko(c, a)]~, [c]~) € Ta/ ~=Tp,_ -
Mivel [Inko(c, a)]. = Inko([c]~, [a]~), ezért
(Inko([c]~, [a]~), [¢]~) € 7y

és eszerint Inko([c], [a].) a D’ ugyanazon 7, _-osztdlydban van, ahol [c]. is. A fenti,
a nem-asszocialt osztoira vonatkozo, és az iménti eredmény miatt a D’ minden T[’Q]N—
osztélya [a]. pontosan egy osztojat tartalmazza. Felhasznéalva a 4.3 Kovetkezmeényt
kapjuk, hogy

d(a) = |D' /7 | = ID'/ Py(ia)| -
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4.4 Alkalmazasok

Most megvizsgaljuk az eddigi eredményeket speciélis Gauss-gytrikon.

4.5 Tétel. Egy F test feletti F[z] polinomgytiri tetszéleges nem-nulla f(z) poli-

nomja esetén:

d(f(x)) = [(F[z])'/ Pss@)o)l, abol (Flz])" = Fla]mue/ ~ -

Bizonyitds. A 4.4 Tétel alapjan nyilvanvalo. m

4.6 Tétel. Ha N a pozitiv egészek multiplikativ félcsoportja, és Py, egy tetszéleges
N-beli m elem altal generalt J(m) ideal szerint definialt f6kongruenciaja N-nek,
akkor d(m) = |N/Pj(m)|.

Bizonyitds. Az egész szamok 7Z gyitirtje Gauss-gytird. Jeldlje most is N a pozitiv
egészek multiplikativ félesoportjat. Ekkor a Z/ = Z,/ ~ faktorfélesoport izomorf
az N U {0} félesoporttal. Legyen m egy pozitiv egész szam. Ekkor a 4.4 Tétel
alapjan d(m) = |Z'/ Py|, ahol I az [m]. altal generélt ideal Z'-ben, ami izomorf az
m altal N U {0}-ben generalt ideallal. Jelolje ezt is az I. A 4.1 Megjegyzés miatt
(NU{0})/Pr = N/Pp oy, és mivel I\ {0} megegyezik a tételben jelolt J(m) ideallal,
kapjuk, hogy d(m) = |N/Pjm)|. O

4.3 Példa. Legyen S = {0, 1,2, 3} egy félcsoport, amelynek Cayley-miivelettablaja::

S W N o= e
S W NN ==
S O N NN
S W O W w
o O O OO

S egy félhalo, vagyis egy kommutativ félcsoport és minden eleme idempotens. El-
lendrizhetd, hogy S = N/Pj), és igy a 4.6 Tétel alapjan d(6) = 4.

A Q9 feletti d szerinti kvadratikus szamtestet Q[\/E] jeloli, ahol d olyan pozitiv
vagy negativ egész, amely nem négyzetszam Q-ban. Elemei pedig az a + bv/d ala-
ki komplex szamok, ahol a,b € Q. Egy Q[vd] kvadratikus szamtestet valosnak
neveziink, ha d > 0, és komplexnek, ha d < 0.

Egy a komplex szamot algebrai szamnak neveziink, ha létezik egy racionalis
egylitthatoja p(z) polinom, amelyre p(a) = 0. Az egy f6egytitthatoja p(z) polino-
mot, amely az f(x) — f(a) homomorfizmus magjat generéalja (f(x) € Q[z]), az «

Q feletti irreducibilis polinomjanak nevezziik.
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Egy algebrai szamot algebrai egésznek neveziink, ha a Q feletti (egy f6egytittha-
toju) irreducibilis polinomjanak egyiitthatoi egészek. A [18] 13.1.6 Allitasa alapjan

egy kvadratikus szamtest algebrai egészei gytrtt alkotnak.

4.7 Tétel. Legyen d a kovetkezs egészek egyike:
—-1,-2,-3,-7,—11,—-19,—-43, —67, —163 .

Ha A egy nem csak a nullelemet tartalmazo idealja a Q[v/d] komplex kvadratikus

szamtest algebrai egészei altal alkotott R gytriinek, akkor:
e 10 # m € R, amelyre Py = 7,,;
e 30 #n € N, amelyre P,z = 7.
A mésodik pontban ezittal A = {@|a € A}, vagyis A komplex konjugaltja.

Bizonyitdas. Legyen d a tétel szerint valasztott egész. Ekkor a komplex kvadratikus
szamtest algebrai egészei altal alkotott R gytirti Gauss-gytrd a [18] 13.2.5 Tétele
alapjan. Tovabba a [18] 13.5.6 Tétele miatt pedig R fsidealgytird. Igy, ha A egy nem
csak a nullelemet tartalmazo idedlja az R gytrtinek, akkor 1étezik egy 0 # m € R
clem, amelyre A = J(m) = mR. A 4.3 Tétel alapjan kapjuk, hogy Py = Pj(m) = Tim.

A [18] 13.4.8 Lemmaja szerint pedig létezik egy n pozitiv egész szam tgy, hogy
AA = J(n) és ismét a 4.3 Tételt haszndlva adodik, hogy Pyg = Py = Tn. O
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Utobszo

Sikeriilt megismerkedni félcsoport részhalmazanak szeparatoraval. Kiindultunk egy
egyszeriien megfogalmazhaté absztrakt algebrai fogalombol, és ennek segitségével
érdekes Osszefiiggésekhez jutottunk el. Belattunk ismertebb félcsoportelméleti fogal-
makhoz kotheté megallapitasok esetén olyan ekvivalens allitdsokat, amelyek hasz-
naljak a szeparator fogalmat. Példaul unitér részfélcsoportok vagy idedlok esetén.
A szakdolgozatban sikertilt teljes képet adni a félcsoport részhalmazanak szeparato-
raval kapcsolatos félcsoportelméleti eredményekrsl. Valamint ezen eredményeknek
szamelmélettel kapcsolatos gytrtielméleti alkalmazhatosdgarol. A félcsoportelméleti
eredmények egy része a szeparatorokkal kapcsolatos bizonyos feltételeket teljesité
félcsoportok szerkezetének leirdsat jelentette. Meglepd, hogy a szeparator, ami csak
egy egyszeri részhalmazbol felépitett struktira milyen sok tulajdonsagat megorokli
annak a félcsoportnak, ahonnan kiindultunk, tébbek k6zott a csoport tulajdonsagot.
Figyelemremélté6 még, hogy specialis kongruenciak, példaul monoid-kongruenciak
esetén a kongruencidk teljes lefrasara is felhasznalhatd a bevezetett fogalom. Ezen
kongruencidk kozott pedig volt olyan, ami végiil szdmelméleti kitekintéstinkhoz ve-
zetett minket. A szeparatorra épitett tovabbi szamelméleti Gsszefiiggések feltarasa
akar késgbbi vizsgalatok targyat képezheti.

Végezetiil szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek. Koszonom neki, hogy
felhivta figyelmemet a valasztott témara, valamint koszonok neki minden segitséget,

javaslatot, amelyet a szakdolgozat elkészitése soran kaptam.
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