1. Differencialegyenletek, egzisztencia és unicitas tételek.
Szétvalaszthatd valtozdju és elsérendii linearis
differencialegyenletek.

Definicié 1.1 (Tartomany). Ha A C R x R 0Osszefiiggé és nyilt, akkor A egy
tartomany.

Definici6é 1.2 (Differencidlegyenlet). Ha f: A — R folytonos és (tg,po) € A,
akkor egy olyan I nyilt intervallumon értelmezett u: I — R derivélhato fliggvényt,
amire

teljesiil, az f-el megadott differencidlegyenlet egy megoldasanak, illetve a (to,po)
kezdetiérték probléma egy megoldasanak neveziink.

Definicié 1.3 (Irdnymez6, izoklina). Ha '(t) = f(t,u(t)) egy d.e., amit az
f: A — R fliggvény ad meg, akkor azt a diagramot, ami a ¢, p koordindta redszerben
minden (t,p) ponthoz egy f(t,p) meredekségii vonalelemet rajzol, irdnymezének
nevezzik. A

{(t,;p) € A: f(t,p) = C}

halmazt pedig a C' értékhez tartozo izoklinanak hivjuk. A differencidlegyenlet
megoldéasait az irdnymezo6 integralgorbéinek is nevezziik.

Példaul az f(t,p) = +/|p|, ahol (¢,p) € R?, az

u'(t) = V/u(t)]

differencidlegyenletet hatdarozza meg. A megoldasok az

u(t) =0,
0 hat < C
u(t) = { (t—C)2/4 ha C<t,

—(t—=C)?*/4  hat<C(C
u(t) = 0 haC<t<D
(t—D)?/4 ha D <t,

[ —(t—-0C)?/4 hat<C
“(t>—{ 0 ha C' <,

egész szamegyenesen értelmezett fiiggvények, ahol C' < D tetszéleges konstansok.
Létszik, hogy az u(tg) = 0 k.é.p.-nak végtelen sok megoldasa van, 1d. 1. abra.
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Vagy az f(t,p) = 3p?/3 fiiggvény az u'(t)
hatdrozza meg, ennek is végtelen sok megolddsa van minden u(zg) = 0 k.é.p.-hoz,
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Tétel 1.4 (Lokalis megoldhat
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egy folytonos fiiggvény, akkor legyen

t) = po +/t f(s,u(s))ds

ami szintén egy I-n értelmezett folytonos fliggvény. Rdadésul @ szintén (po—0b, po+
b)-be képez, mert u(t) eltérése py-tol

t t t
W@—m=v7@mmws/uammms/Mm=MFMSMr
to to to
és a feltétel szerint Mr < b.

Azt fogjuk megmutatni, hogy létezik olyan u folytonos fiiggvény, hogy
u=1u,
amibol kovetkezik, hogy u derivalhatdé is, hiszen u derivalhaté. Ebbol pedig az fog
kovetkezni, hogy
u'(t) = f(t, u(t))

a (to — r,to + r) intervallumon. Jelolje
|u— |
két u,v: I — R fliggvény esetén a
max{|u(s) —v(s)|: s € I}

értéket. Tetszoleges két u,v: I — R fliggvényre igaz az, hogy minden t-re

mm—wnﬂ/fwwma—/fQMMMF

I/fwt ww»w</ow>ﬂAMr-/hL—wnm<

to
Criu—v|.
Tehat minden t € I-re
la(t) —o(t)| < Crlu—|,
amibdl az kovetkezik, hogy
|t — o] < Crju —v|.

Tegyiik fel, hogy r olyan, hogy r < 1/C'". Ekkor Cr < 1, jelolje ezt a Cr értéket g,
tehat 0 < ¢ < 1 olyan, hogy

|t —v| < qlu —v|.

Készitiink végtelen sok fliggvényt tgy, hogy ezt az elobb definidlt u +— @ miiveletet
iterdljuk. Legyen wu;(t) = po a konstans py fliggvény. Legyen

Up+1 = Up.

Ekkor wuy,ug, ..., Up,... mind a [to—7r,to+r] intervallumon értelmezett fiiggvények.
Barmely n-re

[Uni1 — Un| < qln — Up_1| < Pltn1 — Un_a| <+ < ¢ Hug — uyl,
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tehat
_ < g1 _
[Unt1 = un| < ¢" fuz — .
Ezért barmely 0 < m < n-re

|un — um| S |un — un—l‘ + ‘un—l — un—2| + -+ |um+1 — um| S

q"*lup — w| + ¢"lug — wi + -+ ¢ ug — | = Juz — u Z ¢ =
m—1<i<n—2
n—m 1

m— i m—l_q m—
uz — i g™ Z q' = |uz —wlq 1ﬁ§|uz—u1|q 1f>

0<i<n—m-—1 1 q
amibdl az kovetkezik, hogy m,n — oo esetén
|ty — U | — 0.
Tehat minden t € I-re m,n — oo esetén |u, — u,,| — 0 és {igy minden ¢ € I-re
az u,(t) szamsorozat Cauchy sorozat, ezért konvergens. Jelolje az u,,(t) szdmsorozat
hatarértékét wu(t). Igy kapunk egy u: I — R fiiggvényt. Beldthaté, hogy u
folytonos. Az is igaz, hogy

u(t) = po+/t f(s,u(s))ds = p0+/t f(s,limuy,(s))ds = p0+/ lim f(s,u,(s))ds =

to

o+ Tim / (5, un(s))ds = lim (po " / s un<s>>ds) 0t (1) = ),

tehat
U= U.
Az u figgvény az egyetlen olyan folytonos fiiggvény, amire 4 = u, mert ha u; = u,
és uy = Ugy, akkor
[uy — ug| = [y — U] < qluy — ugy

és ¢ < 1 miatt |u; — us| csak 0 lehet. O

Definicié 1.5 (MVLL fiiggvény). Legyen A C R?. Az f: A — R fiiggvény
masodik véltozéjaban lokélisan Lipschitz tulajdonsagi (MVLL), ha minden (o, po) €

A-hoz létezik olyan H C A, (to,po) € H téglalap, hogy barmely (¢, p1), (¢t,ps) € H-
ra

|f(t,p1) — f(t,p2)| < Clp1 — pol
valamilyen rogzitett, csak to-tél és po-tdl fliggd C-re.

Egy MVLL fliggvény nem feltétleniil folytonos, példaul az

1 hat <0
f(t’p):{o ha t > 0

ilyen. Egy folytonos fiiggvény sem feltétleniil MVLL, példaul az

e ={ 5 20

nem MVLL bérmely (¢, 0)-ban.



Tétel 1.6. Legyen f a madsodik vadltozojaban lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgu
fuggvény. Ekkor

(1) minden (to,po) € A-hoz létezik legbdvebb ty € I nyilt intervallum, amin létezik
u: I — R megoldds,

(2) az I minden részintervallumdn csak ez az egyetlen megoldds létezik,

(3) bdrmely K kompakt A-beli részhalmazhoz van olyan t1,ts € I, t; < ty, hogy

(tr,u(t)) € K és (ta,ults)) & K .

1.1. Szeparabilis differencidlegyenletek.

Definicié 1.7 (Szeparébilis differencidlegyenlet). Legyen A = I x J, ahol
I, J nyilt intervallumok és legyen f(z,y) = g(x)h(y) valamilyen g: I — R és
h: J — R folytonos fiiggvényekre. Tegyiik fel, hogy h sehol sem 0. Ekkor a diffe-
rencidlegyenletet szeparabilisnek nevezziik.

Tétel 1.8. A g(t)h(u(t)) = u/'(t) szepardbilis d.e. egy megolddsa az

u(t) = HYG(t) +¢)
figgvény, ami az I* = {t € I : G(t) + ¢ € Ry}-n van értelmezve, és ahol G' = g,
H' =1/h és ceR. Az u(ty) = po k.€.p. egy megolddsdt pedig a
c=H(po) — G(to)

valasztassal kapjuk.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy valamilyen [* C I nyilt halmazra és u: I* — R
derivélhat6 fliggvényre minden ¢t € I*-ra u(t) € J és g(t)h(u(t)) = u/(t) teljesiil.
Ekkor

Ha H' =1/h és G' = g, akkor
(Hou)'(t) =G'(t)

is igaz minden t € I*-ra. Ez pedig azzal ekvivalens, hogy
Hou(t)=G(t)+c

valamilyen ¢ € R-re. Mivel a H' = 1/h fiiggvény az egész J-n allandé eléjeli,
ezért H szigortian monoton né az egész J-n (vagy csokken), tehdt invertalhato.
Azt kapjuk, hogy

u(t) = HYG(t) +¢)

minden ¢ € I*-ra, amire G(t)+c benne van H értékkészletében. Osszefoglalva tehat
legyenek g: I — R és h: J — R folytonos fiiggvények, h sehol sem 0, legyenek
G és H olyanok, hogy G' = g és H' = 1/h. Ezen kiviil legyen ¢ € R tetsz6leges.
Jelolje Ry a H figgvény értékkészletét. Végil legyen

I"={tel:G({t)+c€ Ry}
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Ekkor az, hogy valamilyen
u: I" =R
kielégiti a

d.e.-et ekvivalens azzal, hogy
u(t) = HYG(t) +¢)

minden ¢ € I*-ra. Minél bévebb I* intervallumot talalunk, annal jobb, de ez fiigghet
G, H és ¢ megadasatol is. Nyilvan a

c= H(po) — G(to)

véalasztéas oldja meg az u(ty) = po kezdetiérték problémat. O

Példaul legyen g(t) = 1/t és h(p) = «, [ = J = (0,00). Ekkor a d.e.
1

/
t pum—
vl = 5w
alakt, és G(t) =Int, H(p) = p* lehetne. Tehat
u(t) =vInt+c

megoldas, de csak olyan t lehet benne u értelmezési tartomanyaban, amire ¢ > e™¢
teljesiil. Az u(1l) =2 k.é.p.-et a ¢ =4 oldja meg.

Egy mésik példa a g(t) =1, h(p) =3p*® +3, I =J =R. A de.
u'(t) = 3u(t)?? +3
alaki és a megolddsdhoz G(t) = t, H(p) = p'/ — arctan(p'/3), ezért
u(t)Y? — arctan(u(t)/?) =t + ¢,

amib6l mér sokkal nehezebb explicit alakban kifejezni az w(t) fiiggvényt. Ezt
nevezzilk implicit megolddsnak. A g¢(t)h(p) fiiggvény nem MVLL minden (¢,0)-
ban de konnyt latni, hogy mindig egyértelmii egy k.é.p. megoldasa.

1.2. Els6rendii linearis differencialegyenletek.

Definicié 1.9 (Elsérendii linedris differencidlegyenlet). Ha I nyilt intervallum
és g,h: I — R folytonos fiiggvények, akkor az f(z,y) = g(z)y + h(x)-el megadott
differencialegyenletet elsérendii linearis differencidlegyenletnek nevezziik.

Tétel 1.10. Az
u'(t) = g(t)u(t) + h(t)
elsorendi d.e. megolddsa az

u(t) = (c+v(t))ef®

I-n értelmezett figguény, ahol ¢ € R tetszdleges konstans, G'(t) = g(t) és v'(t) =
h()

eG() -



Bizonyitas. Eloszor az .n. homogén egyenletet oldjuk meg, ami az

u'(t) = g(t)u(t)

egyenlet. Ez egy szepardbilis d.e. de nem tessziik fel, hogy u(t) sehol sem 0, igyhogy
maéshogy oldjuk meg. Elég azt észrevenni, hogy ha G'(t) = ¢(t), akkor kénnyen
lathatéan az u(t) = ce®® fiiggvény megoldds minden ¢ € R-re, ugyanott lehet
értelmezve ahol ¢(t), és ez az Osszes lehetséges megoldds, mert a homogén d.e.-
et meghatarozé f(t,p) = g(t)p figgvény MVLL. Az v/ (t) = g(t)u(t) + h(t) G.n.
inhomogén egyenlet megoldasat v(t)e®®) alakban keressiik, ahol v egy szintén I-n
értemezett fiiggvény kéne legyen. A v(t)e®® pontosan akkor megoldés, ha

(v(H)e“M) = g(t)u(t)e™ + h(t),

tehat ha
V' (1)e%D +u()efDg(t) = g(t)v(t)eD + h(t),

ami azzal ekvivalens, hogy

Egy ilyen v: I — R fiiggvényt valasztva az
(c+ v(t))ef®
is megoldas minden ¢ € R-re, mert
((c+v(t)eDY = (ceDY 4 (v(t)efD) = ceDg(t) + g(t)v(t)eD + h(t) =
g(t)((c+v(t))e“D + h(t).

Ugyanakkor ez megadja az 0sszes megoldast is, mert a

9()p+ h(t)
fliggvény MVLL és nyilvan minden k.é.p. valamilyen ¢ € R-el adhaté meg, hiszen
_ Do
C = m — 'U(to)
az u(ty) = po k.é.p. esetén. O

Megjegyezziik, hogy ha ¢(t) a homogén d.e. egy megoldéasa és 1 (t) az inho-
mogén d.e. egy megolddsa (d.n. partikularis megoldas), akkor
¢'(t) + /() = g(t)o(t) + g(O)¥(t) + h(t) = g(t)(o(t) + (1)) + h(?),
tehat ¢(t) + 1 (t) is megolddsa az inhomogénnek.

Ha pedig 91(t) és 12(t) akdrmilyen két megolddsa az inhomogénnek, akkor
1 (t) — ¥2(t) megolddsa a homogénnek, mert

1(t) — ¥5(t) = g(O) (W1 (t) — Ua(t) + h(t) — h(t) = g(t) (W1 (t) — o (t)).
Tehat az
u'(t) = g(t)u(t) + h(t)
d.e. megolddsai pontosan a ¢(t) + 1(t) alaku fiiggvények, ahol () egy rogzitett
megoldasa az inhomogénnek, ¢(t) pedig egy megolddsa a homogénnek.
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differencidlegyenletnek
Mindegyik k.é.p.-nak

aris

, persze f(z,y) = 2y + 2% + 1.

’”

’”

egyértelmiien létezik az egész R-en értelmezett megoldasa, néhdnynak a

3. Az ¢/(x) = 2y(z) + 22 + 1 line
grafikonja az abran lathato.

7

az iranymezdje

’

ABRA

1.3. Egzakt differencialegyenletek.

s

Definicié 1.11 (Egzakt differencidlegyenletek). Legyenek I,J C R nyilt inter-

vallumok, g, h: I x J — R folytonos fiiggvények, h sehol sem 0. Ha

ami mindkét véaltozodja szerint

altozds fliggvény,
(

tv

(2) vanolyan G: IxJ — R ké

Y,

h(x

T,y) =

u

(z,y) = g(,y),

!
xT

derivalhaté és G
akkor a differencidlegyenlet egzakt.
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Bizonyitas. A d.e.-et gy is irhatjuk, hogy

u'(t)h(t, u(t)) + g(t,u(t)) = 0.

Mivel a G(t,u(t)) egyvéltozds fiiggvény derivaltja

ez azzal ekvivalens,

hogy

g(t, u(t)) + h(t, u(t))u'(t),

G(t, u(t))

C

valamilyen ¢ € R konstansra, hiszen a G(t,u(t)) derivaltja azonosan 0.

Példaul

2tu(t) + (£ + Du'(t) =0, ahol  G(t,p) = t*p +p,

(2t +u(t)) + (t —2u(t))u'(t) =0, ahol  G(t,p) =t* +tp — p*,

lasd 4. abra.
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ABRA 4. Az y/(z) = —% differencidlegyenlet irdanymez&je és néhany
megoldasinak grafikonja. Ezek az 22 +xpy—y? = C megoldashalmazai. Az
y = —2x egyenletli egyenes a 0-hoz tartoz6 izoklina. Az y = x/2 egyenes
pontjaiban nincs értelmezve az f(z,y) = —im_;z fliggvény, a kozelében a

vonalelemek majdnem fiiggdlegesek.
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2. Sajatvektorok és sajatértékek.

Definicié 2.1 (Sajétvektor és sajatérték). Ha ¢: V — V egy linedris leképezés
és 0 # v € V egy olyan vektor, A € R egy olyan szam, hogy
p(v) = Av,
akkor v a @-nek a A\ sajatértékhez tartozd sajatvektora. Hasonléan ha A €
R™" egy matrix, akkor minden olyan 0 # [zy,...,z,]T oszlopvektort és X € R
szdmot, amire Az, ..., 2,7 = My, ..., 2,]7, az A métrix sajatvektordnak és a
sajatvektorhoz tartozo sajatértéknek neveziink.

Allitas 2.2. A X\ € R pontosan akkor sajitértéke A-nak ha det(A — \E) = 0.

Bizonyitas. O

Allitas 2.3. Legyen ¢: V. — V' linedaris leképezés. Ha vy,...,v, € V a ¢
sajatvektoraibol dallo bazis, akkor a @ matrixa ebben a bdazisban eqy diagondlis matrix
a fodatloban a sajdatértékekkel. Ha pedig valamilyen bdzisban a @ mdtriza diagondlis,
akkor ennek a bazisnak a vektorai a ¢ sajdtvektorai és a diagondlisbeli elemek a
megfeleld sajatértékek.

Bizonyitas. O

3. Linearis differencidlegyenlet rendszerek és n-edrendi
linearis differencialegyenletek

Definicié 3.1. Ha U(t) = [uy(t), ..., u,(t)]", B(t) = [bi(t),...,b.(t)]" és
aia(t) -+ aia(t)
A) = | :
ani(t) -+ ana(t)
olyan I C R-en értelmezett fiiggvények, amikre
U'(t) = AU(¢) + B(t),

akkor U az

ft.p1,- - opn) = At)p1, - oal” + B()
altal meghatarozott n-véltozés (inhomogén) lin. d.e. egyenlet rendszer megoldésa.

A megoldasok halmazat M-el jeloljiik. Ilyenkor az U’(t) = A(t)U(t) egyenletet
homogén egyenletnek nevezziik és a megoldasok halmazat Mg-al jeloljik.

Allitas 3.2. Az U'(t) = A()U(t) + B(t), Ulty) = [v1, ..., 0|7 egyenletnek és
k.é.p.-nek egyértelmien létezik megolddsa az I intervallumon.
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Bizonyitas. A megoldhatésagrol szoldé tétel ugyaniugy miikodik ebben az e-
setben is, egyedill az f(t,p1,...,pn) = A(t)[p1,...,pa)t + B(t) fiiggvény masodik
valtozéban vald lokdlisan Lipschitz tulajdonsagat kell belatni. De

A P10l = A1 - -, ]| = [AW)] P — g,
és erre tg egy kis kornyezetében

[A@®)]lp —al < Klp = 4
teljesiil. U

Allitas 3.3. Az My halmaz egy n-dimenzios altere az I-n értelmezett R™-be
képezo fligguények vektorterének.

Bizonyitas. Megjegyezziik, hogy minden k.é.p.-nek egyértelmiien 1étezik megoldésa.
Az My altér n-dimenziés: ha v; € R" bézis, akkor az U;(ty) = v; k.é.p. valami-
lyen I kozos intervallumon értelmezett megoldasai lin. flenek, mert ha > \;U; =0,
akkor > A\;Ui(to) = 0 és ezért mindegyik \; = 0. Tehdt M, legaldbb n-dimenziés.
Ezek az U;-k generdljak is My-at, mert ha V(ty) = v, akkor valamilyen v = > ayv;
miatt W = > a;U; olyan megolddsa a homogénnek, amire W (ty) = v és akkor a
megoldas egyértelmiisége miatt W = V. O

Az U-val jelolt t — [Uy(t)---Uy(t)] métrix leképezés egy t.n. alapmatrix és
ekkor nyilvan
M(] = {U[Ozl, .. .,Oén]T Ty € R}

Allitéas 3.4. Legyen W € M tetszbleges. Ekkor M = Mo+ W.

Bizonyitas. Ha V € M, tetszOleges, akkor W+V € M. Tehat W+ M, C M.
De M C W + M, is, mert ha W € M, akkor W — W € M, és gy W =
W+ (W —W). Ezért

M= Mo+ W.
O

A kovetkezokben kiszamoljuk a homogén egyenlet megoldésait, de csak abban
az esetben, amikor A konstans és diagonalizalhat6. Ha A(t) = konstans és hasonlé

egy

d 0 - 0
0 do 0 -
D =

0 0 d,
diagonalis matrixhoz, azaz

D =T71AT,
akkor

Alti] = difti],

tehat a [t;] oszlopvektorok sajatvektorai és a d; szamok sajatértékei A-nak.
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Ekkor alaprendszert alkotnak az U;(t) = e%i![t;] vektorértékii fiiggvények, mert
Ul(t) = die®t[t;] = Aet[t;] = AU;(t), tehat U; € My, és U;(0) = [t;] miatt az U;-k
fiiggetlenek is. Pontosabban ha valamilyen ¢ # 0-ra U(t) nem lenne invertalhato,
akkor az oszlopok valamilyen aq, ..., a,-el vett kombinacidja 0 lenne, de akkor a
megoldas egyértelmiisége miatt U(t)[ay, ..., a,]T =0 lenne minden ¢-re.

Tovabba ha g: I — R"™ tetszéleges fliggvény, akkor
(Ulg]") = U'gl" + Ulg']" = AU[g]" + U[g]".
Emiatt ha g olyan, hogy B = U[g']T, akkor Ulg|T € M. Persze g-t kiszdmolhatjuk
abbdl, hogy
[g/]T — U_lB,

mert az U(t) métrix invertalhato.

Példaul ha

1 2
e
= (e!,0), akkor az A sajatértékei 3, —1, sajatvektorai pedig [1,1]T
A g(t) = (u(t),v(t)) fiiggvényre
') e (t) =€ b () —e () =0

és B(t)
[17—1]T

adddik és ebbdl u(t) = —1e %, v(t) = 1€*. Ezért egy partikuldris megoldés a

t— (0,—€"/2).

Definicié 3.5 (n-edrendii linedris differencidlegyenlet). Az

)(t) + ni a;(H)u® (t) = b(t)

differencialegyenletet m-edrendi linearis differencidlegyenletnek nevezziik.

Tekintsiik a

vi(t) 0 10 - vi(t) 0
: 0 0 1 0 : :
: a : : ! 0

o (1) —ao(t) —ar(t) o —ana (@) ] o) | o)

differencidlegyenlet rendszert. Az egyenletrendszer alakjabol kovetkezik, hogy
oe(t) = o (1)

minden 1 < k£ < n-re. Ekkor a magasabbrendii megoldasa adja az elsérendii
megoldasat és forditva:

vy (%) u(t)

vn:(t) u("‘:”(t)
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ez utébbi esetben u® (t) = vpy 1 () minden 1 <k < n — 1-re.

Allitas 3.6. Az n-edrendd homogén egyenlet megolddsainak Mq-al jelolt hal-
maza eqy n-dimenzios vektortér. Az inhomogén egyenlet megolddsainak M -el jelolt
halmazara M = Mg+ u, ahol u € M tetszidleges partikuldris megoldds.

Bizonyitas. Az egyik egyenlet megoldasai pont akkor Osszefiiggéek, amikor a
masiké is. A t6bbi nyilvanvalé. O

Ha az n-edrendii egyenlet allandé egytitthatds, akkor ezek szerint csak a

0 1 0
0 0 1 0

_ao _a'l . e DR _an—l

matrixszal definialt homogén d.e.-rendszert kell megoldanunk. Ha ezt diagonalizalni
akarjuk, akkor a sajatértékeket kell kiszamolni el0szor. Az

0 —x 1 0

0 0o - =X 1

—ap —@y ccr —Gp_g —Gp_1 — A
matrix determindnsa az els6 oszlop alapjan rekurzivan kifejtve
—ap(=1)" 14+ (=) (—a (=) T+ (=A) (- — apz(—1)* - 1+
(=) (=tn-2(=1) + (=A)(=tp-1 = X)) --+)) =
(=1)"ag + (=1)"as A + (=1)"ag\* + - - - 4+ (=1)"ap, 1 A" + (=1)" A"
Ennek a gyokei tehat a
A"+ A" Aag Fag =0

egyenlet megoldésai. Ha az 0sszes gyok valds és a Aq, ..., A\, gyokokhoz van sajatvektorokbol
allé bazis, akkor A diagonalizalhaté és
N -0 0
Do 1| =T7AT,
0 - A\,

tehat az U;(t) = eN'[t,]T fiiggvények alaprendszert alkotnak. A sajdtvektorokboél
all6 T matrix is konnyen kiszamolhat6é az A matrix Gauss eliminaciéjaval. Az A
utolsé el6tti sordnak a,,_; + A-szorosat az utolsé sorhoz adva azt kapjuk, hogy

-2 1 0
0o 0 - -\ 1|
—Qayg —Qp --- (—an_g — an_l)\ — )\2) 0
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ennek az eggyel feljebb 16v6 sordnak az a,_s + a,_1\ + A2-szeresét az utolsé sorahoz
adva azt kapjuk, hogy

-2 1 0
0o - 0 -2 1’
—ag - (—an_g — )\an_g — )\2an_1 — )\3) 0 0
és ezt folytatva végiil az lesz a matrix, hogy
—-A 1 0
0 e 0 =21
A =S 0 - 000
Ha ebben A helyére valamelyik A;-t irjuk, akkor a matrix
- 10
o -+ 0 =)\ 1
0 o -~ 0 0

lesz, tehat a \;-hez tartozd sajatvektorok

€
iy

A?Il
amik csak akkor lesznek linearisan fiiggetlenek, ha mindegyik A; kiilonbozé. Ekkor
az n-edrend homogén egyenlet megfelel6 megoldédsai x; = 1 valasztassal
U; (t) = e’\it.

Ha az A nem diagonalizalhat6 de mindegyik \; valds, akkor bonyolultabb szamolassal
azt kapjuk, hogy az n-edrendii homogén egyenlet megfelel6 megoldasai

ur(t) = ML U, (1) = ™ eM

Uy 1 (t) = €20 Uy oy (1) = 727 1M

um1+'"+mk,1+1(t) = eAkt7 <oy Umg o my, (t) = tmk_le)\ktv

ahol k£ darab koliinb6z6 A; van és a multiplicitasuk m;. Ha pedig van nem valds
o; +15; és a; —i3; sajatérték is [; multiplicitassal, akkor a megfelel6 megoldasok

u; ;(t) =te™ cos it és i (t) =t e sin Git,

ahol 7 =0,...,[; — 1.
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Tehat ezek a fliggvények bazisat alkotjak az M, vektortérnek, azaz minden
megoldasa a homogén egyenletnek

mi ma -
u(t) = Z CLiti—le)qt X Z Cz’iti—lekzt NI Z Ck’iti—le)\kt_i_
=1 i=1 i—1

!
Z(Al,jtj_lealt cos Bit + Bl,jtj_le‘“t sin 81t) + -+
j=1
ls
Z(As,jtj_least cos Bt + BsJ»iﬁj_leo‘S'5 sin fst)
j=1
alaku, ahol C; ;, A; j, B, ; tetszbleges valés szamok és

k s
> mi+2) I=n.
i=1 j=1

Ahhoz, hogy megoldjuk az inhomogén egyenletet, csak egy darab partikularis megoldast
kell talalni. Az u.n. prébafliggvény moddszer szerint ha b(t) valamilyen tipusu
fliggvény, akkor az inhomogén megoldés is hasonlé tipus kéne legyen. Ha példaul
b(t) = Q(t)e™, ahol @ egy r-edfoku polinom és z pontosan j-szeres gyoke a karak-
terisztikus polinomnak, akkor

v(t) = ' R(t)e™
egy partikularis megoldas, ahol R egy legfeljebb r-edfoki polinom.

Példaul az

u”(t) — 3u/(t) + 2u(t) = t%€'
d.e-nek A2 —3X+2 = (A —2)(A—1) a karakterisztikus polinomja, teh&t a homogén
egyenlet megoldasai

0162t + Cg6t.
A
v(t) = t(At* + Bt + C)e'

pedig partikularis megoldés lesz valamilyen A, B, C'-re.



